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Resumo

Este trabalho apresenta uma abordagem sobre a representacao dos niimeros reais por meio
das fracoes continuas, sugerindo-se atividades as quais possam ser trabalhadas no Ensino
Médio. Exibe-se uma proposta para a inclusao das fragoes continuas na grade curricular

do Ensino Baésico.

Palavras-chave: Expressoes decimais, fracoes continuas, representacao decimal dos

numeros reais.
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Abstract

This work presents an approach on the representation of real numbers through continued
fractions, suggesting activities that can be worked in High School. A proposal for the

inclusion of continued fractions in the curriculum of Basic Education is shown.

Key-words: Decimal expressions, continued fractions, decimal representation of real

numbers.

viil



Sumario

Agradecimentos v
Resumo vii
Abstract viii
Lista de figuras xii
Lista de tabelas xiii
Introducao 1
1 Estudo dos nimeros reais no ensino médio 3
1.1 Expressoes decimais dos nimeros reais . . . . . . . . .. ... 3

2 Representagao dos nimeros reais como fragoes continuas 7
2.1 Fracaocontinua . . . . . . . ... 7
2.1.1 Um pouco de histéria . . . . . . .. . . ... 8

2.1.2  Desenvolvimento de um nimero em fracao continua . . . . . . . .. 10

2.2 Representagao de um ntmero como fracao continua . . . . . . . .. .. .. 14
2.2.1 Interpretagao geométrica das fragoes continuas . . . . . . . . .. .. 19

3 Fragoes continuas na matriz curricular da educacao basica 28
3.1 Descritor para fragoes continuas: D14a . . . . . .. ... . ... ... ... 30
3.2 Base nacional comum curricular . . . . . .. ..o 30

4 Representacao dos nimeros reais como fragoes continuas: uma proposta

para o ensino médio 33
4.1 Metodologia . . . . . . . . 33
4.2 Atividades desenvolvidas . . . . . . . . . ... 34

4.2.1 Relatorio da atividades desenvolvidas . . . . . . . . ... ... ... 65

1X



Consideragoes finais

Referéncias

69

70



Lista de Figuras

2.1
2.2
2.3
24
2.5
2.6
2.7
2.8
2.9
2.10
2.11
2.12

4.1

4.2

4.3
4.4
4.5
4.6
4.7
4.8
4.9
4.10
4.11
4.12
4.13
4.14

Retangulo 1 x % ................................ 21
Quadrado de lado % e retangulo % X % ................... 22
Quadrados de lado % e retangulo % X 1—13 ................... 22
Quadrados de lado % .............................. 23
Representacao geométrica da fracao continua [1;2,3] . . . . .. .. .. .. 23
Retangulo 1 X (e —1) . . . .. .. . . 24
Quadrado de lado 1 eretangulo 1 x ;. . . . . . . . ... 24
Quadrado de lado ay e retangulo co X g . . . . ..o 24
Quadrados de lado as e retangulo g X ag . . . . . L. 25
Quadrado de lado ag e retangulo ay X a3 . . . . ..o 25
Representagao geométrica da fragdo continua [1;1,2,1,1,4,1,1,6,...] . . . 26
Zoom da Figura 2.11 . . . . . . .. .. 26

Representagao geométrica da fragao continua do nimero o = %, que cor-

responde ao Caso 1 . . . . . . . . ... 53
Representagao geométrica da fracao continua do nimero a = %, que cor-

responde ao Caso 2 . . . . ... 54
Representagao grafica de um nimero irracional e — 1 =[1;1,2,1,1,4,...] . 55
Representagao geométrica do nimero o como fragoes continuas . . . . . . . 5}
Retangulo 1 x 1—70 ................................ 56
Quadrado de lado 1 e retangulo 1 x % ..................... 57
Quadrado de lado % e retangulo 1 x % ..................... 57
Quadrado de lado % e retangulo % X % ..................... o7
Representacao geométrica da fracao continua [1;2,3] . . . . .. .. .. .. 58
Retangulo 1 x 1—76 ................................ 59
Quadrado de lado % e retangulo % X % ................... 59
Quadrado de lado 1—26 e retangulo % X % ................... 59
Quadrado de lado 1—76 e retangulo % X % ................... 60
Representagao gréfica da fragao continua [0;2,3,2] . . . . . ... ... ... 60

X1



4.15 Reprodugao do desenho feito pelo aluno mencionado (a folha original extraviou-

SE) i 61
4.16 Aluno resolvendo problemas proposto em sala de aula . . . . . . .. .. .. 66
4.17 Aluno do 3° ano da Escola Estadual Jaragud . . . . . ... ... ... ... 67
4.18 Atividades feitas pela aluna Karol em folha quadriculada . . . . . . .. .. 68

x1i



Lista de Tabelas

3.1 Distribuicao dos descritores nas grandes areas de ensino.

xiii



Introducao

Os nimeros reais é o conjunto numérico mais utilizado no Ensino Médio, devido
a sua aplicacao no dia-a-dia. Para efetuar calculos, a forma eficiente de representar os
ndmeros reais é por meio de expressoes decimais.

Tipicamente, uma expressao decimal é escrita como
& = Qp,0a10920s3 . ..,

onde ag ¢ um numero inteiro e ay, as, as,... sao numeros inteiros tais que 0 < a, < 9,
para todo n € N, os quais sao chamados de digitos. Para cada n € N, o nimero a,
é chamado de n-ésimo digito da expressao decimal . Alguns exemplos especificos de

expressoes decimais sao os simbolos:
v =13,24600... 0 =35,121212... e 7 = 3,14159265...

No caso de v, entende-se que todos os digitos apds o niimero 6 sao compostos por zeros.
No caso de 3, os digitos apds a virgula é composta pela justaposicao de 12 infinitamente.
Porém, no caso de m, nao ha uma regra que permite dizer quais os préximos digitos a
partir do nono.

O emprego de reticéncias é uma maneira informal, porém, muito ttil no ambito
do ensino da matematica no conteido de expressoes decimais, que é estudado nas turmas
de oitavo ano. Desta feita, aplicar um novo conhecimento através de uma perspectiva
diferente é fundamental para o desenvolvimento de matemética no ensino basico, ficando
a cargo do professor motivar e buscar novas formas de ensinar. Assim, pode-se fazer a
seguinte pergunta: “existe outra forma de representar os niimeros reais?”. Sendo entao,
este o principal designio do trabalho.

Com esta finalidade, apresentara-se-4 uma outra forma de expressar os nimeros
reais, por meio das fragoes continuas com a interpretacao geométrica das mesmas. Utilizou-
se o software IXTEX, para ilustrar as figuras deste trabalho.

Para isso o trabalho serda composto de quatro capitulos, sendo os dois primeiros

relativos a um estudo tedrico que foram levantados para amparar o entendimento ma-



tematico necessario para o educador. O terceiro capitulo é um estudo pedagdgico baseado
nos principais documentos e normativas de regulamentagao do ensino béasico brasileiro, e
que sugere-se a inclusao dessa proposta nos componentes curriculares do ensino basico.
Finalmente, o quarto capitulo, traz o desenvolvimento dessa proposta na educacgao basica
tais como os resultados obtidos.

No Capitulo 1, é realizado um estudo formal sobre a representagao decimal dos
nimeros reais. Mostra-se que todo nimero real possui uma representagao decimal.

No Capitulo 2, é abordado uma outra representacao dos niimeros reais, por meio
das fracoes continuas. Em particular, mostra-se uma maneira de representar todos os
numeros racionais, como fracao continua, utilizado-se o algoritmo de Euclides. Além
disso, apresenta-se uma representacao geométrica das fragoes continuas, muito util para
compreensao dos racionais e irracionais no Ensino Baésico.

No Capitulo 3, é feito uma andlise dos documentos brasileiros que regulamen-
tam a educacao brasileira, dando enfase em dois destes documentos a Base Nacional
Comum Curricular (Brasil, 2018) que recentemente foi langada para o Ensino Médio e
o documento da Plano Desenvolvimento da Educagdo/Sistema Nacional de Avaliagdo da
FEducagao Bdsica (Brasil, 2008), onde propde-se a criagdo de um novo descritor “D22a”,
dentro do Tema III: Numeros e Operagoes/ Algebra e Funcgoes.

No Capitulo 4, apresenta-se uma série de atividades as quais foram aplicadas no
32 ano do Ensino Médio da Escola Estadual Jaragud no municipio de Agua Boa - MT.
Finaliza-se esse capitulo com o relatério da realizacao das aulas ministradas.

A fim de alcancar esse objetivo, é preciso desenvolver uma teoria sélida que
agregue um conhecimento para criar e buscar atividades que estimulassem aos alunos
proporcionando uma aprendizagem onde este passaria a compreender com um novo olhar

as aplicacoes dos contetidos que viram durante a sua vida escolar.



Capitulo 1

Estudo dos numeros reais no ensino

meédio

O conjunto dos numeros reais é de suma importancia para a vida dos alunos,
pois estes acabam utilizando-os para o resto da suas vidas, seja ao pesar algum objeto, a
medir alguma coisa com uma fita métrica, ao expressar os resultados que encontram nas
disciplinas de matematica. Desta feita, representa-se tais niimeros utilizando as expressoes
decimais. O objetivo desse capitulo é fazer um estudo formal das expressoes decimais dos
nimeros reais.

Este capitulo baseia-se nas referéncias Lima (2014) e Kalapodi (2010).

1.1 Expressoes decimais dos nimeros reais

Apresentar-se-4 a seguir a definicao formal de expressao decimal dos nimeros
reais.
Seja (an)nen uma sequéncia de numeros inteiros tal que 0 < a,, < 9, para todo

n € N. Dado, ag € Z, considere-se a série
Qp,
ao + g —. (1.1)

An_ 9

A série dada em (1.1) é convergente. De fato, para verificar isto observa-se que g < 15,

para todo inteiro n € N. Assim,
An_ < i =9 i ,
10m = 10" 10

1 n
< 1 e, portanto, a série geométrica Z (E) é convergente.
n=0

1

para todo n € N. Agora, ;5



" 9 < < .
Logo, a série Z o é convergente. Entao, pelo Teste de Comparacao, a série
neN

j{:-f%%, (1.2)

n=1

—_

é convergente. Ao somar o inteiro ag em (1.2), a série ainda é convergente. Tal nimero

denota-se por a. Isto é,

a:av+§:§%. (1.3)

Definicao 1.1. Diz-se que um nimero real a tem uma representacdao decimal se existe
uma sequéncia de inteiros (@, )nenufoy, onde ag € Z e 0 < a,, < 9, para todo n € N, tal

que
= a
n
o = ag + g —.
10™
n=1
Esta expressao, acostuma-se escrever como

a = Qg, a10a20as ...,

e chama-se de expressao decimal de .

Por exemplo, uma representagao decimal de um inteiro a é da forma

o

an
a=a-+ —,
21
onde, a, = 0 para todon € N. Assim, a = a,000....

O numero o = 13,428000. .. é a representacao decimal do ntimero %507. De fato,

8357 o 4,2 8
250 10 100 1000°

3357 = a
Logo, pode- =13 § —~  ond
OgO pO e-Se escrever + 2 10” ondae

250
(
4, sen=1;
2, sen=2;
ap =
8, sen=3;
0, sen =>4

Por outro lado, o nimero § = 25,121212... é a representacao decimal do nimero



829
55 - De fato,

@—25+i+i+i+i+
33 10 100 1000 ' 10000

Logo, pode-se escrever 829 =25+ Z o , onde

1, sen é impar;
b, =
2, semn épar.

Definicao 1.2. Seja x um nimero real, chama-se o maior inteiro de x ou parte inteira

de x ou piso de x ao inteiro

|z] =max{m € Z:m < x}.

Por exemplo, a parte inteira dos ntimeros 4, = e —17 530, respectivamente, 4] = 4,

10
1| 47| _
[3] =0e[-5] = 5.
Teorema 1.3. Todo niumero real positivo tem uma representacao decimal.

Demonstra¢ao. Seja o um numero real positivo. Denota-se por ag := |[«]. Define-se

indutivamente a sequéncia (3,),,cy, pondo
fr=a—la] e By =108, — [108,],

para todo n € N. Tem-se que 0 < 3, < 1, para todo n € N.
Como 0 < 3, < 1, tem-se que 0 < 105, < 10 e, assim, 0 < 103, — [105, ]| < 1.
Isto é, o termo |[1005, | é um digito do sistema decimal, em que denota-se por a,, ou seja,

|108,] = a,. Assim, tem-se que

ap + Brt1
10 ’

para todo inteiro n € N. Define-se a sequéncia (o), como sendo

—@0+ka

Bn:

Prova-se por inducao sobre n, que

5n+1
= , 1.4
o= o, + 107 (1.4)
Como 0 < B,41 < 1, entao 0 < Pt < L Como lim L = 0, pelo teorema
- ’ - 10" 10" n—+oo 107 7
do Sanduiche, tem-se que lim Fnt1 = 0. Pela equagao 1.4, tem-se lim o, = «.
n—-+oo 10 n—o0



Assim, obtém-se a seguinte série infinita que é uma representacao de a:

oo an
a = ao—l—Z—n.
“—~10
[

A representacao decimal nao é inica. Para ver isto, observa-se que 1 = 1,0000- - - =
0,9999.... De fato,

a=0,999... = 0+Zi

9
Portanto, Z Tom = 1.
n=1

Generaliza-se que todo inteiro n, possui duas representagoes decimais

= a =9
n=n+ E — (a, =0, paratodon e N) e n=(n—1)+ E —.
107 107
n=1 n=1
Os numeros racionais, em geral, nao possuem representacao decimal tnica.
A igualdade 1 = 0,999... costuma causar perplexidade aos menos experientes.
A tnica maneira de dirimir o aparente paradoxo é esclarecer que o simbolo 0,999... na
realidade significa o niimero cujos valores aproximados sao 0,9; 0,99; 0,999; etc.
No seguinte capitulo, apresenta-se uma outra forma de expressar os niimeros reais,

por meio das fragoes continuas.



Capitulo 2

Representacao dos numeros reais

como fracoes continuas

Uma outra abordagem da representagao dos ntimeros reais é por meio das fragoes
continuas. Tal representacao é considerada inusitada visto que nao esta presente na grade
curricular dos alunos. Existe uma necessidade em motivar os alunos quanto a importancia
das ferramentas matematicas que sao ensinadas durante o ensino basico. Com isto, ensinar
as fracoes continuas permite o uso de diversas técnicas que durante a vida escolar do aluno
é ensinada a esmo, sendo que muitas vezes nao se conhece as suas aplicacoes e utilidade,
como por exemplo: a racionalizacao, o algoritmo de Euclides e operacoes entre niimeros
racionais. O objetivo desse capitulo é fazer um estudo introdutério das fragoes continuas.

Esse capitulo, baseia-se nas referéncias Moreira et all (2012), Cheng (2007), Olds
(1963), Lorenzo e Jorge (2007), Eves (2004) e Vorobiov (1974).

2.1 Fracao continua

Uma fragcao continua é uma expressao da forma

by
b2 ’
bs
CL3+.

(2.1)

ap +
ai +
az +

onde (an)nenuio} € (bn)nen sdo sequéncias de niimeros inteiros com a,, > 0 e b, > 0, para
todo n € N.!

Se b, = 0, para algum n € N, entdo a expressao (2.1) se reduz a

'Em geral, as sequéncias (an)nenugo} © (bn)nen podem ser nimeros reais, ver em Cheng (2007).



No caso (2.2), diz-se que a fragdo continua é finita, e no caso (2.1), diz-se que é
nfinita.
A fragao continua é dita simples se a sequéncia (b, ),en for constante e seus termos

iguais a 1, o qual denota-se por

1
[ag; ai, az, .. .| =a+——7— (2.3)
a; +
CL2+_
Uma expressao da forma
1
[ao;alaa25"'7an]:a0+ 1 ;
a +———
CL2+' 1
Qn,
denomina-se fracao continua simples finita. Os termos ag,ai,as,... sao chamados de

quocientes parciais.
Dado um ntimero real z, diz-se que x possui uma representacdao em fracao continua
se existem duas sequéncias (ay,)nenufoy € (bn)nen de niimeros inteiros com a, > 0 e b, > 0,

para todo n € N, tais que ;
1

by
bs
asz+ .

T = ag+
a; +
as +

2.1.1 Um pouco de historia

A seguir apresentam-se exemplos de fracoes continuas que foram utilizados por al-
guns matematicos contribuindo para o desenvolvimento deste assunto, para mais detalhes
ver em Cheng (2007), Olds (1963) e Eves (2004).

O algebrista italiano Rafael Bombelli (1526-1572), nascido em Bologna (Italia),



entendia que

Todavia, cabe ressaltar que o Bombelli nao utilizava a notacao dos tempos atuais.

O nobre e matemético britanico William Brouncker (1620-1684) um dos funda-
dores e primeiro presidente da Royal Society de Londres, que também manteve relagoes
com Wallis, Fermat e entre outros matematicos de primeira linha, em 1658, contribuiu
com a expansao da fracao continua de % (considerada uma importante descoberta para

a histéria do 7).
1

32
52
72
92
2+

-1+

™

2+
2+

2+
2+

O famoso matematico sui¢o Leonhard Paul Euler (1707-1783) foi um dos primeiros
a desenvolver a teoria das fracoes continuas. Representou o nimero e = lim (1 + %)n

n—aoo
como a fragao continua simples

e=2+

1+
2+

1+
1+

1
1

I+

4+
1+

ou, equivalentemente, e — 1 = [1;1,2,1,1,4,1,1,6,1,1,8,...,1,1,2n,...].
O suigo Johann Heinrich Lambert (1728-1777) foi um matematico de alto quilate,
filho de um alfaiate pobre e, em grande parte, um autodidata. Lambert foi o primeiro

a provar rigorosamente que o nimero 7 era irracional. E por volta de 1770, escreveu o



calculo tan x na forma de fragoes continuas,

tanx =

Lambert usou a expressao para concluir que se x é um nimero racional nao nulo,
entao tan z nao pode ser um numero racional. Sendo assim, como tan 7 = 1, entao 7 nao
pode ser racional.

Um dos grandes matematicos do século XVIII Joseph Louis Lagrange (1736-1813)
nascido em Turim na Italia, em uma de suas grandiosas obras “Traité de Résolution des
E'quations Numériques de Tous Degrés” demonstrou que as raizes irracionais de equagoes
quadraticas possuem uma expansao em fracao continua periédica. Algumas dessas podem

ser vistas a seguir, conforme Cheng (2007).

1 1+/5 1
V2=1+ +V5

24+ ——— 1+
2+

2+ I+

Também, para a? + b > 0, tem-se

S

vaz+b=a+

b
2a +

2a b

_|_—
2a+.

2.1.2 Desenvolvimento de um nimero em fragao continua

O processo de conversao do niimero real x em uma fracao continua denomina-se
desenvolvimento de x em fragao continua.

A fim de ver que todo numero racional pode-se representar como uma fracao
continua, considere-se inicialmente um caso particular. Sejam a e b inteiros coprimos com

b > 1. Suponha que o algoritmo de Euclides, aplicado aos inteiros a e b, seja dado por

10



a = b-qg+r, comO0<r <b, (2
b = ri-q+ry, com0<ry<ry, (2
rn = re-qa+ry, com 0 <1y <y, (2.

(2

Ty = T3-°(¢3.

Da igualdade (2.4), obtém-se

a 71 1

g = = — 2.8
™

Porém, da igualdade (2.5), deduz-se

b T2 1

— = = = — 2.9

1 et ™ at E ( )
T2

Do mesmo modo, da igualdade (2.6), tem-se

T1 T3 1
L L — 2.10
T q2 + Ty q2 + 27 ( )
T3
e da igualdade (2.7),
)
— = q3. 2.11
s a3 ( )
Logo, de (2.8), (2.9), (2.10) e (2.11), conclui-se
a 1
;= g = [0 q1, 42, G3]-
q1 + 1
42 + —
as

Em particular, como o algoritmo de Euclides aplicados nos inteiros 43 e 30 é

43 = 30-1+13,
30 = 13-2+4,

13 = 4-3+1,
4 = 1-4.
Conclui-se que o desenvolvimento em fracao continua do ntimero % ¢ dado por

11



1
[1;2,3,4] =1+ —
e

4

Isto é, 22 =[1;2,3,4].

Foi feito o processo de desenvolvimento de § em fracao continua, quando o al-
goritmo de Euclides aplicado nos niimeros a por b tem exatamente quatro passos. No
proximo resultado, prova-se o caso geral, isto é, para quaisquer inteiros a e b coprimos e
b>1.

Se o algoritmo de Euclides, aplicados nos inteiros a e b, é dado pelas seguintes

divisOes sucessivas

a = b-qy+r1, com 0 <r; <b,
r1-q1 + 7o, com 0 < ry <71y,
T = T2-(2+T3, com 0 < 73 <1y,
Tne2 = Tpn1Qqn-1+ 7Ty, com0<r, <r,,
'n—1 = Tnqn,

chamaremos de quocientes parciais das divisoes sucessivas de a e b, aos inteiros qo, q1, qo, - . .
Lema 2.1. Seja § um nidmero racional com a e b inteiros coprimos eb > 1. Se qo, q1, - - -, qn
sao 0s quocientes parciais das divisoes sucessivas de a e b, entao

~ = la; )
b* q0; 4915 - - -, qn]-

Demonstracao. Provar-se-4, por inducao sobre n, que para todo par de inteiros a e b

coprimos com b > 1, tem-se

a
6 = [qO;q17"'7QTL]7

onde qo, q1, - - -, ¢, Sa0 0s quocientes parciais das divisoes sucessivas de a e b. Com efeito,
para n = 1 o resultado é verdadeiro, pois dados a e b inteiros coprimos com b > 1, tais

que

a = b-qo+ry, com0<rH <b,

b = 141.-

12
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Entao,
a r1 1

EZQO‘F?:%-FEZ[QO;%]-

Procedendo indutivamente, suponha que o resultado seja valido para algum n €
N. A continuacao mostra-se que o resultado é valido para n + 1. De fato, dados a e b

inteiros coprimos com b > 1 tais que,
ri-1 =1 + g1, com 0 <7 <71,

para todo inteiro ¢ tal que 1 <i<n,onder_y =a,rg=0,7,=1¢€ 1,1 = 0. Entao,

a r_ 71 1
= T g4+ — =gy + —. 2.12
b To qo0 b qo ﬂ ( )
™1
Como os inteiros g1, qa, - - . , o1 SA0 08 quocientes parciais das divisoes sucessivas de ro = b
por rq, entao pela hipétese indutiva,
b
— = [q1;7QQ7"'7qn+1]' (213)
1
Logo, de (2.12) e (2.13), tem-se
a T 1 1
= —=q t = qo + 1 = [qo0;q1, - - -+ Gn1)-
b ™ [qlquv"'aq’fH-l]
¢+
q2+. .. 1
1
qn +
qn+1

Mostrando que o resultado é verdadeiro para n + 1. Portando, pelo Principio de Inducao
Matematica, § = [qo;q1,..-,qn], para todo par de inteiros a e b com b > 1, onde

Qo,q1, - - -, (Qn S0 0s quocientes parciais das divisoes sucessivas de a por b. O

Teorema 2.2. Um numero x € racional se, e somente se, possui uma representacao em

fragao continua simples finita.

Demonstracao. A condicao necessaria é o Lema 2.1 e a condicao suficiente segue da de-

finicao de fracao continua finita. n

Existem diversos métodos para encontrar a fracao continua que representa um
nimero, a maneria mais facil de se representar um nimero racional é por meio das divisoes
sucessivas ou algoritmo de Fuclides.

235
139

sentacao em fragao continua finita, descrita a seguir. Pelo algoritmo de Euclides entre os

Exemplo 2.3. O Teorema 2.2, garante que o nimero racional possui uma repre-

nimeros 235 e 139, tem-se que

13



235 = 1391+ 96,
139 = 96-1+ 43,
96 = 43-2+ 10,
43 = 10-4+3,
10 = 3-3+1,

3 = 1.3,

Neste caso, os quocientes parciais das divisoes sucessivas de 235 e 139 sao 1,1,2,4,3 e 3.

Logo, pelo Lema 2.1 tem-se

235 1
= =[1;1,2,4,3,3] = 1
139 [7’777] +

1
1

1+

4+ —7
3 —
T3

2.2 Representacao de um nimero como fracao conti-

nua

Nesta segao, apresentar-se-4 uma maneira de encontrar as fragoes continuas sim-
ples segundo Moreira et all (2012). Os resultados apresentados é uma forma de encontrar
0s quocientes parciais das fragoes continuas simples mais interessantes para os nimeros

irracionais, porém servem perfeitamente com os racionais.

Definigao 2.4. Seja x um nimero real. Define-se indutivamente a sequéncia (cv, (x))neNU{o}

por ag(x) ==z e

o, (1), se ap(z) € Z,

, se ay(z) ¢ Z,
an(7) — [an(z)]
para todo n € NU{0}. A sequéncia (a,(2)),cnuqo), definida por a,(z) := |an(2)] serd

chamada de sequéncia dos quocientes parciais de x.

Os quocientes parciais do nimero 2, sdo por defini¢ao ap(2) = |ap(2)] =2,a1(2) =
la1(2)] = 2,...,a,(2) = |an(2)] = 2,..., ou seja, a,(2) = |a,(2)] = 2, para todo
n € NU{0}. De fato, se z € Z, entdo a sequéncia dos quocientes parciais de = é cons-

tante, o qual é dado no préoximo resultado.

14



Proposicao 2.5. Se x € um inteiro, entao a sequéncia (an(x))nenuio} dos seus quocientes

parciais € constante.

Demonstragao. Provar-se-a, por indugao sobre n, que a,(z) = x, para todo n € NU
{0}. Por definigao, para n = 0, o resultado é imediato, pois ap(x) = x. Procedendo
indutivamente, suponhamos que o resultado seja vélido para algum n € NU {0}. Prova-
se, agora, que o resultado é vélido para n+ 1. De fato, pela hipdtese indutiva, a,(z) = x.
Como a,(x) = x é um inteiro, entao, pela Defini¢ao 2.4, segue que ay,41(z) = a,(x) = x.
Portanto, pelo Principio de Inducao Matemaética, a sequéncia (o, ())nenufoy € constante
para todo n € N U {0}.

Pelo visto anteriormente, segue que a,(x) = |a,(z)] = x, para todo n € N U

{0} O

Quando nao houver confusao, denota-se simplesmente por «a, = o, (z) e a, =
an(x).

A Proposicao 2.5, pode-se generalizar para os nimeros racionais, isto é, a partir
de um indice suficientemente grande, a sequéncia torna-se constante. A fim de ver isto,
considere-se inicialmente um caso particular. Sejam a e b inteiros coprimos com b > 1.

Suponha que o algoritmo de Euclides, aplicado aos inteiros a e b, seja dado por

a = b-q+r, com0<r <b, (2.14)
b = ri-q+ry, com0<ry<ry, (2.15)
reo= T2-q2+rs,  com 0 <ry <71y, (2.16)
re = T3-(3, (2.17)

onde, r3 = 1.
Obter-se-4 os quocientes parciais de 3. Para isso, encontra-se os termos da
sequéncia (o, (7))nen € posteriormente os quocientes parciais. Assim, com as mesmas
~ .~ a
notacoes da Definicao 2.4, tem-se oy = 7 Pondo, a =1r_1 e b = rg, tem-se
r—1

a
_a4_"1 2.18
ao b ro ( )

Assim, das igualdades (2.14) e (2.18), obtém-se

ap = |ao) = {EJ = {QOJF T—OJ = qo-

To (&1

15



Deste modo, o termo a4 (x) é obtido através de

1 1 1 b
ap — | g_qo a—qo-b 1 T1
b

Assim, pelas igualdades (2.15) e (2.19), deduz-se

O termo ay é dado por

1 1 1 "

= = = = —. 2.20
2 a; — |ay] b b—qi-m1 1y (220)
T1 T1
De modo que, as igualdades (2.16) e (2.20), tem-se
r r
az = |z = {iJ = {CD + —BJ = Go-
T2 T2
O termo a3 é dado por
1 1 1
s = = - = (2.21)
ap—lon) DL, LT @2y
) T2

Como r3 = 1, pelas das igualdades (2.17) e (2.21), tem-se

a3 = PJ = 73] = gs.

rs

Logo, os quocientes parciais de ¢ sao dados por ag = qo, a1 = q1, a2 = q2 € a3 = g3.

No seguinte resultado, exibir-se-4 que a; = =% para todo inteiro 7 tal que 0 < i < n.

Ti

a
b
Considere 0s inteiros qo, qu, ..., qn,T1, - -, Tn tais que 0 < rp < rp_1 e

Proposicao 2.6. Seja x = ¢ um numero racional com a e b inteiros coprimos e b > 1.

Tk—1 = TkQk + Tk+1,
para todo inteiro k tal que 1 < k <n, onder_; =a,rg=0>0,r, =1 enr,.1 =0. Entdao, a
sequéncia (o (x))kenuqoy € dada por

ag(z) = %, para todo inteiro k tal que 0 < k < mn, (2.22)
k

e ag(r) = qn, para todo k € N com k > n + 1. Em particular, os quocientes parciais de
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x sdo dados por ay = qx, para todo inteiro k tal que 0 < k < n, e ax(x) = qn, para todo
keNcomk>n-+1.

Demonstracdao. Provar-se-a, por inducao sobre k, que

para todo inteiro k tal que 0 < k < n. Para k = 0, o resultado é trivialmente verdadeiro,

is () -
OIS X\ ) =X = — = —.
p 0 b T‘O

Procedendo indutivamente, suponha-se que o resultado seja valido para algum
inteiro k com 0 < k < n, isto é,
Tk—1

ag(z) = g

Prova-se agora que o resultado é vélido para k + 1. De fato, como r; > r, = 1 (pois

ak(z) — [ax(z)]

0 <k <n-—1), segue que ap, ¢ Z. Entao, aji1(z) = Logo, pela

hipotese indutiva, tem-se

1 1 . Tk . Tk

gy (T) = =7 = = .
Th—1 Vli Tkl g TR=1 T WTE Tkt
Tk

Tk Tk

Mostrando, assim, que o resultado é valido para k+1. Portanto, pelo Principio de Inducao
Matematica, ag(z) = ri—:, para todo inteiro k£ tal que 0 < k < n, onde r_y = a, ro = b,
rn=1er,1=0.

Provar-se-& agora, por indugao sobre k, que ai(x) = ¢, para todo k € N com

k > n + 1. Pelo visto anteriormente,

an(z) = = Tp1 = Qn.

Agora, para k = n + 1 o resultado é verdadeiro, pois ax(z) = api1(z). Como a,(z) é
inteiro, tem-se que a,11(z) = a,(x) = ¢y.
Procedendo indutivamente, suponha que o resultado seja valido para algum k£ € N
com k > n+1,isto é, a,(x) = g,. Prova-se agora, que o resultado é valido para k + 1.
Pela hipétese indutiva tem-se que ax(z) é um inteiro, entao ayy1(z) = ax(x) = g,
e o resultado é valido para k + 1.
Portanto, pelo Principio de Inducao Matematica, oy = ¢, para todo k € N com k > n+1.

Finalmente, tem-se que



para todo inteiro k£ tal que £ > n + 1. Além disso,

ar(x) = lan(x)] = [gn] = @n,
para todo k € N com k > n + 1. O

~ . a P . . . .
Observacgao 2.7. Seja * = — um numero racional com a e b inteiros coprimos e b > 1.

b

Suponha-se que qq, ¢, ..., ¢, Sejam os quocientes parciais das divisoes sucessivas de a e
b. Pela Proposigao 2.6 tem-se que a sequéncia dos quocientes parciais de = (a)renuqo} €

dada por

G, se0<k<mn,
ap =

Gn, sSek>n-+1.

, . . N . .. a ..
Isto é, os primeiros n termos da sequéncia dos quocientes parciais de x = 7 coincidem

com os quocientes parciais das divisoes sucessivas de a e b. Assim, pelo Lema 2.1,
a
5= lag; ay, ..., a,).

A seguir apresentam-se dois exemplos de nimeros reais em fracao continua, se-

gundo a Definicao 2.4.

Exemplo 2.8. Escrever-se-4 algebricamente a fracao continua do nimero Com as

9
mesmas notagoes da Definicao 2.4, tem-se ag = 3 Deste modo, ag = |ag]| = [%J =0.

O termo «; é dado por

1 1 13

a1 = = = —.

! g — LOéoj 2 . 0 9

13
Assim, a1 = || = L%J = 1. O termo ay é obtido da seguinte forma:
1 1 1 9
(8% = = = - = —,
P — o] 13 1 44
9 9

Logo, as = |ag] = L%J = 2. Analogamente, obtém-se o termo as, como segue:

1 1
g — [az] 9
4

a3 =
—2

e, portanto, az = || = |4] = 4. Finalmente, «,, = 4, para todo inteiro n > 4.

Portanto, os quocientes parciais da fracao % sao: ag =0,a1 =1,a; =2eaz =4,
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isto é,
9 1
13 1
1+ —
2 _
+4

Exemplo 2.9. Escrever-se-a algebricamente a fracao continua do nimero e — 1. Com as
mesmas notagoes da Definicao 2.4, tem-se ap = e — 1 =~ 1,718284182.... Deste modo,

ap = |ap| = 1. O termo «a; é dado por

1

~ 1,392211...
g — LOéoJ

o] =

Assim, a1 = |1 = 1. O termo ay é obtido da seguinte forma:

1

~ 2,549654 . . .
a1 — LOélJ

Qg =

Logo, as = |as] = 2. Analogamente, obtém-se o termo ag, como segue:

1

~1,819326. ..
Qg — LO(QJ

3 =

e, portanto, ag = |ag] = 1. Este processo continua infinitamente, pois o nimero e — 1 ¢é

irracional. Assim, o desenvolvimento da fracao continua do ntimero e — 1 é dada por

1

e—1=[1;1,2,1,1,4,1,1,...] =1+
1+

2+
1+

1+

4+

1
1+

I+

Uma pergunta que surge naturalmente é a representacao em fracao continua é

Y

unica?. E a resposta é nao. De fato, considere as fragoes continuas o nimero o =
entdo, a = [0;1,3] e a = [0; 1,2, 1].

Y

2.2.1 Interpretacao geométrica das fracoes continuas

Uma aplicagao interessante quanto ao estudo das fragoes continuas se da pelo
meio das representacoes geométricas que podem ser feitas. Desse modo, como fazer uma
representacao geométrica das fracoes continuas?

Uma interpretacao geométrica para a representacao de um numero por fracao
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continua?, se dd por enchermos um retangulo 1 x x com quadrados de forma “gulosa”,

isto é, sempre colocando o maior quadrado possivel dentro do espaco livre.

Para facilitar a notagao, adota-se o retangulo com base igual a 1 e altura z. O

retangulo da forma 1xx fornece a representagao geométrica da fracao continua [ag; ay, . . .

ou [ap; ay, az,ag, . ..] do nimero z.

, ]

Dado um numero real positivo x diferente de 1, tem-se que: 0 < x < 1louxz > 1.

Caso 1: 0 <z < 1.

e O termo ay é a quantidade de quadrados que podem ser preenchidos dentro do

retangulo 1 x z com lado 1. Como nao é possivel fazer isto, tem-se ag = 0.

e O termo a; é a quantidade de quadrados que podem ser preenchidos dentro do

retangulo 1 x z com lado z. Se o retangulo 1 x z for totalmente preenchido, o

processo acaba.

e Se o processo anterior nao acabou, repetimos este, obtendo o termo ay. O termo ay

¢ a quantidade de quadrados que podem ser preenchidos, dentro do retangulo oy x x

com lado aq, onde a; é a medida do segmento que sobrou ao ser retirado todos os

segmentos de comprimento x do segmento de comprimento 1, no estagio anterior.

Se o retangulo a; X x for totalmente preenchido, o processo acaba.

e Se 0 processo anterior nao acabou, repetimos este mais uma vez, obtendo o termo

az. O termo asz é a quantidade de quadrados que podem ser preenchidos, dentro

do retangulo a; X as com lado as, onde ay é a medida do segmento que sobrou ao

ser retirado todos os segmentos de comprimento oy do segmento de comprimento

a, no estagio anterior. Se o retangulo a; X ay for totalmente preenchido, o processo

acaba.

e Se o processo anterior nao acabou, repetimos novamente este, obtendo o termo

ay e, assim, sucessivamente até preencher totalmente o retangulo 1 x z por uma

quantidade finita de quadrados ou continuar infinitamente este processo.

Caso 2: z > 1.

e O termo ay é a quantidade de quadrados que podem ser preenchidos dentro do

retangulo 1 x x com lado 1. Neste caso, ag > 0. Se o retangulo 1 x x for totalmente

preenchido, o processo acaba.

2Esta representacao geométrica foi desenvolvida pelo meu orientador baseado em (Moreira et all,

2012), a quem agradeco.
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e Se o processo anterior nao acabou, repetimos este, obtendo o termo a;. O termo a4
¢ a quantidade de quadrados que podem ser preenchidos, dentro do retangulo 1 X oy
com lado aq, onde a; é a medida do segmento que sobrou ao ser retirado todos os
segmentos de comprimento 1 do segmento de comprimento xz, no estagio anterior.

Se o retangulo 1 x «y for totalmente preenchido, o processo acaba.

e Se o processo anterior nao acabou, repetimos este mais uma vez, obtendo o termo
as. O termo as é a quantidade de quadrados que podem ser preenchidos, dentro do
retangulo as X a; com o lado ag, onde ay é a medida do segmento que sobrou ao
ser retirado todos os segmentos de comprimento a; do segmento de comprimento 1,
no estagio anterior. Se o retangulo as X oy for totalmente preenchido, o processo

acaba.

e Se o processo anterior nao acabou, repetimos novamente este, obtendo o termo
az e, assim, sucessivamente até preencher totalmente o retangulo 1 x z por uma

quantidade finita de quadrados ou continuar infinitamente este processo.

Em resumo, a quantidade de quocientes parciais é igual a quantidade de qua-
drados com tamanhos distintos. Se a figura der continuidade infinitamente, isto é, a
quantidade de quadrados for infinita, entao a representacao geométrica sera a de um
nimero irracional.

A seguir apresenta-se as representagoes geométricas dos exemplos 2.8 e 2.9.

Exemplo 2.10. Descrever-se-a passo a passo a representacao geométrica do niimero ra-

cional % (correspondente ao Exemplo 2.8).

Passo 1: Desenha-se o retangulo com a base 1 e altura x = 1%. obtendo-se o retangulo

9 .
1 x {3, como na Figura 2.1.

Figura 2.1: Retangulo 1 x %

Passo 2: Desenha-se a maior quantidade de quadrados possiveis no retangulo 1 x

9
137

tamanho (em relagdo ao nosso retangulo), entao ag = 0.

9
137

com lado 1. Como a base do retangulo 1 > nao ¢ possivel obter um quadrado com tal
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Passo 3: Desenha-se a maior quantidade de quadrados possiveis no retangulo 1 X =%, com

13’

lado 9. Neste caso, pode-se desenhar apenas um quadrado de lado =, o qual fixa-se na

137
parte superior do retangulo como na Figura 2.2. Assim, tem-se a; = 1.

13

Figura 2.2: Quadrado de lado 2 13 € retangulo = X ==

Passo 4: Desenha-se a maior quantidade de quadrados possiveis no retangulo que sobrou

no Passo 3 (retangulo de cor branca). Neste caso, desenha-se dois quadrados de lado 14—3

9
13’

e um retangulo X —=. Assim, tem-se que ay = 2.

no extremo esquerdo do retangulo 3 4 x 2 como mostrado da Figura 2.3, obtendo-se agora

dois quadrados de lados =+ E

L33

1

Figura 2.3: Quadrados de lado e retangulo X i3

Passo 5: Desenha-se a maior quantidade de quadrados possiveis no retangulo que sobrou

no Passo 4 (retangulo de cor branca) Neste caso, desenha-se quatro quadrados de lado

E na base do retangulo X 13, como mostrado da Figura 2.4, obtendo-se agora quatro
quadrados de lados Assnn tem-se az = 4.
Agora, pelos passos 1, 2, 3, 4 e 5, tem-se que -5 = [0;1,2,4]. Assim, a repre-

9

sentagao grafica da fracao continua do ntimero 3 ¢ dada na Figura 2.5. Veja que os
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13

Figura 2.4: Quadrados de lado %

nimeros 0, 1, 2 e 4 sao exatamente a quantidade de quadrados que consegue-se formar

9 4 1

com os lados 1, {3, 13 € 13, respectivamente.

Figura 2.5: Representagao geométrica da fragao continua [1;2, 3]

Exemplo 2.11. Descrever-se-a passo a passo a construcao da representacao grafica do
nimero real e — 1 (correspondente ao Exemplo 2.9).

Passo 1: Desenha-se o retangulo com a base 1 e altura x = e — 1. Assim, obtém-se o
retangulo 1 X (e — 1), como na Figura 2.6.

Passo 2: Desenha-se a maior quantidade de quadrados possiveis no retangulo 1 x (e — 1),
com lado 1. Neste caso, pode-se desenhar apenas um quadrado de lado 1, o qual fixa-se
na parte superior do retangulo como na Figura 2.7. Assim, tem-se ag = 1.

Passo 3: Desenha-se a maior quantidade de quadrados possiveis no retangulo que sobrou
no Passo 2 (retangulo de cor branca). Neste caso, desenha-se um quadrado de lado a; no
extremo esquerdo do retangulo 1 X a7, como mostrado da Figura 2.8, obtendo-se agora

um quadrados de lados «; e um retangulo as X 3. Assim, tem-se a; = 1.
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Figura 2.6: Retangulo 1 x (e — 1)

aq

Figura 2.7: Quadrado de lado 1 e retangulo 1 X a3

aq

—
%)

Figura 2.8: Quadrado de lado a; e retangulo as X ag

Passo 4: Desenha-se a maior quantidade de quadrados possiveis no retangulo que sobrou
no Passo 3 (retangulo de cor branca). Neste caso, desenha-se dois quadrados de lado

o na base do retangulo as X ay, como mostrado da Figura 2.9, obtendo-se agora dois
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quadrados de lados as e um retangulo as X a3. Assim, tem-se a, = 2.

—
Qg

Figura 2.9: Quadrados de lado ay e retangulo as X ag

Passo 5: Desenha-se a maior quantidade de quadrados possiveis no retangulo que sobrou
no Passo 4 (retangulo de cor branca). Neste caso, desenha-se um quadrado de lado a3 no
extremo esquerdo do retangulo as X a3, como mostrado da Figura 2.10, obtendo-se agora

um quadrados de lados a3 e um retangulo a4 X as.

Oy
Figura 2.10: Quadrado de lado a3 e retangulo ay X as

Este processo continua infinitamente. Assim, por mais pequeno que seja o retangulo
sempre serd possivel construir outros quadrados dentro dele, como pode-se ver na Figura
2.12, aplicando-se um zoom.

A representacao grafica da fracao continua do nimero e — 1 é dada pela Figura
2.11.
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Figura 2.11: Representagao geométrica da fragao continua [1;1,2,1,1,4,1,1,6,...]

Figura 2.12: Zoom da Figura 2.11

Definicao 2.12. Sejam z um nimero real e (a,(%))nenuio} @ sequéncia dos quocientes

parciais de z. Sejam (pn(2))nenuio} € (¢n())nenugoy duas sequéncias de nimeros inteiros,
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tais que (pn(z),qn(x)) =1, ¢u(z) >0 e

Pn(2)
(@) = [ap(x); a1(x), ..., a,(x)],
para todo n € NU{0}. A fracao ]% é chamada de n-ésima reduzida da fra¢ao continua
dn\T
de x.
Pn(2)

A sequéncia <

) é chamada de sequéncia de reduzidas da fracao
dn () neNU{0}

continua de x.

A seguir, enuncia-se um Teorema que garante que todo ntimero irracional pode
se expressar como uma fragao continua, cuja demonstracao pode ser vista em (Moreira et
all, 2012).

Teorema 2.13. Seja x um numero irracional. A sequéncia de reduzidas da fragao

pn () >
(%) ) peNu{oy

continua de x e ( ¢ convergente e

lim Pn(?)

=1z
Em virtude do Teorema 2.13, tem-se que

x = nli_)ncf)lo[ao(f); ai(x), ..., an(2)],

o qual denota-se por

xr = lag(x); a1(x), as(x),...].

Como observado por (Moreira et all, 2012, pag. 155) a representacao dos ntimeros
reais por fracao continua torna o reconhecimento de um racional mais simples do que na
representacao decimal. De fato, ver uma fracao continua ja pode-se afirmar se o niimero
é racional ou irracional, basta observar se a fragao continua é finita ou nao. Mas isso nao
¢ possivel com a os numeros decimais, por exemplo, o nimero 0, 14285714285714 ... ¢é

racional? e o nimero 0,058823529411764705...7 A resposta é sim, os dois niimeros sao

1

respectivamente, % € 1.
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Capitulo 3

Fracoes continuas na matriz

curricular da educacao basica

Neste capitulo, apresentar-se-4 uma proposta da insercao de fracoes continuas
na Matriz Curricular de Matematica para o Ensino Médio, abordando algumas razoes
que justificam a introducao do referido tema, nas séries que integram essa modalidade de
ensino.

Os topicos relacionados ao ensino da educagao bésica, em especial no Ensino
Médio, podem ser vistos no Plano de Desenvolvimento da Educag¢do/Sistema Nacional de
Awaliagdo da Educagdo Bdsica (PDE/Saeb). Tais tépicos, na disciplina de matematica,
estao agrupados em quatro grandes dreas de conhecimento (Espago e Forma, Grandezas
e Medidas, Nimeros e Operagoes/ Algebra e Fungbes e Tratamento da Informacao). Em
cada uma destas é descrita o que se espera do aluno em avaliagoes, tais topicos sao
chamados de descritores, identificados com a letra D.

Na Tabela 3.1, apresenta-se as grandes areas de conhecimento e, a quantidade de
descritores presentes por area. Tais descritores sdo detalhados em (Brasil, 2008, pags. 77
a 80), aonde observa-se que nenhum dos descritores faz mengao sobre o conteido de fragdo
continua. No Tema III: Ntimeros e Operagoes/ Algebra e Funcoes destaca-se o descritor:
D14 (Identificar a localizagdo de ntimeros reais na reta numérica). Dessa forma como

pode ser visto,

Tema ‘ Grande area de conhecimento ‘ Descritores
I Espaco e Forma D1 ao D10
IT Grandezas e Medidas D11 ao D13
IIT | Numeros e Operagoes/Algebra e Fungoes | D14 ao D33
v Tratamento da Informacgao D34 e D35

Tabela 3.1: Distribuigao dos descritores nas grandes areas de ensino.
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(...) € possivel alargar e aprofundar o conhecimento dos alu-
nos sobre niumeros e operacoes, mas nao isoladamente dos ou-
tros conceitos, isto €, pode-se tratar os niumeros decimais e
fraciondrios, mas mantendo de perto a relagao estreita com
problemas que envolvem medicoes, cdlculos aprorimados, por-
centagens, assim como 0S numeros irracionais devem se ligar
ao trabalho com geometria e medidas. E ainda importante para
o aluno, nessa etapa de sua formacgao, o desenvolvimento da
capacidade de estimativa da ordem de grandeza de resultados
de cdlculo ou medicoes e da capacidade de tratar com valores
numeéricos exatos ou aproximados de acordo com a situacdo e

o instrumental disponivel (Brasil, 2002, pag. 119).

Segundo os Parametros Curriculares Nacionais Complementares do Ensino Médio
(PCN+), nas competéncias de matematica, foram elegidas trés competéncias como metas
a serem alcangadas pela educacdo béasica. Como ver-se em (Brasil, 2002, pdg. 113), as
competéncias sao: representacao e comunicacao, investigacao e compreensao, e contextu-
alizacao das ciéncias no ambito sécio-cultural. Para isso, o préoprio PCN—+ articulou trés
temas estruturados para que possam alcancar as competéncias, tais temas foram articu-
lados da seguinte forma: 1) Algebra: ntmeros e funcoes, 2) Geometria e Medidas e 3)
Analise de dados. Em particular, o Tema 1, é subdividido em duas unidades tematicas:
a) Variagao de Grandezas, e b)Trigonometria. Dessas duas unidades destaca-se a unidade
de Variagao de Grandezas. No tema de Variagao de Grandezas, encontram-se os seguintes

topicos: nocao de funcdo e sequéncias numéricas: progressoes e no¢ao de infinito;

VARIACAO DE GRANDEZAS: nocio de funcdo; fung¢oes ana-
liticas e nao-analiticas; representacao e andlise grdfica; sequén-
cias numeéricas: progressoes e mocdao de infinito; variacoes ex-
ponenciais ou logaritmicas; funcoes seno, cosseno e tangente;

taza de variag¢do de grandezas (Brasil, 2002, pag. 122).

Fazendo uma analise, percebe-se que o PCN+ menciona a nocao de infinito.
Dentro desta, encontram-se os niimeros reais, os quais sao ensinados através de expressoes
decimais. Visto que o descritor em destaque e a unidade tematica 1, no conteuido de
expressoes decimais e aproximacao de valores aproximados nos niimeros irracionais podem
ser vistos com uso de diversas técnicas, o uso das fragoes continuas é um dos métodos que
consideramos mais apropriado, pois a maioria das ferramentas necessarias para se estudar

as fragoes continuas ja é base da matriz curricular dos alunos.
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3.1 Descritor para fracoes continuas: D14a

Como visto anteriormente, uma boa ferramenta para se abordar os niimeros irra-
cionais seria adequar as fragoes continuas no Ensino Médio. Esse contetido deveria estar
entre os nimeros reais. Para isso, deve-se buscar uma linguagem de aplicacao, quanto na
busca de aproximagoes dos nimeros irracionais; podendo-se trabalhar até alguns exemplos
como as fragoes continuas e a geometria, entre outras.

O objetivo deste trabalho é a insercao das fragoes continuas na avaliagao anual
do PDE/Saeb. Apresenta-se uma proposta para um novo descritor: “D14a” entre os

descritores D14 e D15, dentro do Tema III: Ntumeros e Opera(;()es/Algebra e Funcoes:

D14a Identificar um nimero racional ou irracional através das fracoes continuas.

Assim, sugere-se a insercao deste conteiudo para estudantes do ensino basico,
acarretando em uma reformulagao nos livros didéticos atuais, incluindo tal tema entre o
segundo e terceiro ano do Ensino Médio. Dessa forma, as fragoes continuas podem ser
vistas com um complemento didatico, em que o aluno teria a oportunidade de aplicar

ferramentas matematicas que esta habituado.

3.2 Base nacional comum curricular

A Base Nacional Comum Curricular (BNCC), é um dos mais novos documentos
educacionais que tem por finalidade melhorar a Educacao Basica e além de tudo padro-
nizar a base do curriculo brasileiro. A BNCC possui dez competéncias gerais que o aluno
deve adquirir nas trés etapas de ensino (Ensino Infantil, Ensino Fundamental e Ensino
Médio).

Para buscar que os alunos adquiram tais competéncias, a BNCC norteia que as
praticas pedagbgicas devem estar posicionadas para o desenvolvimento das competéncias.
Aonde os alunos devem “saber” e, sobretudo, do que devem “saber fazer”. A explicitacao
das competéncias oferece referéncias para o fortalecimento de agdes que assegurem as
aprendizagens essenciais definidas na BNCC.

Para enfatizar a estrutura da BNCC do Ensino Médio, ela prevé as seguintes

areas de conhecimento:
e Linguagens e suas tecnologias;
e Matematica e suas tecnologias;
e (Ciencias da Natureza e suas tecnologias;

e (Ciéncias Humanas e Sociais Aplicadas.
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A BNCC, quando se trata do Ensino Médio, propoe para cada area do conhe-
cimento deste, competéncias especificas, que por sua vez sao articuladas as respectivas
competéncias das areas de conhecimento do Ensino Fundamental, modificando-a para o
atendimento das especificidades de formagao dos estudantes do Ensino Médio.

Para cada uma das competéncias especificas, sao descritas habilidades a serem
desenvolvidas, além de habilidades especificas de matemaética que é um componente obri-
gatoério durante os trés anos do Ensino Médio como determinado pela LDB, Art. 35-A,
§ 32 Cabe ressaltar que todas as habilidades da BNCC foram definidas tomando como
referéncia o limite de 1.800 horas do total da carga horaria da etapa como previsto pela
LDB, Art. 35-A, § 5°.

Uma das maiores vantagens da BNCC é a possibilidade de flexionar os contetdos

de acordo com as necessidades, como pode ser visto em

[...] matemdtica e suas tecnologias: aprofundamento de co-
nhecimentos estruturantes para aplicagao de diferentes concei-
tos matemdticos em contextos sociais e de trabalho, estrutu-
rando arranjos curriculares que permitam estudos em resolugao
de problemas e andlises complexas, funcionais e nao-lineares,
andlise de dados estatisticos e probabilidade, geometria e topo-
logia, robdtica, automagao, inteligéncia artificial, programacao,
jogos digitais, sistemas dinamicos, dentre outros, considerando
o contexto local e as possibilidades de oferta pelos sistemas de
ensino; (Brasil, 2018, pag. 477)

Baseado nesse trecho da BNCC, pode-se adequar novos conceitos para o Ensino
Médio. Desta forma, as fracoes continuas enquadra como um aplicagao de conhecimen-
tos diferenciados e, que por sua vez, se enquadra na oferta do sistema de ensino. A
seguir, apresentar-se as competéncias especificas de matematica, para verificar em quais
habilidades as fracoes continuas podem se encaixar.

As competéncias especificas para disciplina de matematica voltadas para o Ensino

Médio sao;

1. Utilizar estratégias, conceitos e procedimentos matematicos para interpretar si-
tuagoes em diversos contextos, sejam atividades cotidianas, sejam fatos das Ciéncias
da Natureza e Humanas, das questoes socioeconomicas ou tecnoldgicas, divulgados

por diferentes meios, de modo a contribuir para uma formacao geral.

2. Propor ou participar de agoes para investigar desafios do mundo contemporaneo e

tomar decisoes éticas e socialmente responsaveis, com base na analise de problemas
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sociais, como os voltados a situagoes de satde, sustentabilidade, das implicacoes da
tecnologia no mundo do trabalho, entre outros, mobilizando e articulando conceitos,

procedimentos e linguagens proprios da Matemaética.

Utilizar estratégias, conceitos, defini¢oes e procedimentos matematicos para inter-
pretar, construir modelos e resolver problemas em diversos contextos, analisando
a plausibilidade dos resultados e a adequacao das solugoes propostas, de modo a

construir argumentacao consistente.

Compreender e utilizar, com flexibilidade e precisao, diferentes registros de repre-
sentacdo matematicos (algébrico, geométrico, estatistico, computacional etc.), na

busca de solucao e comunicacao de resultados de problemas.

Investigar e estabelecer conjecturas a respeito de diferentes conceitos e propriedades
matematicas, empregando estratégias e recursos, como observacao de padroes, ex-
perimentacoes e diferentes tecnologias, identificando a necessidade, ou nao, de uma

demonstracao cada vez mais formal na validacao das referidas conjecturas.

As fragoes continuas na Competéncia 3 exercem um grande papel, pois utiliza

de diversas formas para interpretar, construir conceitos e ainda modelar novos tipos de

solugoes de problemas. Por ser um conteiido que nao esta na grade curricular, permite

ainda aos estudantes construir uma linguagem matematica sélida e consistente. Tal papel

é plausivel para o Ensino Médio, pois é uma forma de verificar as habilidades construidas

durante a sua vida escolar.

A habilidade que pode-se enquadrar as fragoes continuas é (EM13MAT315) pre-

sente na Competéncia 3:

(EM13MAT315) Investigar e registrar, por meio de um fluxograma, quando possivel,

um algoritmo que resolve um problema.

O processo de conversao de um numero em fracao continua permite, por meio

das divisoes sucessivas, um algoritmo que auxilia esse processo, ou seja, trabalha-se a

habilidade (EM13MAT315).
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Capitulo 4

Representacao dos numeros reais
como fracoes continuas: uma

proposta para o ensino médio

Neste capitulo, serao apresentadas a proposta metodolégica, as atividades tra-
balhadas com os alunos e, por fim, mostra-se os resultados obtidos. Algumas dessas
atividades se baseiam nos exercicios propostos por (Olds, 1963), os quais foram modifica-
dos, pelo orientador do trabalho, facilitando a compreensao dos alunos e do professor na

aplicagao dessas atividades.

4.1 Metodologia

Nesta se¢ao, apresenta-se os procedimentos metodolégicos que foram utilizados
no desenvolvimento desse trabalho.

Foi realizado um levantamento bibliografico a partir de livros, artigos cientificos,
paginas de web sites, estudos tedricos, listas de exercicios e dos principais documentos
apresentados pelo governo.

Para o desenvolvimento do trabalho, foi planejada uma sequéncia de atividades,
utilizando a metodologia de resolucao de problemas, com o intuito de que o aluno pratique
0 tema proposto.

Inicialmente, foi trabalhado a contextualizacao das divisoes sucessivas e o algo-
ritmo de Euclides. J&a era esperada a dificuldade nas divisoes de numeros inteiros, o
trabalho com as fragoes continuas dos nimeros racionais visou recuperar essa deficiéncia
na aprendizagem dos alunos. Posteriormente, usou-se a conversao de uma fracao continua
em um numero racional, envolvendo os conceitos basicos de operagoes em nimeros raci-

onais.
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As atividades foram aplicadas aos alunos do 3° ano do Ensino Médio da Escola
Estadual Jaragud, situada na Rua Principal s/n, assentamento Jaragué, Agua Boa-MT,

nos meses de marco, abril e maio de 2019.

4.2 Atividades desenvolvidas

Nesta secao, serao descritas as atividades, baseadas na metodologia resolucao de

1

problemas', com os alunos do 3° ano do Ensino Médio no 1° semestre do ano de 2019, na

Escola Estadual Jaragua.

Atividade 1. Use o algoritmo de Euclides para encontrar o maximo divisor comum dos
nimeros 2019 e 14922, aplicando o método da chave para encontrar os quocientes e restos

parciais das divisoes sucessivas. Apresente o algoritmo de Euclides

Objetivo: Utilizar o método das chaves para divisao de nimeros inteiros para auxiliar
no desenvolvimento do algoritmo de Euclides.
Solugao:

Passo 1: Aplicar o método da chave para achar o quociente e o resto da divisao dos

inteiros 2019 e 1492.
201911492
527 |1

Logo, o quociente da divisao de 2019 e 1492 é 1 e o resto é 527. Assim, a divisao euclidiana

entre os numeros 2019 e 1492 é dada por

2019 = 1492 - 1 + 527.

Passo 2: Aplicar o método da chave para achar o quociente e o resto da divisao dos
inteiros 1492 e 527.

1492527
43812

Logo, o quociente da divisao de 1492 e 527 é 2 e o resto é 438. Assim, a divisao euclidiana

entre os numeros 1492 e 527 é dada por

1492 = 527 - 2 + 438.

'Para mais detalhes sobre metodologia de resolucio de problemas ver em Polya (1995).

2Como uma consequéncia de um erro de rota, o genovés Cristévao Colombo descobriu a América em
12 de outubro de 1492. Assim, a fim de ter uma interdisciplinaridade, escolhe-se o niimero 1492, por uma
razao histérica. Para mais detalhes ver em Salmoral (1992).
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Passo 3: Aplicar o método da chave para achar o quociente e o resto da divisao dos
inteiros 527 e 438.

5271438
89 |1

Logo, o quociente da divisao de 527 e 438 é 1 e o resto é 89. Assim, a divisao euclidiana

entre os numeros 527 e 438 é dada por

927 = 438 -1 + 89.

Passo 4: Aplicar o método da chave para achar o quociente e o resto da divisao dos
inteiros 438 e 89.

43889
82 |4

Logo, o quociente da divisao de 438 e 89 é 4 e o resto é 82. Assim, a divis@o euclidiana

entre os numeros 438 e 89 é dada por

438 =89 -4 + 82.

Passo 5: Aplicar o método da chave para achar o quociente e o resto da divisao dos
inteiros 89 e 82.

89 |82
711

Logo, o quociente da divisao de 89 e 82 é 1 e o resto é 7. Assim, a divisao euclidiana entre

os nimeros 89 e 82 ¢ dada por

89 =82-1+4T7.

Passo 6: Aplicar o método da chave para achar o quociente e o resto da divisao dos

inteiros 82 e 7.

82 |7
1211
5

Logo, o quociente da divisao de 82 e 7 é 11 e o resto é 5. Assim, a divisao euclidiana entre

os numeros 82 e 7 é dada por
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82 ="T7-11405.

Passo 7: Aplicar o método da chave para achar o quociente e o resto da divisao dos

715
211

Logo, o quociente da divisao de 7 e 5 é 1 e o resto é 2. Assim, a divisao euclidiana entre

inteiros 7 e 5.

os numeros 7 e 5 é dada por

7T=5-1+2.

Passo 8: Aplicar o método da chave para achar o quociente e o resto da divisao dos

5| 2
112

Logo, o quociente da divisao de 5 e 2 é 2 e o resto é 1. Assim, a divisao euclidiana entre

inteiros 5 e 2.

os numeros 5 e 2 é dada por

5=2-241.

Passo 9: Aplicar o método da chave para achar o quociente e o resto da divisao dos

2|1
0] 2

Logo, o quociente da divisao de 2 e 1 é 2 e o resto é 0. Assim, a divisao euclidiana entre

inteiros 2 e 1.

os numeros 2 e 1 é dada por
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Conclusao: A expansao do algoritmo de Euclides é dado na forma

2019 = 14921 + 527,
1492 = 5272+ 438,
527 = 4381+ 89,
438 = 894+ 82,
89 = 82-1+7,
82 = 7-11+5,

7 = 5-1+2,
5 = 2-2+41,
2 = 1-2.

Portanto, o méaximo divisor comum entre os nimeros 2019 e 1492 é 1, o qual ¢é o ultimo

resto nao nulo das divisoes sucessivas.

Atividade 2. Use o algoritmo de Euclides para encontrar o maximo divisor comum dos
numeros 2015 e 1517.

Objetivo: Aplicar a divisao euclidiana para encontrar os quocientes e restos parciais no
desenvolvimento do algoritmo de Euclides.
Solugao:
Passo 1: Realizar a divisao euclidiana dos nimeros 2015 e 1517 para obter o quociente
e o resto.

2015 = 1517 - 1 + 498.

Passo 2: Realizar a divisao euclidiana dos ntimeros 1517 e 498 para obter o quociente e
o resto.

1517 =498 - 3 + 23.

Passo 3: Realizar a divisao euclidiana dos nimeros 498 e 23 para obter o quociente e o
resto.

498 = 23 - 21 + 15.

Passo 4: Realizar a divisao euclidiana dos nimeros 23 e 15 para obter o quociente e o
resto.
23=15-1+8.

Passo 5: Realizar a divisao euclidiana dos niimeros 15 e 8 para obter o quociente e o
resto.
15=8-14T.
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Passo 6: Realizar a divisao euclidiana dos niimeros 8 e 7 para obter o quociente e o resto.

8§=7-1+1.

Passo 7: Realizar a divisao euclidiana dos niimeros 7 e 1 para obter o quociente e o resto.

7T=1-T7.

Portanto, o maximo divisor comum entre os niimeros 2015 e 1517 é 1, o qual é o ultimo

resto nao nulo das divisoes sucessivas.

Atividade 3. Use o algoritmo de Euclides para encontrar o maximo divisor comum dos

seguintes nimeros:

a) 1449 e 1380; b) 3800 e 2299; c) 7455 e 3528.

Objetivo: Aplicar algoritmo de Euclides para encontrar os quocientes parciais, restos
parciais e o maximo divisor comum de dois ntimeros.

Solugao:

a) Aplicando a divisdo euclidiana nos nimeros 1449 e 1380, tem-se
1449 = 1380 - 1 + 69.
Em seguida, divide-se 1380 por 69, obtendo-se
1380 = 69 - 20.

Portanto, o maximo divisor comum entre os nimeros 1449 e 1380 ¢ 69.

b) Utilizando a divisao euclidiana nos inteiros 3800 e 2299, obtém-se o quociente 1 e
o resto 1501. Em seguida, dividimos 2299 por 1501, obtendo o quociente 1 e resto
798. Depois, dividimos 1501 pelo resto da segunda divisao 798, observando que o
quociente é 1 e o resto é 703. Novamente, aplica-se a divisao de 798 pelo resto
anterior 703, chegando agora no quociente 1 e resto 95. Assim, sucessivamente, até

a obtenc¢ao do resto zero, como a seguir:
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3800
2299
1501
798
703
95
38

Portanto, o maximo divisor comum entre os nimeros 3800 e 2299 ¢é 19.

c¢) Utilizando-se as divisoes sucessivas entre os inteiros os inteiros 7455 e 3528, obtém-se

o algoritmo de Euclides:

7455
3528
399
336
63

Portanto, o méaximo divisor comum entre os nimeros 7455 e 3528 ¢é igual a 21.

2299 - 1 + 1501,
1501 - 1 + 798,
798 - 1 + 703,
703 -1+ 95,

95 -7+ 38,
382+ 19,
19-2.

3528 - 2 + 399,
399 - 8 + 336,
336 - 1 + 63,
635+ 21,

21 - 3.

Atividade 4. Uma fracdao continua infinita é uma expressao da forma,

[a0§a1aa27a3>--

onde ag € um inteiro e os nimeros ay, as, as, . . .

dos ntmeros ag € ay, as,as, . . .

Uma fragao continua finita tem apenas um nimero finito de termos, com a forma

[ag; a1, as, . ..

1

a; +
as +

a3—|—‘

¢ que o primeiro pode ser nulo ou negativo.

1

sao inteiros positivos, ou seja, a diferenca

)an]:a0+ 1

(11"‘

a2+_
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Os termos ag, ai, as, ..., a,,... sao chamados de quocientes parciais. Para simplificar as
expressoes (4.1) e (4.2), diz-se simplesmente frag¢do continua.

Expresse os seguintes simbolos como uma fragao continua.

a) [1:2,3,4,5,6,7: b) [-2;3,2): ) [2:1,1,2,1,1,4,...].

Objetivo: Transcrever a notacao de uma fragao continua visando a compreensao do seus
quocientes parciais.

Solucao:
a) Passo 1: Identificar os quocientes parciais do simbolo [1;2,3,4,5,6,7]. Neste caso,
apy=1,a1=2,a0=3,a3=4,a,=5,a;=6¢eag=1.

Passo 2: Identificar se o simbolo representa uma fracao continua finita ou infinita.

Como a quantidade de quocientes parciais € finito, entao a fragao continua é finita.

Passo 3: Colocar na forma de fracao continua (finita).

1
[1:2,3,4,5,6,7] = 1 +

2+

3+

1

T
7
b) Passo 1: Identificar os quocientes parciais do simbolo [—2;3,2]. Neste caso, ag =

—2,a1=3eay=2.

Passo 2: Identificar se o simbolo representa uma fragao continua finita ou infinita.

Como quantidade de quocientes parciais é finito, entao a fragao continua é finita.

Passo 3: Colocar na forma de fragao continua (finita).

1
-2:3,2] = -2+ ——.
34 =
+ 2
c) Passo 1: Identificar os quocientes parciais do simbolo [2;1,1,2,1,1,4,...]. Neste

caso, ag =2, a1 =1, aa=1,a3 =2, a3 =1, a5 =1, a6 =4, ....

Passo 2: Identificar se o simbolo representa uma fragao continua finita ou infinita.
Como a quantidade de quocientes parciais é infinito, entao a fragao continua é

infinita.
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Passo 3: Colocar na forma de fra¢do continua (infinita).
1
2:1,1,2,1,1,4,...] =2+ -
1+ 1
1+ 1
2+ 1
14+ ———

14—
+4—1—_

Atividade 5. Encontre o valor de x que satifaz as seguintes fragoes continuas

1 — 10
4t —

1 —
+5

Objetivo: Converter uma fragao continua finita em um ndmero racional.

Solucao:
a) Observe que
1 1 1 1 6
x:3+—1=3+—1—3—|— 5=3+2—9— +E__
4+ —— 44+ = 4+ - —
LTt e s
5 5
Portant lor de z é —.
ortanto, o valor de z é oo
b) Inicialmente, observe-se que
1 1
x=10;2,1,4,2] =0+ T = i )
2+1+—1 2+1+—1
1 1
44 — 44+ —
+2 +2
Assim,
1 1 1 1 1
r = = = = =
2 L 2 L 2 L 2 L 2 )
+ : t—T 2+—5 2+q7 2+ g
1+—1 1+§ 1+§ 9
44 — 5

11
Portanto, o valor de = é ETR
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Atividade 6. Encontre I—), se = = [3;7,15,2]. Converta b em um nuimero decimal e
q

compare com o valor de 7 (7 = 3,141592653589. .. ).

Q

Objetivo: Aplicar as fragoes continuas finitas como aproximagao de nimeros irracionais.

Solucao: Inicialmente, observe-se que

[3;7,15,2] =3+ I
o 15 + =
2
Assim,
1 1 1 1 31 688
34+ ———F—=3 =3 —34 =3 = %C
+ i + 2 =27 219 ~° T 519 T 21
7+ — 7+ 37 7T+ — -
154 = 3_ 31 31
2 2
P 688 , . ~ . .
Portanto, = = O numero decimal que representa a fracao continua é — =

g 219 219
3,14155251; que é um valor que aproxima-se do nimero 7, onde as primeiras quatro

casas decimais coincidem.

Atividade 7. Seja x um numero real, considere os seguintes casos:

1. Se z é um numero inteiro, entao a representacao em fragao continua de x denota-se

por [z]. Assim, [z] = x.

2. Se x é um numero racional, entao a representacao em fracao continua de x é da

forma
1
lag; ai,az, ... a,] = ag+ i

(11+

CL2+. 1
an,

3. Se x é um numero irracional, entao a representacao em fracao continua de x é da

forma

1
[ao;al,aQ,...] :a0+—1

ay +

CL2+.

Em alguns casos, obtém-se o desenvolvimento [ag; @1, . .., Gp, b1y ... bg, b1y oo by, o]

Essa representacao é de um numero irracional periddico e, escreve-se, como

[ag;al,ag, . ,&n,bl, e ,bk]
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Verifique se cada um dos niimeros

cando convenientemente sua resposta.
a) [7];
b) [1;4,2,1];
c) [2;7,8,7,8,2;

d) [1,1];

abaixo é inteiro, racional ou irracional, justifi-

e) [2;1,3,4];
g) [21,2,1,1,4,1,1,6,1,1,8,...];

h) [4;8,6].

Objetivo: Identificar via as fragoes continuas se os niimeros sao: inteiros, racionais ou

irracionais.

Solucao:

a) O numero ¢ inteiro, pois [7]=T7.

b) O ndmero é racional, pois os quocientes parciais sao finitos (ag = 1, a; = 4, ay = 2

eCLg:].).

a3:7,a4:8ea5:2).

eblzl).

alzl,b1:3662:4).

b1:7,b2:4,b3:5eb4:8).

a2:4, CL3:]., CL4:]_,...).

by = 8, by = 6).

O nidmero é racional, pois os quocientes parciais sao finitos (ag = 2, a; = 7, az

=g,

O ntdmero ¢é irracional, pois os quocientes parciais sdo infinitos e periédicos (ay = 1

O numero é irracional, pois os quocientes parciais sao infinitos e periédicos (ag = 3,

O numero é irracional, pois os quocientes parciais sao infinitos e periédicos (ag = 0,

O ntdmero ¢ irracional, pois os quocientes parciais sao infinitos (ag = 2, a3 = 1,

O numero é irracional, pois os quocientes parciais sao infinitos e periddicos (ag = 4,

Atividade 8. O processo de conversao de um numero em fracao continua se chama

desenvolvimento deste nimero em fracao continua.

A seguir apresenta-se uma maneira de obter-se os quocientes parciais de uma

a .
fracao 7 Sejam a e b inteiros coprimos com b > 1.

Suponha que o algoritmo de Euclides, aplicado aos inteiros a e b, seja dado por
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a = b-qy+r1, com 0 <r; <b,

r1-q1+ T, com 0 <ry <7y,
o= T3-q2+ 73, com 0 <73 <7y, (4.3)
Thn—2 = Tp-1qn-1+ 7Ty, com 0 <7, <r, ;.
Tn—1 = Tn(qn.
Da primeira igualdade de (4.3), obtém-se
a 71 1
B = = —. 4.4
p — o + , — D + D (4.4)
1
Porém, da segunda igualdade de (4.3), deduz-se
b T2 1
S = = — 4.5
7"1 a1 + " q1 + E ( )
T2
Do mesmo modo, da terceira igualdade de (4.3), tem-se
T1 . 4 T3 . i 1 (4 6)
To =4 T = Q2 E: ’
T3
Logo, de (4.4), (4.5) e (4.6), conclui-se
a 1
p — T
q1 + 1
@+ 7
rs

Fazendo esse processo indutivamente até o fim, chega-se a igualdade

a 1
E—CIoﬂL 1
Q1+ 1
gs +
? g3+
S
+_
4n
37

Converta o nimero o7 em fragao continua.

Objetivo: Aprender a utilizar o algoritmo de Euclides para o desenvolvimento de um
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nimero racional em fracao continua.
Solucao:
Passo 1: Aplicar o algoritmo de Euclides nos inteiros 37 e 27. Deste modo, a expansao

do algoritmo de Euclides é dada por

37 = 27-1+10,
27 = 10-2+7,

10 = 7-1+3,
7T = 3.-2+41,
3 = 1-3.

Passo 2: Identificar os quocientes parciais da expansao do algoritmo de Euclides. Neste
caso, ag =1, a1 =2, a3 =1, a3 = 2 e ay = 3, ou seja, [1;2,1,2,3].

Passo 3: Representar o niimero o7 como uma fragao continua.

37
— =[1;2,1,2,3] =1
27 [ Y Y Y ? ] +

1

1
1+ —7
2 —
"3

2+

Atividade 9. Converta cada nimero em uma fragao continua.

1
a) —Z; d) §§§;
11 106
by 51 e) 3,54;
33 f) 0,23;
233
¢) T775 g) 3,14159.

Objetivo: Aprender a utilizar o algoritmo de Euclides para encontrar a fragdo continua
de um numero racional.

Solugao:
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a) Aplicando o algoritmo de Euclides nos nimeros 17 e 11, tem-se

17 = 11-1+6

11 = 6-1+5
6 = 5-1+1
5 = 1-5.

Logo, os quocientes parciais do niimero % sao ag =1,a; =1,as =1eaz3 =5.

Deste modo, a fracao continua do nimero % ¢é dado por

1

[1;1,1,5) = 1 + —
T
)

b) Observe que % = % Logo, pelo item (a), a representacao da fracao continua de %

é dada por .
[1;1,1,5] =1+ I

T
5

c¢) Aplicando o algoritmo de Euclides nos niimeros 233 e 177, tem-se

233 = 1771+ 56,
177 = 56-3+09,

56 = 9-6+2,
9 = 2-4+41,
2 = 1-2
Logo, os quocientes parciais do niimero 3173 sao ag = 1, a1 = 3, a0 =6, a3 =4 e
a4 = 2.
Deste modo, a fracao continua do nimero % ¢ dada por
1
[1;3,6,4,2] =1+ 1
St ——1—
6 + —T
44—
+ 2
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d) Aplicando o algoritmo de Euclides nos nimeros 355 e 106, tem-se

355 = 106- 3+ 37,
106 = 37-2+4 32,
37 = 32-1+05,

32 = 5-6+2,
o = 2-2+41,
2 = 1-2
Logo, os quocientes parciais do ntimero i’iog sao ag = 3, a; = 2, as = 1, az3 = 6,
as=2eas=2.
Deste modo, a fracao continua do niimero % é dada por

3:2,1,6,2,2] =3+

1
1

2+

I
6+ —
2 —_
+2

354

e) Escrevendo o ntimero decimal 3,54 na forma de fragao, obtém-se: 3,54 = {5.

Aplicando o algoritmo de Euclides nos niimeros 354 e 100, tem-se

354 = 100-3+ 54,
100 = 54-1+ 46,
54 = 46-1+8,

46 = 8-5+6,
8 = 6-1+2,
6 = 2-3.

Logo, os quocientes parciais do nimero 3,54 sao ag = 3, a1 = 1, as = 1, a3 = 5,

as=1¢eas=3.

Deste modo, a fracao continua do nimero 3,54 ¢ dada por

3:1,1,5,1,3] = 3+

1

b4+ ——

T
1 —
"3
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f) Escrevendo o nimero decimal 0,23 na forma de fracao, obtém-se: 0,23 = .

Aplicando o algoritmo de Euclides nos ntimeros 23 e 100, tem-se

23 = 100-0+ 23,
100 = 23-4+8,

23 = 8247,
8 = 7-1+1,
7T = 1-T.

Logo, os quocientes parciais do nimero 0,23 sao ag =0, a1 =4, a0 =2, a3 =1 e

ay = 7.
Deste modo, a fracao continua do nimero 0,23 é dada por

1 1
0;4,2,1,7] =0+ — = -
4+—2+ - 4+—2+ T

1 1
14+ 14 =
t7 T3

g) Escrevendo o ntimero decimal 3,14159 na forma de fragao, obtém-se: 3,14159 =

314159
100000 *

Aplicando o algoritmo de Euclides nos nimeros 314159 e 100000, tem-se

314159 = 100000 - 3 + 14159,
100000 = 14159 -7 + 887,
14159 = 887- 15+ 854,

887 = 854-1+ 33,

854 = 3325+ 29,

33 = 29.1+4,

29 = 4-7+1,

4 = 1-4.

Logo, os quocientes parciais do nimero 3, 14159 sao ag = 3, a; = 7, as = 15, ag = 1,

as =25 a5=1,a¢="7¢€ a; =4.
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Deste modo, a fracao continua do nimero 3,14159 é dada por

1

1

15 +

3;7,15,1,25,1,7,4] = 3 +

1+

25+ —————
14+ ——
I

T+-

Atividade 10. Faca o que se pede:

a) Dadas as fragoes continuas, encontre os niimeros racionais os quais eles represen-

tam.
1. [2;1,4,2] 3. [2;1,4,4]
2. [2;1,4,3] 4. [2,1,4,5]

b) Determine as fra¢oes continuas dos seguintes nimeros.

47 18

1. — 2. —.

18 47
14n + 3

T para todo niimero inteiro positivo n.
n

c) Verifique que [2;1,4,n] =

Objetivo: Analisar padroes em problemas que envolvam as fragoes continuas finitas.

Solucgao:
1 1 1 1 1
D) L1424t gyt oy b o L 59 31
1 1 2 11 11 11
L+ — 1+ 3 1+ = —
44 = z 9 9
2 2
1 1 1 1 17 59
a4t 17 17 17
4 4
1 1 13 45
3. [2:1,4,3] =2+ =24 — 924 I ST
R 4 143 16 16~ 16
P 13 13 13
3 3
1 1 1 1 21 73
4. [2;1,4,5] = 24+ ——7— =2+ = =24 =24 = .
14t 142 L0 26 26~ 26
. 21 21 21
5 5
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b) 1. Aplicando o algoritmo de Euclides nos nimeros 18 e 47, tem-se

47 = 18-2+11,
18 = 11-1+7,

11 = 7-1+4,
7 = 4-1+3,
4 = 3141,
3 = 1-3.

47

Logo, os quocientes parciais do nimero g sao ag = 2, a3 = 1, a3 = 1, a3 = 1,

as=1¢e a5 =3.

Deste modo, a fracao continua do nimero % é dada por e

1
1
1

[2:1,1,1,1,3] =2 +
1+

1+ I

L+ —7
1+ -
3

2. Aplicando o algoritmo de Euclides nos nimeros 18 e 47, tem-se
18 =470+ 18.

Em seguida, divide-se 47 por 18. Porém, isto ja foi realizado. Logo, o algoritmo

de Euclides entre os inteiros 18 e 47 é dado por

18 = 47-0+ 18,
47 = 18-2+11,
18 = 11-1+7,

11 = 7-1+4,
7 = 4.-1+3,
4 = 3-1+1,
3 = 1-3.

18

17 sa0ag =0,a1 =2, a3 =1, a3 =1,

Logo, os quocientes parciais do niimero

a4:1,a5zlea6:1.
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Deste modo, a fracao continua do niimero ‘11—; é dada por e

18 1 1
4—7:[0;2,1,1,1,1,3]:O+ 1 = 1
+1 1 +1 1
* T * T
L+ — I+——
1+ 1+
3 3
¢) Dado um nimero inteiro positivo n, tem-se
2;1,4,n] =2 ! =2 ! =2 ! =2 !
[21,4,n] = +1—1— +1—1— M TR ST
+ 1 +4n+1 dn +1 An +1
4+ —
n n
9y o +4n—|—1_1On—|—2+4n—|—3_1471—1—3
T T 5n + 1 C bn+1°
dn +1

Atividade 11. Pode-se representar as fragoes continuas de um numero « através de
quadrados justapostos que nao se sobrepoem dois a dois dentro de um retangulo.

A seguir apresenta-se uma representacao geométrica das fracoes continuas®.

Para facilitar a notacao, adota-se o retangulo com base igual a 1 e altura a.
O retangulo da forma 1 x « fornece a representacao geométrica da fracao continua
lag; ay, ..., a,] ou [ag; ai, az,as,...] do nimero .

Dado um numero real positivo « diferente de 1, tem-se que: 0 < a < 1loua > 1.

Caso 1: 0 < a < 1.

e O termo ag é a quantidade de quadrados que podem ser preenchidos dentro do

retangulo 1 x o com lado 1. Como nao é possivel fazer isto, tem-se ag = 0.

e O termo a; é a quantidade de quadrados que podem ser preenchidos dentro do
retangulo 1 X a com lado a. Se o retangulo 1 X « for totalmente preenchido, o

processo acaba.

e Se o processo anterior nao acabou, repetimos este, obtendo o termo as. O termo as
é a quantidade de quadrados que podem ser preenchidos, dentro do retangulo a; x «
com lado aq, onde a; é a medida do segmento que sobrou ao ser retirado todos os
segmentos de comprimento o do segmento de comprimento 1, no estagio anterior.

Se o retangulo a; X « for totalmente preenchido, o processo acaba.

3Este texto foi extraido do Capitulo 2, Subsecdo 2.2.1.
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e Se o processo anterior nao acabou, repetimos este mais uma vez, obtendo o termo
az. O termo asz é a quantidade de quadrados que podem ser preenchidos, dentro
do retangulo a; X as com lado as, onde ay é a medida do segmento que sobrou ao
ser retirado todos os segmentos de comprimento «; do segmento de comprimento
«, no estagio anterior. Se o retangulo a; X as for totalmente preenchido, o processo

acaba.

e Se o processo anterior nao acabou, repetimos novamente este, obtendo o termo
ay e, assim, sucessivamente até preencher totalmente o retangulo 1 X «a por uma

quantidade finita de quadrados ou continuar infinitamente este processo.
Caso 2: a > 1.

e O termo ag é a quantidade de quadrados que podem ser preenchidos dentro do
retangulo 1 x o com lado 1. Neste caso, ag > 0. Se o retangulo 1 x « for totalmente

preenchido, o processo acaba.

e Se 0 processo anterior nao acabou, repetimos este, obtendo o termo a;. O termo a;
¢ a quantidade de quadrados que podem ser preenchidos, dentro do retangulo 1 X o
com lado aq, onde a; é a medida do segmento que sobrou ao ser retirado todos os
segmentos de comprimento 1 do segmento de comprimento «, no estagio anterior.

Se o retangulo 1 x «; for totalmente preenchido, o processo acaba.

e Se o processo anterior nao acabou, repetimos este mais uma vez, obtendo o termo
as. O termo as é a quantidade de quadrados que podem ser preenchidos, dentro do
retangulo as X oy com o lado ag, onde ay é a medida do segmento que sobrou ao
ser retirado todos os segmentos de comprimento a; do segmento de comprimento 1,
no estagio anterior. Se o retangulo as X a; for totalmente preenchido, o processo

acaba.

e Se o processo anterior nao acabou, repetimos novamente este, obtendo o termo
az e, assim, sucessivamente até preencher totalmente o retangulo 1 X a por uma

quantidade finita de quadrados ou continuar infinitamente este processo.

Em resumo, a quantidade de quocientes parciais é igual a quantidade de qua-
drados com tamanhos distintos. Se a figura der continuidade infinitamente, isto é, a
quantidade de quadrados for infinita, entao a representacao geométrica sera a de um
nimero irracional.

Por exemplo, a Figura 4.1, representa a fracao continua [ag; a1, as, az] do nimero

«, onde
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e qp =0, pois 0 < a < 1.

e a; = 2, pois a quantidade de quadrados com lado « é 2.
e ay, = 3, pois a quantidade de quadrados com lado a; é 3.
e a3 = 4, pois a quantidade de quadrados com lado as é 4.

Desta forma, o numero « é dado por:

1 13
0:2,3,4] = ———— = =2,
1 30
24—
3 —
T
L
o
[TTTO |
f 1 |

Figura 4.1: Representacao geométrica da fracao continua do nimero a = %, que corres-

ponde ao Caso 1

De forma anéloga, a Figura 4.2 representa a fra¢do continua [ag;aq,as,as] do

ndmero «, onde

e ag = 1, pois a quantidade de quadrados com lado 1 é 1.
e a; = 2, pois a quantidade de quadrados com lado a; é 2.
e ay, = 3, pois a quantidade de quadrados com lado as é 3.

e a3 = 4, pois a quantidade de quadrados com lado ag é 4.

Desta forma, o nimero « é dado por:

1 30
[1:2,34 =14+ — ==
5. 1 13

T

3 _
T3

A Figura 4.3 é um exemplo de representacao de um niimero irracional.
A Figura 4.4 é um retangulo da forma 1 X a;, o qual representa a fragao continua

do ntmero «. Assim, todos os quadrildteros hachurados da mesma cor sdao quadrados
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1L [TT1TO3 L

Figura 4.2: Representacao geométrica da fracao continua do nimero a = %, que corres-

ponde ao Caso 2

com o mesmo lado. Qual é a representacao por fragoes continuas do ntimero a? Qual é a

fracao irredutivel de a?

Objetivo: Identificar figuras geométricas para encontrar o desenvolvimento em fragao

continua de um nimero racional, que represente o desenho.

Solugao:

Passo 1: Identificar o termo ayg. Como a base do retangulo é 1 > «, nao é possivel obter
um quadrado com lado 1, entao o quociente parcial aq € 0.

Passo 2: Reconhecer quantos termos existem observando o desenho. Como o primeiro
termo ¢ zero e a figura possui trés quadrados de tamanhos distintos, a representacao em
fragao continua é do tipo [0; aq, as, as).

Passo 3: Identificar os termos aq, as, az.

¢ Os dois quadrados verdes de lado « estao dispostos de forma mais “gulosa” possivel.

Logo, o termo a; ¢ 2.

e Os trés quadrados azuis estao dispostos de forma mais “gulosa” possivel (os quais

tem tamanho menor que os de a cor verde). Logo, o termo ay é 3.
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Figura 4.3: Representagao grafica de um ntimero irracional e — 1 = [1;1,2,1,1,4, .. .]

Figura 4.4: Representacao geométrica do niimero o como fragoes continuas

e Finalmente, os dois quadrados vermelhos estao dispostos de forma mais “gulosa”

possivel (os quais tem tamanho menor que os de a cor azul). Logo, o termo agz é 2.

Passo 4: Escrever a fracao continua. A representacao por fracoes continuas de o é dada

por [0; 2,3, 2] ou, equivalentemente,

1
0:2,3,2] = 0+ —
+—
1

3 —
3

Passo 5: Converter a fracao continua em um nimero racional. Pelas propriedades de

adicao e divisao dos nimeros racionais, segue que
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0:2,3,2] = 0+ 1 B 1 11 1 7
I ) - 1 — 1 — 1— 2_1_6:_
24— 2+—7 247 242 — °
3—1—5 3+§ 5
7
Portanto, o = ;.
10

Atividade 12. Dado o niimero racional - represente-o geometricamente como na Ati-

vidade 11. Em seguida, compare com a fracao continua obtida algebricamente.

Objetivo: Ilustrar uma fracao continua com uma interpretacao grafica.
Solugao:

Passo 1: Representar graficamente a fragao continua do ntimero %.

Passo 1.1: Desenhar o retangulo com a base 1 e altura o = %. Assim, desenha-se

o retangulo 1 x 1—70, como na Figura 4.5.

Figura 4.5: Retangulo 1 x 1—70

Passo 1.2: Desenhar a maior quantidade de quadrados possiveis no retangulo 1 x %,
com lado 1. Neste caso, pode-se desenhar apenas um quadrado de lado 1, o qual

fixa-se na parte superior do retangulo como na Figura 4.6. Assim, tem-se ag = 1.

Passo 1.3: Desenhar a maior quantidade de quadrados possiveis no retangulo que
sobrou no Passo 1.2 (retangulo de cor branca). Neste caso, desenha-se dois quadra-
dos de lado % no extremo esquerdo do retangulo 1 x %, como mostrado da Figura 4.7,
obtendo-se agora dois quadrados de lados % e um retangulo % X % Assim, tem-se

que a; = 2.

Passo 1.4: Desenhar a maior quantidade de quadrados possiveis no retangulo que

sobrou no Passo 1.3 (retangulo de cor branca). Neste caso, desenha-se trés quadrados
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Figura 4.6: Quadrado de lado 1 e retangulo 1 x %

—
~lw

~=]

Figura 4.7: Quadrado de lado % e retangulo 1 x %

de lado % na base do retangulo % X %, como mostrado da Figura 4.8, obtendo-se

agora dois quadrados de lados % e um retangulo % X % Assim, tem-se ay = 3.

~—]

Figura 4.8: Quadrado de lado % e retangulo % X

ST
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Passo 1.5: Representar o desenho da fracao continua. A representacao grafica
da fracdo continua [1;2,3] é dada pela Figura 4.9. Veja que a fracdo continua
% = [1;2, 3] os nimeros 1, 2 e 3 sdo exatamente a quantidade de quadrados que

conseguimos formar com os lados 1, % e %, respectivamente.

1
1
7
3 3 1
7 7 7
1
7

Figura 4.9: Representagao geométrica da fragao continua [1;2, 3]

Passo 2: Escrever algebricamente a fracao continua do ntimero 1—70. Apos divisoes suces-

sivas, obtém-se 0 )
—=1+—7=[1L23
2+ -
3
Conclusao: A representagao geométrica do niimero % coincide com a representacao

algébrica.

Atividade 13. Dado o nimero racional 6 escreva-o como uma fragao continua e represente-

o geometricamente como na Atividade 11.

Objetivo: Ilustrar uma fragao continua com uma interpretagao grafica.
Solucao:

Passo 1: Desenhar o retangulo com a base 1 e altura a. Neste caso, a = 1—76, assim,
7

16
Passo 2: Desenhar a maior quantidade de quadrados possiveis no retangulo 1 x % com

desenha-se o quadrado 1 x como na Figura 4.10.

lado 1. Como a base do retangulo é 1 > «, nao é possivel obter um quadrado com tal

tamanho (em rela¢do ao nosso retangulo), entao ag = 0.
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Figura 4.10: Retangulo 1 x 1=

Passo 3: Desenhar a maior quantidade de quadrados possiveis no retangulo 1 x == com

7 7
tamanho 6 Neste caso, desenha-se dois quadrados de lado 6 fixando na parte esquerda

7
do retangulo como na Figura 4.11, obtendo agora dois quadrados de lados 6 e um

reténgulo = x . Assim, tem-se a; = 2.

2
16
Figura 4.11: Quadrado de lado =~ 15 € retangulo = X &

7

Passo 4: Desenhar a maior quantidade de quadrados possiveis no retangulo 116 X 16

com tamanho =. Neste caso, desenha-se trés quadrados de lado na base do retangulo
% X %, €como mostrado da Figura 4.12, obtendo agora treés quadrados de lados % e um
retangulo X 5. Assim, tem-se que ap = 3.
1
I —
16
2
16

Figura 4.12: Quadrado de lado = 5 e retangulo X ==

1

Passo 5: Desenhar a maior quantidade de quadrados possiveis no retangulo 7 3 X 1—6

com tamanho . Neste caso, desenha-se dois quadrados de lado no retangulo = X =
como mostrado da Figura 4.13, obtendo agora dois quadrados de lados . Assim, tem—se
as = 2.

29



Figura 4.13: Quadrado de lado % e retangulo & X 1%

Passo 6: Representar o desenho da fragao continua. A representacao grafica da fracao

continua [0; 2, 3,2] é dada pela Figura 4.14.

e
2
16
7 7 .
16 16 —
16
%

Figura 4.14: Representagao grafica da fracao continua [0;2, 3, 2]

Atividade 14. Ao solicitar aos alunos que apresentassem o grafico da fragao continua do
nimero % (Atividade 13), em uma folha quadriculada fornecida pelo professor, um dos
alunos apresentou o resultado mostrado na Figura 4.15. Ao observar o desenho feito por
esse aluno, percebeu-se que de fato o desenho representava uma fracao continua, porém,
nao era a solicitada na Atividade 13. Assim, foi feita a reproducao do desenho com as
mesmas escalas utilizadas por esse aluno com a seguinte pergunta. Qual é o nimero

racional que representa essa fracao continua? *

Objetivo: Avaliar o conhecimento adquirido sobre o tema, utilizando uma possivel
divida dos alunos.

Solugao:

Passo 1: Identificar o termo ag. Como a base do retangulo é 1 > «, nao é possivel obter
um quadrado com tal tamanho (em relacao ao nosso retangulo), entao o quociente parcial
ao é0.

Passo 2: Reconhecer quantos termos existem observando o desenho. Como o primeiro
termo é zero e a figura possui dois quadrados de tamanhos distintos, a representagao em

fragao continua é do tipo [0; aq, as].

4A Atividade 14, surgiu dentro da sala de aula ao se realizar a Atividade 13, no dia 29 de maio de
2019. Pode-se ver a figura esperada como resposta na Figura 4.14.
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Figura 4.15: Reprodugdo do desenho feito pelo aluno mencionado (a folha original
extraviou-se)

Passo 3: Identificar os termos aq,as. Os dois quadrados vermelhos estao dispostos de
forma mais “gulosa” possivel. Logo, o termo a; é 2. Os trés quadrados azuis estao
dispostos de forma mais “gulosa” possivel. Logo, o termo ay é 3.

Passo 4: Escrever a fracao continua. A representacao por fracoes continuas de o é dada

por [0;2, 3] ou, equivalentemente,

1

1
0;2,3] =0+ = T
2+ - 2+§

Passo 5: Converter a fracao continua em um nimero racional. Pelas propriedades de

adicao e divisao dos nimeros racionais, segue que

1

0:2,3] = 0+ —— =
2 —
T3

3
-

Wl |~

Portanto, a = %

Conclusao: O que torna interessante essa atividade é que os alunos desenvolveram uma

técnica, que o numero associado a fracao continua pode ser obtido fazendo a contagem

6

dos quadradinhos, ou seja, algumas respostas foram ;.

Atividade 15. Nas figuras seguintes, todos os quadrildteros hachurados da mesma cor
sao quadrados com o mesmo lado, onde a quantidade de quadrados de cada cor representa
o quociente parcial da fracao continua de um ntmero a. Em cada retangulo 1 x «, qual

é a representacao por fragoes continuas do nimero «? Qual é a fragao irredutivel de «?
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f | } 1 |
b) 1 °)
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_L 4
1 ) 1
c) 1 f) 1

Objetivo: Praticar as figuras geométricas para a descoberta do numero racional que
represente o desenho.

Solugao:

a) Passo 1: Encontrar a sequéncia ag,ay,as,...,a, do nimero a. Veja que o > 1,
assim, este item corresponde ao Caso 2. Desta forma, observando o nimero de

quadrados da mesma cor, tem-se que ag = 1, a; = 2, as = 3 e az = 4.
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Passo 2: Escrever a fracao continua associada a figura. Deste modo,

1

1
e
4

[1;2,3,4] = 1+

Passo 3: Converter a fragao continua em uma fracao irredutivel.

1 1 1 1 13 43
1;2,3,4 =14+ ——— =1+ =14 =14 =14 — =2
94 1 91 1 24 4 30 30 30
3.t 13 13 13
4 4
b) Passo 1: Encontrar a sequéncia ag, a1, as, - . . , a, do nimero «.. Vejaque 0 < o < 1,

assim, este item corresponde ao Caso 1. Desta forma, observando o nimero de

quadrados da mesma cor, tem-se que ag = 0, a; = 2, ay = 6.

Passo 2: Escrever a fracao continua associada a figura. Deste modo,

1 1
0:2,6] = 0+ — = —

Passo 3: Converter a fragao continua em uma fracao irredutivel.

1 1 6
[0;2,6] =0+ 7= =13
24+ - 24—
6 * 6
c) Passo 1: Encontrar a sequéncia ag, a,as, . ..,a, do nimero a. Veja que a > 1,

assim, este item corresponde ao Caso 2. Desta forma, observando o ntumero de

quadrados da mesma cor, tem-se que ag = 2, a1 = 2, as = 2 e az = 2.
Passo 2: Escrever a fragao continua associada a figura. Deste modo,

1
[2:2,2,2] = 2+ :
2

Passo 3: Converter a fragao continua em uma fragao irredutivel.

1 1 1 5 29
2,2,2,2] =2+ i :2+—1:2+_2:2+ﬁ:2+ﬁzﬁ.
24+ ——~ 2+ &= 2+ - —
241 > g g
2 2
d) Passo 1: Encontrar a sequéncia ag, a1, as, . ..,a, do nimero a. Veja que a > 1,
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assim, este item corresponde ao Caso 2. Desta forma, observando o nimero de

quadrados da mesma cor, tem-se que ag = 1, a1 = 3 e as = 2.

Passo 2: Escrever a fracao continua associada a figura. Deste modo,

1
[133,2] = 1+ —.
3 —

T3

Passo 3: Converter a fragao continua em uma fracao irredutivel.

1 1 2 9
1;3,2] =14+ ——==1+==1+4+=-=—.
342 ‘ [
2 2
Passo 1: Encontrar a sequéncia ag, ai,as,...,a, do nimero a. Veja que o > 1,

assim, este item corresponde ao Caso 2. Desta forma, observando o nimero de

quadrados da mesma cor, tem-se que ag =1, a; = 2, as = 2 e az = 2.

Encontrar a sequéncia ag, ai,as, . ..,a, do nimero «. Observe que o > 1, entao

ag = 1, desta forma, a; =2, as =2 e a3 = 2.
Passo 2: Escrever a fracao continua associada a figura. Deste modo,

1
[1;2,2,2] =1+ —
2

Passo 3: Converter a fragao continua em uma fragao irredutivel.

1 1 1 5 17
[1;2,2,2] =1+ 1 :1+—1:1+—2:1+ﬁ:1+ﬁzﬁ‘
24+ ——~ 2+ &= 2+ - —
241 > g g
2 2
Passo 1: Encontrar a sequéncia ag, ay,as, ..., a, do nimero a. Veja que o > 1,

assim, este item corresponde ao Caso 2. Desta forma, observando o ntumero de

quadrados da mesma cor, tem-se apenas o termo ag = 2.

Passo 2: Escrever a fragao continua associada a figura. Neste caso, a figura repre-

senta o numero inteiro
[2] = 2.
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4.2.1 Relatorio da atividades desenvolvidas

A aplicacao das atividades propostas trata-se de um experimento por abordar
como tema as fracoes continuas, que nao estao na atual base comum curricular. Para isso,
foi solicitado a gestao escolar a prévia autorizagao, garantindo que nao haveria prejuizo
nas aulas. Todas as atividades foram feitas em horédrio de aula, pois nao era possivel
fazer em um contra-turno, devido ao transporte escolar e a maioria dos alunos residirem
em propriedades rurais afastadas. Deste modo, optou-se por aulas mensais, a fim de nao
prejudicar as aulas do componente curricular.

A primeira aula foi aplicada no dia 20 de marco de 2019. A aula foi ministrada
com o objetivo de conseguir esbogar o algoritmo de Euclides, utilizar o método da chaves
para encontrar as divisoes sucessivas e conhecer as fragoes continuas. Para isso foram
aplicadas as atividades 1, 2, 3 e 4. O desenvolvimento das atividades 1, 2 e 3 foram
consideradas extensas; assim, seria interessante, numa préxima realizacao das mesmas,
procurar exemplos mais simples.

Na primeira aula foi relembrado aos alunos como calcular as divisoes utilizando
o método das chaves. Nessa aula, percebeu-se a dificuldade dos alunos quanto a divisao,
no qual metade desses nao sabiam utilizar o método das chaves; descreveram que sempre
que podiam faziam o uso das calculadoras. A divisao entre niimeros inteiros é algo que os
alunos nao estavam habituados, pois sempre tendiam a encontrar os ntmeros decimais.
O objetivo principal dessa aula, foi alcancado com sucesso, pois ao final os alunos ja
adquiriram a habilidade de utilizar o algoritmo de Euclides, para esbocar as divisoes
sucessivas. A aula foi finalizada com a explicacao de qual era o préximo objetivo, dando
uma breve ideia do que era esperado com a divisao sucessiva nas fracoes continuas. Nesse
momento, a turma queria que a aula tivesse continuidade, mostrando interesse sobre o
tema das fracoes continuas.

A segunda aula foi aplicada no dia 30 de abril de 2019 com intuito de propiciar
que todos os alunos encontrassem fragoes continuas de niimeros racionais e vice-e-versa.
Para alcancar o objetivo foi realizada uma revisao sobre o algoritmo de Fuclides e, pos-
teriormente, iniciada a construcao das fracoes continuas. Para tal, foram aplicadas as
atividades 5, 6 e 7, determinando que os alunos resolvessem operacoes entre fracoes para
encontrar os nimeros racionais. Neste momento, os alunos apresentaram dificuldade, pre-
viamente esperada, porém, de forma progressiva, ao final da ultima atividade, comegaram
a desenvolver os cédlculos com perceptivel facilidade. Posteriormente, aplicaram o desen-
volvimento de um numero racional para uma fracao continua, por meio do algoritmo de
Euclides, em que foi trabalhada as atividades 8, 9 e 10. Para a obtencao dos quocientes e
restos parciais, sugeriu-se aos alunos realizar o método das chaves em folhas de rascunho.

Nessa ultima parte, nao se percebeu dificuldades com o contetido. Os alunos gostaram
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do tema, ao ponto de ir voluntariamente ao quadro para aplicarem a sua prépria solucao,

como pode ser visto na Figura 4.16.

Figura 4.16: Aluno resolvendo problemas proposto em sala de aula

A terceira e dltima aula foi realizada no dia 29 de maio de 2019. A figura 4.17 é
uma foto tirada durante essa aula.

O objetivo principal foi a compreensao da representagao grafica das fragoes continuas.
Para a aula foram utilizados os seguintes materiais: folha quadriculada, régua, lapis de
cor e folhas de rascunho. Para alcancar tais objetivos, trabalhou-se as atividades 11, 12,
13, 14 e 15. A aplicacao limitou-se ao uso de folhas quadriculadas, somente; contudo,
poderiam ser utilizados softwares, como por exemplo, o Geogebra. Esse ultimo nao foi
apresentado aos alunos, devido a falta de um laboratério de informatica na escola. As fo-
lhas quadriculadas tornou mais interessante a aula, pois os alunos no final dos exercicios
adquiriram habilidade para escolha da escala, um ganho que é fundamental em outras

disciplinas como a Geografia. A limitagao da folha quadriculada, nao foi excedida, pois
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Figura 4.17: Aluno do 3° ano da Escola Estadual Jaragua

0 objetivo era ser claro e direto como deve ser ensinada a matematica para alunos do
ensino basico. Uma dificuldade encontrada para se trabalhar as aulas foi a falta de ma-
teriais pedagdgicos, para constar, realizou-as com duas réguas (uma delas sendo do meu
uso pessoal), um conjunto de 14pis de cor (de um aluno) e, as folhas quadriculadas foram
levadas de Barra do Garcas e cedidas pelo professor, devido a dificuldade em encontrar
esses materiais no assentamento. A Figura 4.18, é uma imagem escaneada das atividades
13 e 14, cedidas pela aluna Karol, no dia 29 de maio de 2019.

A\

D)
ra
b

—
o

(a) Atividade 13
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D (s

/4

(b) Atividade 14

Figura 4.18: Atividades feitas pela aluna Karol em folha quadriculada

Por fim, as atividades foram aplicadas com sucesso durante trés etapas. Todos
os objetivos foram alcancados, os alunos gostaram do tema, percebeu-se que a relutancia
inicial por parte de alguns discentes acabou apds o método das chaves. Observou-se,
também, que existia uma certa preguica para fazer o uso do método das chaves por parte
de alguns alunos, quando introduziu o divisao euclidiana e o algoritmo de Euclides, os
alunos que nao sabiam fazer o uso do método das chaves, aprenderam, mostrando que
a dificuldade pode ser batida com algo novo. Outra operagao que mostrou-se ganho no
conhecimento desses alunos foi a de fazer operagoes com numeros racionais. As fragoes
continuas, mesmo nao estando no curriculo, auxilia ao alunos melhorar, aprender e a

aplicar diversas ferramentas matemaéticas.
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Consideracoes finais

Os numeros reais sao apresentados inicialmente no ensino fundamental pelas ex-
pressoes decimais, a partir dai, torna-se a unica maneira de representar esse conjunto
numeérico. Neste trabalho, foi proposto a inser¢ao de um outro método para abordagem
desse conteudo no ensino bésico, via as fragoes continuas. Ao fazer uma breve leitura
sobre os conceitos explorados pela teoria das fragoes continuas percebeu-se o quanto os
alunos do ensino basico ganhariam ao estuda-las.

O tema proposto foi aplicado na Escola Estadual Jaragud, localizada na zona
rural do municipio de Agua Boa-MT. Os alunos da referida escola, sempre sofreram com
a falta de professores de matemaética. A defasagem no ensino desses alunos é geral, pois
enfrentam diversos problemas, dentre eles, a distancia para chegarem a escola, a falta de
professores qualificados, e a precariedade no ensino do campo.

Varias escolas brasileiras se enquadram na mesma realidade supracitada. Entao,
qual seria uma forma de amenizar as deficiéncias dos alunos, quanto ao aprendizado,
principalmente em matemaéatica? Aqui, nao encontra-se resposta a esse questionamento,
todavia, acredita-se que cabem aos educadores tentar amortizar todos esses problemas
criando novas formas de agregar conhecimento aos alunos, com algo desafiador, inovador
e interessante.

Espera-se que a presente pesquisa venha contribuir com professores do ensino
médio, para poder ensinar formas alternativas de apresentacao dos nimeros reais.

Ao leitor interessado, sugere-se pesquisar a forma de calcular a soma de dois
nimeros racionais, utilizando apenas os quocientes parciais das divisoes sucessivas dos

seus numeradores e denominadores, respectivos.
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