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Resumo

Este trabalho aborda a importancia das competicoes olimpicas para o ensino-aprendizagem
de matematica. Sao apresentados diversos problemas olimpicos nacionais e internacionais,
relacionados com as fungoes exponenciais e logaritmicas. Busca-se apresentar uma pro-
posta de trabalho, inserindo esses problemas em aulas extracurriculares, com alunos do

Ensino Médio.

Palavras-chave: Ensino de matematica, olimpiadas de matematica, fungoes exponenci-

ais e logaritmicas e resolucao de problemas.
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Abstract

This research approaches the importance of olympic competitions for mathematics te-
aching and learning. It presents various national and international olympic problems
related to exponential and logarithmic functions. We intend to present a work proposal,

inserting these problems in extracurricular classes, with students of the high school.

Key-words: Teaching mathematics, mathematics Olympics, exponential and logarithmic

functions and problem solving.
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Introducao

O ensino de matematica foi se construindo e aperfeicoando ao longo dos séculos, a
busca por novas ferramentas de ensino motivou o surgimento das competicoes olimpicas.
Ferramenta esta que repercute positivamente na atualidade, pois, sao intimeras com-
peticoes olimpicas existentes, todas elas com objetivo maior de melhorar o ensino-
aprendizagem da disciplina, descobrir ou incentivar novos talentos na area.

Neste sentido, esta dissertacao tem por objetivo, discorrer sobre as diversas com-
peticoes olimpicas de matematica existentes atualmente, trazendo uma aplicabilidade para
o ensino das fungoes exponenciais e logaritmicas. Apresenta-se um estudo, com definicoes e
propriedades das fungoes supracitadas, além de uma proposta para o ensino das fungoes ex-
ponenciais e logaritmicas com resolugao de exercicios cobrados em competicoes olimpicas.
Utilizou-se o software GeoGebra, para ilustrar as solugoes dos exercicios trabalhados,
quando possivel, a fim de facilitar a compreensao do aluno do ensino basico.

Para alcancar tais objetivos, este trabalho foi estruturado em quatro capitulos,
sendo o primeiro relativo as competicoes olimpicas nacionais e internacionais realizadas
atualmente, o segundo, dard o suporte teérico dos conceitos e defini¢coes das funcoes
exponenciais e logaritmicas, o terceiro, apresentara problemas olimpicos resolvidos que
foram cobrados em olimpiadas nacionais ou internacionais. Finalmente o quarto capitulo,
traz uma proposta de planos de aulas, que poderao ser desenvolvidos em aulas extra-
curriculares para o Ensino Médio.

No Capitulo 1, é apresentado um breve historico das competicoes olimpicas, na
area de matematica. Destacando-se as olimpiadas realizadas atualmente em ambito na-
cional e internacional, assim como, a importancia do papel das mesmas para o ensino-
aprendizagem de matematica.

No Capitulo 2, é abordado a definicao de poténcia que possui como base um
nimero real positivo diferente de um, e expoente real, partindo dos expoentes naturais,
e seguindo com os inteiros e racionais. Apds essa construcao, seguem-se a definicao e
propriedades da funcao logaritmo.

No Capitulo 3, trata-se da resolucao de problemas, envolvendo o tema de funcoes

exponenciais e logaritmicas, os quais foram apresentados em olimpiadas nacionais ou



internacionais. Os problemas estao separados por continente e organizados por grau de
dificuldade em sua respectiva secao.

No Capitulo 4, apresenta-se uma proposta de aulas, que envolvem atividades
olimpicas para serem trabalhadas no Ensino Médio. Visa nao s6 a melhoria no ensino-
aprendizagem mas, também, o incentivo aos alunos, para participarem das diversas com-

peticoes olimpicas existentes atualmente.



Capitulo 1

Olimpiadas de Matematica e sua

importancia para o ensino

O estudo da matematica mostrou-se cada vez mais importante no decorrer dos
anos. Desta forma, as dificuldades encontradas também estiveram presente por todo o
tempo. A busca por ferramentas para aperfeicoar o ensino-aprendizagem de matematica,
resulta na metodologia da resolugao de problemas e, em consequéncia, as competigoes
olimpicas. Foram inicialmente iniimeras competicoes locais, e varios estudos para aper-
feicoamento, até chegarmos nos moldes atuais, onde as olimpiadas de matematica to-
maram proporc¢oes enormes, tornando-se grande aliada ao ensino dos dias atuais. As
olimpiadas proporcionam aos estudantes oportunidades de mostrar seus talentos, além de
incentivar o aperfeicoamento dos estudos na area.

De acordo com Lima (2007), vivemos em um mundo rodeado de situagoes que
envolvem a matematica, as dificuldades para ensinar essa disciplina sempre existiram, as
mudancas na organizacao do ensino ocorreram através dos tempos, algumas disciplinas
desapareceram dos curriculos, mas a matematica e todas as dificuldades ligadas a ela
perdurou como elemento fundamental da estrutura do ensino.

No decorrer dos anos, se foram buscando ferramentas para aperfeicoar e incentivar
o ensino e a aprendizagem da matematica, e a resolucao de problemas se demonstrou
importante nesse processo. Segundo as Orientagoes Educacionais Complementares aos
Parametros Curriculares Nacionais Ensino Médio (Brasil, 2007), a resolugao de problemas
é a peca central para o ensino de matematica, pois, assim, os alunos enfrentam desafios,
constroem estratégias de resolucao e argumentacgao, além de relacionar diferentes etapas
do conhecimento.

Neste sentido, observa-se que as olimpiadas cientificas surgem como uma ferra-
menta pedagdgica poderosa que auxilia na formacgao de uma nova rota educacional. Elas

surgem em forma de competicoes com objetivo de incentivar e encontrar talentos nas



mais diversas areas do conhecimento, além de dar oportunidades e abrir portas para os

estudantes.

1.1 Olimpiadas de Matematica

As olimpiadas cientificas, também conhecidas como olimpiadas do conhecimento,
sao competicoes intelectuais em que pessoas demonstram habilidades em uma determi-
nada area de conhecimento intelectual. Realizadas entre estudantes do ensino basico
ou superior, estas competicoes consistem na realizacao de provas ou alguma atividade
pratica, em que os competidores possam demonstrar todo o conhecimento prévio de um
determinado assunto, podendo entao competir por medalhas, bolsas de iniciacao cientifica
dentre outros, além de cultivarem lagos culturais e espirito de exceléncia.

De um modo geral, Nascimento et al. (2007) expoe que as competigoes cientificas
apresentam diversos objetivos subjacentes, tais como, aproximar uma determinada area
de conhecimento as vidas dos estudantes, mostrando como ela se aplica na solugao de
problemas do cotidiano, de modo que eles se envolvam naturalmente e criem interesse
por ela. A depender do tipo de competicao, incentiva o trabalho em grupo e estratégias
cooperativas de aprendizagem. Descobre novos talentos, proporciona meios para que os
alunos criem novos vinculos com a escola, melhora valores afetivos como, a autoconfianca
e a autoestima do aluno, a medida que este desenvolve sua capacidade de resolucao de
problemas.

Atualmente existem intimeras competicoes cientificas, nas mais diversas areas do
conhecimento, como, por exemplo: Matematica, Fisica, Informatica, Biologia, Historia,
Portugues, dentre tantas outras. Em particular, as Olimpiadas de Matematica foram as
primeiras competicoes cientificas que se tem conhecimento. De fato, Boyer (1986) diz que
os desafios cientificos sobrevém desde o século XVI, onde por volta de 1541 foi organizada
uma competicao entre Tartaglia! e Fior?, para expor suas descobertas sobre as equacoes
cubicas. Nesta feita, cada um dos concorrentes propos 30 questoes para que o oponente
resolvesse em um tempo fixado, Tartaglia foi o vencedor.

As competigOes posteriores se resumiam em duelos, onde se apostava dinheiro,
prestigio, ou até mesmo postos em universidades. O ganhador era aquele que resolvia o
maior nimero de problemas propostos.

Destaca-se a seguir algumas das principais olimpiadas de matematica nacionais e

Niccolo Fontana (1499-1557), conhecido como Tartaglia devido a um problema na fala, ganhava a
vida ensinando ciéncias e matematica em varias cidades da Italia. Teve um papel muito importante na
resolucao de equagdes cibicas e na aritmética (Eves, 2004, pags. 307 - 308).

2 Antonio Fior, matemético italiano nascido no final do século XV, foi discipulo de Scipione del Ferro
(1465-1526), com quem aprendeu a férmula para resolu¢io da equacao cubica (Eves, 2004, pag. 302).



internacionais dos dias atuais, as quais foram extraidas das seguintes paginas da internet:
Olimpiada Brasileira de Matemdtica, Olimpiada Brasileira de Matemdtica das Fscolas

Publicas, International Mathematical Olympiad Foundation e Ministerio de Educacion.

1.1.1 Olimpiadas Internacionais

Atualmente o ensino-aprendizagem de matematica conta com diversas competicoes
olimpicas a nivel internacional realizadas ao redor do mundo. A seguir apresenta-se as

principais delas:

e A Olimpiada Internacional de Matemdatica (IMO), teve inicio em 1959 na Roménia,
onde aconteceu sua primeira edi¢ao, a qual teve a participacao de sete paises. Desde
entao a competicao é realizada todos os anos, com exce¢ao apenas do ano de 1980,
e em alguns anos de existéncia ja havia atingido todos os cinco continentes e apro-
ximadamente 100 paises distintos. Os objetivos sao simples e os mesmos desde o
inicio, que é apoiar matematicos/alunos em idade escolar, para que estes possam
desenvolver suas habilidades na resolucao de problemas. A cada ano, a competicao

é realizada em um pais diferente, no ano de 2017 foi a vez do Brasil sediar.

e A Olimpiada Ibero-Americana de Matemdtica (OIM), abrange toda a América La-~
tina, Espanha e Portugal. E desenvolvida para jovens menores de 18 anos, onde
cada pals é representado por uma equipe de até quatro estudantes. Seu objetivo
principal é estimular o estudo da matematica, o desenvolvimento de jovens talentos,
além de instigar novas amizades entre os paises participantes. Sua primeira edi¢ao

foi em 1985, e vem ocorrendo até os dias atuais.

e A Olimpiada de Matemdtica do Cone Sul, teve sua primeira edicao realizada em
1988, os paises participantes sao os da porcao meridional da América do Sul e é

direcionada para estudantes menores de 16 anos.

o A Asian Pacific Mathematics Olympiad, dedicada para alunos do ensino médio, teve
inicio em 1989 e abrange diversos paises asiaticos e da América. Tem por objetivos
principais a descoberta o encorajamento e o desafio de estudantes, além de criar

oportunidades de intercambio de informacoes sobre curriculos e praticas escolares.

e A Olimpiada Nacional de Matemdtica Escolar (ONEM), é um evento académico
realizado no Peru, que busca promover o desenvolvimento de competéncias e ha-
bilidades matematicas dos alunos do pais, a fim de resolver problemas que surgem

em diversas situacoes. A ONEM busca estimular o interesse pelo aprendizado da



matematica, de forma a contribuir para o aprimoramento das conquistas da aprendi-
zagem. Além de incentivar o fortalecimento da criatividade dos alunos na resolugao
de problemas, utilizando conceitos solidos e relagoes matematicas, promovendo o
surgimento de jovens talentos através de competicao saudavel, companheirismo e
amizade entre os participantes. Villanueva (2018) diz que o evento teve sua pri-
meira edicao em 2001, contou com a participagao de 5 cidades e cerca de 500 alunos.
Inicialmente a olimpiada foi organizada pela Sociedade Peruana Matemaética, e em

2004 teve o apoio do Ministério da Educacao onde expandiu-se significativamente.

e A Romanian Master in Mathematics (RMM), realizada desde 2007, convoca apenas
representantes de paises que foram os melhores do mundo em eventos do género. Os
objetivos sao dentre outros, oferecer oportunidades para jovens demonstrarem seus

talentos matematicos.

o A Olimpiada de Matemdtica da Comunidade dos Paises de Lingua Portuguesa
(OMCPLP), é uma competigao jovem, teve sua primeira edigao em 2011 e alcanga

estudantes de oito paises de expressao portuguesa, dentre eles Br

asil, Portugal, Timor Leste e alguns paises do continente africano.

e A European Girls Mathematical Olympiad (EGMO), uma competicao similar a IMO,
porém cada pais participante deve enviar sua equipe formada apenas por estudantes
de matematica femininas, em idade escolar. A ideia inicial da competicao se deu
em 2009, e surgiu devido a necessidade de algo para incentivar as jovens europeias,
uma vez que estas tinham dificuldades financeiras em participar de eventos do tipo
em outros paises. A primeira edi¢ao sé aconteceu em 2012, porém teve total apoio

dos organizadores de outras grandes competicoes internacionais.

e A Olimpiada Iraniana de Geometria (IGO), inicialmente criada apenas para estu-
dantes locais em 2014, posteriormente em 2015 abre suas portas para o mundo.
Realizada em quatro niveis (elementar, médio, avangado e livre), tem por objetivo
principal popularizar o pensamento geométrico, proporcionar troca de experiéncias

a professores de geometria, e ainda dar oportunidade aos amantes da &area.

e A Olimpiada de Maio, uma competicao realizada no més de maio, que conta com a
participagao de estudantes de dois niveis do ensino bésico, que possuem no maximo
15 anos de idade. Abrange a América Latina, Espanha e Portugal. No Brasil a

prova é aplicada apenas para os estudantes premiados em competicoes nacionais.

Cabe ressaltar que o Brasil participa de quase todas as competicoes olimpicas

citadas acima. Em particular, na IMO 2017, realizada na cidade do Rio de Janeiro, os



alunos que representaram o pais, conseguiram duas medalhas de prata, uma de bronze e
trés mencoes honrosas. Ja em 2018, a competicao foi realizada na Romeénia, e a equipe
brasileira conquistou uma medalha de ouro, quatro de bronze e uma mencao honrosa;
o primeiro lugar na classificagdo mundial, ficou com a equipe dos Estados Unidos da

América.

1.1.2 Olimpiadas Nacionais

O Brasil usufrui de duas competicoes a nivel nacional para os alunos do ensino
bésico e superior, sendo elas a Olimpiada Brasileira de Matemdtica e a Olimpiada Brasi-

leira de Matematica das Escolas Publicas, e ainda inimeras outras regionais.

e A Olimpiada Brasileira de Matemdtica (OBM), é organizada pela Sociedade Bra-
sileira de Matematica (SBM) juntamente com o Instituto de Matemédtica Pura e
Aplicada (IMPA). Teve sua primeira edi¢ao realizada em 1979, e passou por varios
processos de mudancas, até chegar aos moldes realizados atualmente. Nos dias 13
e 14 de novembro de 2018, foi realizada a 40° Edicao da OBM, na qual teve 307
estudantes premiados. Sendo estes, 83 do Nivel I, 77 do Nivel II, 80 do Nivel III
e 67 do Nivel Universitario. Os alunos ganhadores de medalhas de ouro, prata ou

bronze, sao convidados a participar da 22° Semana Olimpica?.

Apesar das diversas mudancas estruturais, seu objetivo inicial continua o mesmo,
que é estimular o estudo da matematica nos alunos, aperfeicoar e desenvolver a
capacitacao dos professores, interferir decisivamente em prol da melhoria do ensino
da matemadtica, além de descobrir e incentivar jovens talentos para a area. Cabe
a OBM selecionar e treinar os competidores que representarao o pais nas diversas
competicoes internacionais, além de oferecer total apoio aos eventos regionais do

tipo.

A OBM conta com uma revista e um site, onde divulga todas as informagoes ne-
cessarias e disponibiliza diversos materiais de apoio para alunos e professores que
desejam aperfeicoar seu conhecimento. As provas da OBM foram aplicadas inici-
almente em dois niveis, Junior (alunos de no maximo 15 anos de idade) e Sénior
(alunos do ensino médio). Atualmente sdo aplicadas em quatro niveis, Nivel T (5%
e 62 série), Nivel II (7% e 82 série), Nivel IIT (ensino médio) e Nivel Universitdrio
(alunos que nao terminaram a graduacao). Para os Niveis I, 11, e III as provas sao

aplicadas em uma tnica fase, e em duas fases para o Nivel Universitario.

3A Semana Olimpica, a qual é realizada anualmente desde 1998. E uma atividade da OBM, que
envolve os estudantes medalhistas desta competicao. Durante a semana os alunos participam de aulas
avancadas de matematica, frequentam palestras e recebem orientacoes académicas, além de interagir com
outros jovens em atividades de lazer.



A premiacao é destinada aos alunos que obtiveram melhor desempenho nas provas,
sao elas medalhas (ouro, prata, bronze), bolsas de iniciacao cientifica, certificados de
reconhecimento pelo bom desempenho, dentre as intimeras outras vantagens (como
participar de competicoes internacionais) que o aluno podera desfrutar. As escolas
e os professores dos alunos destaques também recebem algum tipo de premiacao e

reconhecimento.

e A Olimpiada Brasileira de Matemdtica das Escolas Piblicas (OBMEP), é um projeto
nacional, voltado atualmente para as escolas publicas e privadas do pais. Criada em
2005, a OBMEP conta com a parceria do Ministério da Educagao, juntamente com
o IMPA e a SBM, a qual teve como base inicial o Projeto Numeratizar? do Estado
do Ceara. Os objetivos atuais da OBMEP sao:

— Estimular e promover o estudo da matematica entre alunos das escolas ptublicas;

Contribuir para a melhoria da qualidade da educacgao basica;

— Identificar jovens talentos e incentivar seu ingresso nas areas cientificas e tec-
nolégicas;
— Incentivar o aperfeicoamento dos professores das escolas publicas, contribuindo

para a sua valorizagao profissional;

— Contribuir para a integragao das escolas publicas com as universidades ptblicas,

os institutos de pesquisa e sociedades cientificas;

— Promover a inclusao social por meio da difusao do conhecimento.

Em 2005, quando foi criada, a OBMEP teve uma participacao de 10,5 milhoes de
alunos e 93,5% dos municipios. J4 em 2018, foram contabilizados 18,2 milhoes de
alunos em 99,4 % dos municipios brasileiros, sendo considerada a maior olimpiada

de matematica do mundo em termo de quantidade de participagoes.

Conforme Brasil (2010) as premiagoes oferecidas estao divididas em quatro tipos,
sendo elas: mencao honrosa, medalha de bronze, prata e ouro, nesta ordem cres-
cente de reconhecimento. Estima-se que cerca de 90 % dos alunos que participaram
alguma vez das olimpiadas nunca foram premiados. Aos professores das escolas res-
ponsaveis pela inscricao dos alunos, as escolas, aos municipios e as secretarias de
educacao sao ofertados prémios de acordo com os critérios vinculados a premiacao
e pontos obtidos pelos alunos, sendo que os critérios dessa premiacao sao descritos
no Regulamento de cada edigao da OBMEP.

40 Projeto Numeratizar, criado e realizado no Ceard pelo professor Jodo Lucas Marques Barbosa
(Universidade Federal do Ceard), visava o desenvolvimento de estratégias que possibilitem melhorar a
qualidade do Ensino de Matematica na Educagao Basica. A OBMEP pode ser considerada uma expansao
nacional desse projeto. Viana (2017).



Em particular, no Estado de Mato Grosso, na primeira edicao da OBMEP os alunos
conquistaram 15 medalhas de prata e 15 de bronze, e na tltima conquistaram uma
medalha de ouro, 8 pratas e 64 bronzes; sendo que trés medalhas de bronze foram
para a regiao do Vale do Araguaia, onde localiza-se o Polo de Barra do Garcas do

Programa de Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional.

1.2 A Importancia das Competicoes Olimpicas para

o Ensino de Matematica

A matemadtica auxilia as atividades rotineiras da sociedade, Lara e Lopes (2013)
nos mostra que apesar da evidente necessidade do dia a dia, os professores ainda encontram
grandes dificuldades em sala de aula, devido ao desinteresse por parte de alguns alunos,
a0s quais nao conseguem associar teoria de sala de aula e pratica do dia a dia. Desta forma,
cabe ao professor a ardua tarefa de estar sempre em busca de alternativas diferenciadas
de ensino, a fim de despertar e manter o interesse dos alunos.

Segundo Lara e Lopes (2013) a resolucao de problemas surge como uma metodo-
logia que possibilita ao aluno uma aprendizagem significativa, pois esta permite o prazer
e a oportunidade de explorar novas ideias. Essa metodologia poder ser utilizada para
abordar diferentes conteidos, sendo empregada também em muitos programas de ensino,
bem como em Olimpiadas de Matematica.

Nascimento et al. (2007) diz que o ensino por meio de competigoes vem se tor-
nando uma alternativa metodoldogica bastante utilizada, uma vez que essas atividades
extracurriculares desempenham funcgoes psicossociais, afetivas e intelectuais basicas, que
satisfazem diferentes objetivos pedagdgicos no contexto escolar.

As Olimpiadas de Matematica surgem como uma forma de proporcionar o desen-
volvimento critico e logico-matematico dos alunos, sempre incentivando o aperfeicoamento

e aprofundamento dos mais diversos assuntos ligados a édrea.

As provas das Olimpiadas de Matemédtica compéem um rico material
de aplicagao dos conceitos matematicos em situagoes cotidianas, visto que as
questoes sao organizadas com uma abordagem problematizadora, as quais con-
duzem ao raciocinio, a indagacoes, reflexes, andlises e estimulam a busca de

diferentes solugoes aos problemas (Lara e Lopes, 2013).

De acordo com Santos e Henrique (2015), as Olimpiadas de Matemética quando
trabalhadas em sala de aula, desperta o interesse, acentua a vontade de aprender pelos
alunos, além de tornar o ambiente produtivo em que os alunos socializam seus conheci-

mentos. Podendo ainda estes alunos, despertar interesse e, assim, tomar gosto por novas



descobertas no cotidiano da sala de aula e fora dela. Por outro lado, existe uma certa re-
sisténcia por parte dos alunos e alguns professores em aceitar a Olimpiada de Matematica
logo no contato inicial. Isso pode ser justificado pelo fato de estarem acostumados com o
sistema de ensino tradicional baseado na memorizacao e repeticao.

Consequentemente, as Olimpiadas de Matematica vieram como uma quebra de
paradigmas, buscando sempre ajudar o ensino-aprendizagem desta ciéncia nas mais di-

versas areas.
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Capitulo 2
As funcoes exponencial e logaritmica

Neste capitulo, serao apresentadas ferramentas importantes ao estudo sobre as
fungoes exponencial e logaritmica. Nele, fala-se um breve histérico sobre estas fungoes.
Define-se a poténcia que possui como base um numero real positivo diferente de 1, e
expoente real, partindo dos expoentes naturais, e seguindo com os inteiros e racionais.
Logo apds esta construcao, dar-se-a a definicao de funcao logaritmo. A sequéncia seguida,

teve como suporte as referéncias: Bartle (1976) e Lima (2017).

2.1 Um pouco de histdria

Baseado em Eves (2004), observa-se que os estudos iniciais dos logaritmos, e
consequentemente de sua inversa, as exponenciais, se deram no inicio do século XVII,
quando John Napier!, com intuito de tornar mais faceis e rdpidos, os célculos numéricos
muito utilizados na astronomia, navegacao e afins, introduziu o conceito de logaritmos.
Inicialmente, Napier nao trabalhava com um conceito de base de um sistema de logaritmos.
Em 1614, publicou em uma abordagem geométrica, a primeira tabua de logaritmos, em
um texto intitulado Mirifici logarithmorum canonis descriptio (Descrigdo da Maravilhosa
Lei dos Logaritmos). Posteriormente, outros matematicos se dedicaram em aperfeigoar a
ideia e publicaram, com uma abordagem algébrica, outras tabuas de logaritmos.

Atualmente, o logaritmo é universalmente conhecido como expoente, ou seja, se
n = b*, diz-se que x é o logaritmo de n na base b. Durante anos a tabua de logaritmo
foi um instrumento muito usado por estudantes, desdo o ensino basico até a universi-
dade, porém foi extinta com a chegada das calculadoras portédteis. Recentemente, com a

utilizagao cada vez mais divulgada das calculadoras, as tabuas de logaritmos perderam

1John Napier (1550-1617), matemdtico, fisico, astronomo, astrélogo e tedlogo escocés, nascido em
Edimburgo. Gastou grande parte de sua vida em controvérsias politicas e religiosas, para se descontrair
de suas polémicas, deleitava-se estudando matemaética, o que resultou em quatro importantes resultados
para a atualidade.
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muito do seu interesse como instrumento de calculo, o mesmo acontecendo com outras
tabelas matematicas. Mas o estudo dos logaritmos ainda ¢ e continuara a ser de central
importancia. Com efeito, embora eles tenham sido inventados como acessorio para facili-
tar operacoes aritméticas, o desenvolvimento da matematica e das ciéncias em geral veio
mostrar que diversas leis matematicas e varios fenomenos fisicos, quimicos, biolégicos e

economicos sao estreitamente relacionados com os logaritmos.

2.2 A funcao exponencial

Nesta secao, dar-se-a a definicao de fungao exponencial, estabelecendo suas pro-
priedades basicas. Para isto, definird-se o conceito de potenciacao para expoentes naturais,

em seguida, para expoentes inteiros e finalmente para racionais.

2.2.1 Poténcias com expoentes naturais

Nesta subsecao, define-se as poténcias de um numero real positivo e expoente

natural.

Definigao 2.1. Seja a € RT. A poténcia de base a e expoente natural n é o nimero a”

definido como:

para todo n € N.
Sendo a > 0, pela definicao indutiva da poténcia de base a e expoente n, segue

que a™ > 0, para todo n € N.

Proposigao 2.2. Sejam a,b € R*. Sao satisfeitas as sequintes propriedades:
(1) 1" =1, para todo n € N;
(2) a™™ =a™-a", para quaisquer m,n € N;

(3) (a-b)" =a™-b", para todo n € N;

(4) “° = a™™", para quaisquer m,n € N tais que m > n;

(5) (a™)" =a™ = (a™)™, para quaisquer m,n € N;
(6) (9)n = Z—:, para todo n € N;

b

(7) Se a =b, entao a" = b", para todo n € N;
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(8) Se a < b, entao a™ < b™, para todo n € N;
(9) Se a™ < b", para algum n € N, entdo a < b;
(10) Se a™ = b", para algum n € N, entao a =b
(11) Se a > 1, para quaisquer m,n € N tais que n < m, tem-se a” < a™;

(12) Se a < 1, para quaisquer m,n € N tais que n < m, tem-se a™ > a™.

Demonstracao.

(1) Provar-se-a por indugao sobre n, que
1" =1, (2.1)
para todo n € N. Com efeito, a igualdade (2.1) é valida para n = 1, pois
1'=1

Procedendo indutivamente, se (2.1) é valida para algum n € N. Mostrar-se-d agora que a

igualdade (2.1), é valida para n + 1. De fato, por definigao,
"t =1"-1.
Por outro lado, pela hipétese indutiva, tem-se que 1™ = 1 e, assim,
" 1=1-1=1.

Isto mostra que a igualdade (2.1) é vélida para n+ 1. Portanto, pelo Principio de Indugao

Matematica, 1" = 1, para todo n € N.

(2) Seja m € N. Demonstrar-se-&4 por indugao sobre n, que

a™t"t =a"m - a", (2.2)

Procedendo indutivamente, suponha-se que a igualdade (2.2) é vélida para algum n € N.

Demonstrar-se-4 agora que a igualdade (2.2), seja valida para n+ 1. De fato, por definigdo

m+(n+1) _

a(m—l—n)—i—l — m+tn 1

a a Q.
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Por outro lado, pela hipétese indutiva, tem-se que ¢t = a™ - a™ e, assim,

am+(n+1) — gmtn . (11 _ (am . an) . al —qm. (an i al) — g™ .- an—‘rl‘

Isso mostra que a igualdade (2.2) é valida para n + 1. Logo pelo Principio de Indugao
Matemadtica, ¢t = a™ - a", para todo n € N. Como m era arbitrario, conclui-se o

resultado.

(3) Mostrar-se-& por inducao sobre n, que
(a-b)" =a"-b", (2.3)
para todo n € N. Com efeito, a igualdade (2.3) é valida para n = 1, pois
(a-b)'=a-b=a'-b".

Procedendo indutivamente, suponha-se que a igualdade (2.3) é vélida para algum n € N.

Provar-se-4 agora que a igualdade (2.3) seja valida para n + 1. De fato, por definigao,

(a-b)"™ =(a-b)"-(a-b).

n

Por outro lado, pela hipdtese indutiva, tem-se que (a - b)™ = a™ - b", e assim,

(a-b)"™ =(a"-b") (a-b)=(a"-a)-(b"-b) =a" b+

Isto mostra que a igualdade (2.3) é valida para n+ 1. Portanto, pelo Principio de Indugao

Matematica, (a - b)™ = a™ - b", para todo n € N.

(4) Sejam m,n € N tais que m > n. Entao, m —n > 0 e portanto, pelo item (2) tem-se

a® - q™m" = CLn+(mfn)'

Assim,

a™ = ajnJr(mfn) S M

Como a™ > 0, multiplicando ambos os membros da igualdade por % obtém-se

entao,
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(5) Inicialmente, provar-se-a que (a™)" = a™", para qualquer m,n € N. Seja m € N. Por
indugao sobre n, tem-se que
(™) =a™", (2.4)

para todo n € N. Com efeito, para n = 1 a igualdade (2.4) é verdadeira, pois,
(am)l =a™m = 6Lm~1.

Procedendo indutivamente, suponha-se que a igualdade (2.4) seja véalida para algum n €
N. Demonstrar-se-4 agora que a igualdade (2.4) seja vélida para n + 1. De fato, por
definicao

(am)n-i-l — (am)n ca™.
Por outro lado, pela hipdtese indutiva, tem-se que (a™)™ = a™", e, assim

m(n+1)

(am)n—i—l — amn X am — am-n+m =a ]

Isso mostra que a igualdade (2.4) é valida para n + 1. Logo pelo Principio de Indugao
Matemadtica, (a™)" = a™", para todo n € N. Como m era arbitrério, conclui-se o resul-
tado.

Finalmente, dados m,n € N, pelo visto anteriormente, (a™)™ = a™™. Assim,

(6) Inicialmente, mostrar-se-4 um caso particular.
Afirmagao: (b~')" = z, para todo n € N.
Prova da afirmagao: De fato, pelos itens (1), (2), (3) e (5), obtém-se,

1=1"=@0-b")"=b"- ("""

Logo, .
-n\n _

Provar-se-a agora o item (6). Com efeito, pelo item (2) e a afirmacdo anterior,

n 1
(%) :(a.bfl)n:an.(bfl)n:an._:_.
(7) Sejam a,b € R tais que a = b. Provar-se-a por indugao sobre n que

a" =", (2.5)

15



para todo n € N. Com efeito, a igualdade (2.5) é valida para n = 1, pois
a'=a=b=10"

Procedendo indutivamente, suponha-se que a igualdade (2.5) seja vélida para algum n €
N. Logo, observa-se que a igualdade (2.5) seja valida para n + 1. De fato, pela hipétese,

indutiva tem-se que a™ = b" e, sendo a = b, segue que
A"t =aq" a=0b"-b=0b"""

Isso mostra que a igualdade (2.5) é vélida para n+ 1. Portanto, pelo Principio de Indugao

Matematica, a™ = b", para todo n € N.

(8) Sejam a,b € RT tais que a < b. Demonstrar-se-& por indugao sobre n que
a < b, (2.6)

para todo n € N. Para n = 1, a desigualdade ¢é valida, pois

a'=a<b="0"

Procedendo indutivamente suponha-se que a desigualdade (2.6) é vélida para algum n €
N, isto é,

a" <b". (2.7)

Multiplicando ambos os lados da desigualdade (2.7) por a, tem-se

A"t =a"-a<b-a=ab" (2.8)
Como a < b, multiplicando ambos os membros desta desigualdade por 0", obtém-se

ab" =b"-a<b"-b=0b""" (2.9)

Assim, de (2.8) e (2.9),

an-i—l <a-b" < bn-i—l‘
Isso mostra que a desigualdade (2.6) é vélida para n + 1. Portanto, pelo Principio de
Inducao Matematica, se a < b entao a™ < b", para todo n € N.

(9) Procedendo pelo absurdo, suponha-se que a > b. Entao, a > b ou a = b. Portanto,
pelos itens (7) e (8), tem-se a” > b" ou a™ = b", uma contradi¢do, pois por hipdtese

a™ < b". Logo, a < b.
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(10) Procedendo por absurdo, suponha-se que a < b ou a > b. Portanto, pelos itens (7) e

(8), tem-se a™ < b™ ou a™ > b™, uma contradigao, pois por hipétese a” = b™. Logo, a = b.

(11) Seja a > 1. Dados m,n € N tais que n < m, tem-se m —n > 0. Como a > 1, pelo
item (8),

am Tt > 1M,

Por outro lado, pelo item (1), 1™~ = 1. Logo

a™ " > 1. (2.10)
Multiplicando ambos os lados da desigualdade (2.10) por a™, obtém-se
a™"-a">1-a" =a".

Finalmente, pelo item (2), conclui-se

(12) Seja a < 1. Dados m,n € N tais que n < m, tem-se m —n > 0. Como a < 1, pelo
item (8),

Por outro lado, pelo item (1), 1" = 1. Logo

a™ " < 1. (2.11)
Multiplicando ambos os lados da desigualdade (2.11) por a™, obtém-se
a™"ea" < 1-a" =a".

Finalmente, pelo item (2), conclui-se

]

Pelo visto na Proposigao 2.2, a funcao f : N — R, definida por fN(n) = a"
satisfaz as seguintes propriedades:

(1) fNm+n) = fN(m)- fN(n), para quaisquer m,n € N;
(2) sea>1, entdo f é crescente;

17



(3) se0<a<1, entao fNé decrescente.

Além disso, mostra-se que se a > 1, entdao f é ilimitada superiormente. A Figura 2.1,
ilustra a fungao f)¥: N — R, definida por fN(n) = 2" .

/N

Y
16 .

14
12

10

A\

Figura 2.1: fN(n)=2"neN
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2.2.2 Poténcias com expoentes inteiros

Atribuira-se agora, um significado a poténcia a”, quando n é um nimero inteiro,

e a é um numero real positivo.

Definigao 2.3. Seja a € RT e n € Z. A poténcia de base a e expoente n é o numero a”

definido como:

a”, se n > 0;

, se n=0;

1

Pl se n <0.

Sendo a > 0, tem-se que a” > 0 para todo n € N. Assim, segue da definicao, que

a™ > 0 para todo n € Z.
Proposigao 2.4. Sejam a,b € R*. Sdo satisfeitas as sequintes propriedades:
(1) 1™ =1, para todo n € Z;
(2) a™ = a_%, para todo n € Z;
(3) a™" =a™ - a™, para quaisquer m,n € 7Z;
(4) (a-b)" =a™-b", para todo n € 7,
(5) 4 =a™ ™", para quaisquer m,n € Z;
(6) (a™)" =a™ = (a™)™, para quaisquer m,n € Z;
(7) (%)n = ‘Z—:, para todo n € 7,
(8) Se a=b, entao a™ = b", para todo n € Z;
(9) Se a™=b", para algum n € Z\ {0}, entao a = b;
(10) Se a > 1, para quaisquer m,n € Z tais que n < m tem-se a" < a™;

(11) Se 0 < a < 1, para quaisquer m,n € 7 tais que n < m tem-se a" > a™;

Demonstracao.

(1) Dado n € Z, existem trés casos a serem analisados, sendoeles: n >0, n=0 e n<
0.

Caso 1: n > 0. Pelo item (1) da Proposi¢ao 2.2, obtém-se 1" = 1.
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Caso 2: n = 0. Tem-se por definicao que

19=1.

Caso 3: n < 0. Como n < 0, entdo —n > 0, assim, tem-se por definigao e pelo item (1)

da Proposicao 2.2 que
1 1
"=—=-=1.
1 1

(2) Existem trés casos a serem analisados, sendo eles: n >0, n=0en < 0.

Caso 1: n > 0. De fato, se n > 0, tem-se que

ou equivalentemente

Caso 2: n=0. Se n =0, tem-se que

(3) Inicialmente, provar-se-4 um caso particular.
Afirmacao: Se n € N, tem-se a™™" = a™ - ¢", para todo m € Z.

Prova da afirmacao: Dado m € Z, existem trés casos a serem analisados, sendo eles:

m>0, m=0 e m<O0.

n

Caso 1: m > 0. Pelo item (2) da Proposic¢ao 2.2, obtém-se a™*" = a™ - a™.

Caso 2: m = 0. Tem-se

Caso 3: m < 0. Como m < 0, entao —m > 0. Existem trés casos a serem analisados:
n>-m, n=-m e n<-—m.
Caso 3.1: n > —m. Como n > —m, entdao n — (—m) > 0. Assim, pelo item (4) da

Proposicao 2.2, tem-se que

_(— a
am+n:an+m:an(m): — " — =" a™ = a™ - a™

a~™m a~™m




Caso 3.2: n = —m. Por definicao

a™t = gmtem = g0 = 1. (2.12)

l=ad" - —=a"-am=a" a" (2.13)

Portanto, de (2.12) e (2.13), a™™™ = a™ - a™.
Caso 3.3: n < —m. Como n < —m, entao m + n < 0. Assim, por definicao

1 1

a—(m+”) o a—m—i—(—n) )

m-+n

a

Finalmente, pelo item (2) da Proposicao (2.2),

1 1 1
a™ " = = . =am-ad"
a ™m.q™" a—™ a™"

Provar-se-a agora, o caso geral. Sejam m,n € Z.
Caso 1’: n > 0. Pela afirmacao anterior, a™™™ = a™ - a".

Caso 2’: n=0. Tem-se

Caso 3’: n < 0. Existem trés casos a serem analisados: m >0, m=0 e m <O0.

Caso 3’.1: m > 0. Pela afirmacao anterior, a™™" = ¢"™™ = a" - a™ = a™ - a".

Caso 3’.2: m = 0. Entao,

Caso 3’.3: m < 0. Como n,m < 0, entdao, m +n < 0. Assim, por definicao,

1 1
m-+n
a q—(m+n) q—m+(=n)’

Pelo item (2) da Proposicao (2.2),

(4) Dado n € Z, existem trés casos a serem analisados, sendo eles: n > 0,n =0en < 0.
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Caso 1: n > 0. De fato, se n > 0, segue do item (3) da Proposicao 2.2 que (a-b)" = a™-b".
Caso 2: n =0. Tem-se que,

(a-b)°=1=a"-1".
Caso 3: n < 0. Como n < 0, por definicao,

1

(a-b)" = W.

Tem-se que —n > 0, assim pelo item (3) da Proposigao 2.2, obtém-se,

1 1 [ SR
= = —=a"-b"
(a-b)y™ am™-b™ am b"

(5) Existem trés casos a serem analisados, sendo eles: n >0, n=0en < 0.

Caso 1: n >0 Dadon > 0 e m € Z, novamente existem trés casos a serem analisados,

sendo eles: m > 0,m=0em <0.

a™

Caso 1.1: m > 0. Como m,n € N, pelo item (4) da Proposicio 2.2, tem-se -

a™ ",

Caso 1.2: m = 0. Pelo item (2) tem-se que

Caso 1.3: m < 0. Dado m € Z, tal que m < 0, tem-se que —m > 0. Assim, por

defini¢ao e pelo item (2) obtém-se que

T o_gm. —=gm.g (2.14)

a™ - = g™t = gm, (2.15)

am
__m-n
an “
Caso 2: n=0. Dado m € Z, tem-se
am
. .m _ m—0
o= a" =a



Caso 3: n < 0. Dado m € Z, existem trés casos a serem analisados, sendo eles: m >

0,m=0em <0.

Caso 3.1: m > 0. Pelo item (2), obtém-se

am
o —gm.g " = CLm—ﬁ—(—n) —gm",
an
Caso 3.2: m = 0. Pelo item (2), tem-se
0 1
_ _ ,—n _ ,0-n
wa
Caso 3.3: m < 0. Pelos itens (2) e (3), tem-se que
a” +en)
_ m _ m —-n m -n) __ m—n
L =a o =ata a =a

Portanto, dos casos (1), (2) e (3), conclui-se o resultado.

(6) Inicialmente, provar-se-a que (a™)" = a™", para qualquer m,n € Z. Existem trés casos

a serem analisados, sendo eles: n > 0,n=0en < 0.

Caso 1. n > 0. Dado m € Z, existem trés casos a serem analisados, sendo eles: m >

0,bm=0em<0.

Caso 1.1.m > 0. Como m,n > 0, pelo item (5) da Proposi¢ao 2.2, tem-se que
(am>n — am-n‘

Caso 1.2. m = 0. De fato, pelo item (1), tem-se que
(a0>n —1"=1= 1O~n‘

Caso 1.3. m < 0. Como m < 0, entdo —m > 0. Pelo item (6), da Proposigao 2.2

e pelo item (2), tem-se que




Caso 3. n < 0. Como n < 0, tem-se que —n > 0. Assim, por definicao

1
(a™)" = TOR3 (2.16)

Logo, pelo Caso 1 e pelo item (2),

1 1 1 o
(am)—n - am(=n) - q—mmn =a : (217)

Portanto, de (2.16) e (2.17), (a™)" = a™™.

Finalmente, dados m,n € Z, pelo visto anteriormente, (a")™ = a™"™. Assim,

(7) Inicialmente, demonstrar-se-a4 um caso particular.
Afirmagao: (b~1)" = 5=, para todo n € Z.
Prova da afirmagdo: De fato, pelos itens (1), (2), (4) e (6), obtém-se,

1=1"=®-b")"=b"- ("""

Logo, .
-n\n _

Mostrar-se-a agora o item (6). Com efeito, pelo item (2) e a afirmacdo anterior,

R e e

(8) Dado n € Z, existem trés casos a serem analisados, sendoeles: n >0, n=0 e n<
0.

Caso 1: n > 0. Sen > 0, segue do item (7) da Proposi¢ao 2.2, que a™ = b".

Caso 2: n=0. Sen =0, tem-se que
a’ =1=1"

Caso 3: n < 0. Sen < 0, entdao —n > 0, e assim, por defini¢ao, pelo item (7) da Pro-

posi¢ao 2.2 e pelo item (2), segue que

1
a p—n
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(9) Dado n € Z\ {0}, existem dois casos a serem analisados, sendo eles: n >0 e n <0.
Caso 1: n > 0. Se n > 0, segue do item (10) da Proposigao 2.2 que a = b.

Caso 2: n < 0. Sen <0, entao —n > 0, assim, por definicao tem-se

1
= —-— — bn'
“ a~™ b

Logo, a™™ = b~". Novamente utilizando o item (10) da Proposi¢ao 2.2, segue que

a=b.

(10) Seja a > 1. Dados m,n € Z tais que n < m, tem-se m —n > 0. Como a > 1, pelo
item (8) da Proposicao 2.2,

Por outro lado, pelo item (1), 1™ = 1. Logo
a™" > 1. (2.18)

Multiplicando ambos os lados da desigualdade (2.18) por a™, obtém-se

a® " ad">1-a" =ad".

Finalmente, pelo item (2), conclui-se

(11) Seja a < 1. Dados m,n € Z tais que n < m, tem-se m —n > 0. Como a < 1, pelo
item (8) da Proposicao 2.2,

Por outro lado, pelo item (1), 1™~ = 1. Logo
a™ " < 1. (2.19)
Multiplicando ambos os lados da desigualdade (2.19) por a™, obtém-se

a" "ad"<1l-a"=ad".

Finalmente, pelo item (2), conclui-se



]

Assim como visto anteriormente, pela Proposigao 2.4 define-se a fungio fZ: Z —

R, como sendo fZ(n) = a™, a qual satisfaz as seguintes propriedades:
(1) fZ(m+n) = fZ(m) - f£(n) para quaisquer m,n € Z;
(2) Se a > 1, entao fZ é crescente;

(3) Se a < 1, entdo fZ é decrescente.

Além disso, mostra-se que fZ ¢ ilimitada superiormente. A Figura 2.2, ilustra a funcio
fZ:7Z — R, definida por fZ(n) = 2" .

/

Y
16 .

14
12

10

Figura 2.2: fZ(n)=2",ne€Z

2.2.3 Poténcias com expoentes racionais

Prosseguindo, observe que sentido pode ser dado a poténcia a” quando r = = ¢

m
n
um ndmero racional (onde m € Z e n € N).

Definigao 2.5. Seja a € R* e r = ™ um ntimero racional, onde m € Zen € N. A

poténcia de base a e expoente r é o nimero a” definido como:

Dado @ € Rt e n € N a equacdo z" = a possui uma tnica solucdo positiva. Tal solucio denota-se
por ¥/a e lé-se “raiz n-ésima de a”.
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a =anr = Vam.

303

Segue da definicao, que a” > 0 para todo r € Q.
Proposigao 2.6. Sejam a,b € RT. Sao satisfeitas as sequintes propriedades:
(1) 1" =1, para todo r € Q;
(2) a"™* =a" - a®, para quaisquer r,s € Q;
(3) (a-b)"=a"-b", para todo r € Q;
(4) (a")® = a"™ = (a®)", para quaisquer r,s € Q;
(5) Se a <b, entao a” < b" para todo r € Q, com r > 0;
(6) Se a> 1, para quaisquer r,s € Q tais que r < s, tem-se a” < a;

(7) Se a < 1, para quaisquer r,s € Q tais que r < s, tem-se a” > a®.

Demonstracao.

(1) Tome r =™ comm € Z e n € N. Assim, pelos itens (6) e (1) da Proposigao 2.4,
tem-se que
(rmmr=1m =1

Por defini¢ao de raiz n-ésima, obtém-se
m
I"=1n = vVIm=1.

p

(2) Tomer = ™ e s = Locomm,p €Z e n,q €N. Por defini¢ao de raiz n-ésima de

s
a™, tem-se que (a”)" = (a )" = a™, e, novamente por definicio de raiz g-ésima, tem-se
a®)? = (a)? = aP. Agora, pelo item (4) da Proposicao (2.4), tem-se

(a" - a®)™ = (a")™ - (a®)™. (2.20)

Pelo item (7) da Proposi¢ao 2.4, obtém-se

Por outro lado, pelos itens (7) e (3) da Proposigao 2.4,
(@™ (a™)? =a™ - a" = a"t"?. (2.22)
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Portanto, de (2.20), (2.21) e (2.22), tem-se

(ar . as)nq — amq—i—np‘

Assim, tem-se que a” - a® é a raiz ng-ésima de a™¢"?. Portanto, conclui-se que
mqg+np mq np P
a’ - a® = Yagmatne = g nge = aTquniq = @%JFE = a"ts.

(3) Analogamente ao item (1), tome r = comm € Z e n € N. Pela definicao de raiz

m

n-ésima, tem-se que (a”)” = (a= )" = a™ e (b")" = (b" )" = b™. Entao, pelo item (4) da

Proposicao 2.4, tem-se
(a'f' . bT)n — (aT)TL . (bT)TL — am . bm — (a . b)m'
Assim, tem-se que a” - b" é a raiz n-ésima de (a - b)™. Portanto, conclui-se que

a b= 3/(a-b)m=(a-b)» = (a-b).

(4) Inicialmente, demonstrar-se-4 que (a”)® = a"*, para qualquer r,s € Q. Tome r = 2 e

m
n

s = %, comm,p€Z e n,q€< N. Entao, pelo item (5) da Proposigao (2.2), tem-se que

(@)1 = [[@)?]"]" (2.23)

2 an T\P1"
@] =ty (2:24)
Pelo item (7) da Proposigao 2.4 e por defini¢ao de raiz pn-ésima, tem-se
pin m\ pn mp \ PP
(@] = (@) = (%) = (a3 )" =am. (2.25)

Assim, de (2.23), (2.24) e (2.25) tem-se que, [(a")]"? = a™?. Logo, por defini¢ao de raiz

ng-ésima, tem-se (a")® = "/a™. Portanto,
(a")’ = Vamr = ani =qna =a’",

Finalmente, dados r, s € Q, pelo visto anteriormente, (a*)" = a®". Assim,
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(5) Tome r = ™, com m,n € N. Procedendo pelo absurdo, suponha que an > b, entdo,
tem-se an > bn ou an = bn. Se an > bn. Por definicdo de raiz n-ésima tem-se que

n
(\"/am)n > (\"/ bm> e entao a™ > b™, assim,
a>b,

’ o o~ m m o« o~ . s . n
o que é uma contradi¢ao. Se a» = b~ . Por definicao de raiz n-ésima tem-se que( v am) =

<\"/ bm) e, portanto, a”™ = b™. Logo, pelo item (10) da Proposicao 2.2, segue que
a="b,

o que também é uma contradicao. Como em qualquer caso, obtém-se uma contradigao,

conclui-se que a” < b".

(6) Seja a > 1. Dados 7, s € Q tais que r < s, tem-se s —r > 0. Como a > 1, pelo item
(8) da Proposicao 2.2,

aS—T' > 18—7".

Por outro lado, pelo item (1), 1°~" = 1. Logo
@ > 1. (2.26)

Multiplicando ambos os lados da desigualdade (2.26) por a®, obtém-se

a® "a">1-a" =d".

Finalmente, pelo item (2), conclui-se

(7) Seja a < 1. Dados r,s € Q tais que r < s, tem-se s —r > 0. Como a < 1, pelo item
(8) da Proposigao 2.2,
a’ "< 1.

Por outro lado, pelo item (1), 1°~" = 1. Logo
a® "< 1. (2.27)
Multiplicando ambos os lados da desigualdade (2.27) por a”, obtém-se

a"ad"<1l-d"=4d".
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Finalmente, pelo item (2), conclui-se

]

Novamente, pela Proposicao 2.6, a funcao f2: Q — R, definida por f2(r) = a",

satisfaz as seguintes propriedades:
(1) f2(r+s) = f&(r) - f2(s) para quaisquer 7, s € Q;
(3) Se a > 1, entdao f9 é crescente;
(4) Se 0 < a < 1, entdo f2 é decrescente.

Além disso, mostra-se que f2 é ilimitada superiormente.

2.2.4 Poténcias com expoentes reais
Seguindo no roteiro anterior, nesta subsecao ird estender a definicao de poténcia
para expoentes reais. Para isso, seja a € R com a > 1. Dado x € R, define-se o conjunto

T.(a)={a":7€Q, r<uz}.

Observe que o conjunto T,(a) é nao vazio. Além disso, ele é limitado superiormente e,
portanto, existe o supremo? de Ty (a).

Agora, para todo r € QQ, mostra-se que
a" =supT,(a).

Em virtude disto, para um numero real x, define-se a poténcia de base a e expoente x
como sendo

a® :=supT,(a).

Se a é um numero real tal que 0 < a < 1 é natural definir

()

Assim, como estabelecido nas subsegoes (2.2.1), (2.2.2) e (2.2.3), a poténcia de base a
e expoente real satisfaz propriedades andlogas a essas, as quais serao apresentadas sem

demonstracao na proposicao seguinte.

2Seja X C R limitado superiormente e nio vazio. Um niimero b € R chama-se o supremo do conjunto
X quando é a menor das cotas superiores de X.
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Proposigao 2.7. Sejam a,b € RT com a,b # 1. Sao satisfeitas as sequintes propriedades:
(1) a**¥ =a® - a¥, para quaisquer x,y € R;
(2) (a-b)* =a"-b", para todo x € R;
(3) (a®)¥ = a"™, para quaisquer x,y € R;
(4) (%)w = ‘;—z, para todo x € R,
(5) & =a""Y, para quaisquer x,y € R;

(6) sea> 1, para quaisquer x,y € R tais que x < y tem-se a* < a¥;

(7) se 0 < a <1, para quaisquer x,y € R tais que x < y tem-se a® > a¥.

2.2.5 A funcao exp,

A funcdo f® : R — R*, definida por fX(z) = a®, chama-se funcdio exponencial
com base a, e denota-se por

exp, -

Em particular:

—aq"=qg-q--- 1 N:
e exp,(n) =a a-a---a, para qualquer n € N;

n—vezes

e exp,(n) = #, para qualquer n € Z;
= V/a™, paraqualquerr € Qcomr =" mecZencN;

o exp,(z) =a® :=sup{a” :r € Q,r < z}.

Pela Proposicao 2.7, dado a € RT, com a # 1, a funcio exp, : R — R* satisfaz

as seguintes propriedades:

(1) exp,(z +y) = exp,(x) - exp,(y), para quaisquer x,y € R;
(2) Se a > 1, entdo, exp, é crescente;

(3) Se 0 < a < 1, entao exp, é decrescente.

3Essa restricdo é necesséria, pois 1 elevado a qualquer ntmero resulta em 1. Logo, em vez de expo-
nencial, terda-se uma fungao constante.
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A propriedade (1) diz que, a fungao exponencial de base a transforma somas em produtos.
Além disso, mostra-se que exp, ¢ ilimitada superiormente, continua, sobrejetiva e concava.

A Figura 2.3 mostra os graficos das funcoes f, g : R — R™, definidas por f(x) = a”
eg(r) =0" coma>1e0<b< 1, as quais podem-se observar que f é crescente e g é

decrescente.

Figura 2.3: f(z) =a” e g(z) = b*

2.3 A funcao logaritmica

Nesta secao, dar-se-a a definicao de funcdo logaritmica, estabelecendo suas pro-
priedades basicas. Viu-se na subsegao 2.2.5 que, para todo nimero real positivo a # 1 a
fungao exponencial exp, : R — R, é uma correspondéncia biunivoca, crescente se a > 1,

decrescente se 0 < a < 1, com a propriedade adicional

exp, (z +y) = exp, () - exp,(y),

para quaisquer z,y € R.
Sendo exp, : R — R™ bijetiva, segue que possui uma funcao inversa. A inversa

da funcao exponencial de base a, é a funcao
log, : R" — R,

que associa a cada ntimero real positivo x o nimero real log, x. A fungao log, é chamada

de fungao logaritmo na base a. O numero log, z é chamado de logaritmo de x na base a.
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Em particular, exp, olog, = Zg+ e log,oexp, = Ig. *

Ressalta-se ainda que, se X e Y sao subconjuntos de nimeros reais nao vazios
e f71:Y — X é ainversa da funcao f : X — Y, entdo o grafico da funcao f=! é o
simétrico® do gréfico da funcao f, em relacao a diagonal® A C R2.

As figuras (2.4) (2.5) mostram os gréficos das fungoes exp,,exp, : R — RT e
log,,log, : RT = R, com a >1e 0 <b< 1, as quais podem-se observar que exp, e log,

sao crescentes e exp, e log, sao decrescentes.

Figura 2.4: As funcoes exp, e log,, a>1

4Se X é um conjunto ndo vazio, define-se a funcao identidade de X, como sendo

Iy : X = X
=X

5Dois pontos P e Q no plano dizem-se simétricos em relacio a uma reta r nesse plano, quando 7 é a
mediatriz do segmento PQ. Duas figuras dizem-se simétricas em relacao a reta r quando cada ponto de
uma delas é o simétrico de um ponto da outra em relacao a essa reta.

®Chama-se diagonal do plano R* a reta A = {(z,z): z € R}.
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Y = exp,T

Figura 2.5: exp, e log,, 0<b<1

A seguir, apresenta-se algumas propriedades da funcao logaritmo.

Proposicao 2.8. Seja a € RT com a # 1. Sdo satisfeitas as sequintes propriedades:

log, a® = x, para todo v € R,
para quaisquer v € RT ey € R, y =log, = se, e somente se, a¥ = x;

log, (xy) = log, = + log, y, para quaisquer x,y € RT;

para qualquer ¢ € R, log, ¢ = c-log, x, para todo r € RT;
para quaisquer x,y € RT log, © = log, y - log, ;

(1)

(2)

(3)

(4)

(5) log, (%) = log, © — log, y, para quaisquer x,y € R*;

(6)

(7)

(8) se a > 1, para quaisquer x,y € R tais que x < y tem-se log, x < log, y;
(9)

se 0 < a <1, para quaisquer x,y € R tais que x <y tem-se log, x > log, y.

Demonstracao.

(1) Como log, ¢ a inversa da fungdo exp,, entao
a8 * = exp, (log, r) = ,

para todo x € R™.
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(2) Analogamente, como em (1), sendo exp, a inversa de log,, tem-se
log, a® = log,(exp, ) = z,

para todo z € R.

(3) Sejam z € Rt ey € R. Se y = log, x, pelo item (1),
a¥ = a8 ® = g
Reciprocamente, se x = a¥ entdo, pelo item (2),
log, x =log,a’ =y.

b

(4) Dados x,y € RT, sejam b = log, x e ¢ = log, y. Pelo item (3), a’ = x e a® = y. Entao,

log, vy = log,(a” - a*). (2.28)
Pelo item (1) da Proposigao 2.7,
log,(a’ - a) = log, a"*. (2.29)
Finalmente, pelo item (2),
log, a"™* = b+ c. (2.30)

Logo, de (2.28), (2.29) e (2.30), conclui-se que
log, ry = log,(a® - a®) = log, a®™ = b + ¢ = log, = + log, y.

(5) Inicialmente, provar-se-4 um caso particular.
Afirmagao: log, y~* = —log, y, para todo y € RT.

Prova da afirmacdo: Tem-se que,
0=log,1=1log,y " y. (2.31)

Pelo item (4),
log, y oy = log, yl 4 log, y. (2.32)

Entao, de (2.31) e (2.32),
log, y~" +1log,y =0
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e, portanto,
log,y~ = —log,y.

Mostra-se, agora, o caso geral. De fato, dados x,y € RT, tem-se
X -1
log, — = log, zy~ . (2.33)
Y

Pelo item (4),
log, zy~ ' =log, x + log, y " (2.34)

Finalmente, pela afirmagao anterior,
log, = + log, v~ ! = log,  — log, y. (2.35)

De (2.33), (2.34) e (2.35),
x
log, — = log,  — log, y.
)

(6) Dados € Rt e ¢ € R, sejam y = log, x e b = log, z¢. Pelo item (3), a¥ = x e a® = 2°.
Entdo, a® = (a¥)¢. Pelo item (3) da Proposigao 2.7,

a’ = (a¥)¢ = a®,

ou seja

aloga z¢ _ ac-loga T

Como a fun¢ao exp, € injetiva, obtém-se
c __
log, x“ = c-log, .

(7) Dados z,y € RT, considere u = log,z, v =1log,y e w = log,r. Entdo, pelo item

(3), tem-se que

Logo,

ou equivalentemente

aloga T _ aloga y-log, z )
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Como a funcgao exp, € injetiva, conclui-se que
log, z = log, y - log, x.

(8) Suponha-se a > 1 e sejam z,y € RT tais que x < y. Considere z = log, x e w = log, y.
Pelo item (3), tem-se que a* = x e ¥ = y. Como z < y, entdo a* < a”. Sendo a fungao
exp, crescente, segue que,

z << w.

Isto ¢, log, v < log, y.

(9) Suponha-se 0 < a < 1 e sejam x,y € RT tais que x < y. Considere z = log, x e
w = log, y. Pelo item (3), tem-se que a* = x e a¥ = y. Como z < y, entdo a* < a®.

Sendo a funcao exp, decrescente, segue que,
Z > w.

Isto ¢, log, x > log, y. [

Pela Proposicao 2.8, dado a € R, com a # 1, a fungao log, : R — R satisfaz

as seguintes propriedades:

(1) log,(zy) = log,(x) + log,(y), para quaisquer z,y € R;
(2) Se a > 1, entao log, é crescente;

(3) Se 0 < a < 1, entdo log, é decrescente.

A propriedade (7) da fungao logaritmo de base a é conhecida como mudanca
de base. Tem-se, ainda, que log, ¢ ilimitada superiormente, continua e sobrejetiva. A

propriedade (4), de transformar produtos em somas:
log, xy = log, = +log, ¥,

para quaisquer z,y € RT, fol a motivacao original para a introducao dos logaritmos, no
inicio do século XVII, e de sua popularidade, até bem recentemente, como um eficiente
instrumento de célculo.

Essa importancia é permanente: jamais desaparecera porque, sendo a inversa
da fungao exponencial (portanto equivalente a ela), a fungao logaritmo esta ligada a um
grande ntimeros de fenomenos e situagoes naturais, onde se tem uma grandeza cuja taxa

de variacao é proporcional a mesma existente no instante dado.
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As funcoes logaritmicas mais utilizadas sao aquelas de base a > 1, especialmente
as de base 10 (logaritmos decimais), base 2 (logaritmos bindrios) e de base e (logaritmos

naturais), cujas notagoes para base 10 e base e sao:

log :=log;, e In:=log,.
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Capitulo 3

Problemas olimpicos relacionados
com as funcoes Exponencial e

Logaritmica

Neste capitulo, apresenta-se Problemas Olimpicos relacionados com as Fungoes
Exponenciais e Logaritmicas, que foram cobrados em competi¢oes nacionais ou internaci-
onais, os quais a maioria deles sofreram pequenas alteragoes no contexto pelo orientador
do trabalho. Estes exercicios foram selecionados em livros e sitios de internet, estao or-
ganizados por nivel de dificuldade, em cada respectiva secao. O critério de selecao usado,
na escolha deles, foi a maior aplicagao de propriedades das funcoes supracitadas.

Na resolucao dos problemas apresentados foram explorados a criatividade, in-
terpretacao e aplicacao de teoremas e proposicoes. As resolugoes foram colocadas com
todos os detalhes necessarios, a fim de mostrar as propriedades das fungoes exponenciais
e logaritmicas. Salvo mengao contraria, o universo solucao das equagoes dos problemas
selecionados é o conjunto dos ntimeros reais. Sempre quando possivel, acrescentou-se um
grafico para facilitar a compreensao do problema proposto, para os quais utilizou-se o
software GeoGebra.

Ressalta-se, que estes problemas podem ser trabalhados com alunos do Ensino
Médio. No Capitulo 4, apresentaremos uma proposta de atividades envolvendo problemas

olimpicos do mesmo molde que os apresentados na préxima secao.

3.1 Problemas asiaticos

Nesta secao, traz-se uma sequéncia de problemas apresentados em provas de
diversos paises asiaticos.

O Problema 1, extraido de Andreescu e Feng (2001), foi apresentado na Korean
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Mathematics Competition, na Coreia, no ano de 2000. Este exercicio pode ser trabalhado

com o primeiro ano do Ensino Médio.

Problema 1 (Coreia, 2000). Determine o conjunto solugao da equagao

2" 4+ 3" -4+ 6" - 9" =1.

Solugao.

Pondo 2% = a e 3® = b, e substituindo na equacao dada tem-se
a>+b* —a—b—ab+1=0. (3.1)
Multiplicando ambos os membros da Equagao 3.1 por 2, obtém-se

0 =2a*+2b* — 2a — 2b — 2ab+ 2 = (a* — 2a + 1) + (a® — 2ab + b*) + (b* — 20+ 1)
=(a—1°+(@-b>+0b-1)7".

Como
0<(a—1°<(a—174(a—b>+b-1)7>=0,

segue que a = 1 e, portanto, 2° = 1. Logo, = 0. Por outro lado, 2°+3°—4°4-6°—-9% = 1.
Portanto, {0} é o conjunto solucao da equagao 2* + 3% — 4* 4+ 6* — 9* = 1.

A Figura 3.1, ilustra as fungoes f, g : R — R, definidas por f(x) =27 43" — 4" +
6° — 9% e g(x) = 1. A abscissa do ponto de intersegao destas fungoes, representa a solugao

da equacao dada.
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-2

Figura 3.1: 2* +3* -4 46" - 9" =1

O problema 2, extraido de Bin e Yee (2007), foi exposto na China Mathematical
Competition, realizada na China, na provincia de Jilin, no ano de 2002. Este exercicio
pode ser trabalhado com o primeiro ano do Ensino Médio. Para este Problema utiliza-se
o conceito de funcao par e funcao impar, sendo assim: Dado uma funcao f : R — R,
diz-se que f é par se tem f(—x) = f(z) para todo z € R, . Se tem f(—z) = —f(x) para

todo x € R, a funcao chama-se impar.
Problema 2 (China, 2002). Seja f : R\ {0} — R, definida por

X

f@) =55

Ao respeito da funcao f, pode-se afirmar:
(a) f é par.

(b) f é impar.

(¢) f nao é par nem fmpar.

(

d)f é par e impar.

Solugao.
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Para cada x € R\ {0}, utilizando-se as propriedades das poténcias, tem-se:

—X —XT —XT X
e =1= -5 =1-1";
. —$+ZL‘
2T 1 5
2% 2
B T - 2% +x
1 —27 2
r—x(l —2%
_ ( ), ®
1—22 2
X +£B
= — X —_
1—22 2
o X A
1 —27 2

Portanto, f é uma fungao par. Consequentemente, a alternativa correta, é o item (a).
A Figura 3.2, ilustra a funcdo f : R\ {0} = R, definida por f(z) = % — 5, a

—27 T 2
qual observa-se que é simétrica a respeito do eixo .

Y

—4
-5
—6
Figura 3.2: f(z) = % — 5. = € R\ {0}.

O Problema 3 a seguir, extraido de Bin e Yee (2007), foi exposto na China
Mathematical Competition, na Provincia de Hainan, na China no ano de 2004. Este

exercicio pode ser trabalhado com o primeiro ano do Ensino Médio.

Problema 3 (China 2004). O conjunto soluc¢ao da inequagao

1
logzx—1+§log%x3+2>0
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(a) [2,3) (b)(2,3] (c) [2,4) (d) (2,4]

Solugao.

Observamos inicialmente que uma solucao x deve satisfazer log,x — 1 > 0, o qual é
equivalente a log, z > 1 = log, 2, e isto é equivalente a x > 2 (pois a fungao x — log, x
é crescente).

Por outro lado, a inequagao dada pode ser reescrita como
3
logzx—1+§10g%x+2>0. (3.2)
Agora, pela propriedade da mudanca de base, tem-se que:
3 3 1 3
v/ 1ogy x — 1+§ logy 1 z+2 = /logy x — 1+§-m log, z+2 = /logy, x — 1—5 log, x+42.
Logo, a Inequacao 3.2, é equivalente a
3
\/long—1—510g2x+2>0. (3.3)

Pondo, agora, t = y/log,  — 1, obtém-se t?> = log, z — 1 o qual é equivalente a 2 + 1 =
log, x.

Logo, a Inequagao 3.3, é equivalente ao seguinte sistema de inequacoes:

t—32+1)+2>0,
2 ) (3.4)
t>0.
Como
3 3 3 1
t— =t ——4+2=—=t?+t+ =
2 2 * 2 Tt 2’
segue que (3.4) é equivalente a:
-3 +t4+1>0,
2 2 (3.5)
t>0.
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Agora, para cada t € R com ¢t > 0, tem-se

3 1 2
—§t+t+§>0 & 3t —2t—-1<0
& Bt+1)(t—-1)<0
< 3t+1<0 e t—1>0 ou 3t+1>0 e t—1<0
1 1

& t<—§ e t>1 ou t>—§ e t<1

& 1<t<1
3 )

& 0<t<«l.

Logo, o conjunto solugao do sistema (3.5) é [0, 1).
Finalmente, sendo ¢t = /log, x — 1, obtém-se,

0<Vl0ogyz—1<1 & O0<logyr—1<1 & logy,2=1<log,z <2=1log,4.

Sendo a fungao = — log, x crescente, segue que

0<Vl0gy,z—1<1 & 2<zx<d4

Consequentemente, o conjunto solugao da inequacao dada é [2,4). Assim, a alternativa
correta, é o item (c).

A Figura 3.3, ilustra a fungao f : [2,00) — R, definida por f(z) = /log,x — 1+
%log% 73 + 2 a qual observa-se que na parte do intervalo [2,4), o seu grafico encontra-se

acima do eixo .

Y

Figura 3.3: f(z) = /logyz — 1 + %log% +2, x>2
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O Problema 4, extraido de Aops (2018), foi apresentado na India National Olym-
piad, na India no ano de 1986. Este exercicio pode ser trabalhado com o segundo ano do

Ensino Médio.

Problema 4 (fndia, 1986). Resolver o seguinte sistema de equagoes:

log, x + log, y + log, z = 2,
logs y + logg 2 + logg x = 2,
log, z + logq x + log,s y = 2.

Solugao.
Note inicialmente que x > 0, y > 0 e z > 0. Assim, a primeira equacao do sistema inicial,

pode ser reescrita da seguinte forma:

logox +log,y+log, 2 =2 & log,x + logy y + logy: 2 = 2

1
i (2log, x + log, y + log, z) = 2 (3.6)
& log, (x2yz) =4
& 2Pyz = 21,

Analogamente ao caso anterior, a segunda equacao pode ser escrita da seguinte forma:

logsy +1ogg 2z +loggx =2 & log,y + logs 2 + logse x = 2

1
i (2logsy + logs z + logs ) = 2 (3.7)
& log, (yZZx) =4
& oyl = 3%

Finalmente, a terceira equacao pode ser escrita como segue:

log, z + log, 6x + log, 6y =2 << log, z+ log. x +log,y = 2

1
& 5 (2log, z + log, x + log, y) = 2 (3.8)
& logy (z%y) =4
& Pry = 4%

Assim, de (3.7), (3.8) e (3.9), o sistema de equagoes dado é equivalente ao seguinte sistema:
yz = 24 (3.9)

v’z = 3%, (3.10)
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oy = 4%, (3.11)

Multiplicando os trés membros das equagoes (3.9), (3.10) e (3.11), lado a lado, obtém-se

a seguinte igualdade
(zyz)" = (2-3-4)" = 244,

Pela injetividade da funcao w + w?*, —w > 0, conclui-se que

ryz = 24, (3.12)
pois zyz > 0. Logo, substituindo (3.12) em (3.9), (3.10) e (3.11), tem-se

2 27 32
T==, Yy=— € z=—.
3 8 3

Por outro lado, (2,2, 32) é solugao das equagdes (3.9), (3.10) e (3.11), pois

30873
2\* 2
Z -—7-22@216224,
216

3 8 3

27\* 32 2 _ 46656 _ o\

8 3 3 516 7
2

g '2'2—72@:256:44.

3 3 8 216

Portando, (%, 2787, 3—32) ¢ a unica solucao do sistema dado.
16

A Figura 3.4, ilustra a fungao f : R x R™ — R, definida por f(z,y) = et

Figura 3.4: f(z,y) = ;T‘ay, x,y >0

Fonte: elaborado pela autora

A Figura 3.5, ilustra a fungao g : Rt x R™ — R, definida por g(x,y) = %'
A Figura 3.6, ilustra a fungao h : RT x R™ — R, definida por h(x,y) = %.
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_ 81
=y

B N

Figura 3.5: g(z,y) x,y >0

Figura 3.6: h(x,y) = /2% 2,4y >0

xy ?

A Figura 3.7, ilustra as intersecao das funcoes f,g,h : Rt x RT — R, o qual o

ponto P, representa a solugao do sistema dado.

P

zZ!

27 32)

Figura 3.7: Ponto de intersecao de f,ge h: P = (%, 5

O Problema 5, extraido de Bin e Yee (2007), foi cobrado na China Mathematical
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Competition, na Provincia de Jilin no ano de 2002.
Problema 5 (China 2002). Seja X = {(z,y) € R? : log(z + 2y) + log,(z — 2y) = 1}.

(a) Prove que X = {(z,y) € R? : 2 > 2|y| 2 —4y* = 4}, e conclua que X tem infinitos

elementos.

(b) Seja f : X — R, definida por f(z,y) = |z| — |y|. Prove que f possui minimo, e

determine-o.

Solugao.

(a) Usando as propriedades dos logaritmos, podemos reescrever a equagao

logy(z + 2y) + log,(x — 2y) = 1 =log, 4

log, (z+2y)(z—2y)

da seguinte forma:

T+ 2y >0,
x—2y >0, (3.13)
log,(z 4 2y)(z — 2y) = log, 4.

Pela injetividade da fungao = + log z, o Sistema 3.13 é equivalente ao sistema de equagoes:

x> =2y,
x> 2y, (3.14)
(z+2y)(z —2y) = 4.

O Sistema 3.14 é equivalente ao sistema

2% — 4y? = 4.

Portanto, X = {(J:,y) ER?:x>2|y|, 2? — 4y = 4}‘
A seguir, mostra-se que X tem infinitos elementos. De fato, da segunda equagao

do Sistema 3.15, tem-se;

P-4 =4 & P=44+442

& x| = VA +4y? = VAL +y?) =24/1 4+ 2.
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Sendo z > 0 (pois x > 2|y| > 0), tem-se que x = QW. Por outro lado, = =
2¢/1+ 42 > 2\/y% = 2Jy|. Logo, se (z,y) € X, entdo x = 2/1 + 2.

Reciprocamente, (2\/@, y) € X, paratodoy € R. Portanto, X = { (2\/@, t) :
t e R}. Em particular, X possui infinitos elementos. O grafico de X ¢é dado na Figura

3.8.

Y

Figura 3.8: X = {(2 1+y2,y> Dy GR}

(b) Para todo (z,y) € X, tem-se que f(z,y) = f(x,—y). Assim, pode-se considerar ape-

nas o caso y > 0. Tendo em vista que z > 0, precisa-se encontrar apenas o valor minimo

da fungao fi : (z,y) —»z—y, (r,y)e X

e y>0.

Assim, fazendo z = fi(x,y) =  — y, temos que x = z + y. Substituindo este valor de x

em x? — 4y% = 4, obtém-se

(z4+y)? -4y —4=0 &
=
-~

=

P42y -+t -4y —4=0

3yt 22y + 22 —4=0-(-1)

3y° — 22y — 22 +4=0

3y? — 22y + (4 — 2%) = 0. (3.16)

A equagao de segundo grau 3y? — 2zy + (4 — 2?) = 0 (na varidvel y) possuird solugao se,
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e somente se, (—2z)% —4-3- (4 — 2%) > 0, o qual é equivalente a:

422 -124—-2°) >0 & 162 —48>0
& 1627 > 48
o2 >3

& |2 > V3.
Sendoy >0 e x>2|y|, tem-se que z =2 —y > 2yl —y =2y —y =y > 0. Entao,
(—22)2—4-3-(4=2)>0 < z2>3

Logo, para todo (z,y) € X com y > 0, tem-se que f, (z,9) =2 —y = z > /3. Assim, a
Equagao 3.16 possui solucao se, e somente se, z > V3.

A continuagao, mostra-se que existe (z,y) € X comy > 0talque z = x—y = V3.
De fato, para z = v/3, de (3.16), tem-se:

2B+ /(-2V3) —4-3-1 93
6 G

<%

3P —2V3y+1=0 < y=

Logo, para y = ﬁ, de z —y = /3, tem-se z = 43 Observe que M,ﬁ € X. De
& 3 3 3 073

S
w%
w

fato, substituindo ( ,?) no sistema de equagoes (3.15) tem-se

4\/§>2\/§
3 3

X com y > 0.

S
43 V3
373

Segue entdo que, fy (z,y) > V3 = f (%g,??’), para todo (z,y)
Consequentemente, f (z,y) = |z| — |y| = = — |y| = fi(z,|y]) > f(

(z,y) € X. Portanto, o valor minimo de f é f %g’ ?3> =/3.

) , para todo

3.2 Problemas africanos

Nesta segao, apresenta-se dois problemas expostos na Olimpiada Nacional da
Africa do Sul.
Os Problemas 6 e 7, foram extraidos de Aops (2018) e, foram apresentados na

South Africa National Olympiad , na Africa do Sul, no ano de 2011 e 1996 respectivamente.
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Tais problemas podem ser trabalhados com alunos de todas as séries do Ensino Médio.

Problema 6 (Africa do Sul, 2011). Determine o conjunto solugao do sistema de equagdes:
{ 2T U =1,
T _ 5
4% — 49 = 2.

Considere 2* =a e 2Y =b. Assim, reescrevendo o sistema dado, tem-se

{ “-h= 1,§ (3.17)

2 12 _
a b—3.

Solucao.

Isolando @ na primeira equacao do Sistema 3.17 obtém-se a = b + 1. Substituindo este

valor na segunda equacao, tem-se

5 5 2 1
1+b)° =0 == 1+204+0? - => & 22=- & b=-.
(1+0) 3 & 1+20+ 3 3 3
Disso, conclui-se que a = %. Logo,
4 1
2 = — 2Y = —, 3.18

Aplicando log, em ambos os lados das igualdades (3.18), tem-se que

4 4 4
log, 2" = log, 3 & xlog, 2 = log, 3 & 7 =log, 3

1 1 1
log22y:10g2§ & ylog22:log2§ & y:log2§.

Por outro lado,

QIOgQ% _ 210g2% = % —
4log2% _ 4—10%23 — 2log2(§)2 — 210g2(%)2 - (%)2 - (

Consequentemente,

4 1
log, 5, log,

¢ o conjunto solugao do sistema dado.

Problema 7 (Africa do Sul, 1996). Determine o conjunto solugao da equagao
3% + 4% = 5",
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Solugao.

Multiplicando a equacao inicial por %, a equacao dada torna-se

RO

Multiplicando por 5%, a Equacao 3.19 obtém-se a equacao original. Logo, a equacao dada

é equivalente a Equacao 3.19, a qual por sua vez, é equivalente a

B

Considere f,g: R — R, definidas por f(x) = (%)x —leg(x)=— (%)x Observe que f é

decrescente e g é crescente. Como

0=(2) 1= g 1= = (2) =

entao x = 2 é solucao da Equacao 3.20.
Afirma-se que = = 2 é a tnica solugao de (3.20). De fato, suponha-se que existe
a € R\ {2} tal que a seja solugao de (3.20). Entao f(a) = g(a). Assim, tem-se dois casos

a serem analisados:

Caso 1. a > 2. Por hipdtese f é crescente, entao f(a) > f(2). Por outro lado, sendo
fla) =g(a) e f(2) = g(2), obtém-se

g9(a) = fla) > f(2) = g(2).
Entao, conclui-se que
g(a) > g(2),
o que é uma contradi¢ao, pois g é decrescente.
Caso 2. a < 2. Como f é crescente por hipdtese, tem-se f(a) < f(2). Por outro lado,

f(a) =g(a) e f(2) = g(2) e, assim, obtém-se que

g(a) = f(a) < f(2) = 9(2).

Entéao, conclui-se que g(a) < g(2), uma contradi¢ao, pois g é decrescente.

Como em qualquer caso, obtém-se uma contradicao, conclui-se que a = 2.
Assim, conclui-se que x = 2 é a tnica solugdo de (3.20). Portanto, {2} é o

conjunto solucao da equagao dada.
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A Figura 3.9, ilustra a intersegao das fungdes f,g: R — R, definidas por f(z) =

3" 447 e g(x) = 5*. A Figura 3.10, ilustra a intersegao das fungoes m, ¢ : R — R, definidas

por m(z) = ()" —1e l(z) = — (£)", cuja abscissa da sua intersecdo, é a mesma abscissa

da intersecao das fungoes f e g.

Y

60

50

40

30

20

Figura 3.9: 3% 4 4% = 5"

3|Y
m 2
1
x
=3 =3 -1 0 i ) 3
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3.3 Problemas europeus

Nesta secao, apresenta-se uma sequéncia de problemas expostos em diversos
paises europeus.

O Problema 8, extraido de Aops (2018), foi exibido na Kosovo National Mathe-
matical Olympiad, em Kosovo no ano de 2016. Este problema pode ser trabalhado com

alunos do primeiro ano do Ensino Médio.
Problema 8 (Kosovo, 2016). Resolva a equagao log,(4” +4) = x + log, (277! — 3).

Solucao.

Para cada x € R, tem-se que:

log, (4% +4) =z +1log, (2" —=3) & a+log, (2°7" —3) —log, (4" +4) =0

2m+1_3
&z + log, (—) =0

47 + 4

2ﬂc+1_3

< 10%2(m):‘$

2w+1_3

& 27 =——
47 + 4

- 1_2x+1_3
20 4T 44

Logo, a equacao dada ¢é equivalente a equagao

1 2x+1 -3
%= Fid (3:21)

Fazendo 2% =t e substituindo em (3.21), tem-se

1 2t—3

2 _ 2
2 —3t—4=0
t+1)(t—4)=0

t=-—1 ou t=4.

S R

Portanto, como ¢ = 2* > 0 entao ¢t = 4. Logo, 2 = 4 e, portanto, z = 2. Por outro lado,

1 1 5 8-3 223

22 4 20 16+4  42+4

’ ;. ~ c+1_
Portanto, = 2 é a tnica solucdo de = = 23

22 T 4744
z + log, (2511 — 3).

, que é equivalente a log,(4” + 4) =
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A Figura 3.11, ilustra as fungoes f, g : R — R, definidas por f(z) = log,(4* + 4)
e g(z) = x +logy(2°t1 — 3). A abscissa da intersegio destas fungoes, representa a solugio

da equacao dada.

Figura 3.11: logy(4* 4+ 4) = x + log, (2" — 3)

O Problema 9, extraido de Andreescu e Feng (2001), foi apresentado em uma
competicao na Romeénia no ano de 1983. Este exercicio pode ser trabalhado com alunos

do segundo ano do Ensino Médio.

Problema 9 (Roménia, 1983). Seja a um numero real tal que 0 < a < 1. Resolva

a:E

a . 7 . o, .
x* = a” , no conjunto dos nimeros reais positivos.

Solucgao.

Aplicando log, em ambos os lados da igualdade 2" = a*" temos:

a

" =a” & log,r" =log,a"
& a"log,r =2"log,a

& a’log, v = 2.
Considere agora as fungoes f, g, h : R™ — R, definidas por
f(z)=a", g(z)=1log,z e h(x)=u2x"

Observe que a equacao dada é equivalente a equacao

f(@) - g(x) = h(x). (3.22)



Observe ainda que z = a é solugao de (3.22), pois

f(a)-g(a) =a®-log, a = a® = h(a).

Afirma-se que © = a é a unica solugao de (3.22). De fato, suponha-se que existe b €
R*\ {a} tal que b seja solugao de (3.22).

Caso 1: b=1. Se b =1, entao
A1) =f(1)-g(1)=a-0=0<1=1%= h(1).

Logo, h(1) < h(1), um absurdo.

Caso 2: b > 1. Para b > 1, tem-se que, h(b) = b* > 0, f(b) =a® > 0 e g(b) = log, b < 0.
Dai, obtém-se
0 < h(b) = f(b)-g(b) <0.

O que implica em 0 < 0, o qual é um absurdo.

Caso 3: b < 1. Como b < 1 por hipdtese, entao g(b) > 0.

Caso 3.1: b > a. Como h é crescente, segue que

f()g(b) = h(b) > h(a).

Também, sendo f e g decrescentes, tem-se

fla) > f(b) e gla)>g(b).

Multiplicando por ¢g(b) em ambos os lados da desigualdade f(a) > f(b), tem-se

f(a)g(b) > f(b)g(b).

Multiplicando por f(a) em ambos os lados da desigualdade g(a) > g(b), tem -se

fa)g(a) > f(a)g(b).

Por outro lado, observe que

h(a) = f(a)g(a) > f(a)g(b) > f(b)g(b) = h(b),

e entdo h(a) > h(b), uma contradic¢ao, pois h é crescente.
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Caso 3.2: b < a. Como h é crescente, segue que
£(8) - 9(6) = h(b) < h(a).

Sendo f e g decrescente, tem-se

fla) < f(b) e gla) <g(b).

Multiplicando g(b) em ambos os lados da desigualdade f(a) < f(b), tem-se

fla)g(b) < f(b)g(b).

Multiplicando por f(a) em ambos os lados da desigualdade g(a) < g(b), tem -se

fla)g(a) < f(a)g(b).

Por outro lado, observe que

h(a) = f(a)g(a) < f(a)g(b) < f(b)g(b) = h(b),
e entao h(a) < h(b). Contradic¢do, pois h é crescente.

Assim, conclui-se x = a ¢ tnica solugao de (3.22). Consequentemente, x = a é
unica solucao da equagao dada.

No caso particular de a = 5, considere as funcoes £, m, f, g, h : R™ — R, definidas

1 %’
por {(x) = [E(%)z, m(x) = (%)ﬁ, fla)=(3)".g(z) = logs x e h(z) = z2. A Figura 3.12,
ilustra as funcoes £ e m. A abscissa da intersecao destas fungoes, representa a solucao da
equacao dada.

A Figura 3.13, ilustra as fungoes f-g e h. A abscissa da intersegao destas fungoes,

representa a solucao da equacao equivalente a equacao dada.
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Figura 3.13: (%)xlog% T =12

O Problema 10, extraido de Aops (2018), foi exibido na International Mathema-
tical Olympiad, na Eslovénia em 13 de julho de 2006, e foi enviado para competicao pela
equipe dos Estados Unidos da América. Este exercicio pode ser trabalhado com o terceiro

ano do Ensino Médio.

Problema 10 (Eslovénia, 2006). Determine o conjunto solugao, no conjunto de nimeros
inteiros, da seguinte equacao:
1 4 23? + 22x+1 — y2'

Solucao.
Para x = 0, tem-se
y?=1+20 4220 =4
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Logo, (0,2) e (0,—2) sao solugoes inteiras da equagao dada.
Se (x,y) é uma solucdo inteira, entdao x > 0. De fato, se z < 0, entao

1 1 27(2x+1) 4 2f:c+l +1

2 _ _
y' =1+ 7= + =) — 5= (@erD) ) (3.23)

Como 2~ (=41 4 9=2+1 1 1 & fmpar e 2-3*+1) ¢ par, a Equacdo 3.23 ndo possui solucio
inteira.

Se (z,y) é uma solucdo inteira, entdo (z, —y) também ¢é solucao. Pelo visto ante-
riormente, pode-se considerar a equagao dada, com x > 0 e y > 0. Assim, reescrevendo a

equacao inicial
1427422 =y o 2°(142") =(y—-1)(y+1). (3.24)

Dai, pode-se concluir que os fatores y — 1 e y + 1 sao pares e apenas um deles é
divisivel por 4, pois (1,a) nao é solugdo para todo a € Z*. Consequentemente, z > 3
(caso contréario, se z = 2 entdao 9 = k(y + ¢€), para algum k e ¢ = +1, logo, teria-se
fmpar igual a par). Também, um desses fatores ¢ divisivel por 22~1 (par igual a par), mas
nao por 2% (pois novamente teria-se, impar igual a par). Entdo, existe m € N tal que

y—1=2""1mouy+1=2"1m. Logo,
y=2"""m+e onde €=+l (3.25)
De (3.25) e da equagao original, obtém-se:

1427 (1427 = (27 m 4 €)° & 1427 42271 = 920722 4 9%ipe 4 ]
PN 2$ (1 + 2x+1) — 233 (2x72m2 4 mE)
& 1+27 =27"2m? 4 me

& 1 —me=22m? — 2%+,

Assim,
1427 (1427 = (2 'm+6)® & 1—me=2"2(m?-8). (3.26)

Se € = 1 teria-se,
1—-m=2""7(m"-38).
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Como 1 —m <0 e 2% 2> 0, entdo
m?—8<0,

isto é, m = 1 (pois m é fmpar). No entanto, m = 1 nao satisfaz (3.26). Se e = —1, a

Equacao 3.26 fica da forma
1—|—m:2x*2(m2—8) 22(7712—8),
pois x > 3. Dali,

1+m>2(m*-8) < 1+m>2m>—16

s 2mP—-m—17<0

s 2miP—-m+-—-17<0

4 16 8 —
1\? 137
& 2 —=)] ——=<0
(m 4> g =
- 1\? 137
") =16
1++137 1— /137
=4 m_T ou mZT
1— /137 1+/137
Ty o smE

Portanto, a solucao inteira que satisfaz a inequagao é m < 3 (pois se m > 4, entao
2m? —m — 17 > 0). Por outro lado, m é impar, entdao m = 1 ou m = 3. Como m = 1

nao satisfaz a Equacao 3.26, pois
1—1-1=0+#—7.272
Se m = 3, tem-se
143=2"7%(3-8) & 16=2" & z=4
Entéao, conclui-se de (3.25) que

y=2""1.3-1 o y=23
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Portanto, se (z,y) é solu¢do com x > 0, entdo z = 4 e y = £23. Por outro lado,
14 2% + 224! = 529 = (4:23)2

Logo, a equagao dada possui quatro solugoes no conjunto dos nimeros inteiros, sendo
elas: (0,2),(0,-2),(4,23) e (4,—23).

Consequentemente, {(0,2), (0,—2),(4,23), (4, —23)} é o conjunto solugao da equagao
dada.

3.4 Problemas norte-americanos

Nesta se¢ao, apresenta-se uma sequéncia de problemas expostos em alguns paises
da América do Norte. Tais problemas podem ser trabalhados com alunos do Ensino
Médio.

O Problema 11, extraido de Aops (2018), foi cobrado na American Invitational
Mathematics Examination, nos Estados Unidos da América, no ano de 2018. Este exercicio

pode ser trabalhado com alunos do primeiro ano do Ensino Médio.

Problema 11 (Estados Unidos da América, 2018). Para cada par ordenado de ntimeros

reais (z,y) satisfazendo
log, (2z + y) = log, (2* + 2y + Ty*)
existe um nuamero real K tal que
logs (3z + y) = logy (32 + 4zy + Ky?) .

Determine o produto de todos os valores possiveis de K.

Solucao.
Observe que, para que a equacao dada esteja bem definida, z e y ambos nao

podem ser iguais a zero simultaneamente. Trazendo os logaritmos das equacoes dadas
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para a base 10 tem-se:

log, (2z +y) = log, (z* + 2y + Ty*) <

=

3

logs (3z +y) = logg (32” + dzy + Ky*) <

7

In(2z +y) In(2? + 2y + 7y?)

In2 B In4
In(2z+y)  In(z? +ay+ 7y?)
(In2) 21n 2
1 2 2
(2 -+y) = BE 2T

2In(2x 4+ y)=1In ($2 +zy + 7y2)
In(2z +y)°> =1In (2® + 2y + 7y*) (3.27)

In(3x+y) In(32%+ 4oy + Ky?)

In3 B In9
In(3z+y) In(3z*+4zy + Ky?)
(In3) 3In3
In (322 + 4 Ky?
In(3z +y) = n (3 + 3:L'y—|— v)

3In (3z + y) = In (32® + 4zy + Ky?)
In (32 +y)* = In (32% + 4oy + Ky¥p.28)

Como a fungao = — Inx é injetiva de (3.27), segue que

log, (2z +y) = log, (2* + 2y + 7y*) <
=
54
=
=
Analogamente, de (3.28), tem-se

logs (3z +y) = logy (32 + 4wy + Ky*) &

=

=
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2z +y)* = (2* + 2y + T°)
4a? + Aoy + 7 = 2% + 2y + Ty
2?4+ xy—2y° =0
(z+2y)(z—y) =0

r=y ou x=—2y.

3z +y)* = (322 + 4oy + Ky?)
922 + 6zy + y* = 32% + 4oy + Ky?
62 +2zy + (1 — K)y* = 0.



Se x =y, entao

622 +22y+(1-K)y? = 0 & 62 +2°+(1—-K)y*>=0
& 9-K)y*=0
& y=0 ou K =09

Como y # 0 (pois caso contrério x =y = 0), entdo K = 9.

Do mesmo modo, se x = —2y tem-se

622 +2ry+ (1 - K)y> = 0 & 24y — 49>+ (1 - K)y* =0
& 21-K)y*=0
& y=0 ou K =21

Como y # 0 (pois, caso contrario z = —2y = 0), entao K = 21.

Logo, os possiveis valores de K sao 9 e 21. Assim, o produto desses valores é
9-21 = 189.

O Problema 12, extraido de Aops (2018), foi exibido no Math Prize For Girls Pro-
blems, nos Estados Unidos da América, no ano de 2011. O exercicio pode ser trabalhado

com alunos do primeiro ano do Ensino Médio.

Problema 12 (Estados Unidos da América, 2011). Seja f : (10, 00) — R, definida por
f(@) = (log ) =) —[log(log 2)] 1)

Prove que f é a funcao nula.

Solucao.
Dado x € (10, 00) , considere
a = (logz)'°8'o8loe” (3.29)

b = (loglog z)'*8'8". (3.30)

Aplicando log de ambos os lados de (3.29), obtém-se:
log a = log (log x)'8 18108 (3.31)
Pela propriedade da poténcia, a Equacao 3.31 é equivalente a

loga = (logloglog z) (log (logz)) < loga = (logloglog x) (log log x)
& g = 10(logloglog:v)(loglog:r). (332)
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Analogamente, de (3.30), tomando log ambos os lados,
log b = log (log log )8 '8 " (3.33)
Novamente, pela propriedade da poténcia, a Equacao 3.33 é equivalente a

logb = (loglog x) (log (loglogz)) < logb = (loglogz) (logloglog x)

o b = 10leglogz)(logloglogz) (3.34)
Portanto, de (3.32) e (3.34), a = b. Assim,
f(x) = (log )8 1818 _ (Joglog x)'*8'*8" = ¢ — b = 0.

Logo, f é a func¢ao nula.
O Problema 13, extraido de Aops (2018), foi apresentado na Canada National
Olympiad, no Canadd, no ano de 1995. O exercicio pode ser trabalhado com alunos do

segundo ano do Ensino médio

Problema 13 (Canadd, 1995). Seja f : R — R, definida por f (z) = 9z+3 Avalie

1995

Zf (1996)

Solucao.
Observe que
gz 32oc 32oc 3—1 329:—1 32;1:—1

M) = 3= 3 g s 31 3 oaiiaal il

Entao, a soma é dada por

1995 997 998 1995 997 1996 —
Zf<1996> Zf(m%) <1996> Zf<1996> Zf( 1996 )

Por outro lado, a soma inicial pode ser reescrita como:

- < k 1996 — k 998
5 )5l o) o ()] (1) o
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Dado k € N, tal que 1 < k£ < 997, tem-se

; k ; 1996 — k 3051 3501
1996 ) © 1996 T * 3% 1 41
3%505° 375
= 3k9539§8 13 =E£008 1
=1

Observe entao, que a soma.
997

2| (o) o (e )| =20

Observe ainda que

5 (208 32905 ! 30 1
1996)  im-141 30+1 2

Logo, substituindo (3.36) e (3.37), em (3.35), tem-se

1995 .
i 1995
Zf (1996) 99”5 T2

3.5 Problemas sul-americanos

(3.36)

(3.37)

Nesta secao, apresenta-se uma sequéncia de problemas expostos na América do

Sul. Tais problemas podem ser trabalhados com alunos do Ensino Médio.

3.5.1 Problemas brasileiros

O Problema 14, extraido de OPM (2018), foi apresentado na Olimpiada Pessoense

de Matemdtica, em Joao Pessoa-PB no ano de 2013. O exercicio pode ser trabalhado com

alunos do primeiro ano do Ensino Médio.

Problema 14 (Joao Pessoa-PB, 2013). Prove que a equagao exponencial
9% + 15* = 257

possui unica solugao.

Solucao.
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Dado x € R, tem-se que

9% +15% 257

T 15% — 95% =

9"+ 15 5 & “orr  — oma
32x_'_3ac5ac

¢ T !

5 5)
Logo, a equacao dada é equivalente a

() (2) - 59

Tome agora, (%)z = y. Substituindo em (3.38), tem-se:

—-1++5
Yy=——".

V+y=1 o yP4+y—-1=0 <«

2
Como y > 0, tem-se que y = ’“2”/5, ou seja,
3\" -1+5
5) 2
Entao,
o, TLEVE
x—og%T.
Por outro lado,
, —1+VE RS BV 2
B\ T s\ TR (14 vB) T 14 vE_6-2v5-242V5
5 5 N 2 2 N 4 -

[sso mostra que = = logs #‘?’
5

quentemente, a equacao dada possui uma unica solugao.

A Figura 3.14, ilustra as fungoes f,g : R — R, definidas por f(z) = 9% + 15®
e g(x) = 25%. A abscissa da intersegao destas fungoes, representa a solugao da equagao
dada.

’ s ~ ~ 2x T
€ a unica solugao da equacao (%) + (%) = 1, € conse-

A Figura 3.15, ilustra as fun¢oes m, ¢ : R — R, definidas por m(x) = (%)2964— (%)I
e /(xr) = 1. A abscissa da intersecdo destas funcgoes, representa a solucao da equagao

equivalente a equacao dada.
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35

30

f

25

20 -1 PR BV
<Iogg%\/§,25I 82 )

15

10

0 1

Figura 3.14: 9% 4 15* = 257

Figura 3.15: (2)* + (2)" =1

Os Problemas 15, 16, e 17 foram extraidos de Carneiro et al. (2014), foram

expostos na Olimpiada Cearense de Matemdtica, no Estado do Ceara nos anos de 1982,

1983, e 1994 respectivamente. Tais exercicios podem ser trabalhados com alunos do

primeiro ano do Ensino Médio.
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Problema 15 (Ceard, 1982). Resolva a equagao

4x o 3;1:—% — 3x+% o 22%—1'

Solugao.
Dado x € R, tem-se:

. 1 1
AT _3%.373 =3%.35 — 220,971 o g7 _ 3%, :399-\/3—22%-5

8 4
N 3\* A
4)  \4
Como a funcao x — (%)x é injetiva (por ser decrescente), conclui-se que x = % é Unica

solugao da equacao dada.
A Figura 3.16, ilustra as fungbes f,g : R — R, definidas por f(z) = 4* — 303
e g(r) = 3e+3 — 921 A abscissa da intersecao destas funcoes, representa a solugao da

equacao dada.
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Figura 3.16: 47 — 3773 = 37+ — 2201
Problema 16 (Ceard, 1983). Calcule o menor valor positivo de = que satisfaz a inequagao

1
logx > log2 + élog:r.

Solugao.
Note que, se a inequacao possui solugao, sé podera ser um ntmero positivo. Assim, dado

x € RT, usando as propriedades do logaritmo da poténcia e multiplicacao, tem-se,
1
logz > log 2 + §logaﬁ & logzr >log2+logyz <&  logx >log2vx. (3.39)
Como a funcao = — logx é crescente, tem-se
1 2
1ogx210g2+§log:c S >y & >4 & x> 4 (3.40)

De (3.39) e (3.40):
1
logx > log2 + §loga: & x >4
Portanto, o menor valor que satisfaz a inequacao inicial é x = 4.
A Figura 3.17, ilustra as fungoes f,g : Rt — R, definidas por f(z) = logz e

g(x) = log2 + %log x. A abscissa da intersecao destas fungoes, representa a solugao da

inequacao dada.
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Figura 3.17: logz = log 2 + %log r, x>0

Problema 17 (Ceard, 1994). Determine o conjunto solu¢do, no conjunto de nimeros

reais positivos, do seguinte sistema de equacgoes:

Note que, se (z,y) é solucao do sistema dado, entdao x,y > 0. Assim, dado (z,y) €

Solugao.
R* x R*, aplicando as propriedades das poténcias, tem-se
W=yt e (@) =) e ¥ =y (3.41)
e
=y e (@) =(Y) e 2=y (3.42)
Substituindo (3.41) em (3.42) obtém-se
y =y (3.43)

Entao, de (3.43), segue dois casos:
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e Caso 1: y=1.Se y =1, de ¥ = y® tem-se ! = 1% = 1, ou seja, x = 1. Também
'=1" e 1'=1=1"L

Logo, (1,1) é solucao do sistema dado.

e Caso 2: y # 1. Sey # 1, entdo, 22 = 9y® = (3y)* < = = 3y. Substituindo na

equacao x¥ = y* tem-se,

By)' =y* & log, (3y)" =log, (v*)"
< ylog, 3y = ylog, >
< log, 3y = log, e,

Como z +— logx ¢é injetiva, tem-se

Logo, = = 3/3.

Por outro lado, substituindo (3\/57 \/3), nas equagoes do sistema inicial tem-se

(3) "= (v3) "= ((8))" = ()"

(3)" = () ()= ()"
Logo, (3\/3, \/5) é solucao do sistema dado.

Assim, o conjunto solucao da equagao dada é {(1, 1), (3\/5, \/§)} .
Apresenta-se a seguir o Problema 18, extraido de UFSM (2016), o qual foi cobrado
na Olimpiada Regional de Matemdtica no municipio de Santa Maria-RS e regiao, no ano

de 2016. O exercicio pode ser trabalhado com alunos do primeiro ano do Ensino Médio.

Problema 18 (Santa Maria-RS, 2016). Sejam a,b, ¢ e d nimeros reais positivos e dife-
rentes de 1. Considere as afirmagoes:
(a) CLlOgCa — blogca'
a\loggc log,g a c\logy b
() ()7 ()™ (5™ =1,

(c) log,, bc = log, c.

Verifique quais das afirmagoes anteriores sao verdadeiras e quais sao falsas.
Solucao.
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A afirmagcao (a) é verdadeira. De fato, a igualdade

alogc b _ blogc a

é equivalente a

log, %" = log, b'°%"

e tem-se ainda que (3.45) é equivalente a

(log.b) (log.a) = (log. a) (log..b) .

Como (3.46) é uma igualdade verdadeira, conclui-se que (3.44) é verdadeira.

A afirmagao (b), também, ¢é verdadeira. Com efeito, observando-se que

(a)logdc b logda(c>logdb alogdc blogda Clogdb
b c a T plogge  logga  gloggb’

Por outro lado, do item (a), temos que

alogdc — Clogda’ blogdc — Clogd b’ blogda — alogd b‘
Logo, de (3.47) e (3.48), conclui-se

(CL) logge [/} logga ( C) logy b qlogac  plogga  ploggc 1
b c a "~ ploggc  glogac  plogga

Portanto, afirmagao (b) é verdadeira.

(3.44)

(3.45)

(3.46)

(3.47)

(3.48)

Finalmente, mostra-se que a afirmacao (c) é falsa. Para isto mostraremos que

log,, bc = log, c se, e somente se, a = c. De fato, pela definicao de logaritmo, temos

log,, bc = log, ¢ < ab'®% ¢ = bc.
Por sua vez, a ultima igualdade é equivalente a
log, ab'*®¢ = log, be.
Pela propriedade da poténcia e multiplicacao dos logaritmos, tem-se que

log, ab'*®¢ = log, bc < (log, c) - (log, ab) = log, be
< (log, c) - (log.a + log,b) = log.b+ log, c
& log, ¢ -log.a+log, c-log.b =log, b+ 1.
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Logo,
log,;, bc = log, ¢ < log, ¢ -log.a+log, c-log.b=1log. b+ 1. (3.49)

Aplicando a propriedade da mudanca de base em (3.49) tem-se

1
98 € -log.a + log, c-log.b=log.b+ 1.
a

log,, bc =log, c &

C

log,. c

Como :
og.a

-log.a =1, segue que log,, bc = log, c é equivalente a

log, ¢ -log.b = log,b. (3.50)
Finalmente, como b > 0, conclui-se que (3.50) é equivalente a log, ¢ = 1. Portanto,
log,, bc =log,c & log,c=1 & a=c.

Consequentemente, a afirmacao (c) é falsa.
O Problema 19, extraido de OCM (2006) foi exibido na Olimpiada Campinense
de Matematica, da Universidade Federal de Campina Grande-PB, no ano de 2006. O

exercicio pode ser trabalhado com alunos do segundo ano do Ensino Médio.

Problema 19 (Campina Grande-PB, 2006). O ntiimero de solugoes do sistema de equagoes
zlogy = Yy = ;pg’
log, y - log, (y — 3z) = 1.

(a) 0 (b) 1 (c) 2 (d) 3 (e) 4

Solucao.
Observe que, se (z,y) é solugao do sistema dado, entao z,y > 0. Assim, dado (z,y) €

a

R* x R*, considere, a = a(z,y) = log,r, tem-se = y*. Logo, o sistema dado ¢é

equivalente ao sistema:
5
(y")" -y = ()2,
log,y - log, (y — 3y*) = 1.

E por sua vez, a Equacdo (y*)* -y = (y“)% é equivalente a

Y@ =y

Como a funcao exponencial é injetiva segue que
a?+l=— & 2*-5a+2=0 & (2a—1)(a—2)=0.
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Logo, a = 2 ou a = %. Afirmamos que a # 2. Com efeito, se a = 2 teria-se que z = y>.
2

Logo, substituindo na equagao log, y - log, (y — 3y*) = 1, ficaria da forma

log, y - log, (y — 3y?) = 1. (3.51)

Fazendo a mudanca de base no primeiro termo do produto da Equacao 3.51 tem-se

1 — 3 =1 <
log, 4 og, (y — 3y~)

log, (y — 3y?) = log, 4.

Como a fungao w + log, wé injetiva tem-se
y—3y=4 & 3PP —y+4=0
O qual é uma equacao de segundo grau, na variavel y, que nao possui solucao real, pois,
17 —4(=3)(—4) = 1 — 48 = —47.

Portanto, a = % e, assim, substituindo em z = y* tem-se que r = ,/y. Entao, a Equagao

log, y - log, (y — 3y*) = 1 ficard da forma

log,y - log, (y — 3y/y) = 1.
Procedendo de maneira analoga ao caso anterior teremos:
log, 4 =log, (y —3y) <&
y—3/y=4 & y—-4=3y &
V¥ —8y+16=9y < y¥—1Ty+16=0 <

(y—16)(y — 1) =0.

Logo, y =16 ou y = 1. Se y = 1, entdo = = 1. No entanto, (1,1) nao satisfaz o sistema
inicial. Portanto y = 16. Para y = 16, tem-se x = +/16 = 4. Por outro lado, observe que

(4,16) é solugao do sistema dado, pois

glosist . 16 =43 . 42 = 43
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1

Logo, (4,16) é a tunica solucao do sistema, e consequentemente a alternativa correta é a
(b).

O Problema 20, foi apresentado no terceiro nivel da Olimpiada Lavrense de Ma-
temdatica em 2006, no municipio de Lavras, Minas Gerais (OLM, 2006). O exercicio pode

ser trabalhado com alunos do segundo ano do Ensino Médio.

Problema 20 (Lavras-MG, 2006). Calcule o valor da expressao:

89°

Z log (tan k),

k=1°

onde k£ é a medida em grau de um arco, no ciclo trigonométrico.

Solugao.

sen k
cosk

Primeiramente, tem-se que tan k = e cosk = sen (90° — k). Assim, a expressao dada

pode ser reescrita como

89° 89°
Z log (tan k) = log H tan k;)

k=1° k=1°

1 30 sen k
- 08 HO cos k

sen k
= 1 B —
°8 H sen (90° — k))
k=1°
| |29:010 sen k )

=lo 5
s o sen (90° — k)

Como
89° 89°

H sen (90° — k) = H sen (seni),

k=1° =1°

conclui-se que

89° 89°
o k
Z log (tan k) = log (Hslg;lkl >l ) =logl=0.

k=1° i=1° Sen (Seni)
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Logo, o valor da expressao é 0, e entao a alternativa correta é a alternativa (a).
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Capitulo 4

Uma proposta de atividade olimpica

no Ensino Médio

Neste capitulo, apresenta-se uma proposta, com uma sequéncia de aulas para
alunos do Ensino Médio. O plano é uma sugestao de trabalho que envolve o tema de
fungoes exponenciais e logaritmicas em problemas olimpicos, onde serao exploradas as
propriedades e defini¢coes destas funcoes, na resolucao de diversos problemas olimpicos.
Sera apresentado uma sequéncia de tépicos e atividades, dentro do contetido supracitado,
que podem ser trabalhados com alunos do Ensino Médio.

A escolha dos problemas se deu por aqueles que possam auxiliar os alunos no de-
senvolvimento e compreensao do conteido. Além do estimulo, no crescimento da apren-
dizagem, busca-se incentivar estes alunos a participarem de algum tipo de competicao
matematica.

Para elaboracao desta proposta, foram consideradas as orientacoes sugeridas
nas Orientacoes Educacionais Complementares aos Parametros Curriculares Nacionais
(PCN+) e, as Orientagoes Curriculares para o Ensino Médio: Ciéncias da Natureza, Ma-
tematica e suas Tecnologias (PCNEM), além de diversos problemas extraidos de sites,
que sao destinados a divulgacao de olimpiada matemaética, e exercicios, extraidos de livro
didético.

4.1 A resolucao de problemas e o ensino de mate-
matica
Conforme o PCN+ em Brasil (2007), na sociedade em que vivemos, o ensino de
matematica se faz necessario em uma grande diversidade de situagoes. Sejam elas como

apoio as outras areas do conhecimento, instrumento para lidar com situagoes do cotidiano,

ou ainda desenvolver habilidades de pensamento. Quando o aluno chega ao Ensino Médio,
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que ¢é a etapa final da escolaridade basica, o papel da matematica passa a ter ainda uma
parcela de conhecimento humano, pois, contribui com os jovens para a construgao de uma
visao de mundo.

O aprender matematica de uma forma mais contextualizada, facilita e relaciona
outros conhecimentos essenciais para formagao dos alunos, a medida que estes estruturam
novos pensamentos, capacita-os para compreender, interpretar, analisar, avaliar e tirar
conclusoes proprias de diversas situagoes. Neste sentido, a resolucao de problemas entra
como uma ferramenta essencial, pois todas estas habilidades que se destacam entre o
“pensar” e o “saber” se desenvolvem quando o individuo estd engajado ativamente em
um desafio.

Como ja foi dito, a resolucao de problemas é uma peca importante para o ensino
em geral, no entanto, existe uma linha ténue entre as defini¢coes de problemas e exercicios,
segundo Allevato (2014), problema se caracteriza por uma atividade contextualizada em
que nao existem regras ou uma sequéncia pronta para a resolucao. Ja o exercicio, como
o préprio significado nos diz, é o ato de exercitar, por em pratica repetitivamente um
método, ou algoritimo aprendido. Onuchic (1999, apud Allevato (2014)), define problema
como tudo aquilo que se nao sabe fazer, mas que estd interessado em resolver.

No sentido de aproximar as propostas sugeridas nos PCNEM e PCN+, com a
realidade do cotidiano do aluno e o tema de fungoes exponenciais e logaritmicas, foram
selecionados alguns problemas que foram cobrados em olimpiadas realizadas em ambito
nacional ou internacional, os quais quando possivel, foi sugerido o uso do software educa-
cional GeoGebra', como auxilio na compreensao das resolucoes desde um ponto de vista
geométrico. Prieto (2005), nos diz que os softwares educacionais fornecem ao aluno um
retorno a respeito da resolucao do exercicio, podendo este aluno analisar e refletir sobre
0s conceitos, estratégias aplicadas, e os possiveis erros cometidos, permitindo entao o
recomeco e a maior compreensao do problema apresentado.

Na secao seguinte, sera apresentada a proposta mencionada anteriormente. O
intuito maior dessa sequéncia, é a preparacao dos alunos para as diversas competigoes

existentes na area de matemaética.

1O GeoGebra é um software destinado ao ensino de matemética, de todos os niveis, une geometria,
algebra e cdlculo em um tnico ambiente de aprendizagem. Criado por Markus Hohenwarter, e uma
equipe internacional de programadores, é um software gratuito que tem por objetivo principal incentivar
o aluno em um processo de investigacao, aumentando sua capacidade de argumentagao (Batista, 2012).
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4.2 Uma proposta de atividades a serem desenvolvi-

das

A proposta a seguir foi pensada para alunos de escolas situadas em areas com
pOUCOS recursos. E notério que atualmente a maioria dos alunos do ensino basico nao
contam com cursos preparatérios para olimpiadas, ou qualquer outro projeto deste tipo.

Nesta feita, sera apresentada uma sequéncia de atividades, extra-curriculares,
para alunos do ensino médio, cujo objetivo principal é desenvolver e aprimorar a ca-
pacidade de interpretar e resolver problemas olimpicos sobre as fungoes exponenciais e
logaritmicas.

Na resolucao dos problemas propostos, foram consideradas quatro etapas impor-

tantes, sendo elas:

Etapa 1. Compreender o problema. E a fase de maior importancia na resolucao de um
problema. Neste momento é que se deve ler o problema (quantas vezes se fizer

necessario), e compreender seu significado;

Etapa 2. Estabelecer um plano. Apds a leitura e compreensao do problema, deve-se
tentar fazer uma analogia com outros problemas ja resolvidos anteriormente ou
proposicoes ja vistas, e entao tracar um plano de resolucao. Caso nao haja visto
nenhuma ajuda, buscar reformulacao do problema, destacando e utilizando todos

os dados possiveis;

Etapa 3. Executar o plano. Este é o momento de por em pratica todo o plano tragado na
etapa anterior, sempre tendo a cautela de nao deixar passar despercebido nenhum

detalhe fornecido;

Etapa 4. Revisao da resolucao. Essa etapa sugere uma verificacao do que se foi feito,
a fim de detectar alguma falha que possa ter ocorrido. Neste momento, caso te-
nha acontecido algum erro nas etapas anteriores, deve-se retomar e reestruturar os

passos, da melhor maneira possivel.

A planificacao da secdo a seguir, é composta por cinco aulas, com duracao de
180 minutos cada uma. Na primeira aula trabalhara-se as defini¢oes, propriedades e
grafico da fungao exponencial, além das equagOes e inequacoes exponenciais, e alguns
exercicios basicos, os quais nao sao necessariamente olimpicos, para fixacao do conteuido.
A segunda trara uma sequéncia com cinco problemas olimpicos, selecionados por grau de
dificuldade, que aplicara diretamente as definicoes e propriedades a funcao exponencial.
Na terceira aula, trabalha-se tanto as propriedades e definigoes dos logaritmos, quanto

a funcao logaritmica, equagoes e inequagoes, finalizando com exercicios bésicos, os quais
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também nao sao necessariamente olimpicos. A quarta e quinta aula, traz uma sequéncia
de problemas olimpicos que envolvem todo o conteiido estudado nas aulas anteriores.

Das atividades e exercicios propostos a seguir, alguns foram cobrados em com-
peticoes olimpicas, outros foram extraidos de livros didaticos, nesta feita obteve-se da
seguintes referéncias: OBMEP (2010), CMF (2006, 2015), Dante (2016), SMOST (1988),
Carneiro et al. (2014).

4.2.1 Aula 1.

A primeira aula consiste em uma revisao de todas as defini¢oes e propriedades
que regem a funcao exponencial, além de rever os métodos é técnicas de resolucao das
equagoes e inequacoes exponenciais. O proposito é fazer com que os alunos retomem seus
conhecimentos sobre a funcao exponencial, uma vez que eles ja deverao ter uma nocao
basica deste contetdo.

Conteudos programaticos:

e Funcao Exponencial.
Definicao e Propriedades.

Grafico da Fungao Exponencial.

e Equacoes e Inequacoes Exponenciais.

Pré-requisitos:
e Definicoes e propriedades das poténcias.
e Definicoes e propriedades das raizes.

e Funcoes.
Dominio, contradominio e imagem.
Funcao crescente e decrescente.

Funcao injetiva, sobrejetiva e bijetiva.

e Equacoes e inequagoes.

Objetivos:

Compreender e aplicar as propriedades das fungoes exponenciais, além de cons-
truir e interpretar seus graficos e elementos que os constituem. Montar estratégias de

resolucao de equagoes e inequacoes exponenciais.
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Desenvolvimento da aula:

e Definir a funcao exponencial.

Construir e explorar o grafico da fungao exponencial, e fazer o uso do software

GeoGebra, explorando todos seus recursos.

Ressaltar as propriedades que envolvem as funcoes exponenciais.

Definir e montar estratégias de resolucao de equagoes e inequacoes exponenciais.

Resolucao de exercicios.

Atividades propostas:

As atividades propostas a seguir, tem por objetivo recapitular as definicoes e
propriedades das fungoes exponenciais. Por meio delas, os alunos poderao preparar-se

para atividades mais elaboradas.

Atividade 1. (Dante, 2016, pag. 165). Resolva as seguintes equagoes:

(a) 3*71 = 81;
(b) 971 = &

(c) 234 = 1.

Solugao.
(a) Inicialmente, pelas propriedades das poténcias, observe que 81 = 3*. Observe ainda

que a equagao dada pode ser transformada em uma igualdade de poténcias, ou seja
3771 =81=3"%
Como a funcao exponencial x — 3" é injetiva, pode-se igualar os expoentes. Assim,
3 1'=3" & r-1=4 & z=5

Logo, x = 5 ¢é a unica solucao da equacao dada.
Esta atividade, pode ser ilustrada geometricamente. De fato, a Figura 4.1, mostra
as funcoes f,g: R — R, definidas por f(z) = 37!, g(x) = 81. A abscissa da intersegao

dessas fungoes, representa a solucao da equacao dada.
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Figura 4.1: 3%~ = 81

(b) Inicialmente, pelas propriedades das poténcias, observe que 977! = (3%)7+! = 32242 ¢
5 =271 = (3%)7" = 373 Assim, transformando a equacdo dada em uma igualdade de
poténcias, tem-se:
32&:—&-2 — 9&:—!—1 — i — 3—3 PN 32x+2 — 3—3
27 '

Novamente como no item (a), utilizando a fungao exponencial = +— 3%, pode-se igualar os

expoentes. Assim,
3 =37 & w+2=-3 & z=--.

Logo, x = —g é a unica solucao da equacao dada.
Esta atividade também, pode ser ilustrada geometricamente. De fato, a Figura
4.2, mostra as fungoes f, g : R — R, definidas por f(z) = 9°™, g(z) = 5. A abscissa da

intersecao dessas funcgoes, representa a solucao da equacao dada.
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Figura 4.2: 9"+ = +

(c) Inicialmente, pelas propriedades das poténcias, observe que 1 = 2°. Assim, transfor-

mando a equacao dada em uma igualdade de poténcias, tem-se
g?=3z—4 _ 1 _ 90
Como a funcao exponencial x — 2% é injetiva, pode-se igualar os expoentes. Assim,
grtSrmd — 90 o 42 _3p —4=0.
Logo, basta resolver a equacao de segundo grau na variavel x. Tem-se
?-3r-4=0 & (z—-4)(2+1)=0 < x=4 ou z=-1.

Portanto, x+ =4 e x = —1 sao solucoes da equagao dada.
Esta atividade, pode ser ilustrada geometricamente. De fato, a Figura 4.3, mostra
as funcoes f,g : R — R, definidas por f(z) = 9o —3o—4 g(x) = 1. As abscissas da

intersecoes dessas fungoes, representam a solugao da equacao dada.
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Atividade 2. (Dante, 2016, pdg. 165). Determine o conjunto solugao do sistema de
58TV =1,
3r.9v =1

Solugao. Inicialmente, observe que pelas propriedades das poténcias, o sistema inicial

equacoes

pode ser reescrito da seguinte forma:
57ty = 59,
3. 32y — 9—1,

5o = 50,
3z+2y _ 3—2'

Como as equagoes do sistema, foram transformadas em equagoes com poténcias da mesma

ou, equivalentemente,

base, e sendo a funcao exponencial é injetiva, obtém-se o seguinte sistema equivalente ao

r+y=0, (4.1)
T+ 2y = —2.

sistema dado:

Subtraindo as equagoes do Sistema 4.1 obtém-se

Substituindo ¥y = —2 na equacao x + y = 0, tem-se

r—2=0 & x=2.
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Por outro lado, substituindo z =2 e y = —2, no Sistema de equacoes 4.1, tem-se:

{ 2+ (—2) =0,

2+2.(=2) = —2.
Logo, {(2,—2)}, é o conjunto solucao do sistema dado.

Atividade 3. (Dante, 2016, pag. 168). Resolva as inequagoes:
(a) 2717 < 32;
) (1) 2 40
1 z2—x 1\2
(@ (3)° =)
Solugao.
(a) Inicialmente observe que 32 = 2°, assim, transformando a inequacao dada em uma

desigualdade de poténcias da mesma base, tem-se
2°H7 < 32 = 2.

Como a fungdo x +— 2% é crescente (pois 2 > 1), o sentido da desigualdade se mantém.
Logo,
27t <2 & x4T7<5 & w<-2

Portanto, o conjunto solugao da inequagao dada é o intervalo (—oo, —2).
Esta atividade, pode ser ilustrada geometricamente. De fato, a Figura 4.4, mostra
as fungoes f,g : R — R, definidas por f(x) = 217, g(x) = 32, a qual observa-se que na

parte do intervalo (—oo, —2), o grafico da f encontra-se abaixo do grafico da g.
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(b) Inicialmente observe que

Por outro lado,
4T3 (22)x+3 _ 92z+6

Assim, transformando a inequagao dada em uma desigualdade de poténcias da mesma

—x—1 1 o 3 2
2 — - > 433+ =9 CC+6'
9 el

base, tem-se

Novamente como no item (a), utilizando a fun¢ao x +— 2% e o fato de ser crescente (pois

2 > 1), o sentido da desigualdade se mantém. Logo,

g—r=l > 92246 —r—1>2x+6
—7 > 3x

Jr <7

t ¢ 02

r< ——.
- 3
Portanto, o conjunto solucao da inequacao dada é o intervalo (—oo, —%]
Esta atividade, também pode ser ilustrada geometricamente. De fato, a Figura
4.5, mostra as fungoes f,g : R — R, definidas por f(x) = (%)QGJrl g(z) = 413 a qual

Y
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observa-se que na parte do intervalo (—oo, —%), o grafico da f encontra-se acima do

grafico da g, e no ponto r = —% eles se intersectam.

Figura 4.5: (1) > 4043

1
2

(c) Observe que neste caso, ja tem-se uma desigualdade com poténcias da mesma base.

Assim, como a funcao = +— (%)x é decrescente (pois 0 < % < 1), troca-se o sentido da

1 127x> 1 2 - ) <2
— — r —x .
3 —\3 -

Entao, resolvendo da equacao de segundo grau, na variavel x, obtém-se:

desigualdade, logo,

22— <2 s 2—1r—-2<0
S (r—-2)(z+1)<0
S x—2>20 e 24+41<0 ou z—2<0 e z+1>0
S r>2 e x<-1 ou z<2 e x>-1

S -1 < <2

Portanto, o conjunto solugao da inequagao dada é o intervalo [—1,2].

Esta atividade, pode ser ilustrada geometricamente. De fato, a Figura 4.6, mostra
as fungdes f,g : R — R, definidas por f(z) = (%)rQ—x’ g(x) = (%)2, a qual observa-se
que na parte do intervalo (—1,2), o grafico da f encontra-se acima do grafico da g, e nos

pontos © = —1 e x = 2, eles se intersectam.
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Figura 4.6: (1) " > (1)

4.2.2 Aula 2.

A segunda aula, consiste em resolucao de atividades olimpicas sobre funcao ex-
ponencial. O intuito da aula, é fazer com que os alunos exercitem os conhecimentos
adquiridos na aula anterior.

Conteudo programatico:

e Resolugao de Problemas Olimpicos sobre Funcao Exponencial.

Pré-requisitos:
e Definicao e Propriedades da Funcao Exponencial.
e Gréfico da Funcao Exponencial.
e Equacoes e Inequacoes Exponenciais.

e Desigualdade das médias aritmética e geométrica.

Objetivos:

Os objetivos da aula, serao compreender e aplicar as propriedades das fungoes
exponenciais, construir e interpretar graficos, além de resolver equacoes e inequagoes
exponenciais.

Desenvolvimento da aula:

e Resolugao de problemas olimpicos sobre fungao exponencial, fazendo o uso do soft-

ware GeoGebra sempre que possivel, explorando todos seus recursos.
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Atividades propostas:

Atividade 4 (Banco de Questoes 2010). Qual é o ntimero de solugoes da equagao 2 (22%) =
4% + 647
(a) 0 (b) 1 (c) 2 (d) 3 (e) Infinitos

Solugao.

Inicialmente, usando as defini¢oes de poténcia, a equacao dada pode ser reescrita como:
2 (2%%) = 2% + 64. (4.2)

Tome
a = 2%, (4.3)

Substituindo (4.3) em (4.2) obtém-se:
20=a+64 & a=064
Assim, substituindo o valor de a em 4.3, tem-se
64 =2 & 20=2%
Como a funcao exponencial x — 2% é injetiva, entao
20=2" & =3
Por outro lado, se x = 3, entao
2(2%%) = 2(2%) = 2" = 2(2%) = 20 + 20 = 2%3 + 20 = 227 1 64

Portanto, = = 3 é a unica solugao da equagao dada e assim, a alternativa correta é a (b).
Esta atividade, pode ser ilustrada geometricamente. De fato, a Figura 4.7, mostra
as fungoes f,g : R — R, definidas por f(z) = 2(2%*), g(z) = 4” + 64. A abscissa da

intersecao dessas funcoes, representa a solucao da equacao dada.
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Figura 4.7: 2(2%) = 4 + 64

Atividade 5 (Portugal, 2006). Se 47 =9 e 9¥ = 256, entao zy é igual a:
(a) 2006 (b) 48 (c) 36 (d) 10 (e) 4

Solugao.

Pelas propriedades da poténcias, equagoes dadas podem ser escritas como :
2" =3 e 3% =2°

Multiplicando-as lado a lado, e aplicando novamente as propriedades das poteéncias,

obtém-se
2296 32

2r 92y _ 92 o8 - =
2.3 =82 & o=

& 228 =32, (4.4)

Observe agora que a igualdade sera valida se, e somente se, 20 —8 =0 e 2 —
2y = 0, que equivale em x = 4 e y = 1. Portanto, o produto de xy sera dado por

1-4 =4, e entdo a alternativa correta é o item (e).

Atividade 6 (Portugal, 2015). Quantas solugoes tem a equagao 2% = 4717
(a) 0 (b) Infinitos (c) 2 (d) 1 (e) 3

Solucao.
Aplicando as propriedades das poténcias, para transformar a equacao dada em uma igual-

dade de poténcias de mesma base, obtém-se:

22&7 — 22(1‘+1) .
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Como x — 2% é injetiva, tem-se que
2 =2(x + 1) (4.5)

Observe que a Equacao 4.5 nao possui solugao em R. Entao, concluimos que a alternativa
correta é o item (a).

Esta atividade, pode ser ilustrada geometricamente. De fato, a Figura 4.8, ilustra
as funcoes f,g : R — R, definidas por f(z) = (22%), g(z) = 22*T1. Como a equagao nao

possui solucao dentro do conjunto dos ntimeros reais, as funcoes nao se intersectam.

N
AY

6 /9

Figura 4.8: (2250) — 92a+l

Atividade 7 (Ceara, 1989). Seja f: R — R uma funcéo real tal que

para todo z € R. Mostre que f(x) > 1, para todo = € R, e que existe um tnico a € R tal
que f(a) = 1.

Solugdo. Primeiramente, observe que 5% > 0, para qualquer x € R. Entao, isolando f(z)

na equacao inicial, tem-se
5% 4+ 1

Pela desigualdade das médias aritmética e geométrica, obtém-se

2x 2x
5;12 5.1 & 524 1>2V52.1=2.5" & 52 ;121.
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Logo, tem-se provado que f(z) > 1, para qualquer z € R.

Para que f(z) seja igual a 1, deve-se ter

52x+1_

5% = V52 . 1
2 Y

ou seja, as médias aritméticas e geométricas devem ser iguais e, portanto,
2
5% =1=75"

Assim, como a fungao = +— 57 é injetiva, tem-se que

Por outro lado,
5+ 1
0)=———=1
Logo, z = 0 é o tnico valor tal que f(x) = 1.

Esta atividade, pode ser ilustrada geometricamente. De fato, a Figura 4.9, ilustra

a fungdo f : R — R, definidas por f(z) = 5;15*;1 Note que o grafico da f encontra-se

acima da reta y = 1, ocorrendo a igualdade somente no caso x = 0.

Figura 4.9: f(z) = 5221—5*;1

4.2.3 Aula 3.

A terceira aula consiste em uma revisao de todas as defini¢oes e propriedades que
regem os logaritmos e as funcoes logaritmicas, além de rever os métodos e técnicas de

resolucao das equacoes e inequacoes logaritmicas. O propédsito é fazer com que os alunos
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retomem seus conhecimentos em relagao aos logaritmos, uma vez que eles ja deverao ter

uma nog¢ao preliminar deste conteudo.

Contedudos programaticos:

e Logaritmo
Definicao.
Propriedades operatorias.

Mudancga de base.

e Funcao logaritmica.
Definigao.

Gréfico da fungao logaritmica.

e Equagoes e inequacoes logaritmicas.

Pré-requisitos:
e Definicoes e propriedades das poténcias e raizes.
e Definicao e Propriedades da Funcao Exponencial.
e Gréfico da Funcao Exponencial.

e Equagoes e Inequagoes Exponenciais.

Objetivos:

Compreender e aplicar as propriedades dos logaritmos e das func¢oes logaritmicas,
bem como, construir e interpretar seus graficos de fungoes logaritmicas. Resolver equacgoes

e inequagoes logaritmicas.

Desenvolvimento da aula:

e Definir logaritmo de um ntmero.
e Expor e compreender as propriedades operatoérias dos logaritmos.
e Explanar sobre as propriedades de mudanca de base.

e Definir funcao logaritmica.

93



e Construir e explorar o grafico da funcao logaritmica, e fazer o uso do software

GeoGebra, beneficiando-se de todos seus recursos.
e Estabelecer e montar estratégias de resolucao das equacoes e inequacoes logaritmicas.

e Resolugao de problemas olimpicos.

Atividades propostas:

Atividade 8. (Dante, 2016, pag. 178). Calcule o valor de:
) log, 128;

(a

(b) log, 5 9;
(C) zlogo 10-logy 5
(

(

logg 3

d) 2
e) 31+10g3

Solugao.

(a) Pela definigao de logaritmo, tem-se que
log, 128 =2 & 2°=128 <« 2°=27.

Como a funcao exponencial z — 2% é injetiva, obtém-se que x = 7. Portanto, log, 128 = 7.

(b) Pela defini¢ao de logaritmo, tem-se que
log s9=2 <+ (\/§>$ =9. (4.6)
Por outro lado, pelas propriedades das poténcias, obtém-se que,
(V3) = (3%) =3% e 9=3"

Assim, a Equagao 4.6 tornard-se uma igualdade de poténcias da mesma base, ou seja,

Portanto, log 59 = 4.

(c) Pelas propriedades das poténcias e dos logaritmos, tem-se que,
2log5 10-logy 5 (210g2 5)10g5 10 — 510g5 10 _ 10.
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Portanto, 25 1010825 — 1),

(d) Pelas propriedades das poténcias e dos logaritmos, tem-se que,
logz 3 log;3\3 _ ol _ 3
2 3 = (2 82 )3 = 33 = \/g

Portanto 2% — /3.

(e) Pelas propriedades das poténcias e dos logaritmos, tem-se que,

31+10g35 — 310g3 3+logg 5 _ 3log3 315 _ 310g3 15 _ 15.

Portanto, 3'+1°&s5 = 15,
Atividade 9. (Dante, 2016, pag. 181). Dado log, a = 6, calcule log, b%.

Solugao.
Inicialmente em consequéncia da propriedade da mudanca de base, log, b* é equivalente a
log, b?

log, b* = .
log, a

Como, log, a = 6, e pela propriedade do logaritmo da poténcia, tem-se que

log, b* 3

1
logya 6 2

Portanto, o valor de log, b% ¢ %

Atividade 10. (Dante, 2016, pag. 198). Resolva as equagoes.
(a) logy (z — 3) +logy v = 2;
(b) logg x + logy; © — logy, © = —1.

Solucao.
(a) Inicialmente observe que x —3 >0 e x > 0 entdao, x > 3. Observe ainda que pela

propriedade do produto dos logaritmos, tem-se que
log,(z — 3) + logy & = log,[(z — 3)x].

Por outro lado, pela definicao de logaritmo, 2 = log, 4. Entao, a equagao dada inicialmente
torna-se equivalente a

log,[(z — 3)x] = log, 4.
Como a funcao x — log, = é injetiva, obtém-se que
logy[(z — 3)r] =log,4 & (r—-3)v=4 <& z? — 3z = 4.
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Resolvendo a equacao de segundo grau, na variavel z, resulta-se em
?-3r=4 & 1°-3r-4=0 & (2—4)(z+1)=0 & x=4 ou x=-1.

Como a condicao inicial é z > 3, entao, a solucao da equacao dada é xz = 4.
Esta atividade, pode ser ilustrada geometricamente. De fato, a Figura 4.10,
mostra as fungoes f,g : R — R, definidas por f(z) = log, (x — 3) + logy x, g(z) = 2. As

abscissas da intersecoes dessas funcoes, representam a solucao da equacao dada.

Y

5

' f

3

9

1

X
-1 0 1 2 3 4 5 6 7

-1

Figura 4.10: log, (x — 3) + logy z = 2
(b) Inicialmente observe que x > 0. Reescrevendo a equagao dada em uma equagao
equivalente, com logaritmos na base 3, pela propriedade de mudanca de base, obtém-se

logsx  loggx
logs 9  logs 27

logsx  logsx
2 3

—logyz = —1 —loggx = —1. (4.7)

Resolvendo a Equagao 4.7, e aplicando as propriedades dos logaritmos tem-se

logsx  logsx
2 3

—logsx =—-1 <& 3logyx +2logyz —6loggx = —6
< —loggr=—6 - (—1)
& loggx =6
s 3¥ =z

& = T729.

Portanto, a solugao da equacao dada é x = 729.

Atividade 11. (Dante, 2016, pag. 199). Resolva as inequagoes.
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(a) logy (z + 1) = log, 6;
(b) logye 22 — log,e 3 > log, x + logyg 2.

Solucao.
(a) Inicialmente observe que z +1 >0 <« 2 > —1. Observe ainda que a fungao lo-
garitmica x +— log, x é crescente (pois 2 > 1) assim, conserva-se o sentido da desigualdade,

e entao:
logy(x +1) >log,6 < zxz+1>6 < x>5.

Portanto o conjunto solugao da inequagao dada é o intervalo [5, +00).

Esta atividade, pode ser ilustrada geometricamente. De fato, a Figura 4.11,
mostra as fungdes f,g : R — R, definidas por f(z) = log, (x + 1), g(z) = log, 6, a qual
observa-se que na parte do intervalo (5, +00), o grafico da f encontra-se acima do grafico

da g, e no ponto x = 5 eles se intesectam.

=
-

2 === (5, 10g,6) g
11 .- X

AN
7

g 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1112 13

Figura 4.11: log, (z + 1) > log, 6

(b) Inicialmente observe que x > 0. Agora pela propriedade da mudanga de base,

logygr  logygw 2
1 = = =2-1 =1 .
0g, x logy 7 % 0849 T 0849 T

Assim, a inequacao dada é equivalente a
log,e 22 — log, 3 > log,e 7° + log,g 2. (4.8)

Por fim, pelas propriedades da multiplicagao e divisao dos logaritmos, a Inequagao 4.8

torna equivalente a
2x 9

Como a funcao x +— log,q = é crescente (pois 49 > 1), entao

2 2
log g ; > logy 20° & ; >227 & 627 —22<0. (4.9)
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Basta agora resolver a Inequacao 4.9 de segundo grau na variavel z. Logo,
62 — 27 < 0

2
& ——x <0
X 3:1:_

~Z)<o
;) <

e

=T

YR
—_

< <0 T >

Wl =
@)
a

< 0

IN

r <

W =
W

Como x > 0, entao o conjunto solucao da inequacao dada é o intervalo (O, %} )
Esta atividade, pode ser ilustrada geometricamente.
mostra as fungoes f,g : R — R, definidas por f(z) = log, %I, g(x) = logq 222, a qual

De fato, a Figura 4.12,
observa-se que na parte do intervalo (O, %), o grafico da f encontra-se acima do grafico
da g, e no ponto x = %, eles se intersectam.

1 | 2
— . log,q—
\“ 37 24

[}
[}
[}
[}
[}
[}
1
-+

1

Figura 4.12: logy, %1 > logg 222

4.2.4 Aula 4.

A quarta aula, consiste em resolucao de atividades olimpicas sobre as funcoes
exponenciais e logaritmicas. O intuito da aula, é fazer com que os alunos exercitem e

coloquem em pratica todos os conhecimentos adquiridos nas aulas anteriores.
Contetdos programaticos:

e Resolugao de problemas olimpicos sobre fungoes exponenciais e logaritmicas.
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Pré-requisitos:
e Definicoes e propriedades da funcao exponencial .

e Definicao e propriedades da funcao logaritmo.

Objetivos:

Aplicar as propriedades das func¢oes exponenciais e logaritmicas. Desenvolver
estratégias de resolucao de problemas olimpicos sobre as funcgoes estudadas nas aulas
anteriores.

Desenvolvimento da aula:

e Resolucao de problemas olimpicos sobre fungoes exponenciais e logaritmicas.

Atividades propostas:
Atividade 12 (Cingapura, 1988). O valor de

1 n 1
log, 36 logs 36

—~
2
SN—

w
&=
—~
lon
S—
[N
—~
@)
S—
Wl

(d)

(e) nenhuma das anteriores.

N =

Solugao.
Inicialmente, observe que, pela propriedade da mudanca de base, e a propriedade que

transforma produto em soma, tem-se que:

1
log, 36 + log, 36

Por outro lado pela propriedade que define os logaritmos,
logss6=y < 36Y=6 < (6)Y=6 < 6%=6. (4.11)

Pela injetividade da funcdo x +— 6%, de (4.11) conclui-se que

1
6% =6 < 2Yy=1 <« =3 (4.12)
Logo, de (4.10), (4.11) e (4.12),
! + 1 6 L
= 10 = = —.
log, 36 log, 36 0% =Y 75
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Portanto, a alternativa correta, é o item (d).
Atividade 13 (Ceard, 1988). Se
log; (log; (log, )) = logs (log, (logy y)) = log, (log, (logs 2)) = 0,

determine o valor de x +y + z.

Solugao.
Note inicialmente que as equagdes dadas podem ser trabalhadas separadamente. Assim,

a primeira equacao pode ser reescrita da seguinte forma:

log, (logs (log, 7)) =0 < logz(log,z) =1 < log,z=3 <& x=4%=64
Analogamente ao caso anterior, da segunda equacao obtém-se:

logs (log, (log,y)) =0 < log,(log,y) =1 & log,y=4 & y=4>=16.
Finalmente, a terceira equagao pode ser escrita como segue:

log, (log, (logz 2)) =0 <& log,(logsz) =1 <& loggz=2 & 2=3=0.

Portanto, conclui-se que, z = 64,y = 16 e z = 9. Consequentemente, * + y + z =
64+ 16+ 9 = 89.

Atividade 14 (Ceard, 1986). Sejam x,y reais que satisfazem a equagao:
2log (x — 2y) = logx + log y.

Calcule o valor de i

Solugao.
Inicialmente, ressalta-se que x e y devem ser ambos positivos, e x > 2y, para que estes
logaritmos estejam bem definidos. Pela propriedade da multiplicacao e poténcia dos

logaritmos, tem-se

log (z — 2y)* = log (wy) .

Por outro lado x — logx é uma funcao injetiva, entao:

(x—2)°=ay < a*—day+4l=ay < 2?—>Sry+4>=0. (4.13)

100



Dai, com y? # 0, dividindo a 4.13 por 3?2, obtém-se:

(0 ()0

L = ¢, entao tem-se

Tomeagora,a
t?—5t+4=0 & (t-1)(t—-4)=0 & t=1 ou t=4

Como x > 2y, entao £ > 2 e, assim, conclui-se que £ =1t = 4.
) )

Atividade 15 (Campina Grande-PB, 2006). Ao dobrarmos uma folha de papel retangular
pela metade uma vez, obtemos uma espessura correspondente a duas folhas. Suponha que
é possivel continuar dobrando essa folha dessa maneira quantas vezes quisermos. Qual o
nimero minimo de dobras a serem efetuadas para que obtenhamos uma espessura maior
ou igual que a distancia da Terra a Lua, sabendo que a distancia Terra-Lua é de 400.000
km, e a espessura de uma pilha com 100 folhas é 1,0 cm? (Utilize o valor: log2 = 0, 3).

(a) 31 (b) 37 (c) 38 (d) 42 (e) 51

Solucgao.

Quando dobramos a primeira vez a folha de papel, obteremos a espessura correspondente
a duas folhas. Ao fazermos a segunda dobra teremos a espessura de quatro folhas, a
terceira oito folhas e assim sucessivamente, ou seja, a n-ésima dobra corresponde a uma
espessura de 2" folhas. Como a espessura de 100 folhas é 1,0 cm, a espessura (z) de 2"

folhas em centimetros é de
2n

x = 100°
Por outro lado, a distancia Terra-Lua é de 400 000 Km, o que em centimetros serd dada
por
40.000.000.000 = 22 - 10™.

Dai temos que o nimero n de dobras devera ser tal que:

on on
= >922.10"° < = >10%.10?
100 — 22 = ’

ou, equivalentemente,
2" > 10" (4.14)
Aplicando log;, ambos os lados de (4.14), temos

logyy 2" 7% > log,, 102
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Usando a propriedade da poténcia:
log,, 2" % = (n — 2)log,, 2 > 12log,, 10 = log,, 102

Entao, como log;,2 = 0, 3, obtém-se que,

3 3n 6
—2)- =n—-2)-— >12 — ——>12 > 42

Logo, o nimero minimo de dobras a serem efetuadas é 42. Portando, a alternativa correta

¢ o item (d).
Atividade 16 (Ceard, 1996). Resolva o sistema

logs(z +y) + logg(z —y) = 3,
2? — % = 125.

Solucao.

Trabalhando com a segunda equagao do sistema de equagoes dado, obtém-se
- y* =125

ou, equivalentemente,

(z+y)(x —y) =5 (4.15)
Aplicando log; em (4.15) , tem-se
logs[(z +y)(z — y)] = log; 5°.

Donde,
logs(z +y) + logs(z —y) = 3. (4.16)

Agora, subtraindo a Equagao 4.16, da primeira equacao dos sistema dado, tem-se

logg(z —y) —logs(z —y) =0 & logg(r —y) = logs(z —y),

o que acontece se, e somente se, x —y = 1. E, assim, substituindo na Equacao 4.15,

conclui-se que x + y = 125. Com isso, o sistema inicial é equivalente ao sistema

{ r-y=1 (4.17)

x4y =125.
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Resolvendo o sistema (4.17), tem-se como solugao o par (63,62). Portanto, (63,62) é a

unica solucao do sistema de equagoes inicialmente dado.

4.2.5 Aula 5.

Conteudos programaticos:

e Resolugao de problemas olimpicos sobre fungoes exponenciais e logaritmicas.

Pré-requisitos:
e Definicoes e propriedades da funcao exponencial .

e Definicao e Propriedades da Fungao logaritmo.

Objetivos:

Desenvolver estratégias de resolucao de problemas olimpicos sobre as fungoes

exponenciais e logaritmicas, aplicando todo o conhecimento adquirido nas aulas anteriores.

Desenvolvimento da aula:

e Resolucao de problemas olimpicos sobre funcao exponencial e logaritmica.

Atividades propostas:

Atividade 17 (Maringd, 2015). Determine todas as solugdes inteiras positivas para a

equagao 2% 4 2Y + 2% = 2336.

Solu¢ao. Suponha, sem perda de generalidade que, z < y < z. Com isso, pode-se escrever
y=x+aez=y-+b ouainda z=x+a+b.

Além disso, a fatoracao em primos do ntimero 2336 = 2° - 73. Dai, tem-se
20 4 2V 427 = 2F 4 27T 4 PRl — 97 (7 4 90 4 90th) = 9573,

Por outro lado, observe que (1 + 2%+ 2““’) ¢é impar, logo nao existe nenhum fator de 2

nesse numero e, assim, pode-se concluir que x =5 e
1+ 2942010 = 73, (4.18)
De 4.18, segue que

20+ 2070 = 2% (14 2°) =72
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Novamente, a fatoracao em primos de 72 = 23 - 32, e entdo
20 (1+2°) =29

Procedendo de maneira anéloga, pode-se concluir que @ = 3 e 1 +2° = 9. Logo,
20 =8 =23 entdo b = 3.
Assim, uma solugao para equacgao dada, é x =5,y=5+3=8 e z=5+3+3=11.
Por outro lado,
20 +2% 4 2" = 32 + 256 + 2048 = 2336.

Logo (5,8,11) é solucao da equacao dada, as demais solugoes, sao obtidas apenas permu-
tando os valores de z, y e z. Consequentemente, as solugoes sao: (5,8,11),(5,11,8),(8,11,5),
(8,5,11),(11,5,8) e (11,8, 5).

Outras atividades desta aula, podem ser complementadas com os exercicios ex-

postos no Capitulo 3.
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Consideracoes finais

As Olimpiadas de Matematica se expandiram de maneira grandiosa, passando de
pequenas competicoes locais, a competicoes de nivel mundial, abrangendo quase todas as
nacoes do mundo.

A realizacao de olimpiadas ou atividades competitivas se tornam importantes
para os estudantes, pois proporcionam a eles oportunidade de aprofundar os estudos em
assuntos do seu interesse. Viu-se nestas competicoes uma forma de incentivar e apoiar os
participantes a exercitarem e até mesmo descobrirem seus talentos matemaéticos.

Logo, o principal objetivo desse trabalho foi incitar o estudo das func¢oes exponen-
ciais e logaritmicas, de modo a unir esta aprendizagem com as olimpiadas de matematica,
buscando sempre relacionar as principais propriedades de cada uma, para melhores resul-
tados do ensino-aprendizagem. Neste sentido, a proposta exposta, busca colaborar com
o ensino das funcoes exponenciais e logaritmicas no Ensino Médio, além de incentivar a
participagao dos alunos em competicoes olimpicas, ligadas a area de matematica.

Aos professores cabe a tarefa de encorajar e incentivar seus alunos a participarem
destas competicoes, mostrando que para se destacar, nao precisa de habilidades sobre-
humanas, basta apenas uma singela quantidade de afinidade, muita forca de vontade e
algumas instrucoes do caminho a ser seguido. Desta feita, o ensino de matematica, conta
com uma aliada importantissima para seu aperfeicoamento.

Espera-se que a presente pesquisa venha contribuir com professores dos diversos
niveis de ensino. Que estes possam colocar em pratica o assunto discutido, ampliando as

sugestoes para os mais variados temas olimpicos matematicos.
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