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Resumo

O presente trabalho representa um estudo inicial de um conjunto de curvas planas cha-
madas de hipotrocoides e epitrocoides. O estudo é desenvolvido partindo das equagoes
paramétricas que as descrevem para, em seguida, explorar as suas principais propriedades
matematicas por meio de diversos exemplos e graficos. Algumas hipotrocoides e epitro-
coides sao geradas por um brinquedo chamado espirdgrafo, popularmente conhecido no
Brasil como Régua-Magica. Logo, o espirografo, pode ser utilizado como um recurso edu-
cacional para auxiliar os professores da educacao bésica na contextualizacao de conceitos
matematicos que sao trabalhados no ensino médio, tais como: fungoes trigonométricas,
geometria analitica, isometrias, padroes geométricos e reconhecimento de curvas. Pen-
sando nisso, o trabalho fornece atividades que podem ser trabalhadas no ensino médio,
para explorar esses conceitos matematicos e para explicar e modelar o funcionamento do
espirdgrafo por meio de construgoes e animacgoes criadas no software de geometria diné-

mica GeoGebra.

Palavras-chave: Hipotrocoides; Epitrocoides; Espirégrafo; GeoGebra; Ensino.
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Abstract

The present work represents an initial study of a set of flat curves called hypotrochoids
and epitrochoids. The study is developed from the parametric equations that describe
them and then explore their main mathematical properties through various examples and
graphs. Some hypotrochoids and epitrochoids are generated by a toy called a spirograph,
popularly known in Brazil as Magic Ruler. Therefore, the spirograph can be used as
an educational resource to assist teachers of basic education in the contextualization of
mathematical concepts that are worked in high school, such as: trigonometric functi-
ons, analytical geometry, isometries, geometric patterns and curve recognition. Thinking
about it, the work provides activities that can be worked out in high school to explore
these mathematical concepts and to explain and model the operation of the spirograph

through constructs and animations created in GeoGebra dynamic geometry software.

Keywords: Hypotrochoids; Epitrochoids; Spirograph; GeoGebra; Teaching.
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Introducao

Segundo a Base Nacional Comum Curricular (BNCC), uma das competéncias gerais
da educagao basica para os préoximos anos é
Exercitar a curiosidade intelectual e recorrer a abordagem
propria das ciéncias, incluindo a investigacao, a reflexao, a
analise critica, a imaginacao e a criatividade, para investigar
causas, elaborar e testar hipoteses, formular e resolver pro-
blemas e criar solugoes (inclusive tecnologicas) com base nos

conhecimentos das diferentes areas.

(Brasil, 2018, p.9)

Isto significa que os professores precisam recorrer a diversas estratégias e metodolo-
gias de ensino capazes de conectar os contetidos que sao ministrados em sala de aula com
a realidade e com o cotidiano do aluno.

Diante deste contexto, o presente trabalho fornece aos professores de matemética da
educacao béasica uma possibilidade de se utilizar um brinquedo para contextualizar certos
contetidos da disciplina de matematica que sao ministrados no ensino médio.

O brinquedo em questao se chama espirdgrafo, mas no Brasil ele é popularmente
conhecido como Régua-Magica. Com o espirdgrafo é possivel produzir diversos desenhos e
padroes geométricos. Alguns desses desenhos representam um conjunto de curvas planas
chamadas de hipotrocoides e epitrocoides.

O capitulo 1 deste trabalho expoe sobre o funcionamento do espirdgrafo, seu con-
texto historico e traz argumentos que justificam a utilizagao do espirdgrafo como recurso
educacional capaz de contextualizar contetiddos da matematica que sao tratados no ensino
médio.

O capitulo 2 aborda as nocgoes fundamentais que sao necesséarias no estudo das
hipotrocoides e epitrocoides. Especificamente este capitulo trata sobre sistemas de coor-
denadas e curvas planas.

O capitulo 3 traz um estudo inicial sobre as hipotrocoides e epitrocoides. De inicio
faz-se a parametrizacao dessas curvas para, em seguida, explorar por meio de diversos
exemplos e graficos as propriedades matematicas que estao presentes nelas.

A abordagem utilizada para tratar sobre as hipotrocoides e epitrocoides ¢ um tanto

diferente do que hé na maioria dos textos e livros de calculo diferencial e integral e geome-



tria das curvas planas que, geralmente, usam as ferramentas do calculo para determinar
reta tangente, calcular comprimento de arco e area sobre a curva. A abordagem que foi
utilizada no capitulo 3 trata formalmente sobre periodicidade, classificacao e reconheci-
mento de curvas e cuspides.

Ao final do capitulo 3 aborda-se os teoremas da dupla gera¢ao com suas demonstra-
coes e a relagao que estes teoremas desempenham para otimizar o tempo computacional
na geracao de gréficos.

O capitulo 4 sugere algumas ideias e atividades capazes de explicar e modelar o
funcionamento do espirografo utilizando o software GeoGebra. Ao todo sao trés atividades
que exploram, de forma préatica e ludica, conceitos matematicos que sao trabalhados no
ensino médio e conceitos introdutorios da geometria das curvas planas.

Em seguida vém as consideracoes finais deste trabalho, fazendo um fechamento de
tudo o que foi exposto e apresentando algumas reflexoes para estudos futuros.

Como um dos grandes enfoques do capitulo 3 é a classificacao e reconhecimento
de curvas, o trabalho apresenta um apéndice onde o leitor curioso podera utilizar para
aprender a gerar graficos de hipotrocoides e epitrocoides utilizando o sistema de editoracao
de textos técnicos e cientificos [ TEX. Com isso o leitor podera reproduzir, verificar e
estudar os teoremas e as propriedades das hipotrocoides e epitrocoides presentes neste
trabalho sem precisar sair do I TEX.

Ao final desta dissertacao ha um anexo com identidades e transformagoes trigonomé-
tricas, pois no decorrer de todo o trabalho ha um uso bastante intenso delas, tanto para
desenvolver os conceitos estudados quanto para provar ou desenvolver outras féormulas

trigonométricas. Entao o leitor podera consultar este anexo sempre que julgar necessario.



Capitulo 1
O espirografo

Neste capitulo falaremos sobre o espirégrafo com foco em seu funcionamento, no seu
contexto historico e nas possibilidades de conexdes que o mesmo oferece para o ensino da
matematica na educagao basica. Para escrever este capitulo utilizamos como referéncia

(s.d.), Brasil (2006), Brasil (2000)), Coopee| (2015), History| (s.d.), Madison| (2017)
e Kahootz (2014]).

1.1 O que é e como funciona?

O espirografo é um brinquedo, geralmente de plastico, que contém um ou mais anéis

dentados aonde sao colocadas engrenagens de varios tamanhos e que contém alguns furos,
veja a Figura [}

spigbgraph’
spisdgraph’

Figura 1.1: O espirografo.

Fonte: |Kahootz| (]2014[)




Esse conjunto de pegas sdo postas sobre uma folha de papel (Figura|l.2al) e com o
auxilio de um lapis ou uma caneta colocamos a sua ponta em algum furo da engrenagem
fazendo-a girar internamente ou externamente ao anel dentado produzindo diversos dese-
nhos (Figura que matematicamente representam as curvas planas conhecidas como

hipotrocoides e epitrocoides.

(a) Pegas do espirografo. (b) Desenho gerado pelo espirografo.

Figura 1.2: Funcionamento do espirografo.

Fonte: |Kahootz| (]2014[)

O modelo de espirografo da Figura [1.1] ¢ muito dificil de ser encontrado em lojas
de brinquedos brasileiras, para a sua aquisi¢ao geralmente se recorre a lojas de comércio
eletronico pela Internet.

O modelo popular de espirografo no Brasil é conhecido como Régua-Magica que,
de fato, é uma régua retangular de dimensoes 20,5 cm x 10 c¢m, composta por formas
geométricas e dois discos dentados aonde sao colocadas uma das trés engrenagens de ta-

manhos diferentes e contendo alguns furos, veja a Figura [I.3]

Figura 1.3: A régua-magica.



O funcionamento da Régua-Magica é idéntico ao do espirdgrafo da Figura [1.1], no
entanto nao ¢é possivel com a Régua-Magica gerar desenhos fazendo a engrenagem girar

externamente ao disco dentado, apenas internamente assim como mostra a Figura [I.4]

Figura 1.4: Funcionamento da régua-mégica.

O espirdgrafo é um brinquedo bastante simples que encanta e fascina criangas e
adultos, pois explora nosso desejo infantil de desenhar e rabiscar, e por gerar de forma
facil e direta muitos desenhos dos mais diversos formatos. Utilizando a criatividade e
a imaginacao, cada um pode criar desenhos mais complexos utilizando-se de canetas de

diversas cores e fazendo a sobreposicao de outros desenhos.

1.2 Breve histérico do espirégrafo

O espirografo foi idealizado pelo matematico polonés Bruno Abdank-Abakanowicz
(1852-1900) entre os anos de 1881 e 1900, no entanto o responséavel por sua invengao e
desenvolvimento se deve ao engenheiro britanico Denys Fischer (1918-2002) no inicio dos
anos de 1960.

No inicio Denys Fischer havia concebido o espirégrafo como uma ferramenta de de-
senho, mas logo percebeu que o venderia mais se fosse comercializado como um brinquedo
e, desde o seu lancamento em 1965 na Feira Internacional de Brinquedos de Nuremberg,
foi um enorme sucesso.

No ano seguinte, em 1966, a empresa Kenner Produts comprou os direitos de licen-
ciamento do espirografo passando a comercializé-lo nos Estados Unidos.

Em 1967, a Associagao Britanica de Varejistas de Brinquedos elegeu o espirdgrafo
como o Brinquedo do Ano.

Segundo (s.d.) a grande popularidade e sucesso do espirdgrafo nos anos 60

e 70 se deve ao fato de que os seus padroes geométricos estavam em perfeita sintonia com



os movimentos artisticos daquela época, como o Op Art por exemplo, e influenciou até
mesmo o mundo da moda.

Atualmente SPIROGRAPH® & uma marca registrada pela Hasbro, uma das maio-
res fabricantes de brinquedos e jogos do mundo, que adquiriu a Kenner Produts na década
de 90. Desde entao a Hasbro, por intermédio de uma empresa parceira, a Kahootz Toys,

vem comercializando o espirégrafo com uma variedade de modelos.

1.3 O espirografo como recurso educacional

Trabalhar o espirografo em sala de aula se justifica no atual cenério educacional,
considerando que o ensino de matemética deve estar pautado, como é apontado por di-
versos pesquisadores, na formacao integral do aluno. Isso significa que o educador precisa
aplicar diversas metodologias de ensino e contextualizar os contetidos que ministra para
que haja uma aprendizagem significativa. Segundo os Parametros Curriculares Nacionais
para o Ensino Médio:

O critério central é o da contextualizacao e da interdiscipli-
naridade, ou seja, é o potencial de um tema permitir cone-
x0es entre diversos conceitos matematicos e entre diferentes
formas de pensamento matemaéatico, ou, ainda, a relevancia
cultural do tema, tanto no que diz respeito as suas aplica-
¢oes dentro ou fora da Matemética, como & sua importéancia
histérica no desenvolvimento da propria ciéncia.

(Brasil, 2000, p.43)

Sendo assim, o espirografo possibilita ao professor contextualizar e conectar con-
ceitos matematicos que sao trabalhados em sala de aula, como por exemplo, funcoes
trigonométricas, geometria analitica, isometrias e criacao de curvas.

Além disso, os incriveis padroes geométricos criados pelo espirdgrafo permite criar
experiéncias, por meio de oficinas e feiras de ciéncias, para relacionar a matemética com
a arte.

O espirografo também oferece a possibilidade de se trabalhar a matematica por meio
de recursos computacionais e tecnolégicos. Utilizar o computador no processo de ensino
e aprendizagem ¢ de extrema importancia, pois segundo as Orientagoes Curriculares para
o Ensino Médio:

Ja se pensando na Tecnologia para a Matematica, ha
programas de computador (softwares) nos quais os alunos
podem explorar e construir diferentes conceitos matemaéti-
cos [...] .

Para o aprendizado da geometria, ha programas que
dispoem de régua e compasso virtuais e com menu de cons-

trugao em linguagem classica da geometria — reta perpen-
dicular, ponto médio, mediatriz, bissetriz, etc. Feita uma



construgao, pode-se aplicar movimento a seus elementos,
sendo preservadas as relagoes geométricas impostas a fi-
gura — dai serem denominados programas de geometria di-
namica. [...]

Esses também enriquecem as imagens mentais asso-
ciadas as propriedades geométricas. |...|

E com a utilizacdo de programas que oferecem re-
cursos para a exploracao de conceitos e ideias matemaéticas
que estéa se fazendo um interessante uso de tecnologia para
o ensino da Matematica.

(Brasil, 2006, p.88-89)

Portanto, o professor pode criar atividades sobre o espirdgrafo agregando o uso
do computador que permitirao sensibilizar o estudante para que o mesmo perceba que
a matematica estd presente em varios aspectos do nosso cotidiano, isto é, o estudante
pode compreender que as curvas geradas pelo espirografo podem ser descritas através de
expressoes matematicas e podem ser modeladas por meio de recursos computacionais.

Pensando nisso, o capitulo 4 deste trabalho oferece trés atividades que o professor
de matematica pode utilizar para que o estudante do ensino médio elabore construgoes e
animagoes, por meio do software de geometria dindmica GeoGebra, capazes de explicar e
modelar o funcionamento do espirografo.

O GeoGebra representa uma excelente opcao de software educacional gratuito para o
ensino e aprendizagem da algebra e geometria. Atualmente, o GeoGebra esta bastante di-
fundido entre os professores de matematica, por isso, nao escrevemos um tutorial sobre os
seus recursos, no entanto, as atividades propostas do capitulo 4, foram escritas de maneira
que qualquer um, com conhecimentos minimos em informatica, podera desenvolver.

Para finalizar, argumentamos que o trabalho com o espirdgrafo em sala de aula esté
em perfeita concordancia com o ensino por meio de atividades ludicas, que representa

outra metodologia defendida pela teorias educacionais modernas.



Capitulo 2
Nocoes fundamentais

Neste capitulo apresentamos e discutimos os principais conceitos que sao necessarios
para estudar as hipotrocoides e epitrocoides. Tais conceitos se referem aos sistemas de
coordenadas e curvas planas. As defini¢Oes, os conceitos e as propriedades foram baseadas
em Alencar e Santos (2002)), Delgado et al. (2017)), Stewart| (2013) e |Vainsencher| (2009).

2.1 Sistemas de coordenadas em R?

Um sistema de coordenadas em R? ¢ uma ferramenta mateméatica utilizada para
localizar, descrever e representar objetos no espaco bidimensional, isto é, no plano.

Neste trabalho usaremos basicamente dois sistemas de coordenadas, o sistema de
eixros ortogonais e o sistema de coordenadas polares.

No sistema de eixos ortogonais, também conhecido como sistema de coordenadas
cartesianas, cada ponto do plano é representado por duas distancias determinadas pela
projecao ortogonal do ponto considerado sobre dois eixos ortogonais.

Ja no sistema de coordenadas polares cada ponto do plano é representado por uma
distancia e um angulo em relagao a um ponto fixo de referéncia.

Nas subsecoes a seguir revisamos cada um desses sistemas.

2.1.1 Sistema de eixos ortogonais

Segundo (Delgado et al., 2017, p.5), o sistema de eixos ortogonais num plano 7 é
um par de eixos, eixo OX e eixo OY, com unidade de medida de igual comprimento,
que intersectam-se perpendicularmente na origem comum O. Por convencao, o eixo OX
¢ denominado eixo horizontal ou eixo das abscissas e o eixo OY, eixo vertical ou
eixo das ordenadas. Assim como proposto por (Delgado et al. 2017, p.5), em todo o
texto faremos referéncia a essa configuracao como sistema de eixos ortogonais OXY

ou, brevemente, sistema OXY.



A escolha de um sistema de eixos ortogonais permite estabelecer uma correspon-
déncia biunivoca entre os pontos do plano 7t e os pares ordenados de ntimeros reais do
conjunto

R? :{(X>U) | XY € R}.

De fato, ao ponto P € 7t fazemos corresponder o par ordenado (x,y), onde x é a
coordenada do pé da perpendicular ao eixo OX e y é a coordenada do pé da perpendicular

ao eixo OY que passam por P, veja a Figura [2.1]

O D X
X

plano:

Figura 2.1: Coordenadas x e y do ponto P.

Reciprocamente, ao par ordenado (x,1y) € R? associamos o ponto P do plano 7t dado
pela interse¢ao da perpendicular ao eixo OX que passa pelo ponto desse eixo de coordenada
x com a perpendicular ao eixo OY que passa pelo ponto desse eixo de coordenada y.

Sabendo que (x,y) = (x/,y’) em R? se e somente se x = x’ e y = y’, é simples
verificar que a correspondéncia ponto do plano 7t <— par ordenado de R? é uma bijecao,
isto é, uma correspondéncia biunivoca.

Os nimeros x,y € R do par ordenado (x,y) associado ao ponto P s@o as coorde-
nadas cartesianas do ponto P: x é a abscissa ou primeira coordenada de Pey é a

ordenada ou segunda coordenada de P.
Notagao: Se P € 7 corresponde a (x,y) € R?, escrevemos P = (x,y).

A Figura ilustra alguns pontos do plano 7t com suas coordenadas em relacao ao
sistema OXY. O complementar dos eixos no plano é a uniao de quatro regioes denominadas

quadrantes e enumeradas como na Figura [2.3]



(_37 3)
¢ ----——--- 3
! ~9.9 (3, \/g)
| ( ’ ) ———————— <
I ¢ ----= | 2° Quadrante 1° Quadrante
o (L)
| ! H---9 |
I
L 00 (20 X
-3 -:2 o0 1 W
| ! |
I : 11 I
N0 —vR)
e --L- I 3° Quadrante 4° Quadrante
(-2,-2) A d
( 1 3)‘- -3 (2? _\/?)
, plano: w plano: m
Figura 2.2: Pontos no plano . Figura 2.3: Quadrantes do sistema OXY.

Observe que os pontos do eixo OX tém coordenadas (x,0), os pontos do eixo QY

tém coordenadas (O,y) e os quadrantes, dados em coordenadas, sao:
e 1° Quadrante = {(x,y) e R?* [ x>0 e y > 0}
e 2° Quadrante = {(x,y) e R* [x <0 e y > O};
e 3° Quadrante = {(x,y) € R* [x <0 e y < O};

e 42 Quadrante = {(x,y) ER*[x >0 e y < O}

Exemplo 2.1: Mostre que o conjunto A = {P = (x,y) | x> +y> = 1} ndo intersecta o

terceiro quadrante do plano.

Solugao: Suponhamos por absurdo que o conjunto A intersecta o terceiro quadrante do

plano, entao P = (x,y) pertence ao 3° Quadrante, isto significa que
x<0 e y<O0.

Elevando ambas desigualdades ao cubo, obtemos x> < 0 e y*> < 0. Somando as desigual-

dades membro a membro, tem-se
X +y° <0.

O que é um absurdo, pois por hipotese x> +y> = 1.
Portanto, o conjunto A = {P = (x,y) | x* +y® = 1} ndo intersecta o terceiro

quadrante do plano.
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2.1.2 Sistema de coordenadas polares

Segundo Stewart| (2013)) o sistema de coordenadas polares foi introduzido por New-
ton, sendo bastante utilizado convenientemente para muitos propoésitos.

Escolhemos um ponto O no plano chamado polo ou origem. Tracamos uma se-
mirreta 52 chamada eixo polar, que geralmente representa o semi-eixo positivo OX do
sistema OXY.

Se P for qualquer outro ponto do plano, seja p a distancia de O até P e seja 0 o

angulo, em radianos, entre o eixo polar e a reta OP, conforme a Figura [2.4]

P =(p,0)

eixo polar

Figura 2.4: O eixo polar.

Assim, o ponto P é representado pelo par ordenado (p,0), onde p e 0 sao chamados
coordenadas polares de P. Usamos a convencao de que um angulo é positivo se for
medido no sentido anti-horério a partir do eixo polar e negativo se for medido no sentido
horario. Se P = O, entdao p = 0, e convencionamos que (0,0) representa o polo para
qualquer valor de 0.

Estendemos o significado de coordenadas polares (p,0) para o caso no qual p é
negativo convencionando que os pontos (—p,0) e (p,0) estdo na mesma reta passando

por O e estdo & mesma distancia |p| a partir de O, mas em lados opostos de O, conforme

a Figura [2.5]

(p,0)

Figura 2.5: Coordenadas polares para p negativo.
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Se p > 0, o ponto (p,0) estd no mesmo quadrante que 0; se p < 0, ele esta no

quadrante do lado oposto ao polo. Observe que (—p,0) representa o mesmo ponto que
(p, 0+ 7).

Exemplo 2.2: Marque os pontos cujas coordenadas polares sao dadas.

a) (])STTK) C) (2)_2?7-()

3m
b) (2,3m) ¥ (—3’ T)

~ ~ . . 37
Solugao: Os pontos estao marcados na Figura Na Figura |2.6d| o ponto (—3, T)
, . R . . ) 3m
esta localizado trés unidades a partir do polo no quarto quadrante, porque o angulo T
estd no segundo quadrante e p = —3 € negativo.

Y

|
0 (2,3m) v
(%)
1,28
4
(a) Marcagao do ponto (1, 57t/4). (b) Marcagao do ponto (2, 37).
3T
4
y S 5
27 0
3
27
>-5) (53]
4
(¢) Marcagao do ponto (2, —27t/3). (d) Marcagao do ponto (—3, 37t/4).

Figura 2.6: Marcacao de pontos em coordenadas polares.

Como discutimos na subsecao anterior, no sistema OXY cada ponto tem apenas uma

representagao, mas no sistema de coordenas polares cada ponto tem muitas representacoes.

57 3
Por exemplo, o ponto (1, T) da Figura [2.6a| poderia ser escrito como (1,——) ou

4
137 U . .
(1, T) ou (—1, Z), veja a Flgura
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XYy
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XY

137w

(157) (-+3)

Figura 2.7: Diferentes representagoes do ponto (1, 57t/4).

5

> Y
Q
NE

=<V

De fato, como uma rotagao completa no sentido anti-horario é dada por um angulo

27, o ponto representado pelas coordenadas polares (p, 0) é também representado por
(p, 6 + 2nm) e (—p, 0+ (2n+ 1)m)

onde n é qualquer inteiro.

2.1.3 Relacoes entre coordenadas polares e coordenadas cartesi-

anas

A relacao entre as coordenadas polares e cartesianas pode ser vista a partir da Figura

2.8 na qual o polo corresponde a origem e o eixo polar coincide com o eixo OX positivo.

P(p, 0) = Pz, y)

Figura 2.8: Representacao de P no sistema polar e no sistema OXY.
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Se o ponto P tiver coordenadas cartesianas (x,y) e coordenadas polares (p, 0), entao

cosG:E e sen@z%

se, e somente se,

x = pcos B e y = psen6. (2.1)

Embora as equagoes acima tenham sido deduzidas a partir da Figura 2.8, que ilustra o
caso aonde p >0e 0 <0< g, essas equagoes sao validas para todos os valores de p e 0.

As equacgoes nos permitem determinar as coordenas cartesianas de um ponto
quando as coordenadas polares sao conhecidas. Para encontrarmos p e 0 quando x e y

sao conhecidos, usamos as equagoes

p2 = x? —|—y2 e tgd = =, (2.2)

x|«

que podem ser deduzidas a partir das equagoes ([2.1) ou simplesmente lidas a partir da
Figura 2.8 Denominamos as equagdes (2.1)) juntamente com as (2.2) de Equagées de

Transformacao.

s
Exemplo 2.3: Converta o ponto (2, §> de coordenadas polares para cartesianas.

~ T .. ~ ~
Solugao: Como p=2e0 = 3 utilizando as equacoes de transformacao 1} temos

x=pcosG=ZCos<§) =2-%:1 e yzpsen6=286n<§) =2-§=\/§.

Portanto, o ponto é (1, \/g) nas coordenadas cartesianas, veja a Figura

Figura 2.9: Conversao do ponto (2,7t/3) para coordenadas cartesianas.
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Exemplo 2.4: Represente o ponto com coordenadas cartesianas (1,—1) em termos de

coordenadas polares.

Solugao: Se escolhermos p positivo, entao as equagoes de transformagao ([2.2)) fornecem

p= VAT = VT (=2

=
I

tg0 =

7Tt

s
Como o ponto (1,—1) estd no quarto quadrante, podemos escolher & = —— ou 0 = i

"4

4

s
Entao uma resposta possivel é (\/Z, ——); e outra é (\/Z

7
ﬁ), veja a Figura |2.10|

—1

Figura 2.10: Conversao do ponto (1,—1) para coordenadas polares.

Observagao 2.1: As equagoes nao determinam univocamente 0 quando x e y sao
dados, porque, & medida que 8 aumenta no intervalo 0 < 6 < 27, cada valor de tg 0 ocorre
duas vezes. Portanto, para converter coordenadas cartesianas em coordenadas polares,
nao é apenas suficiente encontrar p e 0 que satisfacam as equagoes de transformacao

(2.2). Como no Exemplo devemos escolher 0 de modo que o ponto (p, 0) esteja no

quadrante correto.
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2.2 Curvas planas

O objetivo dessa secao é revisar os principais conceitos sobre as curvas planas que se-
rao necessarios para o estudo das curvas hipotrocoides e epitrocoides no proximo capitulo.

Discutiremos sobre curvas algébricas, curvas parametrizadas e curvas em coordenadas po-

lares.

2.2.1 Curvas algébricas

Inicialmente podemos pensar uma curva plana como sendo um subconjunto do plano
R? que tenha dimensao topoléogica igual 1, por exemplo, o grafico de funcées de uma va-

riavel real ou qualquer esbogo “tracado” sem tirar o lapis do papel, como mostra a Figura
2111

Figura 2.11: Curvas tracadas sem tirar o lapis do papel

Para tornar essas ideias um pouco mais precisas, podemos nos recorrer a geometria
analitica, considerando uma curva em R? de acordo com a definicio a seguir segundo
(Alencar e Santos, 2002, p.12-13).

Definigao 2.1 (Curva algébrica plana): Uma curva algébrica plana € o conjunto de

pontos (x,y) € R? que satisfazem uma equacao do tipo
F(X>y) = O>
onde F(x,y) € um polindomio em duas varidveis nao constante.

A Figura [2.12) mostra alguns exemplos de curvas que satisfazem a Definigao [2.1]
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X
>
X

(a) ax+by+c=0 (b) x> +y2 —1=0
Y

<
<
X

(c)y—x2=0 (d) 4x*(x* = 1) +y*> =0

oy
'

(e) x*/44+y*—1=0 (f) x3 —y? =0.

<
<
<
>

(g) (x2+y? =1 —x%y3 =o0. (h) x> +y3 —3xy =0.

Figura 2.12: Exemplos de curvas algébricas planas

A Definicao nao expressa totalmente a ideia do que gostariamos de considerar
como uma curva. Por exemplo, para a func¢do definida por F(x,y) = xy, a equagao
F(x,y) = 0 descreve o conjunto formado pelos eixos OX e OY do sistema OXY, o que nao
estd de acordo com a ideia apresentada no inicio, ou seja, de uma figura “tracada” sem
tirarmos o lapis do papel, além disso ha certos conjuntos que gostariamos de considerar

como curvas e que nao podem ser descritos conforme a Definigao
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Para superar essa dificuldade, ao invés de considerarmos curvas definidas por equa-
¢oes algébricas, podemos recorrer a geometria diferencial e considerarmos uma curva
plana como sendo a trajetéria continua do movimento de uma particula sobre o plano. A

formalizacao dessa ideia esta na subsecao a seguir.

2.2.2 Curvas parametrizadas

Definicao 2.2 (Curva plana parametrizada): Consideremos um intervalo I C R e

fungoes continuas x(t) e y(t) definidas em 1, onde denominamos a varidvel real t de
pardmetro.

Dizemos que a aplica¢ao

I » R?
t = o(t) = (x(t),y(t))

X

€ uma curva plana parametrizada.

O conjunto

C={u(t) = (x(t),y(t)) [te ]}

€ a curva e representa o conjunto imagem da aplicacao x e € chamado de trago de «.

As equagoes

t
x(t) s para todo t € 1
y(t)

sao as equacoes paramétricas da curva C. Dizemos também que essas equacoes

parametrizam a curva C.

Figura 2.13: Parametrizacao de uma curva



De acordo com a Definicao , cada valor de t € I determina um ponto (x(t),y(t))
no qual podemos marcar no sistema OXY. A medida que t varia, o ponto (x(t),y(t))
também varia e traga a curva C, assim como mostra a Figura [2.13]

Em muitas aplicacoes o parametro t representa o tempo, entao podemos interpretar

(x(t),y(t)) como a posi¢ao de uma particula no instante t.

Exemplo 2.5: Esboce e identifique a curva definida pelas equagoes paramétricas

x(t) =t —2t
; para todo t € R.
y(t) =t+1

Solugao: Para fazermos o esbogo da curva, atribuimos diversos valores para t, fornecendo
um conjunto de pontos (x(t),y(t)) conforme a tabela abaixo. Em seguida marcamos

esses pontos no sistema OXY e os unimos para produzir a curva em questao, veja a

Figura [2.14]

t ] x(t) | y(t)
-2 8| -1
—1| 3| 0

o of 1

1) —1| 2

2 3

3] 3| 4

41 8| 5

Figura 2.14: Esboco da curva paramétrica definida pelas equacoes x(t) = t2 — 2t e
y(t)=t+1comteR.

Agora para identificarmos corretamente que curva foi tracada, devemos eliminar o para-
metro t das equacoes x(t) = t* —2t e y(t) = t+ 1 para gerarmos uma tnica equacao nas
variaveis x e y. Com efeito, considerando y =t + 1, temos que t =y — 1. Substituindo

t =y — 1 na equacio x = t* — 2t, obtemos

x=(y—1)%-2y—1)
x=y*"—2y+1-2y+2
x=y?—4y+3

Isto mostra que a curva representada pelas equagoes paramétricas x(t) e y(t) é a parédbola
x =y? —4y + 3.
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Observe que parametro t do Exemplo [2.5] esta definido para todo valor real. No
entanto, algumas vezes é necessario restringir t a um intervalo fechado e, neste caso a

curva terd ponto inicial e ponto final, conforme a definicao a seguir.

Defini¢ao 2.3 (Ponto inicial e ponto final de «): Se a curva plana parametrizada
« estd definida num intervalo I = [a, b], os pontos x(a) e «(b) sdao chamados de ponto

inictal de o e ponto final de «, respectivamente.

Exemplo 2.6: Diga qual é a curva representada pelas equagoes paramétricas

x(t) =cost 0<t<om.
y(t) =sent

Solucgao: Para sabermos qual curva é representada pelas equagoes paramétricas dadas,
precisamos eliminar o parametro t das duas equagcoes e escrever uma unica equacgao em
termos de x e y. Com efeito, elevando ao quadrado as equagoes x = cost e y =sent e

somando as equagoes membro a membro, obtemos
X% + yz = cos” t + sen” t,

da relacao trigonométrica fundamental, segue que x* +y? = 1. Isto mostra que o ponto

(x(t),y(t)) se move na circunferéncia unitaria x* +y* = 1.

Neste exemplo, o parametro t representa o angulo em radianos, pois quando t au-
menta de 0 até 27, o ponto (x(t),y(t)) = (cost,sent) se move uma vez em torno da
circunferéncia unitaria, no sentido anti-horéario, partindo do ponto (1,0), conforme a
Figura [2.15]

Ay

PR
2
[ ~\g(cost, sent)
I
| t=0
|
t=r ANE '{170) X
\t:27r
,_ 37
2

Figura 2.15: Uma parametrizacao da circunferéncia unitaria.
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E importante observar que podemos descrever a trajetéria do ponto (x(t),y(t)) sobre
uma curva C de varias maneiras (podemos fazer o ponto ir mais rapido, mais devagar,
num sentido ou no outro, etc), logo uma curva pode ser parametrizada de diversos modos.
Por isso, fazemos a distingao entre uma curva, que é um conjunto de pontos, e uma curva
parametrizada, onde os pontos sao percorridos de um modo particular, veja o exemplo a
seguir.

Exemplo 2.7: Mostre que a curva representada pelas equacoes paramétricas

x(t) = 2t
(t) = sen( ),0<t<2n
y(t) = cos(2t)
é a circunferéncia unitaria x* +y? = 1.
Solugao: Elevando ao quadrado ambos os membros das equacgbes x = sen(2t) e

y = cos(2t) e somando membro a membro as equagdes obtidas, tem-se
x? +1y? = sen?(2t) + cos?(2t),

segue que x* +y? = 1, mostrando assim que o ponto (x(t),y(t)) se move sobre a

circunferéncia unitaria.

Note que neste exemplo quando t aumenta de 0 até 2m, o ponto
(x(t),y(t)) = (sen(2t),cos(2t)) comeca em (0,1) e se move duas vezes em torno da

circunferéncia no sentido horario, conforme a Figura [2.16]

(sen(2t), cos(2t))

| o

37

s
t=—, =
22

Figura 2.16: Outra parametrizacao da circunferéncia unitaria.
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Definigao 2.4 (Curva fechada): Se o estd definida num intervalo 1 = [a,b] e

a(a) = a(b), dizemos que & € uma curva fechada.

Exemplo 2.8: A curva
C ={x(t) =(4cost,3sent) | 0 <t < 27}

é uma curva fechada, pois
«(0) = (4,0) = «(2m).

Defini¢ao 2.5 (Curva periédica): Uma curva parametrizada « : R — R? ¢ dita pe-

riodica se existe um numero real T > 0, tal que
x(t+T) = «(t) (2.3)

para todo t € R.
Note que se a curva parametrizada o« é periddica de periodo T, entao para qualquer
n nteiro positivo temos
x(t+nT) = (t),

ou seja, qualquer maltiplo inteiro positivo nT de T também é um periodo da curva para-
metrizada oc. O menorT > 0, se ewistir, satisfazendo para todo t € R é denominado

periodo fundamental de .
Exemplo 2.9: Mostre que a curva

C ={«x(t) = (sentcost,sent) |t € R}
é periodica.

Solucgao: Para mostrar que a curva o é periodica, basta exibir um valor T > 0, tal que

a(t+T) = «(t) para todo t € R. Considere T = 27, entao

a(t+21) = (sen(t+ 2m)cos(t+ 2m), sen(t + 27))
= (sentcost,sent)

= oft)
para todo t € R. Isto mostra que a curva parametrizada o« é periodica.

Para encerrarmos essa subsecao, frisamos que o gréafico de qualquer fungao pode ser

tratado como uma curva parametrizada, pois dada uma fungao y = f(x), o grafico de f
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sao os pontos (x,f(x)) onde x percorre os valores do dominio de f. Entao se definirmos
x=x(t)=t
y=y(t)=1(t) ’

ao marcar os pontos P(t) = (x(t), y(t)) = (t, f(t)), o resultado sera o grafico de f.

2

Exemplo 2.10: Considere a fungao f definida por y = x~ com x € [—2,2]. O grafico de

f como uma curva parametrizada é dada por

Se P(t) = (t,t?), entdo P(=2) = (—2,4), P(—1) = (—=1,1), P(0) = (0,0) e assim por

diante, conforme a Figura [2.1

by

|
|
|
|
| 2
|
|
|
|
|

y><

2 1 0 1 2

2

(a) Grafico estatico de y = x (b) Movimento do ponto P(t) ao longo da curva.

Figura 2.17: O grafico da funcdo y = x? tratado como uma curva parametrizada.

2.2.3 Parametrizacao da cicloide

Definigao 2.6 (Cicloide): Sejam A uma circunferéncia de raio v, s uma reta e P um
ponto pertencente a A. Chamamos de cicloide a curva descrita pelo ponto P quando A

rola sobre a reta s sem deslizar.

A Figura [2.1§ mostra a trajetéria do ponto P descrevendo o gréafico da cicloide.
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Figura 2.18: A cicloide.

>
S

Segundo (Stewart) 2013, p.579-580) uma das primeiras pessoas a estudar a cicloide
foi Galileu Galilei, propondo que pontes poderiam ser construidas com o formato de ci-
cloides e tentou determinar a area sob um arco de uma cicloide. Mais tarde, o matematico
John Bernoulli e o fisico Christiaan Huygens estudaram a cicloide para resolver os pro-
blemas da braquistécrona e da tautécrona.

Nosso foco com a cicloide seré fazer a sua parametrizacao que servird como base
para parametrizar as curvas hipotrocoides e epitrocoides no préoximo capitulo.

Para obtermos as equacoes paramétricas da cicloide, considere que a reta s é o
eixo OX e suponha que circunferéncia A inicia o seu movimento com centro C no ponto

(0,7) de tal forma que o ponto P coincida com a origem O do sistema OXY, conforme a

Figura [2.19

$ O|P

Figura 2.19: Posicao inicial da circunferéncia A.

Imaginemos agora que a circunferéncia A va girando sobre o eixo OX no sentido
horario e sem deslizar, descrevendo assim, a trajetéria do ponto P.

Sejam A e B as projecoes ortogonais dos pontos C e P sobre o eixo OX, respectiva-
mente. A medida que a circunferéncia rola, ela vai formando o dngulo A/C\P7 cuja medida

em radianos serd igual a t, conforme a Figura [2.20]
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trajetoria
do ponto P

|
|
|
I
o
0 B A

Figura 2.20: Parametrizacao da cicloide.

Nosso trabalho agora é determinar as coordenadas de P em fungao de t, denotadas
por x(t) e y(t) e que representam as equagoes paramétricas da trajetéria do ponto P.

Considerando o esquema da Figura[2.20, tem-se x(t) = OA—BA ey(t) = BP = AQ
se, e somente se,

{ﬂﬂzOA—PQ (2.4)

y(t) = AC + CQ.

Veja que o ACPQ ¢ retangulo em Q e, como o angulo PéQ ¢ igual a 7 — t, temos que

sen(mm—t) = ? e cos(m—1t) = %

se, € somente se,

PQ =rsent e CQ = —rcost. (2.5)
Substituindo (2.5) em (2.4)) e como AC = r, temos que

x(t) = OA —rsent
y(t) =r—rcost.

Agora s6 precismos encontrar o valor de OA. Da geometria plana, temos que o compri-
mento do arco AP é igual a tr e como a circunferéncia A gira sem deslizar sobre o eixo

OX, entao OA também é igual a tr.
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Portanto,

teR (2.6)

x(t) =tr—rsent
y(t) =r—rcost

sao as equagoes paramétricas da cicloide descrita pela trajetoria do ponto P no sistema
OXY.
Utilizando as equagdes paramétricas ([2.6) da cicloide, observe que

e para t =0, o ponto P estd na sua posicao inicial;
e para t = m, P dista 2r do eixo OX;
e para t = 27, o circulo deu um giro completo e o ponto P volta a tocar o eixo OX.

Veja na Figura [2.21] a construgao da cicloide para certos valores de t.

Y Y
P
A re A A ™
C C C C
t t
T \ r I
X X
O=P A O=P A
(a) Posicao de P para t = 27t/3 (b) Posigao de P para t =7
Y Y

O=P A=P

(c) Posigao de P para t = 3m/2 (d) Posigao de P para t =27

Figura 2.21: Construgao da cicloide

Até agora estudamos as curvas planas utilizando o sistema de eixos ortogonais OXY.
No entanto, ha certos tipos de curvas que sao melhores representadas utilizando o sistema
de coordenadas polares. Na subse¢ao a seguir estudaremos algumas dessas curvas e como
fazer a transformacao de um sistema para o outro.

2.2.4 Curvas polares

Defini¢ao 2.7 (Curva polar): Uma curva polar é o conjunto de todos os pontos

P = (p,0) do plano cujas coordenadas polares satisfazem uma equagdo polar do tipo

F(p,6) = 0. (2.7)
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Geralmente a equagao pode ser resolvida para p e sendo expressada de forma

explicita como p = f(0).

E importante observarmos que como o ponto P tem muitos pares diferentes de
coordenadas, é necesséario estabelecer explicitamente que P pertence ao grafico de uma
curva polar se qualquer uma de suas diferentes representagoes satisfazer a equacao. Isto
é, mesmo que um par de coordenadas polares de um ponto P nao satisfaca a uma equagcao

polar de uma curva, isto nao garante que este ponto nao pertenca a esta curva.

Exemplo 2.11: Mostre que ambos os pontos (1, 7t/2) e (0, 7t/2) pertencem ao grafico

da curva de equacdo p = sen? 0.

Solugao: O ponto (1, 71/2) esta no grafico de p = sen? 0, pois 1 = sen?(7/2). Por outro
lado, o ponto (0, 71/2) também esta no grafico de p = sen? 0, pois embora 0 # sen?(7/2)
o ponto (0,0) pertence, ja que 0 = sen?(0) e (0,0) é uma das representacéo do ponto

(0,7t/2).
Exemplo 2.12: Que curva é representada pela equacao polar p = 27
Solugao: A curva consiste de todos os pontos (p,0) com p = 2. Como p representa a

distancia do ponto ao polo, entao a curva p = 2 representa o circulo com centro em O e
raio 2, conforme a Figura

Figura 2.22: Grafico da curva polar p = 2.

Em geral, a equacdo p = a representa um circulo com centro O e raio |al. De
fato, utilizando as equagoes de transformacao , temos que x = acos0 ey = asenB.
Elevando ao quadrado ambos os membros de cada equacao e, em seguida, somando as
equacdes membro a membro, obtemos x* + y* = a*(sen? @ + cos? 0), isto implica que

x* +y? = a?, provando assim a afirmacdo.
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Exemplo 2.13: A curva de equagao polar
p = ab, (2.8)

com a, 0 € Re a>0,échamada de Espiral de Arquimedes.

v><

Figura 2.23: A espiral de Arquimedes para 0 < 0 < 47
Mostre que a curva de equagoes paramétricas

;t,ke Re k>0,

x(t) = ktcost
y(t) = ktsent

representa a espiral de Arquimedes.

Solucgao: Para mostrarmos que a curva é a espiral de Arquimedes, precisamos transfor-
mar as equagoes paramétricas x(t) = ktcost e y(t) = ktsent para a forma (2.23)). Para

tanto, utilizando a equacao de transformacao p2 =x? 4+ yz, temos que
p? = (ktcost)® + (ktsent)?
p? = (kt)? - (sen? t + cos” t)
p? = (kt)?
se, e somente se,
p = kt.

Fazendo a = k e t = 0, obtemos p = af, mostrando assim que a curva de equagoes

paramétricas x(t) = ktcost e y(t) = ktsent é a espiral de Arquimedes.

O Exemplo serve para mostrar que podemos representar uma mesma curva
em coordenadas cartesianas ou em coordenadas polares e ao utilizarmos as equacoes de
transformagao (2.1) e/ou (2.2) podemos verificar se as equagdes dadas representam a

mesma curva transformando uma equacao na outra. Esse método sera bastante utilizado
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no proximo capitulo.
Acreditamos que os conceitos e as discussoes apresentadas neste capitulo sao essen-

ciais para o estudo das hipotrocoides e epitrocoides, que veremos no capitulo a seguir.
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Capitulo 3
Hipotrocoides e epitrocoides

Neste capitulo, estudamos as hipotrocoides e epitrocoides. Comecamos definindo-
as e, em seguida, obtemos as suas equacoes paramétricas. Além disso, discutimos sobre
periodicidade, graficos e sobre os teoremas da dupla geracao. Para tanto, nos fundamen-
tamos em |Andrade (2014)), Delgado et al.| (2017), [Hall| (1992), [Mo6zer e Bortolossi| (2016)
e Phan-Yamada e Gwin, (2014).

3.1 Definicao e parametrizagao

Defini¢ao 3.1 (Hipotrocoide): Uma hipotrocoide é uma curva plana descrita pela tra-
jetoria de um ponto P fixado no interior de uma circunferéncia Ay de raio v > 0 e centro
C que gira tangencialmente e sem deslizar por dentro de outra circunferéncia A7 fixa de

raio R > 0 e centro O.

Se d é a distancia de P até C e adotando O = (0,0), suponhamos que a posicao
inicial de A,, seja de tal forma que o seu centro C esteja sobre o eixo Ox e tangencie

interiormente A7 no ponto E, conforme mostra a Figura (3.1

Figura 3.1: Posicao inicial de Ay e A;.
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Imaginemos agora que A, va girando tangencialmente A; sem deslizar, descrevendo
a trajetoria do ponto P e formando o angulo Q@E, cuja a medida em radianos seré igual

a t, veja Figura|3.2

Ay

Trajetéria do
ponto P

o

Figura 3.2: P descrevendo uma hipotrocoide.

Escolhidos os valores das constantes R, v e d, o nosso objetivo agora é determinar
as coordenadas de P em fungao de t, denotadas por x(t) e y(t) e que representam as
equacgoes paramétricas da trajetoria do ponto P. Para tanto, considere CS =1, A e D as
respectivas projec¢oes ortogonais dos pontos C e P, e o segmento BP paralelo ao segmento

AD, conforme a Figura|3.3

Ay

Figura 3.3: Determinando as coordenadas de P.
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Observe que x(t) = OA + AD e y(t) = DP = AB se, e somente se,

(3.1)

x(t) = OA + BP
y(t) = AC—-BC.

Veja que OC = 0Q — QC, logo OC =R —1 ¢, como o AOAC ¢é retangulo em A,
entao

OA=(R—r1)cost e AC=(R—r)sent,

substituindo em (3.1f), obtemos

{ x(t) = (R—71)cost + BP 52)

y(t) = (R—r)sent — BC.
Considerando 8 a medida em radianos do angulo BCP e, como CP = d, entao
BP =dsen® e BC = dcosb,

substituindo em ({3.2)), temos

{ x(t) = (R—71)cost+ dsenb (3.3)

y(t) = (R—r)sent — dcos6.

Agora, precisamos encontrar uma relagao entre t e 8. Veja que a medida do arco
QE é igual a tR que é a mesma medida do arco QS, pois A, gira tangencialmente e sem

deslizar sobre A;. Logo, a medida do angulo Q(AZS é
CS=— rad.
Q - T8

Do AOAC, temos que:

OCA = %[ —t rad.

Como o angulo Q(AZO ¢ raso e ¢é igual a soma das medidas dos angulos Q(AZS, BCP e
OéA, entao

tR T
m=—+0+=—1,
T 2
isolando 8, obtemos
0=m ﬂ+t R
N 2 T
se, e somente se,
T R
0=~ 1——)t.
2+ (13)
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Substituindo o valor de 6 em (3.3]), temos

x(t) = (R—r1)cost+ dsen <§+ <1 —%) t)
R )
y(t) = (R—r)sent — dcos (§+(1—?> t)
s s
usando as formulas cos (E + oc) = —sen « e sen (E + oc) = c0s &, obtemos

y(t) = (R—r)sent + dsen

x(t) = (R—r71)cost+ dcos ((1 —% t)

Utilizando as formulas cos(—a) = cos(«) e sen(—a) = —sen(«), tem-se

x(t) = (R—71)cost+ dcos ((%—1) t)

y(t) = (R—r)sent — dsen (

se, e somente se,

T

x(t) = (R—71)cost+ dcos (R _rt)

(t € R), (3.4)

R
(R—71)sent— dsen< " Tt)

que sao as equagoes paramétricas da hipotrocoide descrita pela trajetoria do ponto P.

y(t)

Para nos referir as equagoes paramétricas da hipotrocoide descritas por (3.4)), utili-
zaremos a notagao

H[t; R, v, d],

representando os trés parametros fixos R, r, d e o variavel, t.

Exemplo 3.1: A notagao H[t; 7,4, 2] representa a hipotrocoide, cuja as equagdes para-
métricas sao

4
x(t) = (7 —4) cost + 2 cos (7Tt> x(t) =3 cost+ 2cos (Zt)

y(t) = (7 —4)sent — 2sen (74;4t) y(t) = 3sent — 2sen Gt)
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Definigao 3.2 (Epitrocoide): Uma epitrocoide é uma curva plana descrita pela traje-
toria de um ponto P fizado no interior de uma circunferéncia Ay de raio v > 0 e centro

C que gira tangencialmente e sem deslizar por fora de outra circunferéncia Ay fiza de
raio R > 0 e centro O.

Se d é a distancia de P até C e adotando O = (0,0), suponhamos que a posi¢ao

inicial de A,, seja de tal forma que o seu centro C esteja sobre o eixo Ox e tangencie

exteriormente A; no ponto E, conforme mostra a Figura [3.4]

Ay

VH

Figura 3.4: Posicao inicial de A; e A;.

Imaginemos agora que A, va girando tangencialmente A; sem deslizar, descrevendo

a trajetoria do ponto P e formando o angulo Q@E, cuja a medida em radianos sera igual
a t, veja a Figura |3.5]

A/y

Trajetéria do
ponto P

Figura 3.5: P descrevendo uma epitrocoide.
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Escolhidos os valores das constantes R, v e d, o nosso objetivo agora ¢ determinar
as coordenadas de P em fungao de t, denotadas por x(t) e y(t) e que representam as
equacgoes paramétricas da trajetoria do ponto P. Para tanto, considere CS =1, A e D as
respectivas projecoes ortogonais dos pontos C e P, e o segmento BP paralelo ao segmento

AD, conforme a Figura |3.6

Ay

Figura 3.6: Determinando as coordenadas de P.

Observe que x(t) = OA + AD e y(t) = DP = AB se, e somente se,

x(t) = OA + BP
y(t) = AC—-BC.

(3.5)

Veja que OC = 0Q + QC, logo OC = R+ 1 e como o AOAC ¢é retangulo em A,
entao
OA=(R+r1)cost e AC=(R+r)sent,

substituindo em ((3.5]), obtemos

x(t) = (R+1)cost+ BP
(3.6)
y(t) = (R+r)sent — BC.

Considerando 8 a medida em radianos do angulo BCP e, como CP = d, entao

BP =dsen® e BC =dcos6,
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substituindo em ({3.6)), temos

3.7
=(R+r1)sent—dcos6 (38.7)

«

=

—
|

{ x(t) = (R+71)cost+ dsen©

Da geometria plana, temos que a medida do arco (ﬁ ¢ igual a tR, que é a mesma

medida do arco 65, pois A, gira tangencialmente e sem deslizar sobre A;. Logo, a medida
do angulo QéS é
QCS = — rad.

-
Do AOAC, temos que:

OCA = %[ —t rad.

Sendo assim, temos que o angulo BCP = QGS — OéA, ou seja

se, e somente se,

R Tt
— (=41 =
6 (r+>t .

Substituindo o valor de 6 em (3.7]), temos

x(t) = (R+T1)cost+ dsen <(E+1) t_2>
T 2

R T
y(t) = (R+1)sent — dcos ((?4—]) t_z>

) 7T
usando as formulas sen ([x— =) = —cos o e cos [ & —

T
> ) = sen &, obtemos

2
R
x(t) = (R+71)cost — dcos( " + 1> t)

y(t) = (R+71)sent — dsen ((E + 1) t)

se, e somente se,

x(t) = (R+ 1) cost — dcos (R:—rt)
(t € R), (3.8)
y(t) = (R+71)sent — dsen (Rjrt>

que sao as equagoes paramétricas da epitrocoide descrita pela trajetoria do ponto P.
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Para nos referir as equagoes paramétricas da epitrocoide descritas por (i3.8)), utiliza-

remos a notagao
Elt; R, v, dl,

representando os trés parametros fixos R, v, d e o variavel, t.

Exemplo 3.2: A notacao E[t;9,7,5] representa a epitrocoide cuja as equacoes paramé-

tricas sao
947 1
X(t) = (947) cost — 5 cos (%t) x(t) = 16 cost — 5 cos (;%)
947 16
y(t) = (9+7)sent — 5sen (%t) y(t) = 16sent — 5sen (7’()

Observagao 3.1: O ponto P das defini¢oes [3.1] e [3.2] ¢ chamado de ponto gerador e
as circunferéncias A1 e A; sao denominadas de circunferéncia fixa e circunferéncia

rolante, respectivamente.

3.2 O periodo fundamental

Hipotrocoides e epitrocoides s6 serdao curvas fechadas se as fungoes x(t) e y(t) fo-
rem periddicas. O Teorema mostra que isso s6 ocorre quando a razao R/r entre os
raios das circunferéncias é um ntmero racional. Em seguida, o Teorema mostra como

determinar o periodo fundamental de uma hipotrocoide ou uma epitrocoide dada.

Teorema 3.1 (razao racional): Hipotrocoides e epitrocoides sio curvas periddicas se,

e somente se, a razdao R/r entre os raios das circunferéncias € um numero racional.

Demonstragao: Seja H[t; R, 1, d] a hipotrocoide descrita pelas equagoes em (3.4]). Con-
R—r

sidlere A=R—1e B = , entao as equacoes 1' ficam assim

x(t) = A cost + dcos (Bt)
(3.9)

y(t) = Asent — dsen (Bt)

Suponhamos que a trajetoria de uma hipotrocoide descrita pelas equagoes seja

periddica, entao existe T > 0, tal que
x(T+t) =x(t) e y(T+t) =y(t)

para todo t € R.
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Se B = 0, nada ha para se fazer. Suponhamos entao que B # 0. Fazendo t = 0,

obtemos que

isto é,

AcosT+ dcos(BT)=A+d e AsenT —dsen(BT) =0, (3.10)

logo,

A — BT
cosT = +d :COS( ) e AsenT = dsen(BT). (3.11)

Desta tltima equacao, segue que
A?sen’ T = d?sen?(BT),
isto é,
A?(1 —cos? T) = d*(1 — cos?(BT)) (3.12)
Escrevendo K = cos(BT) e substituindo a primeira equacao de em ,

obtemos 5
A+d—dK
A? |1 — (%) = dz(l —kz),

entao

A% — (A +d— dK)? = d* — K?d?

A? — (A? +2Ad — 2AKd + d* — 2Kd?* + K?d?) = d* — K?d?
A% — A? —2Ad + 2AKd — d? + 2Kd? — K?d? = d? — K?d?
AP — X% —2Ad +2AKd — d? + 2Kd? —K*d? = 42 — K22

—2Ad +2AKd — d* 4 2Kd?* = d?
—2Ad + 2AKd + 2Kd?* = 242

Como d > 0, dividindo-se ambos membros da ultima equagao por 2d, tem-se
—A +AK+Kd =d,

ou ainda

A-(K=1)=—d-(K-1).

Dai, temos que A = —d ou K—1 = 0. Como d e A sao positivos (R > 1), segue que
A # —d entao, obrigatoriamente, K—1 = 0. Como K = cos(BT), entao cos(BT)—1 =0,
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ou seja, cos(BT) = 1. Sendo assim,
BT = 27tm (3.13)

para algum m inteiro diferente de zero. Substituindo (3.13) na segunda equagdo em

BI0). tem-se
AsenT — dsen(2mm) =0

mas, sen(2mm) = 0, entao
AsenT =0
senT =0

isto implica que,
T=mn (3.14)

para algum n inteiro.

R—
De (3.13)), (3.14)) e como B = Tr’ temos que

R—T‘_B_BT_ZT[m
r T  m
isto é,
R—r 2m R 2m R 2m R 2m+n
=" s S 1="2 & 2 =224 —= € Q,
T n T n T n

pois, m e N, sao inteiros.

Reciprocamente, se B = 0, entao x(t) = Acost+d e y(t) = Asent, entao tomando
T = 27, tem-se
x(t+T) = x(t+2n)
= Acos(t+2n)+d
= Acost+d (pois, cos(w—+ 27m) = cosw, Vw € R)

= x(t) paratodot € R,

y(t+T) = y(t+2n)
= Asen(t+ 2n)
= Asent (pois, sen(w+ 27) =senw, Vw € R)

= y(t) paratodoteR.
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Sendo assim, a hipotrocoide é periddica. Isto encerra o caso para B = 0.

— ™ 3| A

Suponhamos agora que B # 0 e R/r seja um nimero racional, digamos que

m L : R m .
= 7 com m,n inteiros e n com o mesmo sinal de B. Se it entao
R — _
= r_m-n € Q, além disso, m —n é um inteiro positivo, pois R > r. Seja
2 _
= ﬂ(n; n)) note que T > 0, logo
x(t+T) = Acos(t+T)+ dcos(Bt+ BT)
= Alfcost-cosT—sent-senT]+ d[cos(Bt) - cos(BT) +
— sen(Bt) - sen(BT)]
— A leost-cos (ZFMTMY o gen (2R TN |
B B
2 — 2 —
+d lCOS(Bt) - COS (BW) —sen(Bt) - sen (BW)}
= Alcost-cos(2tn) —sent - sen(27n)] +
+d [cos(Bt) - cos(2mt(m — n)) — sen(Bt) - sen(27t(m —n))]
= Acost+ dcos(Bt)
= x(t)
y(t+T) = Asen(t+T)— dsen(Bt+ BT)

Alfsent-cosT +senT - cost] —d[sen(Bt) - cos(BT) +

+ sen(BT) - sen(Bt)]

A [sent - COS (M) + sen (M) - cos t] +

B B

—d [sen(Bt) - cos <BM> + sen (BM) -cos(Bt)]

B B

A [sent - cos(2mmn) + sen(27n) - cost] +

—d [sen(Bt) - cos(2mt(m —n)) + sen(27tr(m — n)) - cos(Bt)]

y(t)

Asent — dsen(Bt)
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2 _
Mostramos entao que existe T = w > 0, tal que x(t +T) = x(t) e

y(t+ T) =y(t) para todo t € R. Portanto, a trajetoria da hipotrocoide é periddica.
Para a epitrocoide E[t; R, 1, d] descrita pelas equagoes em (3.8) a demonstracao é
analoga.

Se a razao R/r entre os raios das circunferéncias for irracional, entao as funcoes x(t)
e Y(t) ndo serdo periddicas e as curvas hipotrocoide e epitrocoide nao serao fechadas e seu
grafico vai formando uma coroa circular & medida que for sendo construido. Neste traba-

lho, estamos interessados apenas em hipotrocoides e epitrocoides periddicas e fechadas.

R R
Teorema 3.2 (O periodo fundamental): Se - € Qe o= P com P,qg € Ne

mdc (p, q) = 1, entdo a hipotrocoide H[t; R, 1, d] (ou a epitrocoide E[t;R,r,d]) tém como

periodo fundamental
T =2nq. (3.15)
Em particular, se mdc(R,r) =1, entao o periodo fundamental € dado por

27r. (3.16)

Demonstragao: Seja H[t; R, r,d] a hipotrocoide descrita pelas equagoes em ({3.4]). Sa-

bemos que as fungoes cost e sent sao periddicas de periodo T; = 27 e, também, sdo
R—r R—r 27

periddicas as fungoes cos ( t) e sen (—t) de periodo T, = TR\ No en-
‘I‘ J—

tanto, as fungbes componentes x(t) e y(t) serdo periovdicas se existirem inteiros positivos

m e M tais que
T]T]l = TzTL. (317)

Agora, precisamos encontrar o menor valor de Tym = 27tm que satisfaca (3.17)), ou seja,

o periodo fundamental da hipotrocoide H][t; R, r,d] é o nimero T, tal que

T = min {27tm}. (3.18)

27 R R
De (3.17), temos que 2mm = w——n, isto implica que — = m+n' Como — = P
R 1 T m T q
-

Y
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n) ou seja, pm = q(m + n). Por hipotese, mde(p, q) = 1, entao

segue que P_
q
m=(q e m+n =p.

De (3.18) e m = q, obtemos que o periodo fundamental é T = 27q.
Em particular, se mde(R,r) =1 de (3.17)), obtemos

m=r e m+n =R.

De (3.18) e m = r, obtemos que o periodo fundamental é T = 27r.
Para a epitrocoide E[t; R, 7, d] a demonstracao é anéloga.
|

Senso assim, ([3.15]) é o periodo fundamental para a hipotrocoide H[t; R, r, d] e, tam-
bém, para a epitrocoide E[t; R, 1, d], onde g é o denominador da fragao irredutivel a partir
da razao —. Além disso, g tem um outro significado importante. O niimero q expressa
exatamenge a quantidade de voltas que a circunferéncia rolante faz na circunferéncia fixa

para que o ponto gerador P volte a sua posicao inicial.

2 3
Exemplo 3.3: Se tomarmos a hipotrocoide H[t; 9, 6,5], temos que =7 entao por

(3.15) o periodo fundamental é 27 - 2 = 4, isto ¢, t precisa percorrer todo o intervalo
fechado [0, 47t para que a curva feche. E como q = 2, entao geometricamente, isso quer

dizer que a circunferéncia rolante precisa dar 2 voltas completas na circunferéncia fixa

para fechar a curva.

3.3 Graficos de hipotrocoides e epitrocoides

Na Definigao de hipotrocoide e na Defini¢ao de epitrocoide, esta implicito
que d < 1, pois P esta fixado no interior de A;. Embora esta restricao esteja fisicamente
de acordo para que o espirdgrafo seja possivel, matematicamente e computacionalmente
ela nao é necessaria, o ponto P pode estar no interior, no extertor ou pertencer a Ay, isto
¢,

e se d < r o ponto P esta fixado no interior de A, como ja explicamos;
e se d > 1 o ponto P esté fixado no exterior de A, e

e se d =1 o ponto P pertence a circunferéncia A;.

Atribuindo valores para os parametros R, r e d vejamos como ficam os gréaficos das
hipotrocoides (Figura |3.7)) e epitrocoides (Figura |3.8]).
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(a) H[t;6,4,4] com 0 < t < 4. (b) HIt;9,6,9/2] com 0 < t < 47
(¢) H[t;10,5/2,5/2] com 0 < t < 27t. (d) [t; 8,5,3] com 0 < t < 107,
(e) HIt;14,8,7/2] com 0 < t < 8m. (f) H[t;8,3,2] com 0 < t < 67

(g) HIt;21/5,3,2] com 0 < t < 107 (h) H[t;30,19,8] com 0 < t < 38m.

(D

(i) H[t;43/2,10,10] com 0 < t < 407, () H[t;10,5,3/2] com 0 < t < 2.

Figura 3.7: Hipotrocoides diversas
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Elt;4,2,6] com 0 < t < 2m.

)

(b

(a) €[t;3,3,3] com 0 <t < 2m.

d) &[t; 11/2,4,4] com 0 < t < 16m.

(

(c) E[t;6,4,10] com 0 < t < 47

l\\‘
\\iNRusssgdghty
NMtrenentel

/ﬂﬁﬂ;’t‘iﬁ“‘“‘"ﬂ‘“’“‘”‘bﬁ
NS

X

N

() €[t;53/10,5/2,4] com 0 < t < 50m.

com 0 <t <4m.

3]

27/2,3,

(t;

e

)

(e

g
(@l
V/
+—
v/
o

g

Q

)
=
o
S~
To)
=
i
wW
)

(j) €[t;1,4/5,13/5] com 0 < t < 8m.

(i) €1t;9,7/2,3/2] com 0 < t < 147

Figura 3.8: Epitrocoides diversas
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Um detalhe que podemos perceber facilmente é que dada uma hipotrocoide (ou

epitrocoide) o seu grafico obedece a um fator de escala, ou seja, se multiplicarmos os seus

parametros fixos pelo mesmo nimero real positivo, entao o grafico aumenta ou diminui

conforme este ntimero, veja a proposicao a seguir.

Proposicao 3.1: Seja H[t; R, 1, d] a hipotrocoide (ou epitrocoide) descrita pelas equagies

em . Seja o« um nidmero real positivo, entao

HIt; aR, ory d] = o - H[t; R, 7, dJ.

Demonstracao: Se o é um numero real positivo, entao as equacoes paramétricas da

hipotrocoide H[t; aR, ar, xd] sao

x1(t) =

yi(t) =

R —
(xR — ar) cost + ad cos (%t)

(R —71)cost+ adcos <ﬁ‘_ (R_r)t)
o4 T
& [(R—r)cost+ dcos (?t)]

ax(t)

R _
(xR — axr) sent — oxd sen (_oc Oﬂt)
or

(R —71)sent — ad sen (E . (R_T)t)
x T

& [(R—7)sent — dsen (R_rtﬂ

oy (t)

Portanto, as equagoes X1 (t) e y;(t) obtidas s@o as equagoes paramétricas da hipotrocoide
o - H[t; R, 7, d], mostrando assim que H[t; xR, ar, xd] = o - H[t; R, 7, d].

A demonstragao é analoga para as equagdes paramétricas da epitrocoide.

Exemplo 3.4: Considere a epitrocoide E[t;8,6,10]. Pela Proposicao [3.1] tem-se

€lt;8,6,100 = &[t:2-4,2-3,2-5 = 2. &[t; 4,3, 5],

ou seja, a epitrocoide E[t; 8,6, 10] tem o mesmo traco da epitrocoide E[t;4,3,5], porém

com o dobro do tamanho, veja a Figura [3.9]
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T
20 -
10 -
O |
_10 |
_20 |
| | | | | | | | |
—10 -5 0 5 10 —20 —10 0 10 20
(a) E[t;4,3,5] com 0 < t < 6. (b) E[t;8,6,10] com 0 < t < 67

Figura 3.9: Epitrocoides de mesmo trago, porém de tamanhos diferentes

Um grande atrativo do espirografo é poder sobrepor diferentes curvas formando no-
vos desenhos mais complexos e muito interessantes, podemos fazer algo similar utilizando

as equagoes paramétricas da hipotrocoide e epitrocoide, veja a Figura

B 5[t;3.2,1.5,1.3]
(b) M %[t;3.2,1.3,1.5]
W %[t;3.2,1.3,1.3]
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Figura 3.10: Curvas diversas sobrepostas
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Nas subsegoes a seguir, nosso objetivo sera classificar as hipotrocoides e epitrocoides
impondo condigoes sobre R, v e d. Ao fazermos isto ficara claro que dependo dos valores
que os parametros fixos assumem, o grafico gerado corresponde a algumas curvas cléassi-
cas, tais como: circunferéncia, elipse, cardioide, deltoide, nefroide, astroide, limagons e
T0S4.Ceas.

Para tanto, precisaremos recorrer as equacoes dessas curvas classicas, ora utilizando
equacgoes cartesianas ora utilizando equagoes polares, pois algumas sao mais conhecidas
pelas suas equacoes cartesianas, enquanto outras sao mais conhecidas por suas equacoes

polares. Além disso, discutiremos algumas propriedades das hipotrocoides e epitrocoides.

3.3.1 Circunferéncia

Defini¢ao 3.3 (Circunferéncia): A curva, em coordenadas cartesianas, x> +y* = a®

¢ uma circunferéncia de centro O = (0,0) e raio a.

y
(0,a)

(—a,0) (a,0) X
(07 —CL)

Figura 3.11: A circunferéncia

Proposigao 3.2: Sejam R e r (R > 1) o0s raios das circunferéncias Ay (fiza) e A,
(rolante), respectivamente. Se R #1 e d =0, entdo a hipotrocoide H [t, R, 1, d] descrita

pelas equagoes em ¢ uma circunferéncia de centro O = (0,0) e raio R—r.

Demonstragao: Seja H [t, R, 1, d] a hipotrocoide descrita pelas equagoes em ((3.4]). Se

d = 0, entao as equacgoes ficam assim

{x = (R—r)cost (3.19)

y = (R—r7)sent.
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Por hipotese R # r, entdo R — 1 # 0, sendo assim de (3.19)), tem-se

2 2

X X

X = cost ( ) = cos’t — = = cos’t
R—r

2
= sent Y _ 2 Y — 24
R—r (R—r) = sen“t R—1)2 sen

Somando membro a membro as ultimas equacoes obtidas, tem-se

X2 y? R R X2 y?
= :1
R—71)2 + R—71)2 sen“t+cos“t < R—1)?2 + R—7)2 y

pois sen® t + cos? t = 1 para todo t real. Por fim, multiplicando ambos os membros por
(R —1)?, obtemos

x? +yz = (R—1)2.

Isto mostra que a hipotrocoide obtida é uma circunferéncia de centro O = (0,0) e raio
R—r.
[ |

Exemplo 3.5: Pela Proposigao temos que a hipotrocoide H[t; 3,1, 0] é uma circun-
feréncia centrada em O = (0,0) e raio 2. A Figura mostra o ponto P descrevendo

a circunferéncia.

v><

Figura 3.12: Tracado da hipotrocoide Hl[t; 3, 1, 0]
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Proposigao 3.3: Sejam R e v (R > 1) 0s raios das circunferéncias fixa e rolante, res-
pectivamente. Se d = 0, entao a epitrocoide & [t,R, v, d] descrita pelas equacoes em (@

¢ uma circunferéncia de centro O = (0,0) e raio R+ .

A demonstracao da Proposigao |3.3|é analoga a Proposicao basta substituir R—r
por R+ 1.

Exemplo 3.6: Pela Proposigao a epitrocoide &£[t;2,1,0] é uma circunferéncia cen-
trada em O = (0,0) e raio 3. A Figura mostra o ponto P descrevendo a circunfe-

réncia.

Ay

A2

A1

v><

Figura 3.13: Tracado da epitrocoide &[t;2,1,0].

3.3.2 Elipse

Defini¢ao 3.4 (Elipse): Sejam a,b € R com a > b. A curva, em coordenadas carte-

stanas,

2 2
L -
a b2

¢ uma elipse de centro O = (0,0), eizo maior igual 2a e eixo menor igual 2b.
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(—a,0) (a,0) X

(07 _b)

Figura 3.14: A elipse

Proposigao 3.4: Sejam R er (R > 1) o0s raios das circunferéncias fixa e rolante, res-
pectivamente. Se R=2r, r#d e d > 0, entdo a hipotrocoide H[t; R, r,d] descrita pelas
equagoes em é uma elipse centrada na origem, eizo maior igual a 2(r + d) e eixo

menor igual a 2|r — d.

Demonstragao: Seja H [t, R, 1, d] a hipotrocoide descrita pelas equagoes em ((3.4]). Se

R = 2r, entao as equagOes paramétricas ficam assim

X = rcost+dcost x = (r4+d)cost
<~
y = rsent—dsent y = (r—d)sent.

Como 1 # d por hipotese, entdao r — d # 0, logo podemos escrever as tltimas equagoes

obtidas, assim

2 2
X X 2 X 2
— = S t _— — 't
——1 cost <r+d> Cos rt )2 COs
y 2 2
= sent Y _ 2 Y _ 24
r—d <r—d> = sen“t r—a)? sen” t.

Somando membro a membro as ultimas equagoes obtidas, tem-se

x2 Yy

Frd)? (a2

2

= sen’ t + cos? t,
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como sen”t + cos® t = 1 para todo t real, entao

2 2
X v,

Grrdl  (r—d2

Isto mostra que a hipotrocoide obtida ¢ uma elipse de centro O = (0, 0), eixo maior igual
a 2(r+ d) e eixo menor igual a 2|r — d|.
[ |

Exemplo 3.7: Pela Proposigao temos que a hipotrocoide H[t; 4,2, 1] é uma elipse
de centro O = (0,0), eixo maior igual a 2(2+ 1) = 6 e eixo menor igual 2|12 — 1| = 2,

veja a Figura |3.15]

v><

Figura 3.15: Tracado da hipotrocoide H[t; 4,2, 1]

3.3.3 Hipocicloides e epicicloides

Defini¢ao 3.5 (Hipocicloides e epicicloides): Uma hipocicloide é uma hipotrocoide
quando o ponto gerador P pertence a circunferéncia rolante, ou seja, quando d = .

Utilizaremos a notacao H[t; R, r] para representar uma hipocicloide, cujas as equagoes
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paramétricas sao:

R —
x(t) = (R—r71)cost + rcos (Trt)
,teR. (3.20)

y(t) = (R — 1) sent — rsen <R;rt)

Analogamente, uma epicicloide é uma epitrocoide quando o ponto gerador P pertence a
circunferéncia rolante, ou seja, quando d = v. Utilizaremos a notacao E[t; R, 7] para

representar uma epicicloide, cujas as equacoes paramétricas sao:

R
x(t) = (R+71) Cost—rcos( :—Tt)

,teR. (3.21)

R
y(t) =(R+r) sent—rsen( _:rt)

As Figuras [3.74], [3.7d e [3.7] sdo exemplos de hipocicloides, ja as Figuras [3.84] [3.8d]

e 13.8¢| sao exemplos de epicicloides. Observe que essas figuras tem em comum uma apa-

réncia “pontiaguda’; essas “pontas”’ sao chamadas de ctispides e elas ocorrem toda vez
que o ponto gerador P toca na circunferéncia fixa. O teorema, a seguir, nos permitira

determinar a quantidade de ciispides em uma hipocicloide ou em uma epicicloide.

Teorema 3.3 (Numero de cuspides): Seja H[t; R, ] a hipocicloide descrita pelas
equacoes e que € tracada por um ponto firo P pertencente a circunferéncia A,
rolando internamente na circunferéncia fixa Aq.

Se % _P e o mde(p,q) = 1, entdo a hipocicloide (ou epicicloide) intersecta a
circunferéncia fixva Ay exatamente p vezes. Essas intersegoes sao chamadas de cuspides

da hipocicloide.

Demonstracgao: Para determinar o conjunto das coordenadas de P que seja a intersecao
da hipocicloide H[t; R, r] com a circunferéncia fixa A;, temos que resolver o seguinte

sistema:

;

R —
X = (R—r)cost+rcos( " Tt)

R—
y=(R—r)sent—rsen ( " rt) (3.22)

2, .2 _p2
| X" +y" =R
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Substituindo as duas primeiras equagoes na terceira obtemos

R—r \1° R—r\1° 5
(R—7)cost+ rcos " t + |(R—71)sent — rsen t =R

R—r R—
(R—r)zcoszt+2-(R—r)cost-rcos( " )+T‘ cosz< >

)=

R — R —
(R—1)%(sen’® t + cos®t) + 2r(R— 1) |:COSt - COS <Trt> —sent - sen < " Tt>} +

+12 {sen2 (?t) + cos? (?t)} — R?,

como sen’(w) 4 cos?(w) = 1 para todo w € R, entéo

R—r R —
—l—(R—T)zsenZt—Z-(R—r)sent-rsen( " )-l—r sen2<

R — R—
(R—r)2+2r(R—r) [costcos (%t) —sent'sen( " T.t>] + 12 =R?

R — R—
(R—7)*+2r(R—7) {COS’E - COS < rt) —sent - sen < rt)} =R>—1?2

T T

(R—1)>+2r(R—1) {cost-cos (?t) —sent - sen <R;Tt>} =(R—71)-(R+1)

Como R — 1 > 0, entao dividindo a ultima equacao por R — r, tem-se

R — R —
R—r1+2r [costw:os <Trt> —sent - sen (Trt)] =R+r
R—r R—r
2r |cost-cos| ——t ] —sent - sen t)| =2r
T T
R—r R—r
cost - cos Tt —sent - sen . t) =

Usando a féormula do cosseno da soma, temos que

R—r
cos<t+ t)z]
T

R—r
—I——t—ZTm
T

Sendo assim,

para todo n € Z.
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Da ultima equagao, temos ainda,

t(1+$) — 27

t<1+§—1>:27'm

R
t— =2mn
T
T
t=—=-2mn.
R m
R
Por hipotese = %, logo
t= 4 - 2mm.

Agora, substituindo o valor t nas duas primeiras equagoes do sistema (3.22) e, como

R
o= E’ com o mdc(p,q) = 1, obtemos

x = (R—r1)cos (3-27171
P
q

) v

— (R—1)cos (5 : 27m) +7cos (]Lq : 27'm)
) v
) v

= (R—7)cos (ﬂ - 2mm
P

= (R—r)cos (ﬂ 27 | + rcos (—1 + ﬂ) -27m>
p p
= (R—r)cos (g 27TTL) + 1 cos (g <21 — 27TTL)

= Rcos (ﬂ -27TTL) — T CoS (ﬂ -27TTL) + 1 cos (ﬂ -27TTL)
P P 1%

= Rcos (ﬂ -27‘[11)
P

Analogamente, podemos mostrar que y = Rsen (ﬂ . Zﬁn).
P
Portanto, os pontos de intersecao sao da forma

P— (R cos (% -27'm) ,Rsen (% - zm)) (3.23)

para todo n € Z, e ficam distribuidos em p espacos uniformes em torno da circunferéncia
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fixa Ay, mostrando assim, que a hipocicloide possui p cuspides.
|

Exemplo 3.8: Considere a hipocicloide H[t; 6, 5], entao pelo Teorema o numero de
ctspides ¢ igual a 6, e por (3.23)) suas coordenadas sao da forma

) 5 571 571
P = (6COS <E -27Tn> , 6sen (E -27m>) = (6COS (? -n) , 6sen (? n)) ,

para todo n € Z. A Figura mostra a hipocicloide H][t; 6,5] formando os pontos de
ctspides (pontos em azul), enquanto esta sendo tragada pelo ponto fixo P pertencente a

circunferéncia rolante A, que gira interiormente na circunferéncia fixa A;.

Py = (—3,3V3)

Figura 3.16: Cuspides da hipocicloide H[t; 6, 5]

Hipocicloides degeneradas

R 2
Nao existem hipocicloides de 1 ou 2 cuspides. Se R = 2r, significando que — = 7

Y

entdo R —r = 1. Sendo assim, por (3.20) as equagdes paramétricas da hipocicloide sao
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-
x(t) = ‘rcost—l—‘rcos(—t) = rcost+rcost = 2rcost
T

T
yt) = rsent—rsen(—t) = rsent—rsent = 0.
T

Isto significa que o ponto P traca ao longo do eixo x um segmento de reta de extremi-
dades (—2r,0) = (—R,0) e (2r,0) = (R,0), pois o valor minimo de cost é —1 e o valor

méaximo é 1, para todo t € R.

Exemplo 3.9: Considere a hipocicloide H[t;4,2], como 4 = R = 2r = 2 - 2, entdo
pelo que acabamos de descrever o seu traco é um segmento de reta sobre o eixo x de
extremidades (—4,0) e (4,0), veja a Figura que ilustra essa situacao.

Ay

Figura 3.17: Tracado da hipocicloide H[t;4, 2]

R
Por outro lado, se R = r significando que — =1, entao R —r = 0. Sendo assim, por
T

(3.20) as equagoes paramétricas da hipocicloide sao

x(t) = Ocost+ rcos (%c) = rcos0 = r
0
y(t) = Osent—rsen (;t) = —rsen0 = 0.

Isto significa que o trago da hipocicloide é um ponto de coordenadas P = (r,0).
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Exemplo 3.10: Considere a hipocicloide H[t;1,1], como R = r = 1, entdo o seu trago

é um ponto cuja coordenada é P(1,0).

Estes dois ultimos casos de hipocicloides que acabamos de ver sao chamadas de

hipocicloides degeneradas.

3.3.4 Deltoide
Definicao 3.6: A curva, em coordenadas cartesianas,
(x? +y?)? +18a2(x? +y?) — 27a* = 8a(x* — 3xy?)

com a > 0 € uma deltoide.

Figura 3.18: A deltoide

Proposicao 3.5: Sejam R e (R > 1) o0s raios das circunferéncias fixa e rolante, respec-
tivamente. Se R = 3r, entao a hipocicloide H[t; R, 1] descrita pelas equagoes em é

uma deltoide.

Demonstragao: Seja H[t; R, r] a hipocicloide descrita pelas equagoes (3.20). Se R = 3r,

entao as equacoes paramétricas ficam assim:

(3.24)

X = 2rcost+ rcos(2t)
y = 2rsent— rsen(2t).
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Elevando ao quadrado ambos os membros de cada funcao componente e somando-as

membro a membro, temos
x?4+y? = (2rcost+ reos(2t))” + (2rsent — rsen(2t))?

— 472 cos® t + 412 costcos(2t) + 12 cos?(2t) + 412 sen? t — 412 sen t sen(2t)+
+12 sen?(2t)

= 4r?(sen’ t 4 cos® t) 4+ v (sen?(2t) + cos®(2t)) + 412 (cos t cos(2t)+
—sen tsen(2t))

= 42 412 + 472 cos(3t)
= 512 4+ 4r% cos(3t),
dai, segue que
x? +y% — 512 = 412 cos(3t). (3.25)
Agora usando o cosseno da soma e do arco duplo, temos

cos(3t) = cos(t+ 2t)
= costcos(2t) —sentsen(2t)
— cost(2cos®’t—1)—sent(2sentcost)
= 2cos®t—cost—2sentcost
= 2cos®t —cost—2cost(1 —cos?t)
= 2cos®t—cost—2cost+2cos’t

= 4cos®t —3cost,
ou seja,

cos(3t) =4cos®>t —3cost para todo t € R. (3.26)

Substituindo (3.26]) em (3.25), tem-se

x? +y? — 512 = 412 (4 cos>t—3 cost)
se, € somente se,

x? 4+ y? — 512 = 161% cos® t — 12r% cos t. (3.27)
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Agora de x = 2rcost + 1 cos(2t), temos que

x = 2rcost+r(2cos’t—1)

= r1(2cos’t+2cost—1)

X
X 2
- = 2cos“t+2cost—1
X 2
;+1 = 2cos“t+2cost
D ottt cost
>3 = oS cos
D ot cost
> T3t3 = oS cos 7
x 3 t+1 2
2 4 =\t

x+3_ t—|—]2
Vor T2 ~ costT s

3 1
+ _+4_1 = Cost+§,

ou seja,

/x 3 1
cost =+ Z‘f—z—z (328)

Vamos agora substituir (3.28]) em (3.27)), no entanto faremos a conta utilizando a raiz

positiva, para a raiz negativa é analogo, logo

3
S N YA AL R - S
x“+y" -5 = 16r< 2r+4 2) 12r< 2r+4 >

3 2
2 252 = 12 |4/ X432 x .3 (]
X“+y =5 = ler ( 2r+4) +3< 2r+4> ( 2>-|—

61



X2 +y?—5m° —6r* = Tlér?

3 x 3 x 3
242112 = 16 (=42 )y D e (42
X" +y T T 2r+4 2r+4 T 2r+4 +
2 2 2 2 2 (X é x §_ o 2
x“4+y =114+ 2r° = 1lér <Zr+4)“2r+4 12rx — 18r

X2y =2 4 12rx + 18r* = (8rx + 121°)

X2+ 12rx+y? + 9% = (8rx +121%)

[ x N 3
2r 4
[ x n 3
2r 4
elevando ao quadrado ambos os membros da tltima equagao obtida, segue que

2
(x* +12rx +y* + 9r2)2 = <(8rx+ 121%) % + 2)

81r% + 21613 + 162r*x% + 18r2y? + 24rx® + 24rxy? +x* + 2x%y?
3
+y* = (8rx + 121%)? (% + Z)
x4+ 2x2y? 4+ y* F18r2y? 4 1812x? 4 144r2x? + 817 + 21613x + 2413+
+24rxy? = (144r% + 192r3x 4 641r2x?) <% + 2)

(x? +Y2)? + 1812 (x% +y?) + 811 4+ 144v2x? + 21673x + 24rx> + 24rxy? = +
+7213% + 1081* + 9612%x% + 14473 + 32rx> + 481%x?

(x* +y?)* + 1817 (x* +y?) + 81r* — 108r* = —144r?x? + 144r?x*+
—21613% + 2167m3x — 241X + 32rx> — 24rxy?

(x* +y?)? +18r%(x? +y?) — 27r* = 8rx® — 24rxy?

(x* +y?)? + 1877 (x* +y?) — 271" = 8r(x® — 3xy?)
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Fazendo r = a, segue que
(x* +y%)? +18a?(x? +y?) — 27a* = 8a(x® — 3xy?).

Isto mostra que a equagao cartesiana da hipocicloide obtida ¢ uma deltoide.
[ |

Exemplo 3.11: Pela Proposicao|3.5|a hipocicloide H[t; 3, 1] € uma deltoide e o Teorema
R 3
garante que qualquer deltoide tera 3 cuspides, pois o= T 3. Por (3.23)) os

.
3 33

22

pontos de cuspides da hipocicloide H[t;3,1] serao Py = (3,0), P, = (

po_[.3 33
ST\ T2 2

), veja a Figura |3.19|

Figura 3.19: Tragado da hipocicloide H][t; 3, 1].
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3.3.5 Astroide

Defini¢ao 3.7 (Astroide): A curva, em coordenadas cartesianas, x*/> +y*/3 = a*/3

com a > 0 € uma astroide.

(0, a)

(07 —CL)

Figura 3.20: A astroide

Proposigao 3.6: Sejam R e r (R > 1) 0s raios das circunferéncias fixa e rolante, respec-
tivamente. Se R = 4r, entao a hipocicloide H[t; R, 1] descrita pelas equacoes em é

uma astroide.

Demonstragao: Seja H[t; R, r] a hipocicloide descrita pelas equagoes (3.20). Se R = 4r,

entao as equacoes paramétricas ficam assim:

{ x = 3rcost+ rcos(3t) (3.29)

y = 3rsent—rsen(3t).

De (3.26]), sabemos que

cos(3t) =4 cos®t — 3 cost para todo t € R.
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Agora, utilizando as féormulas da trigonometria seno da soma e seno do arco duplo,

tem-se

sen(3t) = sen(t+ 2t)
= sentcos(2t) + sen(2t) cost
= sent(1—2sen®t) + (2sentcost)cost
= sent—2sen®t+ 2sentcos’t
= sent—2sen’t+ 2sent(1 —sen?t)
= sent—2sen®t+2sent —2sen’t
= 3sent—4sen’t,

ou seja,
sen(3t) = 3sent —4sen’t para todo t € R. (3.30)

Substituindo os valores de cos(3t) e sen(3t) em [3.29| temos que

_ 3

X = 3rcost—i—r(4cos3t—3cost) x = 4drcos>t e cos” t
3 3 — y

y = 3rsent—r(3sent—4sen’t) y = 4drsen’t 2 - son’ t
T

Elevando ambos os membros a 2/3 e somando as tultimas equagoes obtidas membro a

membro, temos

<l>2/3 + (1)2/3 = (sem3 t)2/3 + (cos3 t)z/3

4r 4r
x2/3 y2/3 R R
(4r)273 + (4r)2/3 =sen“t+cos“t
x2/3 yz/s i

(@25 ans

\2/3 +y2/3 _ (41,)2/3’

como R = 4r, segue que

x*/3 4 y?/3 =R¥5, (3.31)

Mostrando assim que a equagao cartesiana da hipocicloide obtida é uma astroide.
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R 4r
Pelo Teoremasabemos que a astroide tera 4 pontos de ctuspides, pois — = — =4
T T
e fazendo uma comparacao com a definicao dada de astroide com a equagao obtida em

(3.31)), entdo os pontos de cuspides serao (R,0), (—R,0), (0,R) e (0,—R).

Exemplo 3.12: Pela Proposicao a hipocicloide H][t;4,1] é uma astroide, cujo os
pontos de cuspides sao P; = (4,0), P, = (0,4), P3 = (—4,0) e P, = (0,—4), veja a
Figura [3.21]

Py = (0,-4)

Figura 3.21: Tracado da hipocicloide H[t;4, 1]

Apesar de nao existirem hipocicloides de 1 ou 2 cuspides, existem epicicloides de 1
ou 2 cuspides vejamos-as a seguir.
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3.3.6 Cardioide

Defini¢ao 3.8 (Cardioide): A curva, em coordenadas polares, p = a(1 — cos0) com
a>0e0€l0,2n], chama-se cardioide.

Figura 3.22: A cardioide

Proposicao 3.7: Sejam R e r os raios das circunferéncias fiza e rolante, respectivamente.
Se R =, entao a epicicloide E[t; R, 1] descrita pelas equagoes em ¢ uma cardioide.

Demonstracao: Seja E[t; R, 7] a epicicloide descrita pelas equagoes (3.21). Se R =,

entao as equagoes paramétricas ficam assim:

{ x = 2rcost—rcos(2t) (3.32)

y = 2rsent— rsen(2t)

Antes de prosseguirmos, observe que na definicao de cardioide o ponto de cuspide é
O = (0,0). Por outro lado, considerando a epicicloide E[t;R,r] com R = r o seu ponto

de cispide segundo (3.23)) é dado por
P = (rcos(2mn), rsen(27n)) = (r,0)

para todo n € Z, sendo assim, para mostrarmos que a equacao da epicicloide E[t; R, 1]
com R = ¢ igual a equagao polar da cardioide dada na defini¢ao, precisaremos efetuar
uma translacao horizontal do grafico da epicicloide para que seu ponto de cuspide seja

O = (0,0), para fazermos isso basta subtrair r no segundo membro da fungao componente

x em ([3.32), isto é,
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x = 2rcost—rcos(2t) —r
y = 2rsent—rsen(2t) '

Agora, utilizando as féormulas trigonométricas do arco duplo, segue que

{x = 2rcost—r(2cos’t—1)—r {x = 2r(1 —cost)cost
S

y = 2rsent—r(2sentcost) y = 2r(1 —cost)sent .

Usando a equacao de transformacio p? = x* +y?, temos

p? = (2r(1 — cost) cos t)* + (2r(1 — cos t) sen t)*
p? = (2r(1 — cost))? - (sen2 t + cos? t)
p? = (2r(1 — cost) cos t)?
p=2r(1 —cost).

Por fim, fazendo a = 2r e t = 0, seque que p = a(1 — cos0), mostrando assim, que a

equacao polar da epicicloide obtida é uma cardioide.
|

Exemplo 3.13: Pela Proposicao a epicicloide E[t; 1, 1] é uma cardioide com cuspide
em P; = (1,0), veja a Figura m

A

-3

Figura 3.23: Tracado da epicicloide E[t; 1, 1]
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3.3.7 Nefroide

Definigao 3.9 (Nefroide): A curva, em coordenadas cartesianas,
(x* + y* —4a?)’ = 108a*y?

com a € R ¢ uma nefroide.

Ay
(0,4a)
(—2a,0) (2a,0) X
(0, —4a)

Figura 3.24: A nefroide

Proposigao 3.8: Sejam R e r os raios das circunferéncias fiza e rolante, respectivamente.
Se R = 2r, entao a epicicloide E[t; R, r] descrita pelas equagdes paramétricas € uma

nefroude.

Demonstragao: Seja £[t; R, 1] a epicicloide descrita pelas equagoes paramétricas (3.21)).

Se R = 2r, entao as equagoes paramétricas ficam assim:

x = 3rcost — rcos(3t)
y = 3rsent — rsen(3t)

da subsecdo anterior, sabemos que cos(3t) = 4 cos® t—3 cost e sen(3t) = 3sent—4sen> t,
logo
x = 3rcost — (4 cos® t —3cost) x = 6rcost —4rcos® t
{ y =3rsent —r(3sent —4sen’t) = { y =4rsen’t

Elevando ao quadrado ambos os membros de cada fun¢ao componente e somando-as
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membro a membro, temos

x> +y? = (6rcost—4rcos’ t)2 + (4rsen’ t)2
= 36r%cos’t—48r% cos? t + 1612 cos® t + 1612 sen® t

= 361%cos® t —48r% cos* t + 1612 (sen® t + cos® t),
isto é,
x? +y? = 3617 cos? t — 481% cos® t + 1677 (sen® t + cos® t). (3.33)
Mostremos agora que
sen®t 4 cos®t =1 — 3sen” tcos? t. (3.34)

De fato, usando a relagao fundamental da trigonometria e a férmula do cubo da soma

de dois termos, tem-se

(sen2 t + cos? t)3 =13

(sen2 t)3 +3 (s.en2 t) % cos? t +3sen’t ((:os2 t)z + (Cos2 t) 1
sen®t 4+ 3sen” tcos? t + 3sen? tcos? t 4 cos® t = 1

sen®t 4 cos®t + 3sen? tcos? t (sen2 t + cos? t) =1

sen®t + cos®t 4+ 3sen® tcos’ t = 1

sen®t + cos®t = 1 — 3sen? t cos? t.

sen’t+cos’t =1

SO R

Isto prova a identidade. Assim, substituindo (3.34) em (3.33)), segue que

x? + yz — 3612 cos® t — 481% cos* t + 1612 (1 — 3sen? t cos? t)
x? + yz = 3612 cos® t — 4812 cos* t + 1617 — 4812 sen? tcos® t
x* +y* — 167 = 361° cos® t — 4817 cos” t (sen’ t + cos” t)
x> + yz —161% = 3612 cos? t — 4817 cos? t
x* +y? —161° = 1212 cos* t
x* +y? — 161" = —12r* (1 —sen’ t)

x? +y?—16r = —12r% + 12r%sen’ t
x? +y? — 1612 +12r% = 12r?sen’ t

X +y? —4r? = 12r? sen’ t,
elevando ambos os membros ao cubo, tem-se

(XZ +y? —41‘2)3 = (121‘2 sen’ t)3
(x* +y? —4r?)* = 17281 sen t,
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como y = 4rsen’ t, entdo y? = 161% sen® t, daf segue que

(x* +y2 —4r2)° = 108" (1617 sen® t)

(x2 +y2 —4r?)° = 108r*y? (3.35)

Portanto, isto mostra que a epicicloide E[t; R, r] com R = 2r é uma nefroide.
|

2r
Pelo Teorema a nefroide terd 2 pontos de cuspides, pois — = — = 2 e fazendo

T
uma comparagao com a definigao dada de nefroide com a equagao obtida em ({3.35]), entao
os pontos de cuspides serao (—2r,0) = (—R,0) e (2r,0) = (R, 0) e os pontos aonde a curva
intercepta o eixo das ordenadas sao (0,—4r) = (0,—2R) e (0,4r) = (0,2R).

Exemplo 3.14: Pela Proposicao a epitrocoide E[t; 2, 1] é uma nefroide cujos pontos
de cuspides sao P; = (—2,0) e P, = (2,0) e os pontos aonde a nefroide intercepta o eixo

das ordenadas sao A = (0,4) e B = (0,—4), veja a Figura m

Ay
1A=(0,4)

B = (0,—4)

Figura 3.25: Tracado da epicicloide E[t; 2, 1]
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3.3.8 Hipocicloides encurtadas e alongadas

A hipocicloide descrita pelas equagbes paramétricas estao representadas em
sua forma ordinaria, ou seja, ¢ uma hipotrocoide cuja a trajetéria do ponto gerador P
pertence a circunferéncia rolante significando que d =r.

No entanto, quando o ponto P, esta localizado no interior da circunferéncia rolante,
significando que d < r, a hipotrocoide obtida denomina-se de hipocicloide encurtada.
Por outro lado, quando o ponto P, é externo em relagao a circunferéncia rolante, signifi-

cando que d > r, a hipotrocoide obtida é denominada de hipocicloide alongada.

Exemplo 3.15: Considerando a hipocicloide XH[t;5,1], entdao a hipotrocoide
HIt;5,1,0.5] é uma hipocicloide encurtada e a hipotrocoide H[t;5,1,1.5] é uma hi-

pocicloide alongada, veja a Figura [3.26]

(a) H[t;5,1] com 0 < t < 27 (b) HIt;5,1,0.5] com 0 < t < 27t

(¢) HIt;5,1,1.5] com 0 < t < 27t

Figura 3.26: A hipocicloide H[t;5, 1] em sua forma ordinaria, encurtada e alongada.
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3.3.9 Epicicloides encurtadas e alongadas

A epicicloide descrita pelas equagoes paramétricas estao representadas em
sua forma ordinaria, ou seja, ¢ uma epitrocoide cuja a trajetéria do ponto gerador P
pertence a circunferéncia rolante significando que d =r.

No entanto, quando o ponto P, esta localizado no interior da circunferéncia rolante,
significando que d < 1, a epitrocoide obtida denomina-se de epicicloide encurtada. Por
outro lado, quando o ponto P, é externo em relagao a circunferéncia rolante, significando

que d > 1, a epitrocoide obtida é denominada de epicicloide alongada.

Exemplo 3.16: Considerando a epicicloide E[t; 6, 1], entao a epitrocoide H[t;6,1,0.5] é
uma epicicloide encurtada e a epitrocoide E[t;6,1,1.5] é uma epicicloide alongada, veja
a Figura [3.27]

(a) E[t;6,1] com 0 < t < 27 (b) £[t;6,1,0.5] com 0 < t < 27

(c) E[t;6,1,1.5] com 0 < t < 27

Figura 3.27: A Epicicloide E[t; 6, 1] em sua forma ordinéria, encurtada e alongada.
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3.3.10 Limacons

Defini¢ao 3.10 (Limacgons): A curva, em coordenadas polares, p = b — acos® com
a >0 eb >0 chama-se limagon (palavra francesa que significa caracol). Existem trés

tipos de limagons dependendo dos valores que a e b assumem conforme a Figura|[3.28

(a) Se a > b a limagon possui um lago. (b) Se a =b temos a cardioide.

(c) Se a < b a limagon nao possui lago.

Figura 3.28: As limagons

Observe que a cardioide é um caso particular de limacon.

Proposicao 3.9: Sejam R e 1 os raios das circunferéncias fixa e rolante, respectivamente.
SeR=red >0, entao a epitrocoide E[t;R,r,d] descrita pelas equagoes @ € uma

limacon.
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Demonstragao: Seja £[t; R, 1, d] a epitrocoide descrita pelas equagoes (3.8). Se R =r

as equagoes paramétricas ficam assim:

{ x = 2rcost— dcos(2t) (3.36)

y = 2rsent— dsen(2t).

Assim como fizemos com a cardioide na subsecao precisaremos efetuar uma trans-

lacao horizontal do grafico da epitrocoide para que o ponto aonde a epitrocoide faz o
lago da limagon (Figura |3.28a]) ou aonde forma o ponto de cuspide (Figura [3.28b)) seja

no ponto O = (0,0). Para fazermos isso basta subtrair d no segundo membro da funcao

componente x (3.36)), isto é

X = 2rcost—dcos(2t) —d
= 2rsent— dsen(2t).

Agora, utilizando as formulas trigonométricas do arco duplo, segue que

x = 2rcost—d(2cos?t—1)—d — x = 2rcost—2dcos’t+d—d
y = 2rsent—d(2sentcost)

Yy = 2rsent—2dsentcost

x = (2r—2dcost)cost
<~
y = (2r—2dcost)sent.

Usando a equacdo de transformacao p? = x* +y?, temos:

p? = [(2r — 2d cost) cos t])* + [(2r — 2d cos t) sen t]*
p? = (2r—2dcost)? - (sen®t + cos® t)
p? = (2r — 2d cost)?

p=2r—2dcost.

Por fim, fazendo a = 2d, b = 2r e t = 0, seque que p = b — acos 0, mostrando assim,
que a epitrocoide E[t; R, r,d] com R = r é uma limacon.
[ |

Exemplo 3.17: Pela Proposicao a epitrocoide &E[t;1,1,3] é uma limacon e como

d > r, entao a limagon possui um lago, veja a Figura [3.29
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N

Figura 3.29: Tracado da epitrocoide E[t; 1,1, 3]

3.3.11 Rosaceas

Definigao 3.11: A curva, em coordenadas polares, p = acos(b0) com a,b >0eb # 1,

€ uma rosdcea.

a) Quando b € N, entdo

i) seb € par a rosdcea tem 2b pétalas, veja a Figura|3.30.
A)/

v><

Figura 3.30: A rosacea p = 2cos(20)

76



it) se b € impar a rosdcea tem b pétalas, veja a Figura|3.31]
Ay

2,

Figura 3.31: A rosacea p = 2cos(30)

b) Quando b € (Q — 7Z) entao as pétalas da rosdcea se interceptam. Fazendo

m . . . . A
b= — € (Q—7Z), entao todas as intersegoes se encontram em circulos concéntricos
n

de centro O = (0,0) e raio Ry, onde Ry = acos (%1) comi=1,2,3,....,.n—1.

4
Figura 3.32: A rosacea p = 2 cos (56)
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Proposicao 3.10: Sejam R e v (R > 1) 0s raios das circunferéncia fiza e rolante,

respectivamente. Se d = R —1 e R # 2r, entao a hipotrocoide H[t; R, 1, d] descrita pelas
equacoes € uma rosdcea.

Demonstracao: Seja H[t;R,r,d] a hipotrocoide descrita pelas equagoes (3.4]). Se

d = R —r, entdo as equacgoes paramétricas ficam assim:

x=(R—r71)cost+ (R—r)cos (?t) x=(R—7) {cost-l—cos (?t)]
g

y=(R—r)sent— (R—r1)sen <R:rt> y=(R—r) {sent—sen (R_rt)}

usando as formulas trigonométricas de transformacao em produto

cos(u) 4 cos(v) = 2 cos (u+v) cos (u—v>

2 2
e

sen(u) —sen(v) = 2sen u-v coS utv

2 2

para todo u,v € R, tem-se
( i R—r R—r
t+ t t— t

x=(R—71) |2cos | ——=T— | cos T

y=(R—r) |2sen | ——=—— | cos

\

R 2r—R

x =2(R—r)cos <Zt> cos (Tt)
R 2r—R

y =2(R—r)cos (Zt> sen ( 7 t)

2r—R 2r

se, ¢ somente se,

Por hipotese R # 2r, isto é 2r — R #£ 0, entao considere 0 = Tt, logo t = > RG.
Isto implica que
=2(R—1) R 0 0
X = cos { 5 —50 ) cos
. (3.37)
y=2(R—r)cos <ﬂ6) sen 0
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Usando a equacio de transformacao p? = x* +y?, temos:

5 R 2 R 2
p° = {Z(R—r)cos <2r—R6) cose} + [Z(R—r)cos (Zr—Re> sen@}

R 2
p? = {Z(R — 1) cos (me)} - (sen® 0 + cos” 0)

R 2
pZ = [Z(R — T’) cos (ﬂﬁ)]

R
p=2(R—r)cos (2r—R9)

Fazendo a =2(R—1) e b temos que p = acos(bB). Para finalizar a demons-

T 2r—R’ .
tracao, temos que mostrar que b = TR # 1. Veja que,
R
=1<=R=2r—R<=2R=2r<=R=r.
2r—R

o R : :
Mas R > 1, logo R # r implicando que R = 1. Isto mostra que a hipotrocoide
HIt;R,r,d] com d =R —1 e R # 2r é uma rosacea. [ |

Exemplo 3.18: Pela Proposigao a hipotrocoide H [t;6,7/2,5/2] é uma rosacea,
veja a Figura [3.33]

 fo

Figura 3.33: Tracado da hipotrocoide H][t;6,7/2,5/2]
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Se considerarmos a hipotrocoide descrita pelas equagoes paramétricas (3.37)), entao
estas sempre produziram rosaceas e fazendo uma analogia com Definigao [3.11], podere-

mos representar as mesmas caracteristicas dadas. Isto é, seja k € N e k # 1, tal que

TR k, dai
R 2k
R =2kr — Rk <= R+ Rk = 2kr <= R(k + 1) = 2kr <= e |
Assim, considerando — = z—k, temos:
T k+1

a) Se k for par, entao a hipotrocoide descrita pelas equagoes paramétricas (3.37) é¢ uma
rosécea de 2k pétalas.

R 2-8 16
Exemplo 3.19: Seja k = 8, entao — = = —. ConsiderandoR=16e1r =9,

r 8+1 9
entdo a hipotrocoide descrita pelas equagoes paramétricas (3.37) dada por

16
x = 2(16 —9) cos <m6) cos 0 x = 14 cos (80) cos ©
<~

16 = 14 cos (80) sen 0 ,
= — - Y
y=2(16 —9) cos (2‘9 ]69> sen O

com 0 < 0 < 27, é uma rosacea com 16 pétalas, veja a Figura [3.34]

S\
2

Figura 3.34: A hipotrocoide descrita pelas equacoes paramétricas (3.37) com R = 16 e
r =9 é uma rosacea de 16 pétalas
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b) Se k for impar, entdo a hipotrocoide descrita pelas equagoes paramétricas (3.37)) é
uma rosacea de k pétalas.
. . R 2-7 7 .
Exemplo 3.20: Seja k = 7, entao o= 751 =7 Considerando R =7 e r = 4,
entdo a hipotrocoide descrita pelas equagoes paramétricas (3.37) dada por

7
x = 2(7 —4) cos (me) cos 0 X = 6cos (70) cos O
< )

7 =6 (76) sen 0
_ y Ccos
y =2(7 —4)cos <—2.4 79) sen O

com 0 < 0 < 27, é uma rosécea com 7 pétalas, veja a Figura |3.35]

Figura 3.35: A hipotrocoide descrita pelas equacoes paramétricas (3.37) com R = 7 e
r =4 & uma rosacea de 7 pétalas

m
A j =— € (Q—7), dai
gora seja 5 — = (Q ), dai
R 2m
Rn=2mr—Rm <= Rn+Rm=2mr <= R(m+n) =2mr < — = .
T m+n
: : R 2m I ) :
Assim, considerando e gy e com base na Definicao [3.11| teremos rosaceas cujas

pétalas se interceptam e todas as intersecoes se encontram em circulos concéntricos de
T
centro O = (0,0) e raio Ry = 2(R — 1) cos <El> comi=1,2,...,.n—1.
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2- 1
Exemplo 3.21: Sejam m = 92 e n = §, entao % = % = % Considerando R =18 e
r =17, entao a hipotrocoide
18 9
x=2(18—=17)cos | =——==——-=0 ) cosO x =2cos | =0 )cosO
2-17—-18 8
=2(18—17) LG 0 =2 ? 0 ,
y= cos | 577 152 ) sen y = 2 cos g9 ) sen

para 0 < 0 < 167, é uma rosacea onde as pétalas se interceptam e todas as interse-

_ . . . 2 2 T .\ 2
¢oes estao contidas em circulos concéntricos da forma x* 4y~ = <2 oS (El)) com

i=1,2,...,7, veja a Figura|[3.36

Figura 3.36: A hipotrocoide descrita pelas equacoes paramétricas (3.37) com R = 18 e
r = 17 é uma rosacea com todas as suas interse¢oes contidas em circulos concéntricos
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3.4 Os teoremas da dupla geracao

Nesta secao apresentaremos trés teoremas que juntos sao conhecidos como os teore-
mas da dupla geragao. Estes teoremas representam um resultado cléssico envolvendo
as hipotrocoides e epitrocoides. Antes de apresenté-los e prova-los, precisamos “afrouxar”
as restricoes sobre 1 impostas nas Defini¢oes e[3.2] permitindo que r seja maior que R
ou negativo.

O primeiro teorema da dupla geracao garante que qualquer hipotrocoide pode ser

gerada de duas maneiras distintas.

Teorema 3.4 (Teorema da dupla geragao I): Seja H[t;R,r,d] a hipotrocoide des-
crita pela equagoes paramétricas (3.4)). Se R > r entdo

R—r R R—
LI AR AL S
T T

Ht; Ryr,d] =K {— "

Demonstracao: Se R > r, entao R — r > 0 e as equacbes paramétricas de

R—t R R—
:H[— rt;d?,dTr,R—r} s80

T
R R—r
d——d
x(t) = (dB—dR_r)cos(—R_rt)+(R—r)cos fR—_T,(_R—T)t
T T T d T T
.
_ —(R=R+7)
= (dB—dE—i—d—)cos(— rt)—f—(R—r)cos 7l ! (R T) (—t)
T T
—(R—1)
T
= dcos(—R_Tt)+(R—r)cos< ! -—R_r-(—t))
T —-T T

= dcos (—R _Tt) + (R—1) cos(—t)

= (R—7)cos(—t) + dcos (—R ; Tt)

R_
= (R—r)cost+ dcos (Trt) (pois, cos(—w) = cosw para todo w € R).

Por outro lado,

d——d
R R — R— R—
yt) = (d——d T) sen (— 1~t) —(R—1)sen | -——T—. (_ T) t
T T T R—r T
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= —(R—r71)sen(—t) + dsen <—R — rt)

T

R
= (R—r7)sent— dsen (Trt) (pois, sen(—w) = —senw para todo w € R).

As equagoes x(t) e y(t) obtidas sdo as equagOes paramétricas da hipotrocoide
H[t: R,r,d] descritas por (3.4]), o que prova o teorema.
|

Exemplo 3.22: Se considerarmos a hipotrocoide H][t; 14, 6, 3], entdo pelo Teorema

o seu traco é o mesmo da hipotrocoide

14—6 _14 _14—6 4
H=|—t3—3—,14—6| =H |—=t,7,4,8].
6 6 6 ) :| { 3 1ty D :|
O sinal de menos em ——, significa que a curva é tracada no sentido oposto da hipotro-

coide H[t;14,6,3]. Se o sentido em que a curva é tragada nao for relevante e sendo t

uma variavel real podemos escrever simplesmente que H[t; 14,6, 3] = H[t; 7,4, 8], veja a
Figura |3.37|

(a) H[t;14,6,3] com 0 < t < 671 (b) H[t;7,4,8] com 0 < t < 8m.

Figura 3.37: O primeiro teorema da dupla geragao
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O segundo teorema da dupla geracao garante que qualquer hipotrocoide com r > R

pode ser representada como uma epitrocoide.

Teorema 3.5 (Teorema da dupla geragao II): Seja H[t; R, 1, d] a hipotrocoide des-
crita pelas equagoes paramétricas . Ser > R entao
r—R R r—R

t;d—,d——,r—R|.
T T

H[t;R,r,d] =€ { "

Demonstracao: Se r > R, entao r — R > 0 e as equacbOes paramétricas de

—R R R—
€ {T t;d—,d T,R—r} sao
T T
R r—R
d—+d
R —R —R —R
x(t) = (d—-{-dr )COS (1’ t) — (r—R)cos r r T t
T T T dr—R T
T

d
= (d——d—+dz) CoS (r—t> —(r—R)cos | L . t
T T T T

= dcos (r_Rt) — (r—R)cost

R—
= —(—(R—=r1))cost+ dcos (— " rt)
R _
= (R—r)cost+ dcos <Trt> (pois, cos(—w) = cosw para todo w € R).

Por outro lado,

d—+d
R r—R _R R
yit) = (d?+dr T )Sen <r T t> —(r—R)sen [ T r TRy
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—R
= dsen (1~ " t) — (r—R)sent

= —(—=(R—r7))sent+ dsen (—R;rt>

R—r

= (R—r)sent— dsen ( t) (pois, sen(—w) = —senw para todo w € R).

As equagoes x(t) e y(t) obtidas sdo as equagbes paramétricas da hipotrocoide
H[t: R,r,d] descritas por (3.4]), o que prova o teorema.
[ |

Exemplo 3.23: Se considerarmos a hipotrocoide H[t; 3,5, 5] (que também é uma hipo-

cicloide), entdo o pelo Teorema 0 seu traco é o mesmo da epitrocoide

5-3 3 5-3 2
3 Tt,Sg,ST,S—S} s {;,3,2,2} — &[t;3,2,2l.

A Figura faz o comparativo entre os tracos das duas curvas.

(a) H[t;3,5,5] com 0 < t < 107, (b) €[t;3,2,2] com 0 < t < 47,

Figura 3.38: O segundo teorema da dupla geragao

Por fim, o terceiro teorema da dupla geracao afirma que qualquer epitrocoide pode

ser descrita como uma hipotrocoide.

Teorema 3.6 (Teorema da dupla geragao III): Seja E[t;R,1,d] a epitrocoide des-

crita pelas equagoes paramétricas (@ Entao,

R+r R R+r

Et:R, 7, d] = K td_,d R+r1|.

T b
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Demonstracao: As equacoes paramétricas de H {

x(t)

R+7r R R+r

t;d—,d , R+ 1| sao:
T T
dR dR+r
R R R - R
d——d T cos +Tt + (R+ 1) cos T r . +T’c
T T T dR+r T
T

d
R R R Z(R=R-—7) ¢
(d——d——dz>cos( +Tt)—|—(R—|—r)cos T . +Tt
T oo T d

R R
_dcos( +Tt) + (R+71)cos <— L ) -t)
T R+ T

—d cos (?t) + (R+ 1) cos(—t)

(R+ 1) cos(—t) — d cos (R j 1‘t)

R
(R+71)cost — dcos (%t) (pois, cos(—w) = cosw para todo w € R).

Por outro lado,

y(t)

dR dR—l—r
R R R P R
d——d tr sen +rt — (R+ 1) sen T r_. +rt
T T T dR+T T
T
d(R R—r)
R R R LT R R
<d——d——d3)sen<it)—(R+r)sen r al
T T T T YR T
R R
—dsen( +rt) — (R+ 1) sen (— R ~t)
T R+71 T

-~
+

—dsen ( " r’c) — (R+r)sen(—t)

—(R+ 1) sen(—t) — dsen (R :— rt)

R
(R+71)sent— dsen (%t) (pois, sen(—w) = —senw para todo w € R).

Portanto, as equagoes x(t) e y(t) obtidas sdo as equagoes paramétricas da epitrocoide
&€ [t; R, r, d] descritas por (3.8), o que prova o teorema. [ |
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Exemplo 3.24: Pelo Teorema a epitrocoide € [t; 7,2, 8] pode ser gerada como sendo
a hipotrocoide
7+2 7 7+2 9

t;8 8—,7+2] =K {—t;28,36,9} = K [t; 28,36,9].

g{z’i’z 2

A Figura [3.39] mostra o comparativo entre as duas curvas.

(a) E[t;7,2,8] com 0 < t < 4m. (b) H[t;28,36,9] com 0 < t < 187

Figura 3.39: O terceiro teorema da dupla geracao

O teorema da dupla geracao II juntamente com o teorema da dupla geracao III
garantem que qualquer hipotrocoide pode ser gerada como uma epitrocoide e vice-versa.
Logo, as curvas herdam todas as propriedades uma da outra.

Cabe observar que os teoremas da dupla geragao garantem que hipotrocoides e epi-
trocoides podem ser geradas de duas maneiras distintas as quais correspondem equagoes
paramétricas distintas e cujas representagoes produzem o mesmo trago, no entanto o pe-

riodo fundamental de cada uma é diferente, como pode se ver nas Figuras[3.37] [3.38| e[3.39]

Logo, os teoremas da dupla geragao nos da a oportunidade de escolher a representacao
da curva que possui o menor periodo fundamental poupando assim tempo computacional

para gera-la.

R
Exemplo 3.25: Considerando o teorema da dupla geracao I, se o= P com p,q € N

q
e mdc(p,q) = 1, entao pela equagao do Teorema o periodo fundamental de
HIt; R, 7, d] é 2mq. Como

88



e dado que mdc(p, q) = 1, entdo o mde(p,p — q) = 1. Logo, o periodo fundamental de

R— R R—
H - Tt; d?, dTT, R — 1‘] é 2nt(p — q). Portanto, para representar graficamente a

hipotrocoide, se nao for relevante o sentido em que a curva é tracada, usando o menor

dos valores q ou p — q podemos poupar tempo computacional para representa-la.

R
Exemplo 3.26: Considerando o teorema da dupla geracao II, se o= P com p,q € N

e mdc(p,q) = 1, entao pela equagao do Teorema o periodo fundamental de
HIt; R, 7, d] é 2mq. Como

e dado que mdc(p, q) = 1, entdo o mde(p,q —p) = 1. Logo, o periodo fundamental de
r—R, R r—R
e
T

t;d—,d
T
q — p podemos poupar tempo computacional para gerar alguma das curvas.

,T—R| é 2nt(q — p). Portanto, usando o menor dos valores q ou

R
Exemplo 3.27: Considerando o teorema da dupla geracao III, se L= P com p,q € N

q
e mdc(p,q) = 1, entao pela equagao do Teorema o periodo fundamental de
E[t;R,1,d] é 2mtq. Como

R
R
dR+T R+r p+q

T

e dado que mdc(p,q) = 1, entdo o mde(p,p + q) = 1. Logo, o periodo fundamental

R R R
de K +rt;d?,d T

" y,R+71]| é 2n(p + q). Portanto, usando o menor valor que é g

podemos poupar tempo computacional para gerar alguma epitrocoide.

Para finalizar essa se¢ao vamos mostrar mais uma conexao entre as hipotrocoides e

epitrocoides, que provaremos utilizando os teoremas da dupla geragao I e III.
Proposicao 3.11: Seja E[t;R,1,d] a epitrocoide descrita pelas equagoes paramétricas
(@. Entao,

Elt; Ry, d] = H[t; R, —r, —d].

Demonstragao: Pelo teorema da dupla geracao I, temos que

H;Ry—1y—d] = H |——t;—d—,—d———,R—(—7)|,
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ou seja,

R R R
.’H[t;R,—r,—d]:fH[ T all R+r].

t;d—,d
_r’ T )

Mas, do teorema da dupla geracao III, tem-se

E[t;R,r,d]:fH{ t;d—,d—— R+
T T T

R+r R R+r ]
)
entao, destas duas ultimas equacoes concluimos que
Elt;R,r,d] = H[t; R, —r,—d].

Exemplo 3.28: Pela Proposicao a epitrocoide &[t;4,1,5] pode ser gerada como
sendo a hipotrocoide H[t;4,—1,—5]. A Figura mostra o comparativo entre as duas

curvas.

(a) E[t;4,1,5] com 0 < t < 2m. (b) H[t;4,—1,—5] com 0 < t < 27t

Figura 3.40: Outra conexao entre hipotrocoides e epitrocoides
Diferentemente dos teoremas da dupla geragao, a Proposi¢ao [3.11 produz hipotrocoi-

des e epitrocoides com as mesmas equacoes paramétricas, cujas representacoes produzem

o mesmo trago e apresentam o mesmo periodo fundamental.
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Capitulo 4
Aplicacoes para o ensino médio

Neste capitulo vamos sugerir algumas ideias e atividades nas quais o professor de
matemaética da educagao basica, em especial do ensino médio, podera utilizar para que
o estudante entenda que as curvas geradas pelo espirdgrafo podem ser descritas através
de expressoes matematicas e podem ser modeladas por meio de recursos computacionais,
sensibilizando-o para que o mesmo perceba que a matematica estd presente em varios
aspectos do nosso cotidiano.

Sugerimos que o tema do espirdgrafo seja abordado como uma forma de relacionar
e contextualizar os contetidos de fungoes trigonométricas e geometria analitica.

Para que o aluno perceba como esses conteiidos da matematica podem ser empre-
gados no estudo do espirdgrafo, o professor podera argumentar que as fungoes trigonomé-
tricas servem para modelar e estudar fendmenos peridédicos e que a geometria analitica
permite estabelecer uma correspondéncia entre equacoes algébricas e curvas geométricas.

Apo6s os estudos dos conceitos principais das fungoes trigonométricas, tais como
dominio, imagem, periodo, amplitude, paridade e gréafico, o professor podera abordar
o tema do espirdgrafo apresentando as equagoes paramétricas da hipotrocoide e
as equagoes paramétricas da epitrocoide e, em seguida, trabalhar algumas ideias
contidas no capitulo 2 e 3, tais como a nocao de parametrizacao, a relagao entre os
raios das circunferéncias para o fechamento da curva e o célculo para obter o periodo
fundamental das hipotrocoides e epitrocoides.

Para que o aluno veja como funciona o espirdgrafo e possa visualizar de maneira
dindmica as diversas curvas que o mesmo gera sugerimos algumas atividades a seguir

usando o software GeoGebraﬂ

Neste trabalho utilizamos a versao Geogebra Classic 5.0
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4.1 Atividade 1: modelando o espirégrafo

Descrigao

e Por meio dessa atividade os estudantes poderao modelar as curvas geradas pelo

espirografo utilizando o software de geometria dinamica GeoGebra.
Objetivo

e Construir animagoes por meio do software GeoGebra para modelar e compreender

o funcionamento do espirografo.
Piblico alvo
e Alunos do ensino médio.
Pré-requisitos

e Conhecimentos basicos de informatica, familiaridade com o software GeoGebra e

computadores com o GeoGebra instalado.
Desenvolvimento da atividade

1. Inicialize o GeoGebra.

2. Clique no icone Controle Deslizante e crie os seguintes controles deslizan-

tes:

e R: intervalo (min: 0, max: 50);

e 1: intervalo (min: 0, max: 50);

d: intervalo (min: 0, max: 100);

t: intervalo (min: 0, max: 200, Incremento: 0.01); Animagio (Velocidade:

0.1, Repetir: Crescente).

3. No campo Entrada digite 0=(0,0) criando assim o ponto O na origem do sistema

cartesiano.

4. No campo Entrada digite Circulo(0, R) e dé ENTER para criar o circulo de centro

O e raio R.

5. No campo Entrada digite f(x)=(R-r)*cos(x)+d*cos(((R-r)/r)*x) e dé ENTER

para criar a funcao trigonométrica f(x).

6. No campo Entrada digite g(x)=(R-r)*sen(x)-d*sen(((R-r)/r)*x) e dé ENTER

para criar a func¢ao trigonométrica g(x).
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10.

11.

12.

13.

14.

Na Janela de Algebra clique com o botdao direito do mouse sobre as fungoes f(x)

o

e g(x) e clique no icone Exibir Objeto para esconder as fungoes f(x) e g(x).

No campo Entrada digite a:Curva(f(s), g(s), s, 0, t) para criar a curva hi-

potrocoide.

No campo Entrada digite P=a(t) para mostrar o ponto P descrevendo uma hipo-

trocoide.

No campo Entrada digite C=((R-r)*cos(t), (R-r)*sen(t)) para criar o centro C
da circunferéncia que gira tangencialmente por dentro da circunferéncia fixa criada

no passo 4.

No campo Entrada digite Circulo(C, r) para criar a circunferéncia de que gira

tangencialmente por dentro da circunferéncia fixa criada no passo 4.

No campo Entrada digite Segmento(C, P) para mostrar o segmento de reta de C

até P, cujo comprimento é representado pelo parametro d.
Atribua diferentes valores para os parametros R, r e d.

Clique com o botao direito do mouse sobre o controle deslizante t e clique em
Animar, para mostrar a animacao do circulo girando tangencialmente por dentro da

circunferéncia fixa e com o ponto P descrevendo uma hipotrocoide.

©¥ GeaGebra Classic 5

Arquivo Editar Exibir Opcies Feramentas Janela Ajuda

DS ol ) PAINIET B

» Janela de Algebra = ¥ | » Janela de Visualizagio
® R=43
®r=2
® d=15 R=43
::;4(‘;*"“7) R
® cx+y=18.49 =2
F0) = (4.3 2) cosx) + 15 (ns(“'32’2 <) e
A N d=15
z(x) = (4.3-2) se..1x)—1.ssen\""32’2x'\ @
43—2 t=4087
x=(03-2) cose) 15 con 2724 ——
® a: 432 0<s
y= (43— 2) sen(s)— L5 sen( =" s
® P={379,.0.25)
® C=(-23,-007)
@ 6i(x+ 23 +ly+ 007 =4 s s 7 s s 10 I 2
® h=15

<
Entrada:

Figura 4.1: Resultado apoés a aplicacao dos 14 passos.
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15. Para melhorar a visualizacao das curvas, sugerimos mexer nas configuragoes do

GeoGebra para retirar os eixos, a malha e alterar a cor da curva.

16. Para descrever as epitrocoides, abra outra janela do GeoGebra e siga 0s mesmos pas-
S0S, porém alterando a funcao f(x) do passo 5 por
f(x)=(R+r)*cos(x)-d*cos(((R+r)/r)*x) e a funcao ¢g(x) do passo 6 por
g(x)=(R+r)*sen(x) -d*sen(((R+r) /r)*x) e altere o centro C da circunferéncia

no passo 10 por C=((R+r)*cos(t), (R+r)x*sen(t)).

Dé um tempo aos estudantes para que atribuam diferentes valores para os parame-
tros R, r e d e se deleitem com as curvas geradas e, em seguida, pega para que salvem os

arquivos construidos.

4.2 Atividade 2: conhecendo algumas curvas classicas
Descricao

e Nesta atividade os alunos serao levados a fazer investigacoes para identificar certos

padroes das hipotrocoides e epitrocoides e conhecer as curvas classicas.
Objetivo

e Conhecer as curvas classicas (circunferéncia, elipse, deltoide, astroide, cardioide,

nefroide, limagons e rosiceas) utilizando o GeoGebra.
P1blico alvo
e Alunos do ensino médio.
Pré-requisitos

e Conhecimentos basicos de informatica, familiaridade com o software GeoGebra,

computadores com o GeoGebra instalado e os arquivos gerados pela Atividade 1.
Desenvolvimento da atividade
1. Inicialize o GeoGebra e abra o arquivo das hipotrocoides gerado pela atividade 1.

2. Atribua valores para R, r e d de tal forma que R #£ r e d = 0. Em seguida, clique
com o botao direito do mouse sobre o parametro t e escolha a op¢ao Animar, isto

ird gerar uma circunferéncia, veja a Figura [4.2
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» Janela de Algebra X | » Janela de Visualizagio
® R=25

® 0-(0,0)
® cxry=625
f(x) = (2.5 —1.1) cos(x) + 0 cos | 2'51’11'1 x)

&(x) = (25— L1) sen(x) —0 sgl‘{z.5;11.1 x’\

25—
x = (25— 1.1) cos(s)+ 0 :ns(% B
®a: ) 0<s<6.26
y =(25-1.1) sen(s) — 0 sen(z“r'l_ll'l s)
P=(1.4,0.03)

C=(14,-0.03)
e (x- 147 +(y+ 0038 =121
h=0

Enfrada

Figura 4.2: Resultado ap6s aplicar o 2° passo da atividade 2.

E
[

3. Atribua valores para R, r e d de tal forma que R =2r, r # d e d # 0, por exemplo

R=4,r=2ed=1. Em seguida, clique com o botao direito do mouse sobre o

pardmetro t e escolha a opgao Animar, isto ird gerar uma elipse, veja a Figura [4.3]
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ela de Algebra X | » Janela de Visualizagio

»
)
[ ]
°
[ ]
°

6.26
0=(0,0)
® cxry=16

f(x) = (8—2) cos(x)+1 cos \" - 2 x\

&(x) = (4—2) sen(x)—1 se.\(“gz x?|

(4-2
x= (8- 2) cos(s) + 1 cos s
®a: ( )

) 0<s<6.26
y=(4—2)sen(s)— 1 sellL

2
4-2 .

2
P=(3,0.02)
€=(2,-0.05)
o
]

°
°
® (x-2+ly+0.057-4
® n=1

Enfrada:

Figura 4.3: Resultado apos aplicar

L N T

o 3° passo da atividade 2.

Questao 1: Mantendo os valores de R e r, 0o que acontece com a elipse quando

variamos o valor de d?

Atribua valores para R, r e d de tal forma que R =3r e d = r, por exemplo R = 3,

r=1ed=1. Em seguida, clique com o botao direito do mouse sobre o parametro

t e escolha a opgao Animar, isto ird gerar uma deltoide, veja a Figura [£.4]

95



€2 GeoGebra Classic 5 - X
Arquivo_ Editar Exibir Opches Ferramentas Janela Ajuda

[R] & Ol L) N = e
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® R=3 R=3
® =1
® -1
® t=628 -
® 0-(0,0 =
® cey=9
f(x) = (3—1) cos(x) + 1 cos ) a=1
(3-1 3\
B() = (3= 1) senle) — 1 sen( > x a0
/31 ®
x=(3-1) (m(s)+1(ns£ T sJ
®a: V3_q \ (0€s<628
y=(3-1) sen(s)—Len(> 7= =)
® P-(30) P 4
® c-(2-0.01)
® erlx-2F+{y+0.017 =1
® =1

Entrada

Figura 4.4: Resultado ap6s aplicar o 4° passo da atividade 2.

Questao 2: Mantendo os valores de R e 1, 0 que acontece com a deltoide quando

variamos o valor de d?

Questao 3: O que acontece com o grafico se duplicarmos os valores iniciais de R, r

e d? E se triplicarmos? E se reduzirmos pela metade?

Atribua valores para R, v e d de tal forma que R =4r e d = r, por exemplo, R =4,
r=1ed=1. Em seguida, clique com o botao direito do mouse sobre o parametro

t e escolha a opgao Animar, isto ird gerar uma astroide, veja a Figura [4.5]
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» Janela de Algebra

X

> Janela de Visualizagéo =

£

() = (4—1) cos(x)+ 1 ms\‘\"‘ -

1
i)

g(0) = (4 1) sen(x)— 1 sem‘\" - 1 x’\

L]

-1
x:(ﬂ*l)(m(&)‘#l(ns( 1 s)
®a: a1 ) (V<s<o02s
y=(4=1) sen(s) ~Lsen[* 7~ s)
@0
= (3,-0.01)

0

(X-3F+(y+0.017 =1
1

(XX Y]
=m0

%

Entrada

Figura 4.5: Resultado apos aplicar o 5° passo da atividade 2.

Questao 4: Mantendo os valores de R e v 0o que acontece com a astroide quando

variamos o valor de d?

Questao 5: O que acontece com o gréfico se fizermos R =5r e d = r? E se fizermos
R=6red=r1?



6. Atribua valores para R, r e d de tal forma que d = R—r, por exemploR =4, r=1.5
e d = 2.5. Em seguida, clique com o botao direito do mouse sobre o parametro t e
escolha a opgao Animar, isto ird gerar uma rosdcea, veja a Figura [4.6]

@
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» Janela de Algebra X [ » Janela de visualizagio X

F(x) = (4—1.5) cos(x)+2.5 cos |" ;51'5 x\

() = (8 — 1.5) sen(x) — 2.5 sen \" I;'S x\

x = (4 — 1.5) cos(s)+2.5 (us(a 1515 s) }
0<s<19.4

®a: p
y= (4= 15) sen(s)— 2.5 senLAI;'S s)
® P-(3.65,-0.68) q
® C-(213,131)
® o (x-243F +(y-1317 =225
® h=25

Entrada

Figura 4.6: Resultado apos aplicar o 6° passo da atividade 2.

7. VA em Arquivo e clique em Nova Janela, em seguida, abra o arquivo das epitro-

coides gerado pela atividade 1.

8. Atribua valores para R, r e d de tal forma que R =1 e d = 1, por exemplo, R =1,
r=1ed=1. Em seguida, clique com o botao direito do mouse sobre o parametro

t e escolha a opgao Animar, isto ird gerar uma cardioide, veja a Figura [4.7]
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» ela de Algebra X | » Janela de Visualizagio X
® R=1
® r=1 R=1
® d-1 L
® t=647 r=1
® 0-0,0)
® cxsyet
141 a=1
f(x) = (L+1) con(e) — Lo+ 15 ) s
141 =647
8(x) = (1+1) sen(x)— 1 sen| -1 <) P

x:'l«#l)(usls)fl(us\:l;ls:\
®a: oy posesear
y = (1+1) sen(s) — 1 sen| ’I s)
® P=(1.03,001) q
® C=(1.97,037)
® e (x-197) +(y-037) =1 \
® h=1

Entrada +

Figura 4.7: Resultado ap6s aplicar o 8° passo da atividade 2.

9. Atribua valores para R, r e d de tal forma que R =1 e d # v, por exemplo, R =1,
r=1ed=3. Em seguida, clique com o botao direito do mouse sobre o parametro

t e escolha a opgao Animar, isto ird gerar uma limacon, veja a Figura [4.8|

97



€7 GeoGebra Classic 5 X
Arquivo Editar Exiir OpgBes Ferramentas Janela Ajuda

[ 2 o) 5 PN N o
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® R=1
® =1 R=1
® d-3 —
® t=647 r=1
® 0=(0,0) @ ——
® cxry=1 d=3
) = (1+1) cm(x)—]cus(lil x) -—
(1+1 Y 12847
8(x) = (141) sen(x)— 3 sen| == x| .—
1+1

x=(1+1) cos(s)— 3 :ns(

B 1 5) 0<s<6.47
y:(1+l)sel|(s)7ﬁsel|(1;—1s\) o » \

=(0.83,-072)
(

er 4
® C=(197,0.37)

® e(x-1.977+(y-0.377 =1 A

® n=3

Entrada: 4

Figura 4.8: Resultado ap6s aplicar o 9° passo da atividade 2.

10. Atribua valores para R, r e d de tal forma que R =2r e d = r, por exemplo, R = 2,
r=1ed=1. Em seguida, clique com o botao direito do mouse sobre o parametro

t e escolha a opgao Animar, isto ird gerar uma nefroide, veja a Figura [4.9]
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RS 521 fo) s PAIN B2 1 e

n
» Janela de Aigebra 5 X | » Janelade 3 X
°
. R=2
° —
L ] r=1
° R
.
2+1 d=1
= et m( B ) L
£(x) = (24 1) sen(x)— L sen \2 ; 1) t:.a 7
p \
x=(2+1) cos(s) — 1 ms(p{l s)
®a: ) S Y o<s<oar
Y= (241) sen(s) — 1 59“(”{1 s\J

® P=(21,003
® C-(2.95,0.56)
® ei(x-295F+(y-0.56] =1
®n

Enfrada:

Figura 4.9: Resultado ap6s aplicar o 10° passo da atividade 2.

Questao 6: Mantendo os valores de R e v 0o que acontece com a nefroide quando

variamos o valor de d?

Questao 7: O que acontece com o grafico se fizermos R =3r e d =17 E se fizermos
R=4red=r17
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4.3 Atividade 3: Construcao de figuras para colorir

Descrigao

e Nesta atividade os alunos poderao criar figuras para colorir por meio da sobreposi¢ao

das curvas hipotrocoides e epitrocoides utilizando o GeoGebra.

Objetivo

e Criar figuras para colorir utilizando o GeoGebra.

Publico alvo
e Alunos do ensino médio.

Pré-requisitos

e Conhecimentos basicos de informatica, familiaridade com o software GeoGebra e

computadores com o GeoGebra instalado.

Desenvolvimento da atividade

1. Inicialize o GeoGebra.

2. Clique no icone Controle Deslizante

tes:

e crie os seguintes controles deslizan-

e Ry: intervalo (min: 0, max: 50) e Controle Deslizante (vertical);

e 11: intervalo (min: 0, max: 50) e Controle Deslizante (vertical);

e d;: intervalo (min: 0, max: 50) e Controle Deslizante (vertical).

3. Clique com o botao direito do mouse em cima de cada controle deslizante e clique em

Propriedades. Na aba Controle Deslizante va em Estilo e troque a Largura

de 200 px para 100 px.

4. Repita os passos 2 e 3 criando os controles deslizantes Rz, 12, d2, Rz, r3 e ds.

5. Ajuste todos os controles deslizantes na tela de modo que achar melhor.

6. Mexa nas configuragoes do GeoGebra retirando a malha e os eixos OX e OY.
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10.

11.

12.

€7 GeoGebra Classic 5
Arquivo Editar Exibir Opges Ferramentas Janela Ajuda

DREE N ERNER

» Janela de Algebra > | » Janelade Visualizagio
® R=1

)

IO
oS TN T

®R,-1 @=1 @1
4

®-1 @ gy

@R, @1 @

Figura 4.10: Resultado ap6s aplicar o 6° passo da atividade 3.

No campo Entrada digite f _1(x)=(R_1-r_1)*cos(x)+d_1*cos(((R_1-r_1)/r_1)*x)

e dé ENTER para criar a funcao trigonométrica fq(x).

. No campo Entrada digite g_1(x)=(R_1-r_1)*sen(x)-d_1*sen(((R_1-r_1)/r_1)*x)

e dé ENTER para criar a funcao trigonométrica gq(x).

e g1(x) e clique no icone Exibir Objeto

g1 (x).

o

. Na Janela de Algebra clique com o botao direito do mouse sobre as funcoes f1(x)

para esconder as funcoes f1(x) e

Repita os passos 7 e 8 para criar as fungdes f;(x) e g2(x) utilizando os parametros

Rz, 72 e d; e para criar as fungdes f3(x) e g3(x) utilizando os parametros Rz, r3 e d3.

Repita o passo 9 para esconder as fungdes f;(x), g2(x), f3(x) e g3(x).

Agora vamos criar trés nimeros em funcao dos parametros definidos. No campo

Entrada digite a_1:2*pi*Denominador(R_1/r_1) criando o numero a;. Repita o

processo para criar o nimero a, utilizando os parametros R, e 1, e para o criar o

numero az utilizando os parametros R3 e 13, veja a Figura [4.11]
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() = (1= 1) cost) + 1 cos (274 5)
(0 = =1 eng—1 (21 )
() = (1 1) sen(x)— 1 sen, “
(1% q
f;(x):(lfl)ccs(x)i»lcus(lzlx) @,-1 @1 @
B) = (1-1) sen(x)— 1 sen( 1 )

Vo1 /
) = (L— 1) cosl) + 1 m(1;

-

£5x) = (1= 1) sen(x)— 1 sen| -

a,-628 @1 @,-1 @
a,= 6.28
2,-628

Entrada: 4

Figura 4.11: Resultado apoés aplicar o 12° passo da atividade 3.

13. No campo Entrada digite a:Curva(f_1(s), g_1(s), s, 0, a_1) para criar a

curva Q.

14. No campo Entrada digite b:Curva(f_2(u), g_2(u), u, 0, a_2) para criar a

curva b.

15. No campo Entrada digite c:Curva(f_3(v), g_3(v), v, 0, a_3) para criar a

curva C.

16. Modifique os parametros para ver as trés curvas se sobrepondo, veja a Figura [4.12]
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(3545
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) = (7= 1) cos(x) + 1 m(’;l x)
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u‘=3141 ‘ '
e bosbooten|

x=(5.1- 8.5) cos(s)+ L5 WS(iTism
b y = (5.1— 8.5) sen(s) — 1.5 E"(%

x = (35— 45) cos(u) + 6 cos (3'54’;'5

’93:7 ®.-1 @=1
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(3.5 —4.5 N
4.5

.x:(i—l)ms(v)+lm5(7;1u) ,
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< >

Entrada: B

Figura 4.12: Resultado apos aplicar o 162 passo da atividade 3.

17. Na Janela de Algebra clique com o botao direito do mouse sobre as curvas a, b e

c e clique em Exibir Rotulo para esconder os rétulos das curvas.
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18. Modifique os pardmetros para criar diversas figuras, em seguida exporte as figuras
para um programa de impressao para que vocé possa colorir. A Figura mostra

algumas imagens que foram criadas aplicando os passos da atividade 3.

Figura 4.13: Figuras criadas utilizando os passos da atividade 3.

4.4 Comentarios gerais sobre as atividades 1, 2 e 3

Além das orientac¢oes contidas no inicio do capitulo sugerimos outros momentos que
podem complementar as atividades 1, 2 e 3 propostas, tornando a experiéncia ainda mais

rica.
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Como motivagao inicial para a atividade 1, sugerimos que o professor reproduza o
episodio 04, da 52 temporada do programa “Isto ¢ Matematica”, promovido pela Sociedade
Portuguesa de Matematica e apresentado pelo matematico Rogério Martins. O episddio
(ver , intitulado “O Espirégrafo” comeca informando sobre a curva cicloide para

introduzir o espirégrafo e suas aplicagoes, a Figura[d. 14 mostra um screenshot do episodio.

Figura 4.14: Screenshot do episodio 04 da 52 temporada do programa “Isto é Mateméatica’.

Fonte:

Ao final da atividade 1 os estudantes do ensino médio poderao compreender que
a matematica juntamente com o computador nos permite estudar e descrever diversos
fenomenos e situagoes do cotidiano, em particular, o espirografo.

Para complementar a atividade 2, sugerimos que o professor prepare uma apresen-
tagao com o contexto histérico e algumas aplicagoes das curvas classicas.

Por fim, para a atividade 3 sugerimos que, apds os alunos pintarem as figuras que
eles criaram, seja feita uma exposicao para que todos possam ver o quao bela e interessante

é a matematica.
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Consideracoes finais

Este trabalho teve como um de seus principais objetivos sugerir ideias e atividades
utilizando o software GeoGebra para explicar e modelar o funcionamento do brinquedo
espirografo como uma forma de promover a contextualizagao de contetidos da matemaética
que sao tratados no ensino médio.

Utilizar essas metodologias de ensino para trabalhar a matemética em sala de aula
estd, como justificamos no decorrer do trabalho, em perfeita concordancia com os do-
cumentos nacionais que regulamentam o ensino no Brasil e com as teorias educacionais
modernas.

O ensino de matematica nao pode ficar pautado apenas na memorizacao exces-
siva de formulas e procedimentos para resolver expressoes matematicas, como geralmente
acontece, é necessario criar agoes didatico-pedagogicas que permitam os estudantes a re-
alizar atividades de manipulacao, experimentacao, exploragao, visualizacao, modelagao e
representacao, e essas agoes sao a esséncia das atividades propostas.

E claro que as atividades propostas do capitulo 4 nao sio a tnica forma de abordar o
espirografo em sala de aula. Por exemplo, o trabalho de Martini et al. (2016) propde, por
meio da modelagem matematica, uma investigacao para ver qual a influéncia que cada furo
das engrenagens do espirdgrafo tem na construcao das figuras geradas pelo brinquedo. Por
meio desta abordagem podem ser explorados conceitos da aritmética modular (méaximo
divisor comum, divisao euclidiana, etc.), conceitos estes que, também, sao trabalhados na
educacgao basica.

Logo, para que os professores possam promover aprendizagens significativas e co-
nectadas com o cotidiano dos alunos é necessario uma busca constante de atividades,
métodos e especializagoes. Espera-se que este trabalho tenha contribuido nesse sentido.

Outra importante parte desse trabalho foi fazer um estudo inicial sobre as curvas
hipotrocoides e epitrocoides. Como jé foi mencionado na introdugao desta dissertagao, o
enfoque dado a essas curvas é um tanto diferente do enfoque dado, geralmente, nos livros
de calculo diferencial e integral e geometria das curvas planas.

O estudo se concentrou em mostrar, com as devidas demonstragoes, que algumas
curvas classicas (circunferéncia, elipse, deltoide, astroide, cardioide, nefroide, limagons e
rosaceas) sao casos particulares de epitrocoides e hipotrocoides. Verdade seja dita, os

livros e as referéncias consultadas até mencionam esse fato, mas nao apresentam a prova.
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Entao este trabalho teve como uma de suas metas especificas fechar essas lacunas.

Outros resultados que as referéncias consultadas apresentam como triviais ou 6bvios
é o calculo para obter o periodo fundamental das hipotrocoides e epitrocoides e o ntimero
de cispides das hipocicloides e epicicloides. Em contrapartida, neste trabalho tratamos
esses dois assuntos com o devido rigor necessario.

Os teoremas da dupla geragao, que representam um resultado classico das hipotrocoi-
des e epitrocoides, é outro destaque do trabalho que foi abordado com as suas respectivas
demonstragoes.

Pode parecer que as demonstragoes e o rigor apresentado no trabalho dificultem
a compreensao das propriedades das hipotrocoides e epitrocoides, mas se o leitor tiver
dominio sobre as nogoes fundamentais apresentadas no capitulo 2 e sobre trigonometria,
entao o trabalho pode ser desfrutado com bastante facilidade.

Além de tudo isso, ha no decorrer de todo o trabalho varias ilustragoes que foram
criadas por meio do software de editoragao de textos técnicos e cientificos INTEX. Através
de pacotes especificos deste sistema, foram criados para este trabalho belas ilustracoes
que ajudam o leitor a compreender tudo o que esté sendo abardado e discutido. Outros
softwares também foram usados na criacao das ilustragoes. Para saber mais sobre isso, o
leitor podera consultar o apéndice A deste trabalho.

Como escrito anteriormente, este trabalho apresenta apenas um estudo inicial das
hipotrocoides e epitrocoides. Logo, é possivel por meio de outras abordagens aumentar o
conhecimento que aqui foi exposto. Por exemplo, por meio do célculo diferencial e integral
podemos obter retas tangentes, determinar o comprimento de arco, calcular a area sobre
essas curvas, como ja foi mencionado na introdugao. E por meio da geometria das curvas
planas, pode-se abordar temas como vetor velocidade, vetor aceleragao, reparametrizacao,
evolutas e involutas. O assunto, é de fato, bastante amplo e fecundo.

Portanto, espera-se que este trabalho tenha contribuido de forma significativa para o
conhecimento das hipotrocoides e epitrocoides e colaborado para o ensino da matematica
na educagao bésica, permitindo que o professor relacione a matematica como o cotidiano

dos alunos.
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Apéndice A

Plotando graficos de hipotrocoides e
epitrocoides utilizando o IATEX

As figuras deste trabalho foram construidas utilizando-se de trés ferramentas com-

putacionais de codigo aberto e gratuitos:

e 0 editor de graficos vetoriais ipeﬂ
e 0 software de geometria dindmica GeoGebraﬁ e

e o sistema de editoragao de textos técnicos e cientificos B*’IEXEI.

Por meio do ipe, por exemplo, foram construidas as Figuras e2.13]

Com o GeoGebra construimos uma grande parte das figuras que estao presentes neste
trabalho. Basicamente todas as figuras que apresentam o sistema de eixos ortogonais e o
sistema de coordenadas polares foram produzidas utilizando o GeoGebra.

Ja o restante das figuras foram produzidas com o pacote pgfplots do IMTEX que
permite plotar graficos utilizando equacoes paramétricas, por exemplo, as hipotrocoides
da Figura e as epitrocoides da Figura foram produzidas utilizando o pgfplots.

Este apéndice é dedicado ao leitor curioso que quer estudar e plotar graficos de
hipotrocoides e epitrocoides sem precisar sair do & TEX. Para tanto, disponibilizamos a

seguir as instrucoes computacionais que utilizamos para plotar essas curvas.

2Pode ser baixado acessando o link https://ipe.otfried.org/
3Pode ser baixado acessando o link https://www.geogebra.org/download?lang=pt
4Para a distribuicao de sistemas windows acesse o link https://miktex.org/
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Plotando graficos de hipotrocoides

Utilize um editor de textos INTEX de sua preferéncia e escreva o c6digo a seguir que

criamos para plotar graficos de hipotrocoides.

\documentclass{standalone}

\usepackage{pgfplots}

\newcommand{\Hfuncx} [3] { (#1-#2)*(cos (deg(t)))+#3*(cos(deg((((#1)/(#2))-1)*t)))}
\newcommand{\Hfuncy} [3]{ (#1-#2) * (sin(deg(t)))-#3*x(sin(deg((((#1)/(#2))-1)*t)))}

\begin{document}

\begin{tikzpicture}[scale=2]

\begin{axis}[hide axis, enlarge x limits=0.01, enlarge y limits=0.01,/
axis equal image]

\addplot [color=COR,domain=a:b,samples=2000,variable=\t] (/
{\Hfuncx{R}{r}{d}}, 7

{\Hfuncy{R}{r}{d}}/

)3

\end{axis}

\end{tikzpicture}

\end{document}

As instrucoes da linha 3 e 4, é uma macro que nos permite escrever as equagoes
paramétricas da hipotrocoide de forma mais réapida digitando apenas os valores dos para-
metros fixos R, v e d. Logo, nao se deve alterar essas instrugoes.

A instrugao da linha 10, deve ser alterada de acordo com as caracteristicas do gréfico

que se queira fazer:

e em color=COR deve-se substituir COR pelo nome da cor em inglés (blue, red, yellow,

cyan, etc.) para gerar a curva com a cor que lhe foi atribuida;

e em domain=a:b, devemos substituir a e b pelos valores dos extremos do intervalo
no qual a curva esté definida, onde a representa o valor inicial e b representa o valor

final.

Nas instrucoes da linha 11 e 12 temos que, R, r e d representam os parametros fixos
da hipotrocoide e devem ser substituidos por nimeros de acordo com o grafico que se
deseja plotar.

Por exemplo, para plotar o grafico da rosacea da Figura [3.7d] utilizamos o seguinte

codigo:
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\documentclass{standalone}

\usepackage{pgfplots}
\newcommand{\Hfuncx} [3]{ (#1-#2) * (cos(deg(t)))+#3*(cos(deg((((#1)/(#2))-1)*t)))}
\newcommand{\Hfuncy} [3]{ (#1-#2) * (sin(deg(t)))-#3*x(sin(deg((((#1)/(#2))-1)*t)))}

\begin{document}

\begin{tikzpicture} [scale=2]

\begin{axis}[hide axis, enlarge x limits=0.01, enlarge y limits=0.01,/
axis equal image]

\addplot [color=red,domain=0:2*pi*5, samples=2000,variable=\t] (/
{\Hfuncx{8}{5}{3}}, /

{\Hfuncy{8}{5}{3}}/

)s

\end{axis}

\end{tikzpicture}

\end{document}

Portanto, utilizando o codigo fornecido é possivel plotar o gréafico de qualquer hipo-

trocoide sem precisar sair do I TREX.

Plotando graficos de epitrocoides

Seguindo as mesmas orientagoes da segao anterior e utilizando o cédigo a seguir,

podemos plotar o grafico de qualquer epitrocoide sem precisar sair do INTEX.

\documentclass{standalone}

\usepackage{pgfplots}

\newcommand{\Efuncx} [3] { (#1+#2) * (cos(deg(t)))-#3*(cos (deg((((#1)/(#2))+1)*t)))}
\newcommand{\Efuncy} [3] { (#1+#2) * (sin(deg(t))) -#3*(sin(deg((((#1)/(#2))+1)*t)))}

\begin{document}

\begin{tikzpicture} [scale=2]

\begin{axis}[hide axis, enlarge x limits=0.01, enlarge y limits=0.01,/
axis equal image]

\addplot [color=COR,domain=a:b,samples=2000,variable=\t] (/
{\Efuncx{RMHr}{d}}, ”

{\Efuncy{R}{r}{d}}/

);

\end{axis}

\end{tikzpicture}

\end{document}

Por exemplo, para plotar o gréafico da epitrocoide da Figura[3.8gjutilizamos o seguinte

codigo:
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\documentclass{standalone}

\usepackage{pgfplots}
\newcommand{\Efuncx} [3]{ (#1+#2) * (cos(deg(t)))-#3*(cos(deg((((#1)/(#2))+1)*t)) )}
\newcommand{\Efuncy} [3]{ (#1+#2) * (sin(deg(t)))-#3*x(sin(deg((((#1)/(#2))+1)*t)))}

\begin{document}

\begin{tikzpicture} [scale=2]

\begin{axis}[hide axis, enlarge x limits=0.01, enlarge y limits=0.01,/

axis

equal image]

\addplot [color=blue,domain=0:2*pi*7,samples=2000,variable=\t] (/
{\Efuncx{8}{7}{15}}, /7
{\Efuncy{8}{7}{15}}/

)

\end{axis}
\end{tikzpicture}
\end{document}

Sobreposicao de curvas

Para plotar os graficos das Figuras e que sdo constituidos de dez curvas

que foram sobrepostas, utilizamos o comando de repeticao \foreach do pacote TikZ. Para

usa-lo seguimos basicamente a seguinte sintaxe

onde:

\foreach <variavel> in {<sequencia>}{<comandos>},

<variavel> é o nome da varidvel que receberd os valores para que seja feita a
repeticao. A variavel nao pode conter caracteres numéricos e deve iniciar com \,

por exemplo, \d, \k, etc.

2

<sequencia> é a sequéncia numérica finita cujos valores serao atribuidos na va-
riavel que foi definida, por exemplo, o comando \foreach interpreta a sequéncia
(0, 2,...,10) como uma progressao aritmética de razao 2 e cada valor dessa
sequéncia sera atribuido na variavel que foi definida. Caso a sequéncia nao te-
nha um padrao, basta escrever todos os elementos da sequéncia. Os elementos da

sequéncia devem ser separados por virgula e o decimal por ponto.

<comandos> ¢ aonde colocamos os demais comandos necessarios para gerar o grafico

desejado.

Portanto, para plotar o grafico da Figura por exemplo, utilizamos o seguinte

codigo:
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\documentclass{standalone}

\usepackage [dvipsnames] {xcolor}

\usepackage{pgfplots}

\newcommand{\Hfuncx} [3] { (#1-#2) * (cos (deg(t)) ) +#3* (cos(deg((((#1)/(#2))-1)*t)))}
\newcommand{\Hfuncy} [3] { (#1-#2)* (sin(deg(t)))-#3*(sin(deg((((#1)/(#2))-1)*t)))}

\begin{document}

\begin{tikzpicture} [scale=2]

\begin{axis}[hide axis, enlarge x limits=0.01, enlarge y limits=0.01,/
axis equal image]

\foreach \d in {1.2, 1.4,...,3}/

\addplot [color=BlueViolet,domain=0:2*pi*6,samples=1500,variable=\t] (7
{\Hfuncx{11}{6}{\d}}, /

{\Hfuncy{11}{6}{\d}}/

)i}

\end{axis}

\end{tikzpicture}

\end{document}

Deve-se ter uma certa cautela com a quantidade de elementos da sequéncia do
comando \foreach, pois quanto mais elementos forem maior serd a exigéncia de recursos
computacionais para gerar o grafico. Por isso, nao devemos compilar esses c6digos no
proprio documento aonde se encontra o texto em que se esta digitando, uma vez que a
cada compilacao o fTEX tera que processar todo o documento exigindo ainda mais poder
de processamento do computador. O recomendavel é compilar o codigo em outra janela
e importar o arquivo gerado para o documento no qual esta sendo redigido.

Acessando o link http://pgfplots.sourceforge.net/gallery.html temos a dis-
posicao varios outros exemplos de codigos usando o pacote pgfplots do I TEX para

plotar os mais diversos tipos de graficos.
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Anexo A

Identidades e transformacoes

trigonométricas

Neste trabalho ha um uso intenso de identidades e transformagoes trigonométricas.
Portanto, reunimos neste anexo com base em (Stewart|, 2013 p.A21-A27) as identidades e
transformacoes que consideramos essenciais no desenvolvendo das propriedades abordadas
no estudo das hipotrocoides e epitrocoides ou que sao necessérias para deduzir outras
formulas trigonométricas.

Para todo x,y € R, tem-se:

1. Relagao fundamental da trigonometria

sen?(x) + cos?(x) = 1

2. Seno da soma de dois arcos

sen(x +y) = sen(x) cos(y) + sen(y) cos(x)

3. Seno da diferenca de dois arcos

sen(x —y) = sen(x) cos(y) — sen(y) cos(x)

4. Cosseno da soma de dois arcos

cos(x +y) = cos(x) cos(y) —sen(x) sen(y) Vx,y € R.
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5. Cosseno da diferenca de dois arcos

cos(x —y) = cos(x) cos(y) + sen(x) sen(y)
6. Seno do arco duplo

sen(2x) = 2sen(x) cos(x)

7. Cosseno do arco duplo

a) cos(2x) = cos?(x) — sen?(x)
b) cos(2x) = 2 cos®(x) — 1

¢) cos(2x) = 1 — 2sen?(x)

8. Seno do arco metade

sen?(x) = 1 — cos(2x)
2
9. Cosseno do arco metade
cos?(x) = 14 C(;S(ZX)

10. Férmulas de transformacao em produto

a) sen(x) + sen(y) = 2sen <X -‘z_y> oS (X;y)

b) sen(x) —sen(y) = 2sen <x;y> cos ( >

c¢) cos(x) 4 cos(y) = 2 cos (ﬂ) oS (X—U)
2 2
Y

d) cos(x) — cos(y) = —2sen <%) sen (X; )

11. Identidades de sinal

X

+

<
N———

a) sen(—x) = —sen(x)

b) cos(—x) = cos(x)

12. Identidades do complemento

a) sen (g — x) = cos(x)
b) sen (X — g) = —cos(x)
c¢) sen <§ + x) = sen (x + g) = cos(x)
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d) cos <§ — x) = sen(x)
e) cos (x — 72_r) = sen(x)
f) cos <§ —I—x> = cos <x + ;) = —sen(x)

13. Identidades do suplemento

a) sen(7t— x) = sen(x)

b) sen(x — 7) = —sen(x)

¢) sen(mm+ x) = sen(x + 7t) = —sen(x)
d) cos(mt—x) = — cos(x)

e) cos(x —m) = — cos(x)

f) cos(mm+ x) = cos(x + 1) = — cos(x)

14. Periodo da fungao seno

sen(x + 27t) = sen(x)

15. Periodo da funcao cosseno

cos(x + 27) = cos(x)

16. Imagem da fungao seno

—1 <sen(x) <1

17. Imagem da fungao cosseno

—1 < cos(x) <1

Na parametrizacao das hipotrocoides e epitrocoides precisamos recorrer a alguns

resultados da geometria que estao a seguir.

A figura abaixo mostra um setor de um circulo com angulo central 0 e raio r sub-

tendendo um arco com comprimento a.



Como o comprimento do arco é proporcional ao tamanho do dngulo, e como todo o

circulo tem circunferéncia 27tr e dngulo central 27, temos:

0 a

2 2mr
Isolando 0 e a nessa equacao, obtemos

e a=r10.

Lembrando que essas equacoes sao vélidas somente quando 0 é medido em radianos.
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