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Resumo

Neste trabalho apresentamos algumas possibilidades do uso do software GeoGebra para
o ensino de Matematica. Nos limitamos a explorar possibilidades de uso do GeoGebra
para o ensino de funcao quadratica, limites e derivadas. O objetivo deste trabalho foi,
contribuir com a producao de materiais que possam desenvolver competéncias para uso
do GeoGebra no ensino de Matematica, nao somente como uma ferramenta para fazer de-
senhos geométricos, plotar graficos e conferir célculos, mas como forma de dar significado
matematico a problemas, formulas e algoritmos que muitas vezes sao apresentados sem
uma “explicacao convincente” para o aluno. Enfatizamos algumas das intimeras possi-
bilidades de uso da ferramenta “controle deslizante” do GeoGebra, para criar atividades
matematicas que valorizem a interacao do aluno com o contetido de funcoes quadraticas
e com o conteudo de limites e derivada. Por fim, indicou-se que o uso do GeoGebra
aliado a atividades investigativas, possibilitam diversificar as formas de abordagem dos

significados matematicos de problemas, formulas e algoritmos.

Palavras chave: Tecnologia digital, GeoGebra, atividades exploratérias.
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Abstract

In this paper we present some possibilities of the use of the GeoGebra for the teaching
of Mathematics. We limit exploring possibilities of using GeoGebra for the teaching of
quadratic function, limits and derivatives. The objective of this paper was to contribute
with the production of materials that can develop skills to use GeoGebra software in
mathematics teaching, not only as a tool to make geometric drawings, to plot graphs and
to check calculations, but as a way to give mathematical meaning to problems, formulas

«

and algorithms that are often presented without a “ convincing explanation ” for the
student. We emphasize some of the innumerable possibilities of using the slider control
tool of GeoGebra, to create mathematical activities that value student interaction with
quadratic function content and boundary and derivative content. Finally, it is pointed out

that the use of GeoGebra, together with investigative activities, allows us to diversify the

ways of approaching the mathematical meanings of problems, formulas and algorithms.

Keywords: Digital technology, GeoGebra, exploratory activities.
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Introducao

“O que mais me inquieta é que pouco mudou nesses quase
30 anos. A tecnologia ainda nao é usada na escola como meio, ainda
¢ tratada como uma coisa a parte, algo estranho” (Marcos Borges).

Os exames nacionais de avaliacdo da aprendizagem ‘Prova Brasil’ ! ¢ ‘Enem’
apontam que a aprendizagem da matematica no ensino bésico estd insatisfatoria em
relacao ao conhecimento matematico desejado, principalmente no ensino médio. Os
alunos, geralmente, consideram a mateméatica como uma das matérias mais dificeis do
curriculo escolar e em muitos casos apresentam rejeicao a ela. Nao é dificil notar isso na
sociedade de um modo geral, ou seja, pessoas que acham a matematica muito dificil e que
a sua compreensao nao ¢ para todos. Essa dificuldade na aprendizagem da matemaética
também estd presente no ensino superior, podendo ser vista claramente no insucesso nas
disciplinas de calculo. Estes fatos levaram pesquisadores da educacao matematica a bus-
carem novas metodologias que alterem, aperfeicoem e melhorem o ensino-aprendizagem
da matematica, na busca de reverter essa situagao. Uma dessas propostas metodoldgicas
apontadas por pesquisadores é a abordagem do contetiido matematico de forma a privile-
giar o processo de interacao entre o aluno e o conteido a se aprender. O que tem ganhado
destaque neste processo de interacao sao as Tecnologias Digitais da Informagao e Comu-
nica¢do (TDICs) apontadas como uma ferramenta que pode diversificar e viabilizar novos
tipos de atividades e novas formas de pensar e agir.

Isto posto, apresentaremos neste trabalho algumas possibilidades do ensino da
Matematica a partir da interagdo com recursos da Tecnologia Digital. Abordaremos as

possibilidades de ensino de funcao quadréatica com recurso do software GeoGebra e de

' A Prova Brasil é uma avaliacao censitéria bianual envolvendo os alunos do 52 ano e 9° ano do Ensino
Fundamental das escolas ptblicas
2Exame Nacional do Ensino Médio



alguns conceitos de limite e derivada presentes no Calculo I.

Este trabalho estd organizado em cinco capitulos. No primeiro capitulo apresen-
tamos o referencial tedrico sobre o uso de Tecnologia da Informagao e Comunicacao (TIC)
e das Tecnologias Digitais no ensino de Matematica. Apresentamos alguns relatos de pes-
quisadores que tiveram experiéncias positivas e motivantes para o uso de tais tecnologias.
No segundo e terceiro capitulo trazemos alguns topicos tedricos sobre funcao quadratica,
limites e derivadas. No quarto capitulo descrevemos algumas atividades interativas sobre
o conteudo de func¢oes quadraticas realizadas com o GeoGebra. No quinto capitulo apre-
sentamos a descricao de algumas atividades,realizadas com o GeoGebra, que podem ser

exploradas no ensino de limites e derivadas.

Objetivos

e Mostrar algumas possibilidades do uso do software GeoGebra no ensino basico para

ensino do conteudo de funcao quadratica;

e Discutir algumas possibilidades do uso do GeoGebra para formacao dos principais

conceitos ensinados no Célculo I ‘limites e derivadas’;

e Elaborar atividades interativas que deem subsidios ao conceito e aplicacao de limites

e derivadas;

e Contribuir com a producao de materiais que possam desenvolver competéncias para

uso do software GeoGebra no ensino de Matematica;

e Provocar reflexdes entre professores em relacao ao uso de tecnologias digitais como

estratégia de ensino.

Metodologia

Este trabalho adotou basicamente dois tipos de metodologias de pesquisa: a
pesquisa bibliografica e pesquisa exploratoria. Inicialmente, foram pesquisados revistas,
artigos cientificos, dissertagoes, livros, entre outros materiais, que versassem sobre o uso
de TICs ou de tecnologias digitais para o ensino de Matematica, dando énfase nos tra-

balhos sobre o uso de softwares de interfaces interativas. Em seguida buscou-se explorar



as opgoes disponiveis no software GeoGebra 6 para criacao de ambientes interativos, as-
sim podendo explorar e discutir a sua potencialidade no ensino de funcao quadratica e
na compreensao dos conceitos de limites e derivada abordando problemas fundamentais
para o desenvolvimento e conceitualizacao desses contetidos. Procuramos descrever as
experiéncias de forma que este trabalho se tone suporte para professores de Matematica,
no desenvolvimento de competéncias para o uso do GeoGebra e assim, propor e discutir

sua aplicagao no ensino de Matematica.



Capitulo 1

Tecnologia informatica na educacao

Neste capitulo serao abordado algumas perspectivas da inser¢ao dos recursos
tecnoldgicos no cotidiano escolar, como um recurso a ser utilizado no processo ensino-
aprendizagem e serao apresentados os pressupostos tedricos que dao base a proposta de

ensino que serd detalhada nos proximos capitulos.

1.1 O papel da tecnologia informatica na educacao

A sociedade atual esta imersa em tecnologias digitais. A tecnologia digital tem
mudado o modo de vida das pessoas na sociedade, no trabalho, no lazer, na forma de
pensar e principalmente nos meios de comunicagao. Conforme Ribeiro (2019), as tec-
nologias digitais surgiram no século XX e revolucionaram a industria, a economia e a
sociedade. Inevitavelmente, essas mudancas da sociedade, ocorridas devido a expansao
dessas tecnologias, também estao ocorrendo na educagao, nas formas de ensinar.

O avanco dos meios de comunicacao, proporcionado pelas tecnologias digitais,
como por exemplo a evolucao dos smartphones e da Internet possibilitou o acesso a in-
formacao na palma de nossas maos, em qualquer lugar e a qualquer momento, inclusive
0 acesso ao conteido curricular trabalhado nas escolas, algumas vezes, de um modo mais
interessante para o aluno do que na propria sala de aula.

Os alunos de hoje estao cercados de informagoes, manipulam facilmente disposi-
tivos eletronicos e a informatica, se comunicam por redes sociais com pessoas de varios
lugares, compartilham e trocam informagoes que sao de seu interesse. Ribeiro (2019)

menciona que criangas que ja nasceram inseridas nessa cultura passam a pensar e agir



com esses dispositivos, quer a escola queira ou nao. Neste sentido, nao podemos ignorar os
recursos disponiveis das tecnologias digitais e apenas manter os métodos tradicionais de
ensino, em que os alunos apenas memorizam o conteudo que o professor passa, restando
aos alunos exercitar o conhecimento transmitido pelo professor, resolvendo exercicios e
problemas semelhantes ao que foram explicados no quadro. Este método dificilmente
despertard no aluno o interesse para aprendizagem, pois se ele estiver com um aparelho
conectado a Internet, ele terd um mundo digital disponivel para explorar.

Dazzi (2011), ao tratar a insergdo de Informdtica na educacdo, aborda as mu-
dancas de paradigmas que vem ocorrendo na sociedade e defende que a educacao deve
aderir a esse novo paradigma, no qual o papel do professor nao é sobrecarregar o aluno de
informacao, mas sim de ajudar o aluno na construgao do conhecimento. Ressalta ainda
que este paradigma vai de encontro com a visao piagetiana mencionada por Valente (1999)
“[...]a compreensao é fruto da qualidade da interacao entre a crianca e o objeto” chegando

ao seguinte entendimento:

Assim, entendemos que se o aluno tem a oportunidade de intera-
gir com os objetos, de refletir sobre os resultados dessa interacao
e se sente desafiado com situacOes novas, maiores serao as trans-
formagoes mentais e a consequente chance de aprender (Dazzi, 2011,

p. 18).

Com esse aporte tedrico, Dazzi (2011) traz a informética como o objeto da in-

teracao proposta por Valente (1999), fazendo a seguinte analogia:

Fazendo uma analogia com o uso da informatica, diriamos que nao
é o computador ou um software que leva o aluno o entendimento
de um determinado conceito; a ordem é inversa: a construcao de
um conceito é fruto de como o computador ¢é utilizado e de como
o aluno estd sendo desafiado no uso desse recurso (Dazzi, 2011, p.
19).

Com isso faz-se necessario uma reflexao sobre como utilizar os recursos das tecno-
logias digitais no ensino e também a capacitacao dos professores para o uso desses recursos,
o que gera um novo desafio para pratica docente. Dessa forma , “[...]o uso de TIC exige

movimento constante, por parte do professor, para dreas desconhecidas” (Penteado, 2005,

p. 284).



Valente (1999) menciona que um novo paradigma tem influenciado a criagao de
sistemas computacionais para uso na educagao, baseados na Teoria Construcionista de

Papert. Esse sistema objetiva

[...Jencorajar o estudante a tomar a iniciativa, e o aprendizado é en-
tendido nao como mera aquisi¢cao de conhecimento, mas como uma
evolucao em direcao a expertise, na qual componentes como plane-
jamento, descricao, execucao e reflexao sao parte do ciclo interativo
do aprender (Valente, 1999, p. 46).

Neste aspecto o papel da tecnologia informatica é criar ambientes interessantes e
promover interacao entre o estudante e o conteudo estudado, de forma que o aluno veja
sentido e significado nos procedimentos e conceitos relacionados aos contetidos abordados

e que proporcione retorno capaz de promover reflexao no sujeito que a utiliza.

1.2 Tecnologia na educacao matematica

Muitos pesquisadores da educacao Matematica, tém investigado as possibilidades
do uso de novas tecnologias no processo de ensino-aprendizagem da Matematica. Abor-
daremos a seguir alguns apontamentos realizados por pesquisadores desta area.

A partir da década 1980 iniciou-se no Brasil um movimento crescente de pesquisas
relacionadas a implementagao de novas tecnologias na educagao em que é muito forte na
educacao matemadtica, no centro dessas novas tecnologias estd o computador. Borba
(2012) caracteriza o processo histérico dessas pesquisas em quatro fases: 1) periodo Logo
I1, 2) uso de softwares matematicos especificos, 3) cursos online e 4) periodo Tecnologia
Digital. Entretanto o autor observa que estas fases nao sao disjuntas, pois é comum
encontrar pesquisas que se relacionem, ao mesmo tempo, com mais de uma fase. O
que tem apresentado destaque sao trabalhos que versam sobre contribuicoes do software
GeoGebra no ensino de matematica, este que tem relacao com as trés ultimas fases, uma
vez que pode ser utilizado instalado em computadores, smartphones e online no site
<https://www.geogebra.org/graphing> gratuitamente.

Sobre as contribuicoes do uso de novas tecnologias na Educagao Matematica, os
Parametros Curriculares Nacionais (PCNs) trazem algumas delas, como o uso do compu-

tador e calculadoras no ensino e aprendizagem da Matematica:



A utilizacdo de recursos como o computador e a calculadora pode
contribuir para que o processo de ensino e aprendizagem de Ma-
tematica se torne uma atividade experimental mais rica, sem riscos
de impedir o desenvolvimento do pensamento, desde que os alu-
nos sejam encorajados a desenvolver seus processos metacognitivos
e sua capacidade critica e o professor veja reconhecido e valori-
zado o papel fundamental que sé ele pode desempenhar na criagao,
condugao e aperfeicoamento das situagoes de aprendizagem (Brasil,
1998, p. 45).

Silva et al. (2018) apontam que o emprego das tecnologias pode ajudar os alunos
a visualizar e compreender importantes conceitos matematicos, a respaldar seu raciocinio
matemadtico e sua capacidade para a resolu¢ao de problemas. Para Silva e Fereira (2009) a
Tecnologia Digital é uma facilitadora, uma vez que possibilita uma ampla visualizacao de
imagens e contribui tanto para a melhor aprendizagem de conceitos e de algoritmos quanto
para aplicagoes da Matematica. Essa possibilidade de ampla visualizagao de imagens ¢
tratada como de grande importancia para compreensao dos conceitos da matematica, pois,
¢ uma forma de minimizar as abstragoes presentes na matematica. Conforme Krutetskii
(1976) ha alunos que possuem mentes do tipo geométrico, que sdo aqueles que tendem
a desenvolver o seu raciocinio em termos visuais, ou seja, compreendem melhor o que
lhe é apresentado de forma visual. Na matematica, Gutierez (1996) define a visualizagado
como um tipo de atividade do raciocinio, capaz de integrar quatro elementos principais, as
imagens mentais, as representacoes externas, os processos de visualizacao e as habilidades
de visualizacao.

Portanto, com a evolucao das tecnologias digitais, os softwares de visualizacao
grafica tornaram-se uma alternativa para o ensino-aprendizagem de matemaética nos dias
atuais. Isso nao quer dizer que o professor deve abandonar o giz e o quadro negro,
mas que a tecnologia digital pode proporcionar abordagens de situagoes matematicas que
praticamente seriam impossiveis apenas com giz e quadro negro, como por exemplo a
construcao da animacao de uma reta secante a uma uma curva em dois pontos, na qual
mostra o comportamento desta reta quando um ponto se aproxima do outro.

Sobre a formalizagao de conceitos matematicos e o uso de tecnologia digitais,

Stewart (2013) ressalta que:

A disponibilidade de tecnologia nao diminui, pelo contréario, aumen-
tam a importancia de se entender com clareza os conceitos por traz



das imagens na tela. Quando utilizados apropriadamente, compu-
tadores e calculadoras graficas sao ferramentas tteis na descoberta
e compreensao de tais conceitos (Stewart, 2013, p. XII).

Borba (1999) destaca a preocupacao com as novas dinamicas da sala de aula,
ao novo papel de professor e ao papel do computador em sala de aula. Ressalta que a
concentracao deve estar nos problemas que podem ser resolvidos pelo sistema ser humano-
computador e nao no que deixamos de aprender com novas tecnologias. Assim, conforme
o enunciado pelo autor, o destaque a ser dado deve ser para uso consciente das novas
tecnologias educacionais. Deste modo, por exemplo, se o propdsito é ensinar técnicas de
derivagao, nao seria viavel o uso de um softwares que, inserida uma fungao f(x), faga
a derivagao e mostre o resultado para f’(x) sem mostrar os processo necessario para se
chegar a esse resultado, pois assim estaria excluindo o préprio objetivo, que é aprender
técnicas de derivacao. Ja se o proposito, por exemplo, é entender o conceito de derivada
como coeficiente angular da reta tangente a uma curva em determinado ponto, é muito
interessante fazer uso dos recursos graficos de determinados softwares que inclusive podem
possibilitar uma interacao com o usuario por meio de animacoes controladas pelo proprio
usuario. Entao, a insercao de novas tecnologias, nao quer dizer que devemos deixar de
ensinar determinados contetidos matematicos porque existem calculadoras ou programas
que os resolvam, mas que cabe ao professor analisar o momento de as inserir conforme o

objetivo pretendido.

Para efetivar a construcao de conhecimentos, a tecnologia é uma
excelente aliada, porém, a visao que se pode ter dos recursos tec-
nolégicos como eficazes por si s6 tem que ser alterada significati-
vamente. Se por um lado, ilustram as aulas, por outro precisam
que sua utilizacao seja adequada, para gerarem conhecimento, para
oferecerem opgoes de crescimento, de mudanga, de educacao (Brito,
2006, p. 13-14).

Entao, podemos dizer que o papel da tecnologia na educagao matematica é de
diversificar as formas de abordagem do contetido, abrindo a possibilidade de interagao com
novos problemas e situacoes desafiantes. Essa é a parte em que a maioria dos professores
pecam, nao propoe atividades desafiantes para o uso do computador. O que se faz é
repetir atividades que poderiam ser realizadas rapidamente sem o uso da méaquina. O

que deve ser incentivado é o uso do softwares na abordagem de problemas e situacoes



que deem oportunidade para o aluno trabalhar os significados geométrico e grafico para
subsidid-lo na elaboragao de uma resposta algébrica, isso pode ser visto em problemas
de modelagem matematica. Com isso, percebe-se que apenas inserir novas tecnologias
(computadores e softwares) em sala de aula, ndo garante a efetivagado de novos processos
de aprendizagem, para isso deve haver um planejamento adequado por parte do professor,
que visa o trabalho das ideias matematicas que poderao ser sistematizadas e discutidas

em coletivo.

1.3 Tecnologia digital no ensino de fungao

Borba (1999) descreve uma experiéncia com Tecnologias Digitais em sala de aula
de matematica, no qual trabalhava com o conteido pré-cédlculo, em que disponibiliza o
uso de calculadora gréafica e de computadores com o software Fun durante as aulas, onde
propunha o estudo das relacoes dos coeficientes a,b e ¢ com os graficos das funcgoes do
tipo f(z) = ax® + bz + c. Nessa experiéncia, o autor ressalta a conjectura elaborada por
uma aluna, esta levantou a seguinte conjectura sobre o coeficiente b, “Quando b é maior
que zero, a parabola corta o eixo y com sua parte crescente e quando b é menor que zero
a parabola corta o eixo y com sua parte decrescente”. Sobre este episodio Borba comenta

que:

Conjecturas como as feitas por estas alunas podem ser associadas
a ampla experimentacao feita por elas dentro e fora de sala de
aula. Estas experiéncias sé foram possiveis devido as caracteristicas
das calculadoras gréaficas e do software Fun, que tem flexibilidade
suficiente para que problemas abertos sejam abordados através de
um enfoque ndo analitico (Borba, 1999, p. 291).

A proposicao levantada pela aluna levou os alunos a se dedicarem a construgao de

uma explicacao matematica, onde analisando x, = 20 nas quatro combinagoes possiveis,
a

para a,b # 0, encontraram:

eb>0,a>0=z2,= ;— < 0, o vértice estd a esquerda do eixo y e o grafico tem
a

concavidade para cima, logo corta o eixo y com sua parte crescente;

eb>0,a<0=2x,= % > 0, o vértice estd a direita do eixo y e o grafico tem
a

concavidade para baixo, logo corta o eixo y com sua parte crescente;



—b
eb<0,a>0=ux,= % > (), o vértice esta a direita do eixo y e o grafico tem
a

concavidade para cima, logo corta o eixo y com sua parte decrescente;
e b <0, a<0=x,=— <0, o vértice esta a esquerda do eixo y e o grafico tem
a

concavidade para baixo, logo corta o eixo y com sua parte decrescente.

O que mostra a veracidade da proposicgao.

Podemos entao dizer que as carateristicas interativas e visuais do software desper-
tou na aluna o interesse para o trabalho investigativo do conteiido matemaético estudado,
inicialmente de um modo intuitivo, proporcionado pela visualizacao das alteragoes do
grafico, enquanto mudava o valor do coeficiente b.

Soares (2012) ao investigar a contribui¢ado do uso de tecnologia computacional
para melhoria da aprendizagem de funcao, faz uso do GeoGebra em sala de aula com
atividades fundamentadas na teoria da aprendizagem significativa de Ausubel et al, (1980)
e indicou que o software contribuiu significativamente para melhoria da aprendizagem por
apresentar caracteristicas importantes para dois elementos fundamentais da aprendizagem
significativa: a vontade de aprender e a potencialidade do material utilizado. Soares ainda
destaca que para que o uso de tecnologia contribua beneficamente para a aprendizagem,
deve haver um planejamento sisteméatico das agoes com objetivos pretendidos.

Nesta perspectiva apresentaremos no capitulo 4 algumas possibilidades de ativi-
dades interativas, que podem ser desenvolvidas através do GeoGebra no ensino de funcao
quadratica, de forma a valorizar o processo de interagao do aluno com o conteudo apre-

sentado e assim, conforme Valente (1999), construir o conceito do objeto da interagao.

1.4 Tecnologia digital no ensino de calculo

Em grande parte, o ensino de Calculo é abordado de formas abstratas, seguindo
a teoria de Weierstrass, que se utiliza de € (épsilon) e § (delta) para defini¢ao de limites
e, através deste, definir continuidade em uma funcao. O uso, somente e direto, desta
abordagem, tem mostrado dificuldades para que os alunos que estao iniciando o estudo
compreendam os conceitos trabalhados no Célculo I. Por outro lado, cresce o nimero
de pesquisas que defendem o uso de tecnologias como softwares de Geometria dinamica
e visualizagao grafica no ensino de Caélculo, a fim de minimizar os efeitos da abstragao

presentes da Matematica de um modo geral.
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Na década de 1980 houve uma movimento internacional para a reforma do ensino
de Calculo, conhecido como Calculus Reform, este movimento teve como caracteristica
bésica a defesa do uso de Tecnologias Digitais, isto é, o uso de softwares tanto para o
aprendizado de conceitos e teoremas, como para a resolucao de problemas de Calculo
(Rezende, 2003).

Sobre o uso de Tecnologias Digitais no ensino de Célculo, varios pesquisadores
da area defendem que os recursos tecnolégicos, computadores e softwares, devem fazer
parte do processo de ensino de Calculo. Etcheverry (2004) relata uma experiéncia de
trabalho em ambiente computacional, com uma proposta didatica baseada na visualizagao
e na experimentacao, e aponta que os alunos foram ao uso das tecnologias, uma vez que
observou-se uma mudanca na dinamica dos ambientes de aprendizagem, incentivando
discussoes e uma mudanga no papel do professor. Palis (1995) investiga a importancia

das tecnologias digitais no ensino e aprendizagem de Célculo e destaca que:

[...] tem-se constatado que algumas mudangas na qualidade do
aprendizado dos alunos ocorrem simplesmente porque eles partici-
pam mais ativamente em aulas ou trabalhos apoiados em compu-
tadores e/ou calculadoras, seguem o curso mais de perto e fazem
mais perguntas, do que em ambientes de ensino tradicionais (Palis,
1995, p. 25).

Gravina e Santarosa (1999) mencionam que hé no Célculo conteidos que quando
abordado apenas com o método tradicional e estatico, nao vao provocar a compreensao
do seu significado e o significante acaba se transformando em um conjuntos de simbolos,
palavras ou desenhos a serem decorados pelos alunos. Compartilhando deste mesmo

entendimento, Ferao et al. (2012) aponta que:

As representacoes geométricas e ilustracoes estdticas tendem efeti-
vamente a dificultar a compreensao de conteidos matematicos que,
em muitos casos, foram desenvolvidos a partir da ideia de movi-
mento (Ferao et al., 2012, p. 174).

Os autores ainda defendem o uso do GeoGebra no ensino de Calculo, a fim de que
possibilite a compreensao de seus conceitos, principalmente dos que foram desenvolvidas
a partir da ideia de movimento. Apontam ainda que para algumas demonstracoes é de
grande importancia o uso de software que atende os requisitos necessarios para criagao de

recursos interativos capazes de suportar a manipulagao direta.
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O software GeoGebra também é apontado por Alves (2012) como uma vantagem
para ensino de Cdlculo e Andlise Real (AR), por proporcionar a exploragao de outras
nocgoes topoldgicas importantes em AR, do ponto de vista intuitivo. O autor ainda sali-
enta relevantes elementos proporcionados por ferramentas computacionais, que levam a

aprendizagem:

Ferramentas computacionais como o GeoGebra ou o CAS Maple
possibilitam explorar a visualizacao, a evolucao de imagens mentais,
o uso de metaforas, a producao de insights e, por fim, a apreensao
cognitiva (DUVAL, 1995) do aprendiz em relacao aos objetos no
R? ou no R? | o que se mostra invidvel quando restringimos nosso
ensino as midias ldpis/papel e priorizamos a formalizagao da teoria
(Alves, 2012, p. 176).

Assim, entende-se que é de grande importancia para a compreensao dos conceitos
de Célculo, que os alunos tenham oportunidades de deparar-se com problemas que funda-
mentam os conceitos de Célculo e que possam explora-los em um ambiente de interacao
e visualizacao, no qual sejam capazes de realizar experimentacoes e conjecturas. Desta

maneira, no capitulo 5, exploramos as possibilidades de uso do software GeoGebra na

criacao destes tipo de ambiente para o ensino de conceitos de limites e derivadas.

1.5 O software GeoGebra

O GeoGebra é um software de Matematica dinamica para todos os niveis de
ensino, reunindo Geometria, Algebra, Planilha de Célculo, Graficos, Probabilidade, Es-
tatistica e Calculos Simbdlicos em um tnico pacote. E um software de codigo aberto e esta
disponivel gratuitamente para usudrios nao comerciais: possui traducao em 30 idiomas e
tem ganhado destaque e importancia de educadores matematicos para o uso em atividades
exploratérias. A interface dinamica e simples do GeoGebra, possibilitam o trabalho de
atividades exploratorias e interativas. Essa capacidade de interagao entre o usudrio e o
contetdo explorado no GeoGebra é uma das caracteristicas mais importantes, podemos,
por exemplo, arrastar um grafico que esta na janela grafica e visualizar as variagoes na
expressao de sua fungao na janela algébrica, ou a situacao inversa. Atividades dessa forma
podem, além de dar significado ao que esta sendo colocado, revelar novas situagoes que
desperta o interesse do aluno por outra questao percebida na atividade, o que pode levar

o aluno a novas reflexdes e o gosto pela investigacao matematica.
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O GeoGebra possibilita trabalhar com funcoes, desde o nivel basico até a de-
terminacao de derivadas e integrais. Possibilita trabalhar com varios tipos de funcoes
e ainda permite escolher o intervalo real para o dominio, proporcionando liberdade para
trabalhar com um universo maior de funcoes, podendo deixar de lado as limitagoes e erros
com escalas imprecisas de desenho feito a mao.

A versao utilizada neste trabalho foi o GeoGebra Classico 6, que tem a mesma
interface do GeoGebra online e muito préxima a interface da versao Graphing Calculator,

que é a versao para smartphones. Veja na Figura 1.1 a tela inicial do GeoGebra Cléssico

GeaGebra Classic g X
AP0 L N e Q( =6
+ Entrada... 2 ;N 8 ‘:H:| A C & E :_@
s 7
"
3
2
3
7 *
4 S}
—4 -3 -2 1 ) 1 2 3 4 i B T 8 q 10 " 12 13 14 gnid
Q
=1
123 f) ABC  apy X
X Y z m 7 8 9 x +
XY vE e 4 5 6 + - 5
< > 4 = 1 2 3 = &
( ) b , 0 . < > <

Figura 1.1: Tela inicial do GeoGebra Classico 6.

1. Barra de Ferramentas (Botdes).
2. Campo de Entrada.

3. Janela de Algebra.

4. Janela de Visualizacao gréfica.
5. Teclado Virtual Alfa Numérico.

6. Menu arquivo.
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7. Menu de Janelas. No menu de janelas esta disponiveis as seguintes opgoes de jane-
las: Célculo Simbdlico-CAS; Janela de Visualizacao 2; Janela de Visualizacao 3D;

Planilha; Calculadora de Probabilidade e Protocolo de Construcao.
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Capitulo 2
Funcao quadratica

Este capitulo tem o objetivo de mostrar a definicao e alguns conceitos de funcao
polinomial do segundo grau. As principais referéncias para escrita deste capitulo foram

lezzi e Murakami (2013), Lima (2013) e Muniz Neto (2015).

Definicao 1. Uma funcio f : R — R chama-se quadrdtica ou polinomial do sequndo
grau, quando existem niimeros reais a, b, ¢, com a # 0, tal que f(x) = ax® + bx + ¢ para
todo x € R.

fR>R: z—ar’+bxr+c

Sao exemplo de funcoes quadraticas as seguintes funcoes f : R — R;
o fl(x)=a2"+4x+4,sendoa=1,b=4ec=4.
o f(x) =32 +5x,sendoa=3,b=5¢c=0.
e f(z)=2*sendoa=1,b=0ec=0.
o f(x)=2>+6,sendoa=1,b=0¢ c=6.

Duas funcdes quadraticas f,g : R — R dadas por f(z) = az® + bz +ce g(z) =
dz?+bx+c sio iguais se, e somente se, a = a,, b=becc=c.A seguir apresentamos

um interessante teorema sobre igualdade entre duas funcoes quadraticas.

Teorema 1. Sejam duas funcées quadrdticas f, g : R — R dadas por f(x) = ax®+bx+c
e g(x) = a'2® + bz + ¢ tais que existam x,, Ty, x5 distintos em que f(xy) = g(z1),

fx2) = g(z2), f(x3) = g(3), entdo f(x) = g(x) para qualquer z € R.
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Demonstracdao. Sejam x1, xo, 3 € R trés valores distintos tais que,

flxr) = g(a)
f(wa) = g(22)

flzs) = g(xs) (2.1)
0 que equivale a,
ax? +bri+c¢ = ax?+br+c¢
ari+bra+c = dai4+bas+c
ar?+brs+c = dai+bas+c

ou seja,
azi + B+ A = 0
ars + Bra+ A = 0
ars+ Brs+ A = 0 (2.2)
onde
= a—d
- b—b (2.3)
A= c—c¢

Subtraindo a primeira equacao de 2.2 a cada uma das outras, obtemos:

ary — xf) + B(xy — 21)

B 2.4)
oz — 27) + Blxs — 1) =0 .

2

Como, por hipétese 22 — ' # 0 e 2® — 2! # 0, dividindo a primeira equacio de

2.2 por xs — x1 e a segunda por x3 — x; obtemos:
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Oé(l’1+$2)+6:()
OZ(I1+$3)+6:O

(2.5)

Subtraindo a segunda equacao de 2.5 da primeira obtemos

alrs —x9) =0

como x3 — T # 0, isto implica que o = 0.
Substituindo o = 0 em 2.5, obtemos S = 0, analogamente substituindo a = 0 e
8 =0 em 2.2 concluimos que A = 0. Portanto, substituindo « =0, 3=0e A =0 em 2.3

tem-se

a=a
’

b=1"
’

c=2¢

]

O teorema 1 revela que se duas funcao quadraticas assumem os mesmos valores
em trés pontos distintos, entao essas func¢oes sao iguais. Como consequéncia segue o

seguinte resultado:

Teorema 2. Sejam x1, z3, x3 € R distintos e y1, y2, ys tais que, A(x1,y1), B(za,y2)

e C(x3,y3) sGo ndo colineares em R*. Entdo existe uma tinica fung¢io quadrdtica f(r) =

az? 4+ bx + ¢ tal que fx1) =1, f(@2) =y e f(x3) = ys.

Demonstracao. No teorema 1, provamos a unicidade, bastando provar agora a existéncia
desta funcao.
Queremos provar a existéncia de uma fungao f : R — R dada por f(z) =

az? 4+ bx + ¢ com a # 0, tal que,

v = f(x)
y2 = flx2)
Y2 = f(953)
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ou seja,

Yy = ax% +br; + ¢
Yo = azy+bry+c (2.6)
Yo = ax% +bxs+c¢

Garantir a existéncia de tal funcao é garantir que o sistema 2.6 tenha solucao. No

sistema em questao subtraindo a primeira equacao da segunda e da terceira temos que:

a(x% — x%) —b(xg —x1) = Y2 — 11
, ) (2.7)

a(rz —x7) —b(ws —21) =ys —

como x; # Ty e x1 # xg, dividindo a primeira equagao por (z3 — 1) e a segunda

por (x3 — 1) obtemos:

a(xe +x1) — b= Y2740

T2~ (2.8)
a/(l'g + xl) b= Y3 n

T3 — I

subtraindo a primeira equacao da segunda e em seguida dividindo por (z3 — z5) obtemos:

1 V2= Ys— W
T3 — T | T2 — X1 T3 — I

a =

dai temos que:

Y3—Y1 _ Ya2— U
T3 — T .TQ—.Il.

a=0=

Ys— W o Yo —U
T3 — X1 To — X1

Observe que os valores representam os valores das inclinagoes

< <
das retas AC' e AB respectivamente. Como os trés pontos sao nao colineares, isto implica

que esta igualdade nao ocorre, ou seja, existe a # 0 tal que,

f(x1) =w
f(w2) = yo
f(x3) =ys
Como queriamos mostrar. n
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2.1 Forma canonica

A forma canonica de uma funcao quadratica é uma transformagao algébrica da
expressio ar® + bx + ¢ em que a # 0, de modo que esta assuma uma expressao mais
conveniente para o estudo analitico desta funcao. Vejamos entao como chegar na forma

canonica da funcio quadratica f(z) = ax® + bz + c:

f(r)=ax* +bx+c = a(x2+b§+f)

x
a
N b\’ b — 4dac
=al|llz+—| — | ——
2a 4a?
Chamando b* — 4ac de A, que também é conhecido como discriminante do trinémio do

segundo grau, temos a forma canonica:

flz)=a (:E + %) - (%) (2.9)
Pondo % = —m e i k temos
f(z)=a(xr —m)* +k (2.10)

O gréfico de uma funcao quadrética f : R — R dada por y = az® + bz + ¢ com
a # 0, é uma curva chamada parabola, usaremos a forma canénica da fungao quadratica
para provarmos tal afirmagao no teorema 3.

Uma parabola ¢é definida como:

Definicao 2. Seja um ponto F' (foco) e uma reta d (diretriz), tais que F ¢ d. Pardbola
de foco F' e diretriz d € o conjunto dos pontos do plano que distam igualmente de F' e de

d.

A reta perpendicular a diretriz, baixada de F', chama-se eixo da pardbola e o

ponto da parabola mais proximo da diretriz chama-se vértice da parabola. Este é o ponto
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médio do segmento, cujos extremos sao o foco e a intersecao do eixo com a diretriz.

Vejamos na Figura 2.1 os elementos de uma parabola.

PF = PQ

Figura 2.1: Parabola.

Teorema 3. Dado a, m ek € R, com a # 0, o grdfico da fun¢io quadrdtica f(x) =
1

a(x — m)2 + k € a pardbola cujo foco é o ponto F = (m, k+ 4—> e cuja diretriz € a reta
a

1
horizontal y = k — —.
4a

9

P(z,a(x —m) + k)

X

Figura 2.2: Pardbola com as caracteristicas do teorema 3.

Demonstracdo. Seja P(x,a(xr —m)?+k) um ponto qualquer da fungio quadrética f(z) =

1
a(z—m)*+k, sejaQ [z, k — 4—) a intersecao da perpendicular baixada de P com a reta
a
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1 1
y==Fk— o Dado F = (m, k+ 4—) a distancia d(P, F) ' é igual a:
a

a

d(p,F) = \/(x—m)2+ (a(x—m)2+k:— (k+4_1a>)2

_ \/(g; —m)2 + (a(z — m)2)2 — %a(m —m)? + (@) 2

_ \/(a(m —m)2)2+ ea e —m)? + (ﬁ)z

_ ﬂa@_m)ug

1
= a(lz —m)*+ —

4a

1
Ja, a distancia do ponto P a retay =k — 1o Ou seja, d(P, Q) é:
a

d(P,Q) = a(z — m)® + ﬁ

Portanto temos que d(P, F') = d(P, Q) para todo = € R e o grafico de

1 1
f(z) = a(x —m)? + k é uma parabola de foco F' = (m, k+ 4—) e diretriz y = k:—4—. O
a a

Vamos construir trés exemplos de graficos de algumas fungoes quadraticas:

Exemplo 1) Seja f : R — R dada por f(z) = 2°.

Pelo teorema 1 basta calcularmos trés pontos para desenhar o grafico da funcao,
para isto foi construido uma tabela atribuindo valores a x e calculamos o valor correspon-
dente y = f(x), em seguida em um plano cartesiano foram marcados os pontos (x,y) e

tracado o grafico da funcao:

Distancia entre dois pontos P e F é dada por d(P,F) = \/(zp — 2r)% + (yp — yr)>.
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Tabela 2.1: Tabela com valores de f(z) = 2

z | y=a’

-2 4 ;
-1 1

0 0

1 1

2 4

=3 B

Figura 2.3: Gréfico de f(z) = 2%

Exemplo 2) Considere a fun¢do f : R — R dada por f(z) = —2* + 2.

Repetindo o procedimento utilizado no exemplo anterior, temos:

Tabela 2.2: Tabela com valores de

flz) = —a* +2 ;

r |y=—-a>+2

2 2
V2 0

1 1

0 2 7

1 1

V2 0

2 2

Figura 2.4: Gréfico de f(z) = —2% + 2.

Exemplo 3) Considere agora a funcio f : R — R dada por f(z) = 2° + 2 + 1.

Repetindo novamente o procedimento utilizado no exemplo anterior, temos:
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Tabela 2.3: Tabela com valores de
flx)=2+2+1

v |y=a2"+2+1 it R |
-3 7

-2 3
-0,5 0,75

1 3

2 7 J_

Figura 2.5: Gréfico de f(z) = 2> +x + 1

2.2 Zeros ou raizes da funcao quadratica

Definig¢do 3. Dado uma fun¢do quadrdtica f(x) = az® + bz + ¢ com a # 0, diz-se que

um valor xy € R € um zero ou raiz da funcao quadrdtica se f(xg) = 0.

Utilizando a forma canonica 2.9 temos:

flzg) =0 axd +brg+c=0

ou seja,
b\* [ A
‘ (“*%) ‘(4—@2) -
isto é,
Ty = “bEvA (2.11)

2a

Note que por 2.11 a existéncia de raizes reais da equacio az? + bz + ¢ = 0 estdo
condicionadas ao valor de A, pois para existir raizes reais VA deve ser real, ou seja,

A > 0. Portanto temos trés casos:
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1) A > 0, a equagao apresentara duas raizes distintas, sendo:

_ b+ VA b= VA

To =

e 2a ¢ 2a

Exemplo: f(z) = 2® + 62 +5
A=V —4ac & A=16

—6+ 16
= T =

T 9 T = -1
—6 — 16
Lo = ——"69H— = Ty = —b.
2
2) A =0, a equagao apresentara uma raiz, sendo:

—b

T, =Ty = —

1 2= 5

Exemplo: f(x) = 2® 4+ 2z + 1

A=b —4dac & A=0

240
2
20

Ty=——5 — = 9 = —1.

T = 11 =—-1

3) A < 0, neste caso VA ¢ R, entdo a equagao nao apresenta raizes reais.

Exemplo: f(x) =2+ 2+ 1
A=b—dac & A=-3

vV-3¢R

Portanto nao hé raizes reais.
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2.3 Maximo e minimo

Defini¢ao 4. O nidmero yy € dito valor mdzimo da fung¢ao y = f(x) se, e somente se,
satisfaz as duas sequintes condicoes; ewistir xyy € D(f)? tal que f(xar) = yar € yar =y
para todo y € Im(f)*. O mimero xp; € D(f) tal que yar = f(xar) € chamado ponto de
mdximo da funcao.

De modo andlogo, o nimero y,, € Im(f) € dito valor minimo da fun¢do y = f(x)
se, e somente se, Y, < y para todo y € Im(f) e existir x,, € D(f) tal que f(zm) = Ym-

O numero x,,, € D(f) tal que y,, = f(x) € chamado ponto de minimo da funcao.

Em seguida, envolvendo maximo e minimo de fungao quadratica, temos o seguinte
teorema:

Teorema 4. I) Se a < 0, a funcdo quadrdtica y = ax®+bx +c admite o valor de mdrimo
A b

=——Dpara Ty = ——.
Ym 4ap M %

II) Se a > 0, a funcdo quadrdtica y = ax® + bx + ¢ admite o valor de minimo
A b

m = —— POrQ Ty, = ——.
Y 4a P 2a

Demonstragao. 1) Consideramos a func¢ao quadratica na forma canodnica:

L b LA
o 2a 42

Sendo a < 0, o valor de y serd tanto maior quanto menor for o valor da diferenca

y=a (2.12)

b, A
7 M [ —
( Qa) 4a?
A 2
Nessa diferenca 12 é constante, e <x + 2—) > 0 para todo z real. Entao
a a
2
a diferenca assume o menor valor possivel quando (x + 2—) = 0, ou seja, quando
a
r=——,isto é
2a7 )
b A A
T+ —) —— = ——
2a 4a? 4a?

?Dada uma relacao f de A em B, chama-se de dominio o conjunto D dos elementos z € A para os
quais existe y € B tal que (z,y) € f.

3Dada uma relacéo f de A em B, chama-se imagem de f o conjunto I m(f) dos elementos y € B para
os quais existe z € A tal que (z,y) € f.
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dai temos:

b A A
alle+—) —— ——
2a 4a? 4a
pois, a < 0. Assim, temos que:
—A
flz) = o
em particula b tem-se f b A
m particular, r = —, tem- ==
p ’ 2a’ 2a 4a

IT) Prova-se de modo anélogo.

Vejamos a interpretagao geométrica deste teorema, Figura 2.6

a<0

valor #-----=
maximo

a=0

ponto de
minimo %

1
:
1
| %

=
pontode
maximo

valor

minimo 4

Tx
h Vv

Figura 2.6: Pontos de méximo e de minimo em uma fungao quadratica.

Fonte: (Dante, 2013, p. 122)

b —A
O pOIltO V(—%, Z)

é chamado vértice da parabola respectiva da funcao quadratica.

Como consequéncia do teorema 4 temos:

, que é o ponto de maximo ou minimo da fun¢ao quadratica,

Corolério 5. Em relagio a funcdo quadrdtica f(z) = ax® + bx + ¢ temos que:

a) se a> 0= Im(f)

i
B 4(1’00
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b) sea < 0= Im(f)= (—oo,%}

Corolario 6. A funcdo quadrdtica f(x) = ax® 4 bx + ¢ tem sinal constante se, e s6 se,
A < 0. Neste caso temos af(x) = 0, para todo x € R. De outro modo:
(a) Se A

<0 ea>0, entio f(x) = 0 para todo x € R.
(b) Se A< 0 ea<0, entio f(x) <0 para todo z € R.

Demonstracao. Mostraremos o caso em que a > 0, sendo o caso a < 0 totalmente andlogo.

Sendo a > 0 e A < 0, segue do corolario anterior que:

A > 0,Vz € R.

da

fx) =

Reciprocamente, suponha que a > 0 e que f tem sinal constante. Pelo item a) do corolario
anterior, a imagem de f contém numeros positivos, de modo que a constancia de sinal de

f garante que devemos ter f(x) > 0 para todo x € R. Em particular, devemos ter

—A —b
I —\)>o.
4a f(Qa)/O

Logo, A < 0. n

O corolario (6) pode ser utilizado para chegarmos a forma da desigualdade de

Cauchy-Schuwarz, conforme o seguinte exemplo:

Exemplo 1. Dado um inteiro n > 1 e 0s numeros reais ay, as,...,a, nao todos nulos e

b1, ba, ..., b, também nao todos nulos, considere a funcdo quadrdtica
f(x) = (@12 — b1)* + (agx — b1)* + ... + (apw — by)>.
Mostre que:
(af 4+ a5+ ... +a2) (b3 + b5+ ... +b2) = (a1by + agby + ... + a,b,)?

e que vale a iqualdade se, e somente se, a; = A\b;, V1 <1 < n.
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Demonstracao.

f(z) = (a?2® —2a1byx + b?) + (a32® — 2a9bow + b3) + ... + (a2 — 2a,b,x + b?)

= (a}+ a5+ ... +a2)x® —2(arby + asby + ... + anby)x + (b3 + b3 + ... + b2)
isto é,
f(z) = Ax* = 2Bz + C

onde:
n

A=>"a, B:iaibi, C:ibf (2.13)
=1 =1

i=1
Como f(x) é uma soma de quadrados, temos que f(z) > 0,V z € R e pelo
corolario (6) temos que A < 0. Por outro lado, como os nimeros a;, as, ..., a, $a0 nao

todos nulos, temos A > 0, entao temos que:

A = 4B*-AC)<0
B* < AC. (2.14)

Substituindo 2.13 em 2.14 obtemos a desigualdade e de Cauchy:
(a? + a3+ ... +a?) (0 + 02+ ... +b%) = (ayby + agby + ... + a,by)?

valendo a igualdade se, e somente se A = 0, mas isto equivale a dizer que existe um tnico

a € R tal que f(a) =0, daf temos que
fl@)=0 & aqa—b =aa —by = ... = a,a — b, = 0.
. . . 1
Como ao menos um b; # 0 isto implica que a # 0 e escrevendo A = — obtemos:
a

ay = )\bl, Ao = )\bg, vy Ay = )\bn

Como queriamos mostrar. O]
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Capitulo 3

Nocoes de calculo diferencial

Neste capitulo abordaremos alguns conceitos, propriedades e teoremas do calculo
diferencial, ou seja, limites e derivada. As principais referéncias utilizadas neste capitulo

foram as seguintes lezzi et al. (2013), Muniz Neto (2015) e Stewart (2013).

3.1 Limites de uma funcao

O estudo de limites busca compreender o comportamento de uma fungao f(z)

quando x se aproxima de um determinado valor, digamos xy, mas nao quando = = xy.

Definicao 5. Seja I um intervalo aberto ao qual pertence o nimero real xoy. Seja f uma
fungdo definida para x € I — {x}. Dizemos que o limite de f(x) quando x tende a xo €
L, e escrevemos

lim f(x)=1L

T—T0

seVe>0,39>0 tal que se 0 < |x —xo| < = |f(z) — L| <e.

Observemos que a definicao nao aborda a funcao quando & = xg e nem é necessario

que a funcao esteja definida em zy. Assim vejamos o exemplo a seguir:

202 —x — 1
Exemplo 2. Seja a funcao f: R — {1} — R dada por f(z) = % Encontre:
x E—

lini f(x), ou seja encontrar L tal que:
z—

lim 2z +1)(x—1)

z—1 x—1

=L

A funcdo f(x) nao estd definida para x = 1, mas, pela definigdo de limites nao
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é necessario que ela esteja definida em x = 1 para encontrarmos o limite quando x + 1.
Note que podemos dividir o numerador e o denominador por z—1, obtendo f(x) = 2z+1.

Vejamos na Tabela 3.1 o comportamento de f(z) para valores de x préximos de 1:

Tabela 3.1: = tendendo a 1

(a) z — 1 pela di- (b) x — 1 pelaes-
reita querda
X f(x) X f(x)
0,5 2 1,5 4
0,75 2.5 1,25 3,5
0,9 2.8 1,1 3,2
0,99 2,98 1,01 3,02
0,999 2,998 1,001 3,002
\J \J \J \J
1 3 1 3

Temos entao que, quando x se aproxima de 1, tanto pela direita quanto pela
esquerda, f(z) se aproxima de 3 cada vez mais.

Pela definicao 5 mostraremos que:
f(z) =3]|<ee 2z +1—-3|<e& |20 —2| <e,

ou seja,

2|x—1|<e<:)|x—1|<§

tomando § < % temos que:
reR-{1}, 0<|z—1]<d = |f(z)—3|<e

Usando os valores da Tabelas 3.1 temos que:

I |z—1=05= |[f(z)-3=1

II |x—1/=0,25= |f(z)—3|=0,5
IIT |z —1]=0,1= |f(z)—3|=0,2
IV |z —1]=0,01= |f(z)—3]=0,02
V o |z—1]=0,001= |f(z)—3|=0,002

Entao, por exemplo, de II temos que, se for dado ¢ = 0,5, basta tomarmos
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0 < 0,25 para termos que:
0<l|r—1]<0,25 = |f(x)—3]<0,5

. €
Se assim fizermos para outros valores de €, veremos que basta tomar 6 < 5 bara
que 0<jz—1]<d = |f(z)—-3|<e

Portanto, pela definicao de limites:

20—z —1

il—{q —r—1 =3

Geometricamente isso quer dizer que existe 1 —§ < xg < 149, tal que 3—e < f(xg) < 3+¢

57

1+£4
f(xo) < apmm===-
Pm——
1-£2

|
=
—
il
—
L= |
A
[}

&

Figura3.1: 1 —d <zp<14+0=3—€< f(xg) <3+e

Teorema 7. Unicidade do limite. Se lim f(x) = L e lim f(x) = M, entdo L = M.

Tr—a r—a

Demonstra¢ao. Demonstraremos esse teorema por redugao ao absurdo.
Supondo L # M, temos:

lim f(x) = L, vem:
r—a

Ve>0, 36, >0[0<|z—a|] <d = |f(z)—L| <e (3.1)
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lim f(z) = M, vem:
r—a

Ve>0, 362 >00< |z —a] <dh=|f(z)—M|<e (3.2)

Escrevendo L—M como L— f(z)+ f(xz)— M e aplicando a desigualdade triangular
(la +b| < |a| + 10|, Va, b € R) temos

L= M[=I|L—f(x)+ f(x) = M| <|L = f(2)| +[f(x) = M| = [f(x) = L[ +[f(x) = M]|

Chamando de § o menor dos nimeros (d103), temos § < d; e 0 < J3 e considerando
(3.1) e (3.2), temos:
Ve > 0,40 > 0 tal que:

O<|zr—a|l<déd=|f(x)—L|+|f(x) — M| < 2e.

Mas |L — M| < |f(x) — L| + | f(x) — M|, entdo: Ye > 0, 3§ > 0 tal que:

O<|r—a|<é=|L—M|<2e

L — M|
Se tomarmos € = vem
L—M
para € = | ) |, 36 = min{dy, 02} tal que
O<|z—a|<d=|L—-M|<|L—-M|
é uma contradicao e, portanto, a nossa suposigao ¢ falsa. O

3.1.1 Propriedades de limites

Apresentaremos aqui algumas propriedades fundamentais para o estudo de limites

de funcoes.

(1) Se ¢ € R e f(x)=c (uma constante), entdao lim ¢ = ¢
T—a

(2) Se ceRelim f(z) = L, entdo limc- f(x) = clim f(z) =c¢- L

Tr—a T—ra T—ra

(3) Se lim f(z) = L e Se lim g(z) = M, entao lim f + g(z) = L+ M
Tr—a

Tr—a T—ra
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(4) Se lim f(z) = L e Se lim g(x) = M, entao lim f —g(z) =L — M
r—a r—a

r—a

(5) se lim f(x) = L e Se ilirig(a:) = M, entao lim f(x)-g(z)=L-M

T—=a T—a

(6) se lim f(x) = L, entdo lim f"(x) = L",n € N

T—a T—a
1 1
(7) Se il_rgg(a;) = M # 0, entao :lclgcll 9@ =

(8) Se lim f(z) = L, entdo lim {/f(z) = V/Lcom L > 0en € N ou L < 0 e n é impar.
T—a

T—ra

Demonstragao. Propriedade (1): Devemos provar
Ve>0, 30 >0[0<|z—a|<d=|f(x)—c|<e
E sempre verdadeiro, pois:
|f(z) —c|=|c—c=0<e

Propriedade (2): Devemos provar dois casos:
1 caso: ¢ =0

Se ¢ = 0 entao

c.f(z)=0.f(x)=0ec.L=0.L=0.

Pela propriedade (1), temos:

lime.f(z) =lim0=0=c.L

Tr—a T—a
2 caso: ¢ # 0

Devemos provar:
Ve>0, 30>00<|z—a|<d=|c.f(z)—cL|<e

Temos, por hipdtese:

lim f(z) = L, isto é,

r—a

Ve>0, 30, >00< |z —al<d =|f(x)—L|<e

. . €
Entao de > 0, considerando H, temos:
c

36 >0, |0<|x—a|<5:>|f(x)—L|<’—;
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isto é,
36>0, [0<|z—a| <8 =|c.|f(z) - L| < ﬁc:e
ou seja:
30 >0, 0<|z—a|<d=|c.f(z)—cL|<e
[

As demonstracoes das demais propriedades podem ser encontradas na obra de

(Iezzi et al., 2013, p. 30-37).

3.1.2 Limites laterais

Os limites laterais sao usados para compreender o comportamento de uma funcao
f(z) para valores de x que se aproximam de a pela direita ou para valores que se aproxi-

mam de a pela esquerda.

Definigao 6. Seja f uma funcgdao definida em um intervalo aberto (a,b). O Limite de f(z),

quando x se aprorima de a pela direita, serd L e escrevemos:

lim f(x)=1L

z—at

se, para todo € > 0, existir 6 > 0 tal que se 0 < x —a < § entao |f(x) — L| <.

Defini¢ao 7. Seja f uma funcao definida em wm intervalo aberto (b,a). O Limite de f(x),

quando x se aprorima de a pela esquerda, serda L e escrevemos:

lim f(x)=1L

Tr—a—

se, para todo € > 0, existir 6 > 0 tal que se —§ < x —a < 0 entao |f(x) — L| < e.

Exemplo 3. Seja a funcao f: R — R dada por

1, sex <0
flz) =
r+2,sex >0
Notemos que quando tomamos valores para x préximos de 0 pela esquerda, o

valor de f(z) tende para 1 e quando tomamos valores para = préximos de 0 pela direita,

o valor de f(z) tende para 2, vide Figura 3.2 .
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Figura 3.2: z; tendendo a 0 pela esquerda e x5 tendendo a 0 pela direita.

De fato xli%“_ f(x) =1 pois, dado € > 0 temos que |f(z) — 1] < e < [1-1] <
€ < 0 < ¢, assim para qualquer § > 0, teremos 0 < 0 tal que —0 < x — 1 < 0 entao
|f(z) — L| < ¢, atendendo a defini¢ao 5.

E, zlféif(x) = 2 pois, dado € > 0 temos que |f(z) = 2| <e<e|r+2-2|<e&
|z — 0] < €, assim bastando tomar 0 < 6 < ¢, para que 0 < x —a < J entdo |f(z) — L| < ¢,
atendendo a definicao 4.

Portanto temos que sao diferentes os limites de f(x) quando z — 0 pela esquerda

e quando z — 0 pela direita.

Com estas defini¢oes de limites laterais podemos enunciar a seguinte proposicao:

Proposicao 8. Seja I um intervalo aberto contendo a e seja f uma funcao definida em

rel—{a}. Olim f(x) =L se, e somente se, existirem e lim f(z) = lim f(z)=L.
T—a r—a r—a~

Demonstracao. Veja que:

;

d<zr—a<0

ou
O0<l|r—a|l<d& < (3.3)
O<x—a<d

ou,
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Tabela 3.2: = tendendo a 0

(a) z — 0 pela direita (b)  — 0 pela esquerda
X f(x) X f(x)

0,1 100 -0,1 100
0,01 10000 -0,01 10000
0,001 1000000 -0,001 1000000

I I \ \
0 +00 0 400

pela defini¢ao de limite também temos que:

limf(z) =L Ve>0, 30>0|0<|z—al<d=|f(z)—L| <e

T—a

ou seja, por 3.3 isto equivale a:

Ve>0,30>0| —d<z—a<0=|f(x)—L|<e
Ve>0, 3d0>0|0<z—a<d=|f(x)—L|<e

O que pela definigao de limites laterais equivale a: lim f(z) = Le lim f(z)=L O

z—a™t T—a~

3.1.3 Limites infinitos

Quando analisamos o comportamento de algumas fungoes f(z) quando =z — a
notamos que os valores assumidos por f(z) tendem a ficarem cada vez maiores, como é o
caso da funcao f : R— {0} — R dada por f(z) = % quando x — 0. Neste caso podemos
ter valores para f(x) tdo grande quanto desejarmos, bastando tomar z suficientemente

proximo a 0 conforme tabela 3.2, isso é a ideia de limites infinitos, e denotamos:

e “+ 00" lé-se “mais infinito”.
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1
Figura 3.3: f(z) = —, z tendendo a 0.
x

Definicao 8. Seja I um intervalo aberto contendo a e seja f uma funcao definida em

x € I —{a}. Dizemos que, quando x — a, f(x) cresce ilimitadamente e escrevemos:

lim f(z) = 400

Tr—a

se, para qualquer numero M > 0, existir 6 > 0 tal que

O<|z—a|l<éd= f(z)>M

Analogo a defini¢ao anterior, temos a seguinte defini¢ao quando uma fungao f(x)

assume valores cada vez menor quando x — a:

Definicao 9. Seja I um intervalo aberto contendo a e seja f uma funcdo definida em

x € I —{a}. Dizemos que, quando x — a, f(z) decresce ilimitadamente e escrevemos:

ligl fz) =—o0
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se, para qualquer niumero M < 0, existir 6 > 0 tal que
O<l|r—a|l<d= flx) < M.
Exemplo 4. Podemos usar a defini¢cao 8 para justificar que para f(x) = 2
lim f(x) = 400

z—0

Pela definicao (8) devemos mostrar que
VM >0,3>0|0<|z—-0]<d= f(x)> M.
Note que, para M > 0 temos:

1 1 1
0<fz|<——==—=>VM=—5>M
VM |z x

Bastando tomar 0 < § < para que:

2~

O<|z—-0|<d= f(z)>M

3.1.4 Limites no infinito

O limite no infinito nos ajuda a entender o comportamento de uma fungao f(x)
para valores de médulo de z muito grandes, ou seja, o comportamento de f(x) quando

r — 400 ou quando r — —oo0.

Definigao 10. Seja f uma funcdo definida em um intervalo aberto (a,+00). Dizemos

que, quando x cresce ilimitadamente, f(x) se aproxima de L e escrevemos:

lim f(z)=1L

T—+00

se, para qualquer niumero € > 0, existir N > 0 tal que

r>N=|f(z)—L|<e

Defini¢ao 11. Seja f uma funcao definida em um intervalo aberto (—oo,a). Dizemos
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que, quando x decresce ilimitadamente, f(x) se aprozima de L e escrevemos:

lim f(x)=1L

T—r—00

se, para qualquer nimero € > 0, existir N < 0 tal que se x < N entao |f(z) — L| <€

Proposicao 9. Se n é um numero inteiro positivo, entao:

1
I) lim — =0
T—r+00 {Eln
) lim — =0
z——o0 M
) . . 1.1
Demonstragao. 1) Note primeiramente que para todo z > 1 temos que 2" > x e — > —,
T zm

pois n ¢ inteiro positivo. Dado € > 0 devemos encontrar N > 0 suficientemente grande

tal que:
1
O<N<z= |f(r)-0=|=-0= —<e
" "
1
Tomando N = —,
€
temos,
1 1 1 1
0<N<z<rt"s —<—<—=€¢ = —<ce
™ ~x N "

1
portanto lim — = 0.
z—+oo T

IT) Para © — —oo devemos encontrar N < 0 suficientemente grande em modulo, mas

negativo, tal que:

1
0>N>z= |f(x)—0|:yﬁy<e

Notemos que nem sempre z < N < 0 = z > z", pois como x é negativo, se n for
par teremos z < z", entretanto temos que |z| < |2"| para todo |z| > 1.

1
Tomando —N = — > 0 temos que:
€

1 1
r<N<0= 0<—-N<|z| <|2" = —

<
|zn| ~ |z —-N xn
Como queriamos provar. O

Vejamos um exemplo de aplicagao da proposigao (9).

1 r+1
Exemplo 5. Encontre lim + e lim +
r—r—+00 X T——00 €T

Solugdo:  Observe que quanto maior for z, mais f(z) se aproxima de 1, como

pode ser observado nos calculos abaixo e na Figura 3.4:
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_10+1 100 + 1 1000 + 1

10 1,1 100) = =1,01 1000 = 1,001
—-10+1 —100 +1 —1000 + 1
f(—10) =T 0,9 f(—100) 100 0,99 f(—1000) —1000 0,999
y = f(x) 2

z+1
Figura 3.4: lim L 1.
r—300 xT
Assim temos:
. or+1 . o1
lim = lim —+ lim —
T—>+00 X T—+00 I T—+00 I
aplicando a proposi¢ao 9 no ultimo limite temos:
lim 1+0=1
Tr——+00
De modo analogo temos que:
1 1
im 272 — lim Y4 lm —= lim 140=1
T——00 €T T——00 I T——00 I T—>—00

Obs: Note que a medida que o modulo de x cresce, o gréfico de f(z) aproxima-se

da reta y = 1, esta reta é chamada assintota horizontal, como a definimos a seguir.
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Definicao 12. A reta y = L € chamada assintota horizontal da curva y = f(x) se

lim f(zx)=L ou lim f(z)=L.

T—r+00 T—r—00
Seja I um intervalo, xg € I e f : I —{xo} — R, a reta x = xy € chamada

assintota vertical da curva y = f(zx) se

lim f(z) = o0
T—rxT0

1
Exemplo 6. O grdfico da fungdo f : R* — R, dada por f(x) = — tem como assintota
x

vertical a reta x = 0, ou seja, o proprio eixo y, pois do exemplo 4 temos que

lim — = +o0.
z—0 23'2

E tem como assintota horizontal a reta y =0, ou seja, o préprio eixo x, pois da

proposicao 9 temos que

1
hm ) = 0
r—too
14
x=0 assintota vertical

1

10

]

1 A
fla) = =
4

—14  -12 -0 -8 -6 — e 2 4 6 8 10 12
y=0 assintota horizontal .

1
Figura 3.5: Assintotas do gréfico de f(z) = —.
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3.2 Derivada

Definicao 13. Seja f uma funcao definida em um intervalo I e “a” um elemento de I.

Chama-se derivada de f no ponto “a” o limite

i 1) = f(a)

r—a T —a

se este ezistir e for finito. Denota-se a derivada de f(a) com uma das sequintes formas

f(a) ou [%]x:a ou Df(a).

A diferenca Ax = = — a é chamada de acréscimo ou incremento da variavel

(1]

x relativo ao ponto “a”. A diferenca Ay = f(z) — f(a) é chamada de acréscimo ou

A x)— f(a
incremento de f relativo ao ponto “a”. A razao A—y = M chama-se razao
x r—a

incremental de f relativo ao ponto “a”.

Assim, podemos indicada a derivada no ponto “a”das seguintes formas:

iy f@) = fla) oy i Slat Ax) — fla) iy Ay
flay=lm==—"— ou fila)= fim, Az ou fla)= fim <o
3.2.1 Interpretacao geométrica da derivada
Seja a curva y = f(x) e seja a reta s secante ao grafico de f passando por

P(a, f(a)) e Q(z, f(x)), © # a; vide Figura 3.6. A inclinacdo de s é:

f(z) = f(a)

Tr—a

tga =
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O, f(x)

Figura 3.6: Inclinacao da reta secante s que passa por P e Q .
Fonte: (Stewart, 2013, p. 131)

Se fazermos © — a estaremos fazendo o ponto ) se aproximar de P. A posigao
limite de s quando x — a é a reta tangente a y = f(x) em P(a, f(a)), veja Figura (3.7).
A inclinagao da reta tangente é:

f(z) = f(a)

m = lim

r—a Tr — a

Figura 3.7: Inclinagao da reta secante s quando =z — a.
Fonte: (Stewart, 2013, p. 131)

Mas, o limite acima ¢ a derivada de y = f(x) no ponto a, portanto, m = f'(a)
é a inclinacao da reta tangente ao grafico de y = f(x) em P(a, f(a)). Por outro lado,

da geometria analitica, temos que a inclinacao de uma reta que passa pelo ponto (g, 3o)

43



(troca de notagao de a para zg) é:

Y — Yo
T — Zo

m =

Sendo, f derivével, substituindo m = f’(x¢), temos que a equagao da reta tangente ao

grafico de f no ponto (zg,yo) é:

y — f(xo) = f'(w0)(x — 20). (3.4)

pois, (29, yo) é o ponto de tangéncia e etdao yo = f(xo).

Apresentaremos no capitulo 5 a derivada como a funcao taxa de variacdao, em que
leva z — f'(x), desde que f'(x) exista, e chamamos esta nova fun¢ao de deriwada de f.
Também apresentaremos a derivada como uma ferramenta para o estudo do comporta-

mento de um funcao.
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Capitulo 4

Proposta de uso do GeoGebra no

ensino de funcao quadratica

No ensino de matematica a nogao de fungao esta presente em praticamente todos

os niveis de ensino, pois é considerado de grande importancia para a matematica e também

por ser um conteudo de aplicacao em varias areas de conhecimento. Os PCNs retratam

a importancia do conteido de fungoes;

Além das conexOes internas & prépria Matemaética, o conceito de
funcdo desempenha também papel importante para descrever e es-
tudar através da leitura, interpretagoes e construcoes de graficos o
comportamento de certos fenémenos tanto do cotidiano, como de
outras areas do conhecimento, como a Fisica, Geografia ou Econo-
mia. Cabe, portanto, ao ensino de Matematica garantir que o aluno
adquira certa flexibilidade para lidar com o conceito de fungao em
situacoes diversas e, nesse sentido, através de uma variedade de si-
tuagoes problema de Matematica e de outras areas, o aluno pode ser
incentivado a buscar a solugao, ajustando seus conhecimentos sobre
fungles para construir um modelo para interpretacao e investigacao
em Matemaética (Brasil, 1998, p. 225).

Neste capitulo apresentaremos algumas possibilidades de uso do software Geo-

Gebra em atividades voltadas para a promocao e construcao de alguns conceitos dentro

do ensino de fun¢ao quadratica na educagao basica.
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4.1 O problema da area do retangulo de perimetro
fixo

Um dos problemas mais antigos que recaem em uma equagao do segundo grau,
é o problema de encontrar a maior area de um retangulo de perimetro fixo. Vejamos as
possibilidades de trabalhar este problema de forma interativa com o GeoGebra, no ensino

de fungao quadratica.

4.1.1 Atividade 4.1

Considerem um retangulo de perimetro 20 cm e tentem responder as questoes a
Sequar:

Todos os retangulos de mesmo perimetro tém a mesma drea? Caso nao tenha a
mesma drea, existe em um uma drea mazrima? E qual a funcdo que relaciona a medida
do lado deste retangulo com a medida de sua drea?

E possivel fazer no GeoGebra um retangulo de perimetro fixo em que podemos
variar o comprimento de seu lado? Para isso primeiramente devemos identificar qual deve
ser o parametro, como a area e o perimetro do retangulo depende da medida de seus lados
o parametro deve ser a medida de um de seus lados.

Seja o retangulo de lados x e y, temos que seu perimetro é P = 2(z + y), como
sabemos que P = 20 temos que 20 = 2(x+y) = 10 = x+y = = = y— 10, ou seja, o lado
do retangulo a servir de parametro pode variar de 0 a 10 (veja Figura 4.1), por exemplo,

se um lado mede 9 cm o outro lado nao paralelo deve medir 1, pois P = 2(9 + 1) = 20.

P = 20em

z=y—10

Figura 4.1: Retangulo genérico de perimetro 20cm.

[}

Criamos entao, com a ferramenta controle deslizante, o parametro “a” para o
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lado do retangulo (Figura 4.2), atribuindo valores de 0 a 10 para “a” (Figura 4.3).

@ GeoGebra Classic

R [~ 3| @ O] £] N[22+

+ Entrada...

~

222 Controle Deslizante

ABC Texto

Inserir Imagem

Botéo
+1® Caixa para Exibir f Esconder Objetos

a=1 Campo de Entrada

Figura 4.2: Inserindo o controle deslizante a.

Controle Deslizante

Maome
a=1
® HMNimero Angulo Inteiro
Intervalo Controle Deslizants Animacan
min: ma Incremento:
0 10

Cancelar

Figura 4.3: Escolhendo intervalo de variacao do controle deslizante a.

Assim, para um retangulo com um vértice na origem, podemos construir os se-
guintes pontos que definem o retangulo de perimetro 20cm: A=(0,0), P=(a,0) que forma
a base do retangulo, O=(a,(a-10)) e Q=(x(P),y(O)) que forma a altura do retangulo.
Podemos tornar visivel o valor da area do retangulo APQO utilizando a ferramenta area.
Quando movido o controle deslizante a, que atribui valores para o lado do retangulo, sera

mostrado o respectivo valor da area de APQO); Figura 4.4.
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Ao realizar esta interacao movendo o controle deslizante a, o aluno pode ver que a

area do retangulo se altera e que existe uma relacao entre a medida do lado do retangulo

e sua area, e que a area ¢ maxima quando o retangulo tem lado 5cm, ou seja, ¢ um

quadrado.

E] & = ¢
a=3
) —e

®

B=(a.0)

- (3.0

(€]

C=(x(B),10 - a
o (x(B). )
- (37
A = Intersegio(EixoX, EixoY)
— {(0,0)
D = (x(A),10 - a)
- (0.7)
ql; = Poligono(A., B, C,D)
— 21

a; = Segmento(A, B,ql,)
®
-3

(a) Retangulo de

a=5
0 s

B8=(a.0)
— (5.0)

C=(x(B).10 - a)

- (55

A = Intersecio(EixoX, EixoY)
— {0,0)

D = (x(A).10 - 2)

- {05)

ql, = Poligono(A. B. C, D)
— 2%

a1 = Segmento(A, B.ql)

-5

6

N

10 6

®* 06 D c

B=(a,0)
- (4.0
Areade ABCD =21 H 4
C=&E).10-2) Areads ABCD =24
— (4.6) q b
A = Intersegio(EixoX, EixoY)
- (0.0
D = (x(A).10 - 2)
— (0.6)

q1; = Poligono(A, B, C, D) : 5 -
- ®
a1 = Segmento(A. B.ql;)

— 4

altura 4 (b) Reténgulo de base 4 e altura 6

Area de ABCD =25

3

(¢) Retangulo de base 5 e altura 5

Figura 4.4: Exploracao da area de retangulos de perimétrico 20cm

A possibilidade de criar objetos e vincular a outros ja existente no GeoGebra,

ou seja, usar um objeto existente como parametro para outro, nos possibilita criar um

ponto R em que a abscissa e ordenada sao respectivamente, o lado e a area do retangulo,

ou seja, R(lado inferior, drea) é o ponto que representa a relagdo ente o comprimento

x do retangulo e sua drea y. Para criar tal ponto basta inserir R = (a,¢l), onde a é

o comprimento do lado do retangulo e ¢l é a area do retangulo. Ao mover o controle

deslizante vinculado ao lado do retangulo, podemos perceber que o ponto R se move em

uma curva e, habilitando o rastro deste ponto, pode ver que esta curva a principio, parece

uma pardbola (Figura 4.5).
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[E]) & = N
- a=5 HE - 25 p=422)
o a [ ] 10 @
) B =(a,0) : 20
~ (5.0)
O C=(x(B), 10— a) "
)
® A = Intersegdo( EixoX, EixoY) o
- {(0.0)
® D = (x(A). 10 — a) . E{ - .
— {0,5) 5 ] l FS
: d b Areade ABCD =25

ql; = Poligono(A.B,C,D)

B ‘
— 25

] a, 10 15 20 25 30

a; = Segmento(A, B, gl;)
@

— b

Figura 4.5: Exploragao da relagao entre lado e area de retangulos de perimétrico 20cm.

Como encontrar a fungao que define esta parabola, ou seja, a funcao que define

a area do retangulo de perimetro fixo de 20 cm?

P
Pela equacao do perimetro do retangulo temos que y = 7 = y=10—z.

Como a area do retangulo é A = z -y, podemos substituir y nesta equagao e assim termos:

A=x-y
A=2z(10—x)
A= —2*+10z.

Agora considerando a area A = f(x), temos a seguinte lei da fungao:

f(z) = —2* + 10x.

Esta funcao é dita uma funcao polinomial do segundo grau ou funcao quadratica.
Agora o problema pode ser interpretado como o problema de encontrar o valor méaximo
que a funcao

f(z) = —2* + 10z
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assume. Algebricamente podemos resolver da seguinte forma:
flz) = —z" 410z

= f(z) = —2® + 10z — 25 + 25
= f(z) = — (2> — 10+ 25) + 25
= f(z) =—(z—5)>+25

agora basta notar que poténcia de expoente par sempre é maior ou igual a zero, portanto,
bastando encontrar x para que (x — 5)? seja minimo, ou seja (z — 5)? = 0, para isso deve
ser x = 5, assim chegando em A = 25. Portanto o retangulo de perimetro 20 cm com a

maior area é o quadrado de lado 5 cm.

4.2 Investigando a influéncia dos coeficientes a, b e c

no comportamento da funcao quadratica

4.2.1 Atividade 4.2

Com esta atividade pretende-se privilegiar a investigacao e a descoberta das
relacoes da parte algébrica com a parte grafica da funcao quadratica, isso a partir da

interacao e visualizacao proporcionadas pelo GeoGebra.

4.2.1.1 Objetivos

Investigar, por meio de manipulacao no GeoGebra, a influéncia dos coeficientes
a,b e ¢ no grafico da funcio f(z) = az® + br + c¢. Dar suporte para uma nocdo intuitiva
dessas relacoes e compreender o comportamento de uma funcao quadratica a partir dessa

investigacao.

4.2.1.2 Descricao da atividade

Com o GeoGebra aberto, na barra de ferramentas, selecione a op¢ao controle
deslizante, crie os controles deslizantes ¢« = 1,0 = 1 e ¢ = 1, mantenha o intervalo

sugerido(min -5, max 5) e insira a entrada f(r) = az® + bz + ¢. Serd mostrado na janela
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de visualizacdo o grafico da funcdo f(z) = 2* 4+ = + 1, conforme Figura 4.6

DRI FPANEE 5o Q=
a=1 A/ |7H7‘ o | 2% @
@ -5 = ® 5@
b=1 H
°o . = o
c=a f
® 5 = L 2 5
® fx)=ax®+bx+c i
— 1¥+1x+1
a=1
+ e e
b=1
T T
c=1
.
L
=12 =10 -8 -6 -4 =2 a 2 4 B 8 10 12
- Q
222

Figura 4.6: Grafico da funcio f(z) = ax® + bz + c.

Movimente cada um dos controles deslizantes, observe o que acontece com o

grafico da funcao e responda as seguintes perguntas.
1. Qual é o grafico apresentado?

2. O que ocorre quando variamos o coeficiente a, em especifico quando este é positivo,

negativo ou igual a 07

3. O que ocorre quando variamos o coeficiente b? Faga uma anélise da variacao de b

quando o coeficiente a for positivo e também quando a for negativo.

4. O que ocorre quando variamos o coeficiente ¢? Qual a principal alteracao no grafico

e na fungao?

4.2.1.3 Resultados esperados

Para a questao 1, espera-se que o aluno perceba que o grafico de uma funcao
quadratica sera sempre uma parabola, mesmo variando os coeficientes a,b e ¢, e que
também perceba que quando a = 0 o grafico da funcao nao é uma parabola, mas uma
reta, pois pela definicao de funcao quadratica devemos ter a # 0, pois, se a = 0 teremos

uma funcao afim.
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A questao 2 tem o propoésito de ao manipular o valor de a com o controle des-
lizante, o aluno veja que quando a > 0 a parabola tem concavidade voltada para cima
e quando a < 0 a pardbola tem concavidade voltada para baixo e ainda perceber que
conforme distancia-se de zero o valor de a (maior for o valor absoluto de a), a pardbola
tende a ser mais aguda, ou seja, mais fechada. Um exemplo da manipulacao do valor do
coeficiente a pode ser visto na Figura 4.7, em que os valores dos coeficientes estao fixos
em b= —1ec=0. Com a manipulagao do coeficiente a, o professor pode levar o aluno
a relacionar o fato da pardbola ser mais fechada ou mais aberta coma a rapidez que a

funcao cresce ou decresce.

\L L)
f(z) =\0.5|z* - =

?635 \ ,8@70.5
S A S SRS \
ET =1 6 4 A ] ] 4 H T o g 8 4 12 o™ 2 1 [
e N—— .
c=0 2 c=0 i
=== . —_———
(a) a=>H (b) a:O,5
2
a=-1
premsi ‘..®..._\. e, L
| N2 B Hoq 6 4 b f_r/ il ‘-.,‘ 3 1
) =0 1 / \
\ L Py / -2 —E‘
\\ (Ba e e SRl i e e \
\"( 4 A \
~ - \
-
N2 | r \
a=0 \‘\\ { lﬂ_
e | \
BT 5= 8 4 i 5 \ 2 4 5 | 8 \
s E—— N, fd)= i \
c=0 i ~ | \
et / —10 |
(c) a=0 (d) a=-1

Figura 4.7: Variacao do coeficiente a da fungao quadratica

A questao 3 tem o propdsito de fazer com que o aluno perceba que conforme
variar o valor do coeficiente b, o grafico da fun¢ao se movimentara para direita ou para a
esquerda, com movimentos na forma de uma curva e que apesar do grafico se movimentar
ele sempre vai cortar o eixo y no valor do coeficiente ¢, ou seja no ponto (0,c¢). Também

tem o intuito de despertar a curiosidade do aluno no fato de que, quando a é positivo o
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grafico se move para o lado contrario do que movemos o controle deslizante b e quando a
é negativo o grafico se move para o mesmo lado que movemos o controle deslizante b.

A questao 4 pode ser respondida facilmente, pois quando o aluno mover o controle
deslizante ¢, o grafico movera verticalmente, subindo quando aumentar o valore de ¢ e
descendo quando diminuir o valor de ¢, com a interseccao do grafico com o eixo Y em
(0,¢). Com esta atividade o aluno pode perceber que, fixado os coeficientes a e b, variando
o valor do coeficiente ¢, havera apenas uma translagao vertical do grafico, permanecendo

com a mesma abertura.

4.2.2 Atividade 4.3

Construir um ponto dinamico sobre o grafico da fungao quadrética f : R — R
dada por f(x) = 2?4+ 4x + 2, utilizando a opc¢do controle deslizante do GeoGebra, em que

o parametro do controle deslizante assume os valores de x.

4.2.2.1 Objetivos

Criar uma interacao que leve os alunos a investigarem e compreenderem qual a
monotonicidade da funcdo f : R — R dada por f(z) = 2° + 42 + 2 e identificar qual a

imagem da funcdo f(z) = 2% + 4z + 2.

4.2.2.2 Descricao da atividade

No GeoGebra, na caixa de entrada da janela de dlgebra, digite f(z) = 2 +42 +2
para criara o grafico da funcao. Para criarmos um ponto que percorre o grafico desta
funcao devemos inserir o controle deslizante a, mantendo a variacao sugerida pelo Geo-
Gebra (min -5, max 5), para criar o ponto vinculado ao controle deslizante a, inserirmos o
ponto A = (a, f(a)). Assim, quando movermos o controle deslizante a, o ponto A=(a,f(a))
percorrera o grafico de f(x) no intervalo [-5,5]. Mova o controle deslizante de -5 a 5 e ob-
serve o que ocorre com as coordenadas do ponto A. Os seguintes questionamentos podem

ser feitos para despertar a curiosidade e percepcao dos de aluno:

1. Quando acionamos o controle deslizante a de -5 a 5 o que ocorre com o valor de

f(a), ou seja, quando o valor de x aumenta o que acontece com os valores de f(x)?
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O que voceé percebe sobre a monotonicidade da funcao?

2. O que voce observou sobre a imagem da funcao? Ela ¢ delimitada por qual intervalo?

4.2.2.3 Resultados esperados

Espera se que com esta atividade os alunos possam perceber que no inicio, ao
mover o controle deslizante de -5 a -2, o valor de a aumenta, mas f(a) diminui, e que
para valores de a > —2, os valores de f(a) passam a aumentar, ou seja, perceber que para
valores de x menores que -2 a funcao é decrescente e que para valores de x maiores que
-2 a funcao é crescente e ainda perceber que essa mudanca de monotonicidade gera um
destaque no grafico, que é justamente o vértice da parabola. Estas andlises podem ser
possiveis tanto pela observagao da janela de visualizacao quanto pela janela de algebra, em
que é mostrado, respectivamente, o movimento do ponto percorrendo o grafico, descendo
e depois subindo em relacao ao eixo Y do plano cartesiano e a mudanga instantanea das
coordenadas do ponto A(a,f(a)), quando animamos o parametro a.

Na Figura 4.8 temos quatro imagens da tela do GeoGebra, que mostra o ponto

A(a,f(a)) quando o parametro “a” do controle deslizante assume os valores -4, -3, -2, e -1.

(]l 4> 004 X DS CI=IPANEIES
@ ) =x+ax+2 =N Q@ ) =x+axt2 = :
a=4 : a=-3 :
5 L 3 5@ i O h — 5@ &
@ A= : @ A-@f) ¢
— (4.2 2 - (3.-1) 2
+ g +
' '
3 > T 0 7 7 0 7 7
i
L i
(a) a=4
Y I HP>OO £ =
(3] )~ ClFIPANEIR
@ () =n+4x+2 =N ° - =
az2 : ) = X+ ax+2 u
5 o 5 a=-1 ] B
® O 5 * - 5@

®

- 2.9) o A= : .
- LD

(c) a=-2

Figura 4.8: Animagcao do ponto A(a,f(a)) sobre o grafico de f(x)
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A segunda questao pretende despertar a atencao do aluno para o estudo da ima-
gem da fungdo. Ao animar o ponto A(a,f(a)), o aluno tem a possibilidade de perceber
que a menor ordenada do ponto A é y=-2, ou seja, f(a) = —2, e assim conjecturar que
f(x) > —2 para todo x € R. Entretanto, apenas a interagao e a visualizagao propor-
cionada pelo GeoGebra, nao prova matematicamente qual a imagem da fungao, estas
proporcionam uma ideia intuitiva que f admite um menor valor quando x=-2, ou seja, o
menor valor é f(—2) = 22 +4.(—2) + (—2) = —2; e os recursos de zoom e movimentacao
da tela dao a ideia de que f nao admite um valor maximo. Usando de recursos algébricos
para trabalhar a funcdo f(z) = 2 + 42 + 2 podemos mostrar que realmente f(-2)=-2 é
o menor valor de f. Isolarmos x em um quadrado da soma de dois termos, teremos x em

uma parcela sempre positiva, vejamos:
f(z) = 2® + 42 + 2

flz)= (2> +4r+ (2+2) -2
fla)=(z+2)* -2

Lembrando que, potencia de expoente par é sempre maior ou igual a zero, temos
que (x +2)? > 0 e portanto, f(x) assume um menor valor possivel quando (z +2)* = 0 ou
seja quando x=-2 e assim temos que o menor valor da fungao é f(—2) = —2. Podemos
notar ainda que, f(z) = (x 4+ 2)® — 2 ndo admite um valor maximo, pois para quaisquer
r1, Ty € R com z; < x9 temos que f(xg) > f(xl). Assim, a imagem de f(x) é Im =
[—2,00).

Veremos a generalizagdo do problema de encontrar o valor extremo (maximo ou

minimo) de uma fungao quadratica que trataremos na atividade 4.4.

4.2.3 Atividade 4.4

Com esta atividade pretendemos levar o aluno a perceber os pontos especiais do
grafico de uma funcao quadratica. Pontos estes que sao, os zeros ou também chamados de
raizes da funcao quadratica e o vértice da pardbola. Para isso sugerimos o uso da janela
de Célculo Simbdlico (CAS) do GeoGebra, para encontrar a solucao geral da equagao

do segundo grau em funcao dos coeficientes a, b e ¢, consequentemente a relacao desses
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coeficientes com os pontos especiais do grafico da funcao quadratica.

4.2.3.1 Objetivos

Encontrar e compreender a forma das raizes da funcao quadratica, ou seja, os
numeros reais = tais que f(x) = 0 que sdo as solugoes (se existirem em R) da equagao do
segundo grau az? + bz + ¢ = 0. Resolver a equacio az® + bx + ¢ = 0 com as funcoes da
janela CAS do GeoGebra e encontrar as coordenadas dos pontos especais do grafico de

uma funcao quadratica.

4.2.3.2 Descrigao da atividade

Com um documento do GeoGebra em branco, no Menu de Janelas, abra a janela

CAS (veja Figura 4.9), insira a equacdo az® + bz + ¢ = 0, em seguida, na barra de

Figura 4.9: Abrindo a janela CAS.

ferramentas da janela CAS clique em resolver (botao destacado em vermelho na Figura
4.10), o GeoGebra resolverd a equacdo em z e mostrard a formula resolutiva da equagao

quadratica conforme Figura 4.11.

SRR )

Figura 4.10: Barra de ferramentas da janela CAS.
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t)i][m

ax’ +bx+c=0

Resolver:

{r-m-b 7\/m-b} !

2a X 2a

Entrada. 5

5 5 4 1 -z 4 0 1 H 3 4

<
3
e

4

Figura 4.11: Férmula resolutiva da equagao quadratica mostrada a janela CAS.

Na entrada da janela de 4lgebra digite f(z) = az®+ bz + ¢, automaticamente apa-
recerd a sugestao ”CRIAR CONTROLE DESLIZANTE”, conforme Figura 4.11, clicando
nessa sugestao surgird os controles deslizantes a, b e c. Agora se digitarmos az?+bx+c = 0
na segunda linha da janela CAS e pressionar a tecla enter, serd mostrado, na mesma linha,
abaixo da equacao digitada, a equacao com os atuais valores dos controles deslizantes a, b
e ¢, caso os coeficientes a e b nao retornem os atuais valores dos controles deslizantes,
insira o sinal “*”(asterisco) para indicar a multiplicacdo'. Agora com o cursor na ter-
ceira linha clique em Resolver, serd mostrado nesta linha as raizes da funcao, caso exista
nos reais, caso nao exista serd mostrado o conjunto vazio {} (Figura 4.12). Na janela
de dlgebra, clicando na entrada f(x) = ax® + bz + ¢, o GeoGebra retornard a sugestao
”Pontos especiais”, ao clicar nessa opcao surgira quatro pontos, A e B que sao as Raizes

de f, C= Extremo(f) e D=Intercessao (f,EixoY).

LA dependéncia dos parametros dos controles deslizantes se d por ordem cronoldgica, por isso que
ap6s termos criado os controle deslizantes, inserimos novamente a equacio az? + bz + ¢ = 0 na janela

CAS.
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\ /
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\ /
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-6 B
i 4 - .

1
Figura 4.12: Raizes da funcio f(z) = 2 + 42 — 3

Com esta atividade pode-se solicitar aos alunos que movam os controles deslizan-
tes a,b e ¢ e analisem as variagoes ocorridas na janela de algebra, na janela CAS e na

janela de visualizacao grafica e respondam as perguntas:

3.1 Qual a relacao entre o grafico da funcao, o eixo X e os zeros da funcao?
3.2 Qual a relagao entre os zeros da funcao e o vértice da pardbola?

3.3 Porque na linha 1 da janela CAS é mostrado a férmula resolutiva da equacao polino-
mial do segundo grau com duas solugoes (raizes da fungao quadratica) e na fungao
polinomial do segundo grau que esta vinculada aos controles deslizante a, b e ¢, con-

forme variar estes coeficientes, a janela CAS linha 3 mostra apenas uma ou nem

uma raiz?

3.4 Como o GeoGebra chegou na forma resolutiva da equacao do segundo grau?

4.2.3.3 Resultados esperado

Sobre a questao 1, espera-se que os alunos, ao moverem os controles deslizante,
percebam que o grafico de f assume trés posigoes em relagao ao eixo x, e que essas posicoes

estao relacionadas com as raizes da funcao, sendo as relagoes: o grafico totalmente acima
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ou totalmente abaixo do eixo x, sem o tocar, serd mostrado na janela CAS raiz {},
significa que a funcao nao tem raiz real; o grafico toca o eixo x em unico ponto, a janela
CAS retorna uma tunica raiz, significa que a fungao tem uma tunica raiz real; e o grafico
toca o eixo x em dois pontos, a janela CAS retorna duas raizes distintas, a funcao tem
duas raizes reais.

Sobre a questao 2, espera-se que que os alunos percebam que, quando a funcao
quadratica possui raizes reais, a abscissa do vértice da parabola estd a uma mesma
distancia de cada uma dessas raizes, ou seja, x, é a metade da soma das raizes da funcao
quadratica, os alunos devem ser incentivados a comprovar essa afirmacgao algebricamente,

uma das formas de mostrar isso é a seguinte:

—b+ VA b= VA

Sejam as raizes x; = —, €2 = 5 , para mostrar que z, esta a
a a
—b
uma mesma distancia de x; e x9, devemos mostrar que x, = 2 é a média aritmética das
a
raizes x1 e x9. De fato
—b+ VA n —b— VA
T +ZE2 . 2a 2a . —2b . —b
2 2  da 24’

Assim, mostramos que as raizes da fungao quadrética sao simétrica em relacao

a x,, essa relacao de simetria ainda pode ser notada para todos os pontos da parabola.

. - , . -b
A reta paralela ao eixo y que passa pelo vértice da pardbola, ou seja a reta z = 20 é
a

chamada de eixo de simetria da parabola, pois, os pontos da parabola sao simétricos em
relacao a esta reta.
A questao trés busca dar énfase na existéncia de raizes reais da funcao quadratica.

O aluno ¢ solicitado a observar a linha 1 da janela CAS, onde é mostrado que a funcao
—b+ Vb? — 4ac —b—Vb? — dac
€ Iy = )

2a 2a

mas que ao manipular os controles deslizantes, que atribuem valores numéricos aos coefi-

quadratica genérica admite duas raizes, x; =

cientes a, b e ¢, nem sempre existem raizes reais. Por exemplo, na Figura 4.12 temos que
f(z) = ax®*4+br+c,paraa =1, b=4ec= —0,5, ouseja, f(r) = 2°+4x—0, 5,possui duas
raizes reais, mas ao variar o controle deslizante ¢ para ¢ = 4, passamos a ter r; = 9 = —2,

ou seja, apenas uma raiz real, e para ¢ > 4 nao temos nem uma raiz real (Figura 4.13).
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Resolver {}
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(b) ¢ > 4, em especifico ¢ = 5, f ndo possui raiz real

Figura 4.13: Investigacio das raizes de f(z) = 2> + 4z + c.

No exemplo dado, os alunos ao manipularem o controle deslizante ¢ e verem o
grafico se deslocando para cima, quando estiver aumentando o valor de ¢, poderao perceber
que as raizes ficam cada vez mais proximas uma da outra, até que se tornem uma tnica
raiz e o grafico toque o eixo x em um tunico ponto, isso quando varia-se ¢ de -5 a 4;
depois para ¢ > 4, o grafico nao mais toca o eixo x. Os alunos devem ser motivados
mostrarem em linguagem matematica o porqué isso ocorre. Uma abordagem possivel é

colocar, em funcao de ¢, a distancia entre as raizes x; e xs. No exemplo estao fixos os
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—b+ VA —b— VA

eryg=————""a

valores de a = 1, b = 4 enquanto ¢ é variavel, como x; = 5 5
a a

distancia de x; a x5 é dada por

“b+VA —b-VA VA

2a 2a a

d(xl,xg) =T — T9 =

Temos entao que, por a estar fixo, o que distancia x; de x5 é o valor do discriminante
A, quanto maior for A maior serd a distancia entre z; e xs, como A = b*> — 4ac, quando
substituido os valores dos coeficientes a, b em A = b* — 4ac, temos que A = 4> —
4.1.c = 4(4 — ¢), assim, para valores de ¢ cada vez mais proximos de 4, mas menores que
4, mais préximo estarao as raizes de f, e quando ¢ = 4 temos A =0 e

_=b+V0 —b _=b=V0 b

1 = — Tog=—F "= 7", = T1 =Ty
2a 2a’ 2a 2a’ ’

—b+ VA
2a
negativo e nao existe nos reais raiz quadrada de nimero negativo, o mesmo ocorre com

quando ¢ > 4 temos A < 0 e x; = mas VA nao é um nimero real, pois A é

To; para exemplificar tomemos ¢=5, entao temos A = 4(4 — ¢) = 4(4 — 5) = —4, assim

:—b+\/—_4 :—b—\/—_4

T T2
2a 2a
AR . —4+
mas v —4 nao é um numero real, como b = 4 e a = 1 entao x; = — e Ty =
—4 —\/—4 i L , . 9 .
— também nao sdo nimeros reais, consequentemente f(z) = x° + 4z + 5 nao

possuem raizes reais.

Nota-se nessas atividades varias formas de dar sentido e aplicacao as férmulas
matematicas trabalhadas no ensino de funcao quadratica. A experiéncia de interacao dos
elementos graficos e do calculo simbdlico dao sentido matematico as alteragoes ocorridas
no grafico de f e dao significado as formulas matematicas. Podendo assim criar uma rede
de significado de conteuiddos matematicos, para os alunos sujeitos a esse tipo de atividade
de exploragao dinamicas.

Para responder a questao quatro e mostrar como chegar na solucao da equacao

polinomial do segundo grau, temos que realizar manipulacoes algébricas para isolarmos x
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e o deixar em funcao dos coeficientes a, b e ¢, como mostrado a seguir:

flx)=0 = ax®+br+c

(2 bx c)
= a|\x"+—+~—
a a

2+2bx+b2+c b?
= alx —_—t — 4+ - - —
2a¢  4a?  a 4a?

N b 2 N dac — b?
. 2a 4a?
n i 2 B b? — 4ac _0
v 2a 4a? -
N N b 2 _[(b* —dac
v 2a ) 4a?
= 4+

N b? — dac
42 =
2a 4a?
—b+Vb? — 4dac
xr g
2a

ou seja, temos duas solugoes

B —b—l—\/b2—4ace —b —Vb? — 4ac

2a - 2a

4 To =

Podemos notar nessa atividade que uma das vantagens de se utilizar a janela
CAS é que os célculos realizados buscam trazer a simbologia mais préxima dos calculos
realizados a “mao”, diferente de outras calculadoras que apresentam apenas resultados

na forma decimal.

4.3 O surgimento de problemas matematicos em am-
bientes dinamicos

Ambientes dinamicos como o GeoGebra possibilitam uma abordagem diferente
dos conteidos matematicos, muito mais interativa e com possibilidade de relacionar varios
conteudos em uma mesma atividade. A parametrizacao de objetos e a possibilidade de
controlar a variacao desses parametros com a opcao “Controle deslizante” e visualizar

as mudancas graficas quando variamos esses parametros, possibilitam a investigacao de
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novos problemas e a conjecturas de novas situacoes, que dificilmente seriam percebidas

em uma ambiente estatico. Atividades desta forma podem ser vistas no seguinte exemplo:

4.3.1 Atividade 4.5

Atribuindo parametros aos coeficientes de uma funcao quadratica genérica, cri-
ando um controle deslizante para cada coeficiente, temos a possibilidade de animar o
grafico, variando cada um dos coeficientes podendo ver que o grafico da fungao se movi-
menta de uma maneira diferente para cada controle deslizante que movemos. Pode entao
surgir o seguinte questionamento:

Seja a funcdo f : R — R dada por f(z) = ax® + bx + ¢, com a,b,c € R com
a # 0. Marque o ponto do vértice da pardbola (grafico da fungao quadratica). Qual é o

lugar geométrico ocupado pelos vértices das parabolas quando:

e a) Fixado os coeficientes b e ¢, varia-se o coeficiente a?
e b) Fixado os coeficientes a e b, varia-se o coeficiente ¢?

e ¢) Fixado os coeficientes a e ¢, varia-se o coeficiente b?

4.3.1.1 Desenvolvimento da atividade no GeoGebra.

Item a)

Inserir os controles deslizantes a, b, ¢;

Inserir a funcio f(z) = ax? + bx + ¢

—b —Vb?>—4
e Inserir o ponto V' (2—, 4—ac> vértice da parabola;
a a

Habilitar o rastro do ponto V e do grafico de f(z) = az® + bz + c.

Agora fixando b = 1 e ¢ = 1 e, entao variando o controle deslizante a, sera apresentado na
tela do GeoGebra o rastro do vértice da parabola e da prépria parabola conforme Figura

4.14.
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b=1 :
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c=1 H
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Objetos Dependentes
b b
V= |- fl -5
@ ( 2a ( Za))
— (-6.67, -2.33)
fx)=ax*+bx+c

— 008 +1x+1

b
gl = +c

=

Figura 4.14: Lugar geométrico do vértice da parabola, quando varia-se a com b e ¢ fixos.

Como é possivel ver na tela do GeoGebra, o lugar geométrico do ponto V é uma

reta. Devemos entao encontrar qual a equagao da reta que descreve o movimento do ponto

V.
—b Vb? —4dac
Temos que V = | —, ——
2a 4a

—b —b
% = a= 97 a # 0 e a nao estda definido para x = 0 portanto devemos ter também
a x

b +#0.

Substituindo o coeficiente a = ;— na equacao da parabola, temos:
x

), isolando a no valor de x vértice temos: = =

—b b
y=_—a +br+c=>y=-xr+c
2z 2

Portanto, o lugar geométrico dos vértices das parabolas f(z) = ax® +bx +c, para
a # 0eb # 0, pertencem a reta y = gx + ¢, quando a percorre o conjunto R — {0}.
Quando b = 0 em f, observou-se que o lugar geométrico do vértice, quando variamos o
coeficiente a, é o ponto (0,c).

Item b)

No GeoGebra, com os mesmo comandos do item anterior, vamos agora fixar a e
¢ e variar b. Por exemplo, fixamos a = 1 e ¢ = 1 e variamos b, como esta habilitado o
rastro do vértice e do grafico de f serao apresentados na tela do GeoGebra, assim como

na Figura 4.15.
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Figura 4.15: Lugar geométrico do vértice da parabola, quando varia-se b com a e ¢ fixos.

Como pode ser notado, o lugar geométrico do vértice parece ser uma parabola.

Provemos entao, que o lugar geométrico de V é definido por uma funcao quadratica e

—b
mostremos qual é esta funcao quadratica. Temos que para a # 0 z, = % = b= —x,2a,
a
—b? + 4dac
substituindo b em ¥, = +, temos que:
a
—(=zy2a)? —dac  —4a*x® +c )
) =Y, = = = —azx” +c
g(x) =y » T +

Portanto, o lugar geométrico do vértice de f, quando fixado a e ¢ e variamos b é
uma funcdo quadrética g, definida por: g(z) = —ax® + c.

Item c)

Fixemos os coeficientes a e b e variemos o coeficiente c. Vejamos na Figura 4.16
a representacao grafica criada no GeoGebra quando animamos o controle deslizante ¢

enquanto a =1 e b = 4.
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Figura 4.16: Lugar geométrico do vértice da parabola, quando varia-se ¢ com a e b fixos.

O rastro do ponto V pertencente ao grafico de f nos indicam que o lugar geométrico

—b —Vb? —4ac
do vértice V' (2—, 4—) é uma reta paralela ao eixo y. De fato, temos que z,
a a

nao depende de ¢, entao x, nao mudara de valor quando variarmos o coeficiente ¢, ou
seja, quando variamos o valor do coeficiente ¢, todos os vértices das parabolas pertencem

a reta vertical x = —.
2a

4.3.2 Atividade 4.6

Usando os elementos da definicao de pardbola, deve-se construir um ponto P
1 _
que descreve a pardbola de foco F(0, 4_1) e reta diretriz y = e Qual a equacao de tal

parabola?

4.3.2.1 Desenvolvimento da atividade no GeoGebra.

1
e Construa o ponto F = <0, 4_1)’

e Construa a Reta y = T;
-1

e Construa um ponto A sobre a reta y = e

e Construa o segmento F'A inserindo a entrada g = Segmento(F, A);
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e Construa um ponto P, tal que d(F,P) = d(P,A), com isso o triangulo FFPA
serd isosceles de base FA e a mediatriz de FA passard por P, assim, insira h =

Mediatriz(g) para construir tal mediatriz;

e P ¢é a intersecio da mediatriz de FA com a perpendicular que passa pelo ponto A,

entdo insira a entrada i = Perpendicular(A, f) para criar tal perpendicular;

e Insira a entrada P = Intersecao(h,i) para criar o ponto P = h N i;

-1
e Habilite o rastro de P e movimente o poto A sobre a reta y = T

1 -1
O rastro deixado pelo ponto P indica a parabola de foco F (0, Z) e reta diretriz y = T

(4.17).

ik 7 !
@ i yf—} n [ &
4
I W
e - (03)
f
— (0, 0.25)
: i P
A = Ponto(f) =
s ®
— (2,-0.25)
3
® g = Segmento(F.A) 4.25
906 2 4.25
o h : Mediatriz(g) : 1
=5 — F =40, 0.25
2% + 0.5y = -2 & f\; )
o i Perendicular(A.1) : o : §—=
- x=2 -1
P = Intersecdo(h, i) 5
- (2.4

1 -1
Figura 4.17: Construcao da parabola de foco F' (0, Z) e diretriz y = R

1
Mostramos que o ponto P descreve a parabola de foco F <O, Z) e reta diretriz

Yy = _T’ agora devemos encontrar qual a equacao de tal parabola.

Sendo P(z,y) e sabendo que d(F, P) = \/(zp — 2r)? + (yp — yr)?, pela definicao

de parabola, temos:

d(P,A) = d(F,P)

y+i = \/(iv)2+<y—i)2




elevando ambos os membros ao quadrado temos:

2, ¥ L _
y—|—2+8 x+(y
2 Yy L 2 o
y+2+8 7 +y
Y = z2.

2

Portanto a equacao da parabola é y =«
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Capitulo 5

Aplicacao do (GGeo(Gebra para o
ensino de nocao de limites e

derivadas

A disciplina de Calculo Diferencial e Integral, por sua aplicagao em varios ramos
da ciéncia, esta presente em varios cursos superiores, como por exemplo Matematica, En-
genharias, Administragao, Ciéncias Biologia, Ciéncias da Computacao, Fisica, Quimica,
Agronomia e varios outros. Por outro lado, o que tém chamado a atencao nas univer-
sidades é o altos indices de reprovacao e desisténcia nessa disciplina. Rezende (2003)
aponta que grande parte dessas dificuldades de aprendizagem dos conceitos de Célculo
sao de natureza epistemolodgica e que essas dificuldades se concentram no fato da omissao
e/ou evitacdo das ideias bésicas dos problemas construtores do Célculo no ensino da
Matemaética.

Assim, descrevemos neste capitulo, na forma de atividades exploratérias, algumas
possibilidades de uso do software GeoGebra para o ensino da nocao de limites e derivadas.
Nao pretendemos abordar tudo o que é visto em um curso de Célculo I, mas sim, mostrar
que ¢é possivel realizar atividades dinamicas com o GeoGebra que sao fundamentais para
construcao dos significados matematicos do que sao limite e derivada. Buscamos abordar
alguns problemas que deram origem ou que dao significado aos conceitos de limites e
derivada, relacionando as defini¢oes formais e muitas vezes abstratas com construcoes

graficas dinamicas, buscando contribuir com a significacao dos conceitos apresentados.
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5.1 Atividades interativas sobre limite de uma funcao

Geralmente o primeiro contato de um estudante de exatas com o Calculo Dife-
rencial é por meio do contetido de limites. Assim, a compreensao dos conceitos de limites
de uma fungao é fundamental para que o aluno possa prosseguir o estudo.

Historicamente o estudo de limites de uma funcao estéd ligado a necessidade de
compreender o comportamento de uma funcao quando seu argumento se aproxima de um
determinado valor, em que nao necessariamente pertence ao seu dominio, o que é um dos
principios para construcao e compreensao do grafico de uma funcao. Atualmente, com a
disponibilidade dos softwares de construcao de graficos de funcoes, podemos inverter esta
ordem, isto é, a partir da construcao de graficos de funcgoes, podemos estudar as definigoes
e propriedades de limites. Para a compreensao da definicao de limite de uma funcao é
de fundamental importancia a visualizacao grafica, pois, esta ajuda muito na formagcao
da nocao intuitiva de limites. Portanto, apresentamos algumas atividades realizadas no
GeoGebra, que podem auxiliar na compreensao da definicao formal de limites.

Apenas com a definigao formal de limite (defini¢ao 5 on page 29 apresentada neste
trabalho), dificilmente o aluno compreendera algo sobre limite. Esse primeiro contato
com € e 0 muitas vezes assustam os alunos, pois, sao ideias abstratas de representar um
erro muito pequeno. Assim, descrevemos a seguir alguns exemplos de atividades que
podem ser realizadas no ensino de nogao de limites com o software GeoGebra. A intencao
¢ minimizar as dificuldades de entender os conceitos abstratos presentes na definicao
de limite, através de uma abordagem geométrica interativa com construcoes de objetos
dinamicos e relacionar essas construgoes com a definigao formal de limite, a fim de enfatizar

a compreensao dos seus conceitos.

5.1.1 Atividade 5.1

Construir uma animacao que auxilie o aluno na compreensao da definicao de
limite, usando para isso o seguinte caso particular: Encontrar o limite da funcao f : R — R
tal que f(x) =« + 1 quando x tende a 1.

Podemos construir no GeoGebra uma animacao que nos conduza a encontrar o
nimero real L tal que

lim x4+ 1=1L
r—1
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buscando valorizar e compreender o uso de € e § na definigao de limites.

Pela definigdo devemos encontrar L (se existir) tal que para qualquer € > 0 houver
um § > 0 tal que 0 < |z — 1| < § = |f(z) — L| < e. Inicialmente podemos construir
o grafico de f(x) digitando no GeoGebra as entradas f(x) = x + 1, que ird apresentar o
grafico desta funcao na janela de visualizagao. Como a funcao estd definida para x = 1
podemos criar o ponto A = (1, f(1)) para melhor ver o que ocorre com f(z) préximo a

este ponto (Figura 5.1).

RN EEPANEE
B Al 2| & o i
@ flx) = x+1 :

A = (1,7(1)

- {12) i

O

+

Figura 5.1: Gréfico da fungao f(z) = = + 1 construidos no GeoGebra.

Utilizando a func¢ao controle deslizante, podemos construir um ponto dinamico
P = (a, f(a)) e verificar o que ocorre com f(a) para valores de a proximos a 1. A figura
5.2 mostra a imagem do ponto P(a, f(a)) quando movemos o controle deslizante a para
valores préximos de 1 em um raio igual a 0,5, ou seja, quando fazemos a — 1 (os pontos
em vermelho sdo os rastros do ponto P quando o incremento do controle deslizante é 0,1).
Esta interacao pode proporcionar a ideia intuitiva de que quanto mais proximo de 1 estiver

o valor de a, mais f(a) estara préximo de 2, levando a conjecturar que lirr% r+1=2.
—
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Figura 5.2: Ponto P(a,f(a)) sobre o gréfico de f(z) = = + 1.

Explorar a definicao de limite, na qual devemos verificar se realmente lirq r+1=
T

2 ¢ entender a relagdo: Ve > 030 > Otalque 0 < |z —1| <d = |f(z) —L| <e.

Entao, construir uma animacgao em que podemos escolher um valor qualquer para

e e verificar se existe § que satisfaca 0 < |[x — 1| <0 = |f(z) — 2| <.

Utilizaremos a seguinte rotina para construir tal animacao:

Inserir dois controles deslizantes ¢ e §;
Construir os pontos B e C' digitando as entradas B = (1 —4,0) e C' = (1 — §,0);

Criar os pontos D e E pertencentes ao grafico da funcao, respectivamente quando

x assume o valor minimo e o valor maximo da vizinhanca de z = 1, digitando as

entradas D = (2(B), f(z(B))), E = (2(C), f(z(C)));

Construir os pontos F' e G, digitando as entradas F' = (0,y(D)) e G = (0,y(E)),

para visualizarmos as variagoes dos valores de f(z) quando 1 — <z < 1+ 0;

Construir os pontos H e I digitando as entradas H = (0,2 +¢€) e (0,2 —¢).

Agora na Barra de ferramentas do GeoGebra, na ferramenta reta, escolhemos

segmento e marcamos BD, CE, FD, GE, CB e HI. Sera mostrado na janela de

visualizacao do GeoGebra como apresenta a Figura 5.3.
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O segmento JI tem comprimento 2¢ e FE tem comprimento 26. Escolhido o
valor de €, devemos ajustar o valor de d, no controle deslizante 6, até que o segmento BC'
coincida ou esteja contido em JI, que é a interpretagio geométrica de 0 < |f(x) — 2| < .
Fazendo isso com alguns valores de €, podemos perceber que, tomando § < € teremos,
para qualquer € > 0, basta tomarmos 0 < § < eparaque0 < [x—1| <0 = |f(x)—2] <,

que aponta para lim = + 1 = 2.
z—1

2.5

[us]

D

1 -0 i 05 - 15 2 25 3
F=(07.0) E={130)

Figura 5.3: Construcao no GeoGebra de € e § dinamico.

15
H E
]
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| L e=02
A
1.5
=02
h
1
el
0.5
C .f* B
atl -05 i 0s s 15 3 2lg 3

Figura 5.4: Exploracao da interdependéncia de d e ¢, e =0,2 e 9 =0, 2.
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Figura 5.5: Exploragao da interdependéncia de d e €, e =0,2 e § =0, 1.

Atividades como estas auxiliam na compreensao da interdependéncia de d e € e
na compreensao do conceito de limite.

Verificamos como proceder algebricamente para mostrar que };1—% r+1=2.

Pela definigdo devemos mostrar que, Ve >0, 36 >0tal que 0 < [z — 1| < § =
[f(z) —2[ <e

Notamos que dado € > 0, |f(z) —2| <e< |r+1—-2| <e& |r— 1] <e assim
tomando 0 < § < etemosque |z — 1| <d=|z+1-2|/<d=|f(z) -2/ <d<e=
|f(z) — 2| < ¢, como desejado.

No caso da fungao f(z) = = + 1, g1£1_>rr% r+1=2= f(1), pois, a fungao estd

definida para = = 1, nesse caso especifico o limite é obtido substituindo z por 1 em f(x).

Vejamos um exemplo de limite em um ponto em que a funcao nao esta definida.

5.1.2 Atividade 5.2

. . 2 —4 w2 —4
Seja a fungao g(x) = P encontremos }EI_% P

Note que g(x) nao esta definida para x = 2, pois se estivesse terfamos o ponto

0
(2,9(2)) , mas, g(2) = g due ¢ uma indeterminacdo, assim ndo podemos apenas subs-
tituir = por 2 em g(z). Portanto, seu dominio méximo é dado por D = R — {2}. Para

compreender melhor o que ocorre com esse limite podemos fazer a seguinte animagao no

74



GeoGebra:

Insira a entrada g(x) = ° __ 5 1o GeoGebra, e veremos na janela de visualizacao
o grafico de g(x), apesar de g nao estar definida para x = 2, visualmente o gréfico parece
continuo para todo = € R, mas quando tentamos plotar o ponto A = (2, ¢(2)) o GeoGebra
retorna na janela de algebra inde finido, pois, a fungdo nao estd definida para x=2 (Figura

5.6).

E] A& A :
x*—4 5
@ =I5
4
A={2g(2))
—indefinido 3
4
3
1
/z i [ 1 2 3 1
g
=
-2

construidos no GeoGebra.

Figura 5.6: Gréfico da fungao g(z) = <
x

Digitamos agora na caixa de entada a = 2 para criarmos um controle deslizante,
escolhemos o intervalo de variacao min=1 e max=3 para termos um intervalo de raio 1
em relacdo a x = 2. Agora criamos o ponto B = (a, g(a)), que é um ponto pertencente
ao gréfico de g(z) e que se move sobre o gréfico conforme movemos o controle deslizante
a. Movendo o controle deslizante a para valores proximos de 2 a ordenada de B, ou seja,
o valor de g(a), tende a se aproximar cada vez mais de 4, tanto pela direita quanto pela
esquerda, e quando a = 2 é apresentado na janela de dlgebra B = (a, g(a)) Inde finido,

pois, conforme dito anteriormente a fungao nao estd definida em 2 (Figura 5.7).

75



.

RNl EIPANE: alFalB S i

We = A E] A
Fungéo Fungéo
X2 —4
@ g(*):% O a- x—2
Ndmera Ndmero
Porito Fonto
A=(2 g2)) A={2g(2))
—  indefinido 4q — indefinido
-1 i 4
B = (a,g(a)) B = {a g(a)}
— (22,42} —_indefinido
(a) paraa =2,2 g(a) = 4,2 (b) Para a = 2 g(a) é indefinida

Figura 5.7: Animacgao do ponto B(a,g(a)) quando se varia o valor de a

Pela definicao de limite nao importa se a fungao nao estd definida em a, pois
devemos considerar valores proximo de a mas nao iguais a a. Conforme movemos o
controle deslizante para valores préximos de 2, tanto pela direita quanto pela esquerda,

os valores de g(x) tendem a se aproximar cada vez mais de 4, o que nos leva a conjecturar

2
x—4
que lim —— = 4.
rx—2 r —
2

Além de podermos analisar o :lcl_)n% xxj com uma animacao, como acabamos de
mostrar na atividade 5.2, o GeoGebra também tem a funcao de calcular o limite de uma
funcao, no caso da atividade 5.2 basta digitar a entrada Limite(g, 2), veja na figura 5.8 que
na janela de élgebra, ao digitar a entrada Limite(g,2), surgiu o nimero b = Limite(g, 2)

que é 4.
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Figura 5.8: Gréfico da fungao g(x) = ——3 construidos no GeoGebra.
x

5.1.3 Atividade 5.3

Nesta atividade pretendemos mostrar a importancia do software de visualizacao
grafica nas analises de conjecturas sobre limites de uma funcao.
. ... m
Verifique o lim sin —.

z—0 €T

T
Sugestao: A funcao sin — nao esté definida para x = 0. Faca a troca de variaveis
x

1 1 .

r=— =n = —, entdo, quando = + 07 = n — +o00 e quando x — 0~ = n > —o0, a
n x

substituicao de varidvel gera os limites: lim sinnm e lim sinnm.

n—oot n—00~

Como os inteiros sao infinitos negativos e infinitos positivos, calcule os limites
. . p . T

para n pertencente aos inteiros. Faca no GeoGebra o gréfico da f(x) = sin — e compare
x

com o resultado obtido do limite acima.

5.1.3.1 Resultados esperados

Trocando de variavel como na sugestao, temos:

- lim sinnrw, se x+— 0
. . +
limsin — = ¢ "7

=0z lim sinnm, se z+— 0~

n—oo—
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mas para todo nimero inteiro n, sinnmt = 0. O que sugere ilin sing =0.

Plotando no GeoGebra o grafico de f(x) = sin g, podemos ver que para valores
de x bem préximos de zero, os valores de f(z) oscilam entre -1 e 1 infinitas vezes, ou seja,
f(z) ndo tende para um nimero fixo quando = — 0 (Figura 5.9).

DRI EEFRNEE Sea
@ f(x) = sen(g) =N

+  Entrada

I}

Figura 5.9: Gréafico da func¢ao f(z) = sin T construidos no GeoGebra.
x

Com isso, a visualizacao do gréfico de f(x) nos indica que a conjectura
. . T p T . ~
hn% sin — = 0 esta errada, indica ainda que quando x — 0 a funcao tende tanto para 1
z—> T

. .~ .. ~ . . . T
quanto para -1, o que contradiz a definicao de limites, portanto nao existe hH(l) sin — .
r—r €T

5.2 Atividades interativas sobre derivada

Nesta secao abordaremos um limite especial, tendo este aplicacao geométrica e
esta relacionado a reta tangente a uma curva em um determinado ponto, digamos P, este
limite leva o nome de derivada da fungao no ponto P.

Apresentaremos algumas atividades baseadas no que propoem Rezende (2003),
em que aponta que as dificuldades de aprendizagem de natureza epistemoldgica de ensino
de Célculo, se deve ao fato da omissao e/ou evitacao das ideias basicas dos problemas
construtores do Célculo no ensino da Matematica. Assim, pretende-se colocar o aluno
no contexto do problema que deu origem ao estudo da definicao precisa de reta tangente
a uma curva em um determinado ponto e definir a inclinagao desta reta tangente como

derivada. Para isso serd proposto um ambiente de experiéncia visual e interativa com o
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GeoGebra.

5.2.1 Atividade 5.4

Nesta atividade sera discutido a fragilidade da generalizagao do conceito de reta

tangente a uma circunferéncia, para conceituar reta tangente a uma curva qualquer.

5.2.1.1 Descricao da atividade

Para compreender melhor a ideia geométrica de reta tangente vejamos a origem
da palavra, ‘tangente’ que vem do latim tangens, que significa “tocando”, assim a ideia
geométrica de reta tangente ¢ a reta que toca uma curva sem atravessa-la, ou seja, uma reta
tangente deve ter a mesma direcao que a curva no ponto de contato. Um dos problemas
que foram base para o desenvolvimento do Calculo no século XVII, foi o problema de
definir a equagao da reta tangente & uma curva em um determinado ponto (Ferao et al.,
2012, p. 175). Visto que era generalizado a definigdo de reta tangente, com a mesma
definicao usada para reta tangente a uma circunferéncia, ou seja, reta tangente era definida

CO1mo:

Definicao 14. Uma reta € tangente a uma circunferéncia quando esta reta intercepta a

circunferéncia em um unico ponto.

Analisaremos a seguir a ideia de reta tangente encontrar a curva num tnico ponto
(como o intuito da atividade é discutir a ideia de reta tangente tocar a curva em um tinico
ponto, iremos considerar o que o software GeoGebra traz como reta tangente a uma curva).
Utilizando o GeoGebra, vamos analisar as retas tangentes aos graficos das fungoes

f(z) = 2% e g(x) = 2° + 22% em alguns de seus pontos.

5.2.1.2 Procedimentos

e No GeoGebra, para construir o grafico da funcao insira a entrada f(x) = 2*;

e Insira um controle deslizante a;

e Insira o ponto A = (a, f(a)), este ponto estd vinculado ao controle deslizante a,

quando movermos este controle deslizante o ponto percorrera o grafico da fungao;
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e Agora para criar a reta tangente ao grafico de f no ponto A, insira a entrada

t : Tangente(A, f).

Ao movimentar o controle deslizante a, sera mostrado na janela de visualizacao,
a reta tangente ao grafico de f no ponto A(a, f(a)) para cada valor de a. Vejamos na
Figura 5.10 as retas tangentes ao grafico de f(x)(retas em vermelho) nos pontos A(a, f(a))
quando a assume os valores -2, -1, 0 e 1.

Agora fazendo o processo andlogo, podemos construir a tangente ao grafico da
funcio g(x) = 2°+22% no ponto A = (a, g(a)), do mesmo modo ao movimentar o controle
deslizante a, serda mostrado na janela de visualizagao, a reta tangente ao grafico de g no
ponto A(a, g(a)) para cada valor de a. Veja na Figura 5.11 as retas tangentes ao grafico

de g(x) nos pontos A(a, g(a)) quando a assume os valores -2, -1, 0 e 1.

flz) = z*

Figura 5.10: Tangente ao grifico de f(z) = 2°

Observando esta atividade o aluno podera perceber que no caso do grafico de
f(z) = 2* a tangente toca o grafico em um tnico ponto, mas no caso da funcio g(x) =
23 + 2% a tangente pode tocar o grafico em dois pontos. Assim, compreender que a ideia
de a reta tangente tocar a curva em um unico ponto nao é geral.

Com a interacao proporcionada pelo GeoGebra, além de notar que a tangente
ao grafico de g(r) = 2® + 2% pode tocar o gréafico de g em dois pontos, a manipulacio
e observagao da reta tangente deslizando sobre o gréfico de g(z) levantou a seguinte

conjectura: as retas tangentes ao grafico da funcdo g(z) = 2 + 2%, com excecio da
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—2

=3

Figura 5.11: Tangente ao gréifico de g(r) = 2° 4 2

2 2 , . .
tangente no ponto 3 g 3 , tocam o gréfico de g(z) em dois pontos. Esta conjectura

¢é tratada na atividade 5.9.

5.2.2 Atividade 5.5

O problema de encontrar uma definicao precisa para reta tangente a uma curva
em um de seus pontos, levaram matematicos a se dedicarem a pesquisa para elaborar
uma resposta a tal problema. No século XVII, matematicos definiram reta tangente a
uma curva y = f(z) em um determinado ponto P(xg, o), como a posi¢ao limite da reta
secante que passa por P(zg,yo) ¢ Q(x1,y1) em que x1 = x¢ + h, quando h tende a zero.

Assim, para compreensao e construcao do conceito de reta tangente a uma curva
em um determinado ponto P, propomos uma atividade de construir no GeoGebra uma
animagcao, interpretando este problema, como o problema de encontrar a equacgao da reta
secante a curva y = f(z) que passa pelos pontos P = (a, f(a)) e @ = (z, f(x)), quando x

tende a a. Vejamos o seguinte exemplo particular.
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5.2.2.1 Descricao da atividade

Construir uma animacao da reta secante ao grafico da funcao f : R — R dada
por f(z) = x?, que passa pelos pontos A(1,1) e Q(z, f(x)) quando z tende a 1.
Encontre o coeficiente angular desta secante e a equacao da reta tangente ao

grafico da f(x) = 2*, no ponto A(1,1).

5.2.2.2 Procedimentos

Utilizando o GeoGebra, construiremos uma animacao da reta secante a f(x), que
passa por P = (1, f(1)) e @ = (1 + a, f(1 + a)) e analisaremos o que ocorre quando a
tende a 0.

e No GeoGebra, na janela de &lgebra insira a entrada f(x) = z*;

e Insira o ponto P = (1,1);

e Agora insira o controle deslizante a, altere a variacao de a para mim = —2 e

maxr = 2;

e Insira @ = (z(P) + a, f(x(P) + a)) para construir o ponto dinamico ) pertencente
ao grafico de f, o qual, movendo o controle deslizante a, podemos desliza-lo sobre o

grafico de f e assim podermos fazer () tender a P;

e Para inserir a reta s = P(Q) secante ao grafico de f(z), digite na caixa de entrada

“s:Reta(P,Q)”;

e Para criar a reta ¢, tangente ao grafico de f(z) no ponto P, digite na caixa de

entrada “t:Tangente(P, f )”.

Veja na Figura 5.12 a representagao grafica da construcao mencionada acima,
mostrada na janela de visualizacao do GeoGebra, onde a = 1 e () esta a direita de P,
pode ser notado também que a representa a variagao Az e f(1+a) — f(1) a variacao Ay

das coordenadas dos pontos P e Q).
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Figura 5.12: Secante ao grafico de f(z) = z? em P e Q.

Ao movimentar o controle deslizante para valores cada vez mais préximos de zero,
ou seja, quando a —» 0, o ponto @ = (1 + a, f(1 + a)) se aproximara cada vez mais do
ponto P, entao a reta secante P() se aproxima de sua posicao limite, dando a ideia de
reta tangente a f que passa por P. Podemos ver na Figura 5.13 como a reta secante (reta

em vermelho), se aproxima da reta tangente ¢ (reta em preto) para |a| =0, 1.

el

iR}
1l
o
w
I
(]
[
=

il T ! 1 - 1 fa.= 043
) @
_% —1/

(a) a=-0.1 (b) a=0.1
Figura 5.13: Reta tangente ao gréfico de f(r) = 2* no ponto P(1,1)

Entao, se a reta tangente ¢ a posicao limite da reta secante quando a tende a 0,

qual o coeficiente angular da reta tangente?
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Da geometria analitica, temos que, se soubermos dois pontos de uma reta, pode-
mos determinar sua inclinagao. Como a reta secante s passa por P(1,1) e Q(1+a, f(1+a)),
que também pertencem f(z) = 2? e sendo a equacdo geral da reta y = ma+b, substituindo

os valores de P e () na equacao geral da reta, podemos montar o sistema:

fA+a)=m(l+a)+b
f()y=m1+0

Subtraindo a segunda equacao da primeira temos que,

fA+a)—f()=m(l+a)—m

= f(1+a)— f(1) = m.a
f(+a) - £(1)

=>m = g
ou para a = x — Tg
m:M (5.1)
r — 2o

entao, temos que a inclinagao da reta secante s, que passa pelos pontos P e () é:

f(1+a)— £(1)

a

m =

Como a reta tangente a f(x), que passa por P, é a posicao limite da secante
quando Q(1 + a, f(1 +a)) tende a P(1,1), ou seja, a — 0, mas a # 0, entdo a inclinagao

da reta tangente é:

et d0 @ =S (1)
a—0 a

assim, como f(x) = 2*, temos que:

a—0 a
(1+a)?-1

= m; = lim
a—0 a

. (a)*+2a+1-1
= m; = lim
a—0 a
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Portanto, a inclinagdo da reta tangente a f(z) no ponto P é m; = 2. Como a
reta tangente passa pelo ponto P(1,1) e ja sabemos a sua inclina¢do m; = 2, substituindo

esses valores na equacao geral da reta y = max + b temos:

1=21+b
b=-2+1
b=—1

Assim, a equacao da reta tangente a f(x) que passa por P(1,1) é y = 2z — 1.

Também podemos interpretar da seguinte maneira: Seja y = g(z) a equagao da
reta tangente que pretendemos encontrar, da geometria analitica temos que a inclinagao
m; da reta que passa pelo ponto P(1,1) é m; = %, como a inclinacao da tangente a

fem P(1,1) é 2, temos que:

2 —-1)=y—1 = 2r—1=y

que é a equagao da reta tangente a f(z) no ponto P(1,1).
Generalizando o problema de encontrar a equagao da reta tangente a uma curva
y = f(z) em um determinado ponto (xg, f(zo)), como a inclinagdo da reta tangente é

f(x) = f(xo)

, € da geometria analitica temos que:

- mt(x_IO):y_yO
T — 2o

e entao, como yo = f(zg), temos que a equagao da reta tangente sera:

my(x — o) =y — f(x0)

em que m; = lim M.
T—x0 r — X
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5.2.3 Atividade 5.6

Vimos nas atividades 5.4 e 5.5 que o mesmo tipo de limite sempre aparece ao
encontrarmos a inclinagao de uma reta tangente, este limite especial leva o nome de
derivada da funcao no ponto x e é denotado por f'(zg),

o) — tim L0 @) = ()

a—0 a

e sempre sao utilizados para calcular taxa de variagdo (variagao instantanea).
Nesta atividade temos como objetivo levar o aluno a compreender a derivada

como a funcao variagao instantanea.

5.2.3.1 Descricao da atividade

a) Calcule a variacdo instantanea, ou seja, a inclinacdo da reta tangente a fungao
f: R — R dada por f(x) = 2°, para os valores de z = {—1,0,1,2,3}. Verifique
no GeoGebra, usando a funcao “reta tangente”, os resultados obtidos no cédlculo da

inclinacao da reta tangente em cada ponto.

b) Construa no GeoGebra os pontos (z, f'(x)) paraxz = {—1,0,1,2,3}. Eles pertencem

ao grafico de alguma funcao em comum? Qual é esta funcao?

5.2.3.2 Possibilidade de aprendizagem

Para responder ao que se pede no item a, além do aluno resolver a derivada

z)— f(z
para cada valor de z solicitado, ou seja, resolver o limite lim M
T—T0 Xr — (,Io)

{—1,0,1,2,3}, ele pode fazer os seguintes procedimentos para construir uma animagao

para xg =

da reta tangente:

e No GeoGebra, na janela de &lgebra insira a entrada f(x) = z?;

e Agora insira o controle deslizante a, mantenha a variacao de a para mim=-5 e

max=>;
e Insira o ponto dinamico P = (a, f(a));

e Para criar a reta tangente ao grafico de f(x) no ponto P, digite na caixa de entrada

“t:Tangente(P, f ).
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Para que a equacao da reta tangente apareca na janela de visualizacao ao lado
do grafico, clique com o botao direito do mouse sobre a reta tangente, selecione “Confi-

guracao” e em FExibir rdétulo escolna Nome & Valor (Figuras 5.14 e 5.15).

Reta t: Tangente af em x = x{P) x—r—1
Equacdoax+by=c
Faorma Faramétrica
Equagdoax+by+c=0 tim

2% Exibir Objeto P
< o0 Exibir Rotulo .
& Exibir Rastro Ig_ﬁ.f_ng
I[3 Renomear
© Apagar
w4 -3 Configuragdes 3 £
- ¥ Configurag L]
—®

=1

Figura 5.14: Configurar objeto da janela de visualizagao

o5 Q=

_—@ Béasico  Cor  Avancado Programagao X
¢ Exibir Objeto o
Exibir Rastro LI

¢ Exibir Rotulo: | Nome & Valor

a
Nome N

Fixar Objeto

Definir como Q vsg10r
Legenda

Legenda & Valor

Figura 5.15: Exibir Nome e valor do objeto na janela de visualizacao

Ao manipular o controle deslizante a, o aluno podera ver a reta tangente ao grafico

de f(z) que passaem P = (a, f(a)), “deslizando” sobre seu grifico e visualizar sua equagao
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se alterando, podendo comparar a inclinacao da reta apresentada pelo GeoGebra, com o
resultado encontrado no calculo do limite.
Vejamos a inclinagao da reta tangente apresentada pelo GeoGebra e o cdlculo da

derivada pelo limite, no ponto x = —1.

o 1(2)E1(~1)
-1 z—i(—1)

L % — 1
Pl g

lim E= L
-1 *4+1

limz—1=-2
g1

ty=-2x-1

Figura 5.16: Tangente ao grifico de f(x) = 2* no ponto (-1,1).

Notemos que o GeoGebra apresentou a equacao da reta tangente t:-2x-1, ou seja,

2 -1 2
sua inclinacao é -2, o que é confirmado pelo calculo do limite lim1 % = —2.
z——1 (x — (—

Vejamos a derivada nos outros valores de x e verifiquemos a inclinacao da reta
tangente apresentada pelo GeoGebra em cada um dos pontos:

A derivada no ponto x =0 é
0) — tim LD = 10) x2

==lm—==1limx =0
z—0 x—0 z—0 I z—0

A derivada no ponto x =1 é

— f(1 21 —1 1
£) =t 2O =S g =1 @ DEED 2
z—1 x—1 =1 r—1 =1 x—1 z——1
A derivada no ponto x = 2 é
— f(2 2 4 -2 2
Fe T o A C) BTN el PN C et ) NP
z—2 T —2 z—=2  — 2 T—2 Tz —2 z—2

Portanto, as inclinagoes das retas tangentes a f(z), ou seja, os valores de f'(z)

nos pontos z = {—1,0, 1,2}, sdo respectivamente -2, 0, 2, 4.
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fla) =
5
4
3
7
4
ty=0 p =0, 0)

-5 —é& -3 =2 -1 a 1 2 3 4 5 [

i

2

(a) Tangente ao grafico de f(z) = x? no ponto (0,0).

/

P 1,1

-2
tyF2x-1

(b) Tangente ao gréfico de f(z) = 22 no ponto (1,1).

P =(2,4)

ty=4x-4

(c) Tangente ao gréfico de f(x) = x2 no ponto (2,4).

Figura 5.17: Investigacdo da inclinacdo da reta tangente ao grafico de f(z) = %

Para o item b), através do item a), podemos estabelecer a relacdo que leva

89



cada z € {—1,0,1,2} em f'(x), podendo entdao marcar os pontos A = (—1,-2), B =
(0,0), C=(1,2) e D = (2,4).

Visualmente a propria escala da malha da janela de visualizacao proporciona a
intuicao de que eles sao colineares, ou seja, pertencem a uma reta e que esta reta tem

equagao y = 2z (Figura 5.18).

B A % N flz) = 7°
@ fx)=x ‘S 5 ty=2x-1
Reta b
z 4
@ |t Tangente(P, f) °
@
— y=2-1 3
Numero &
> a=1 : WEm : .
2 5
® ® P=(1,1)
1
Ponto
@ A-_(1,9 g
5 i 3 S 1 [ 1 2 3 4 5 3 7 8
B = Intersegdo(f, EixoX, 1)
@ 4
- (6,0
@ c-q9 : ot
D = Ponto(f) :
EQ o ® - g
,

Figura 5.18: Pontos A, B, C e D da relacao x = {—1,0,1,2} ~ f'(2).

Fazendo o ponto dinamico E = (a, f'(a)) que vincula o parametro a do controle
deslizante com a derivada f'(a), criamos um ponto que percorre toda a reta y = 2z (veja
a Figura 5.19 que mostra o rastro do ponto E(a, f’(a)) quando o animamos, criando a
reta y = 2z em verde), proporcionando a ideia intuitiva de que para todo z € R existe

um valor correspondente f'(z) € R, que é a interpretacao de derivada como a funcao

f'(x) = 2.
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ty=-098x-0.24 \ f(z) = 1

w

ra

a=-049

B
I

=|(g0.49° 0.24)
B

-5 — =3 -2 =1 1 2 3 4 3 f 7 a

@ray

-3

Figura 5.19: Interpretacao da derivada de f(z) = 2 como a funcao f'(z) = 2z para todo
e R

2 2
. T — (T . T — xo)(x + 2o .
De fato, f'(x) = lim el G = lim ( I ) = lim x + z¢ = 2x.
T—T0 (23 — xo) T—T0 (ZE — xo) T—x0
Como z pode assumir qualquer valor real, temos que, para f(z) = 2% entdo f'(z) = 2z.
Com essa experiéncia de manipulacao e visualizacao, esperamos que o aluno possa
construir uma teia de significados dos conceitos de derivada, podendo agucar sua noc¢ao

intuitiva com as possibilidades de investigacao com o GeoGebra e formalizando suas con-

jecturas com argumentos matematicos.

5.2.4 Atividade 5.7

Seja a funcao logaritmo natural f : R* — R dada por f(z) = Inx, investigue se,
para todo x pertencente ao dominio de f, existe uma funcao que relacione cada ponto do

seu dominio a derivada de f neste ponto, ou seja, se existe [’ tal que = — f'(z).

a) Como sabemos que a derivada de f em um ponto z ¢ a inclinagao da reta tangente
ao grafico de f no ponto zg, utilize do recurso do GeoGebra “T'angente < Ponto >
, < Funcao >" e do recurso de animacao para analisar o valor da inclinacao da reta
tangente ao grafico de f a medida que esta desliza sobre o grafico de f. Construa

no GeoGebra os pontos (z, f'(x)) para os valores de z = {0.1, 0.2, 0.5, 1, 2} e
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responda as questoes: os pontos parecem pertencer ao grafico de alguma fungao em
comum? Qual é esta funcao? Consegue identificar o dominio e a imagem desta

funcao?

5.2.4.1 Descricao dos passos a serem realizados no GeoGebra

1 Insira a entrada f(z) = Inx na caixa de entrada da janela de édlgebra;

2 Insira a = 1 para criar um controle deslizante, no intervalo de variagao escolha

min 0 e maz 10;
3 Insira A = (a, f(a)) para criar um ponto que percorre o gréfico de f;

4 Digite na caixa de entrada “T'angente(A, f)”, o GeoGebra tem a opgao “T'angente <
Ponto >, < Funcao >" que cria a reta tangente & uma funcao em um determinado

ponto.

Para mostrar a equacao da reta tangente e ter melhor percepcao do valor numérico
da inclinacdo da reta tangente a f em A (derivada no ponto A), clicando com o botao
direito do mouse em cima da reta tangente (reta em vermelho na figura 5.20), escolha
< Configuracoes >, abrird uma janela a direita da tela, no menu < Bdsico >, em

< Exibir Roétulo > escolha < Nome & Valor >. Veja na Figura 5.20, nas setas em

vermelho.
DR ElE PN EE } Q =
B A& 2% A @ Basico  Cor  Estilo  Avancado  Algebra X
m Programacéo *
Q@ () =nx : 4 u
MNome o s
a=1 :
s &
3 y=x-1
0 ® e 9, Definigéo, A
. Tangente(A,
A = (a,fl °
@ (@f(a)) 2 Legenda
= (1,0)
1 .
g : Tangente(A, f) ¥ Exibir Objeto
O Exibir Rastro
— y=x-1
s - 3 -2 —1 a A 2 3 @ BxbirRétulo:  Mome &\Valor ¥
+ i Fixar Objeto '
®a=1 Definir como Objeto Auxiliar
-2
-3
*
—4
a
&S -57 [(x) = In(x)

Figura 5.20: Constru¢ao no GeoGebra da tangente a f(z) = Inz no ponto dinamico

A = (a, f(a)).
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5.2.4.2 Possibilidade de aprendizagem

Ao manipular o controle deslizante a, que esté definido no intervalo [0,10], quando
a = 0 o GeoGebra retorna: Tangente(A, f) — Indefinido, esta é uma oportunidade de
se perguntar porqueé isso ocorre. Uma das respostas estd na prépria definicao da funcao
logaritmo natural, pois, esta ¢ definida apenas para + € R", logo se f nao estd definida

para z = 0, nao existird f'(0), veja Figura 5.21.

RN Y el PANNES B

Bl A | 4 N

Q@  fx) =In(x) E 4
a=0 i

@ 1 ® 10 G 3

A= fa, Hajl i )

— indefinido

g = Tangente(A, )

— indefinido l

@a=0 =

= 51 f(z) = In(x)

Figura 5.21: Investigacdo da reta tangente a f(z) = Inx no ponto dinamico A = (a, f(a)).

Quando manipulado o controle deslizante a, o ponto A = (a, f(a)) e a reta
tangente a f em A, deslizam sobre o grafico de f(x) = Inz. Com esta interagao e
visualizacao pode-se perceber que para valores de x cada vez mais proximos de 0, maior é
a inclinacao da reta tangente, ou seja, quando x — 0 a inclinacao da reta tangente tende
a 400 e a posicao da reta tangente tende a ser paralela ao eixo y. E, também perceber
que conforme aumentamos o valor de x, a inclinacao da reta tangente diminui, ou seja,
quando x — +o00 a inclinagao da reta tangente tende a zero e a posi¢ao da reta tangente
tende a ser paralela ao eixo x (esta interpretacao da reta tangente auxilia na compreensao
do comportamento de fungoes). Isso possibilita conjecturar que podemos tragar uma reta
tangente em qualquer ponto do grafico de f, ou seja, f parece ser derivavel em todo seu

dominio. Vejamos, com auxilio do item a), se existe a fungao f’(x) tal que, para todo

reR" x— f(z).
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Para analisarmos o que pede o item a), ao manipular o controle deslizante, en-
quanto a reta tangente percorre o grafico de f, tomamos os coeficientes angulares das retas
tangentes a f nos pontos z = {0.1, 0.2, 0.5, 1, 2}. A fim de ilustrar esse processo em uma
tnica figura criamos retas tangentes em cada um dos pontos = = {0.1, 0.2, 0.5, 1, 2},

conforme Figura 5.22.

&) AL~ ool 4N =]+ S Q=

" 7
EliA | 2 N yafox-261 Y% 188

Q@ f(x) = In(x)
a=2

.0"' —‘10@

A= (af(a)
— (2, 0.60)

@

® g : Tangente(A,f) L 1
— y = 0.5x-031

A= (2,069)
=1-0)
1 a \Z- 3 3 4 9 6 o B8 iy 10 1"

A, = (0.5,-0.69)

Ar=(0.1,1(0.1)) ‘gl @’2:2 E
— (0.1, 2.3} )

@

Ay = (02,7(0.2)) :
® gy =05~ 0.31 -

— (0.2, -1.61) o

A = (05,(0.5)) i -3

@
— (0.5, -0.69) Q
Aq = (1,(1)) i / £

f(x) = In(z)

&)

Figura 5.22: Investigagdo da reta tangente a f(r) = Inx nos pontos = =
{0.1, 0.2, 0.5, 1, 2}.

Temos entao que, para x = {0.1, 0.2, 0.5, 1, 2}, as respectivas derivadas sao
f'(z) = {10, 5, 2, 1, 0.5}. Assim, da relagao x — f’(z), podemos marcar os seguintes
pontos: (0.1,10),(0.2,5),(0.5,2),(1,1),(2,0.5). Note que os pontos obedecem & fungao
g(x) = 2 sera que a inclinacao da reta tangente em todos os pontos de f obedecem a
esta fungao? Para investigar tal conjectura construa o grafico da fungao g(z) = . (se

achar necessario marque mais pontos da relagao z — f'(z)), veja Figura 5.23.
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Bl A # & =Y @ | 2
. . 'Y - 10®‘ ieipt-A9)
A= (a,f(a)
— (5, 1.61) 5
® -
@ A =(01,10)
@ A, =(025)
@ A, =(052)
Q A =(L1)
O A =(2,05)
® h : Tangente(A, f)
— y=0.2x+4 0.61

Figura 5.23: Investigagdao da relagao = — f'(z) para f(z) = Inzx.

Algo interessante de ser observado nesta atividade é que apesar de Inx ser uma
fungao crescente em todo seu dominio e também as retas tangentes ao gréafico de Inx
serem crescentes, a sua funcao derivada é decrescente em todo seu dominio. Isto pode
ser entendido quando animamos a reta tangente e observamos que, para valores proximos
de zero, sua inclinacao muda rapidamente, mas a medida que o ponto de tangéncia se
distancia de zero, a inclinacao sofre uma mudanca cada vez mais lenta, ou seja, a taxa de
variagao de f(x) é decrescente, por isso a fungao derivada f'(x) é decrescente.

Para confirmar a conjectura, deve-se usar a definicao de derivada e mostrar que

1
realmente f'(z) = ~» para todo x € RT, vejamos:

r+h
In
. flx+h)— f(x) . In(x+h)—Inzx , T , r+h 1
/ _ _ * k%
f(w) = Jim n R — = e = (e

h
Fazendo a troca de variavel — = t, entao h = tx, substituindo no ultimo termo
x
da equacao temos:

1
lmIn(l+ t)# = —limIn(1 + ¢)7
t—0 T t—=0

1
como lim (14 z)= = e temos:
z—0

NN

1
—limIn(1 4+ ¢) —
x t—0 x x
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() Propriedade logaritmica, se x e y forem positivos,entao log, = — log, y = log, L
(%) Propriedade logaritmica, log, 2" = rlog, z onde r € R. !

Portanto, a deriva da funcao f : R" — R dada por f(z) = Inz, fazendo f' = g,
é a funcao g : R* — R tal que g(x) = i em que RT também ¢ imagem de g.

Se olharmos para a fungao g(z) = o veremos que esta s6 nao é definida para
x = 0, ou seja, seu dominio méximo é R — {0}. Com apoio da atividade que acabamos
de mostrar podemos fazer o seguinte questionamento: sera que podemos encontrar uma
“primitiva” desta func¢ao?

Vimos que % ¢ a derivada de Inz para x € R™, pois, nao existe logaritmo de zero
e nem de nimeros negativos, por outro lado podemos evitar nimeros negativos se x esti-
ver em moédulo, ou seja, passamos a ter a funcao f: R — {0} — R dada por f(z) = In|z|.
Assim, com procedimento de investigagao no GeoGebra andlogo ao da atividade anterior,
pode ser concluido que a derivada da fungao f: R — {0} — R dada por f(z) =In|z| é a

1
funcao f': R — {0} — R dada por f'(x) = e

5.2.5 Atividade 5.8

Nesta atividade apresentamos uma investigacao das relacoes dos pontos de ex-
tremos locais de uma funcao e da monotonicidade de uma funcao, com o valor de sua
derivada.

Como a func¢ao polinomial de coeficientes reais é derivavel em todo seu dominio
(Muniz Neto, 2015, p.151), ou seja, podemos tracar uma reta tangente ao seu grafico em
qualquer um de seus pontos, usaremos a funcdo polinomial f(z) = z* +42? + 2 para criar
uma animagao e investigar a relagao dos valores de f’ (valores das inclinagoes das retas

tangentes a f), com seus pontos de extremos locais e sua monotonicidade.

5.2.5.1 Descricao dos passos a serem realizados no GeoGebra

e No GeoGebra construa o gréfico da funcio f(z) = 2® + 42° 4 x;
e Construa um controle deslizante a e um ponto dinamico A(a, f(a));

e Construa uma reta tangente a f que passa por A;
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e Anime o ponto A e observe a inclinacao da reta tangente a f.

Qual a relagao da derivada (inclinagao da reta tangente) com os pontos de extre-

mos locais e com a monotonicidade da fun¢ao?

5.2.5.2 Possibilidade de aprendizagem

Esta atividade possibilitara ao aluno ver que a reta tangente assume as seguintes

posicoes em relacao ao eixo x:

Posicao inclinada com inclinagao positiva;

Posicao inclinada com inclinagao negativa;

Posicao paralela ao eixo x (inclinagao nula).

Sendo a equagao da reta tangente caracterizada por uma fungao crescente quando

f € crescente, decrescente quando f é decrescente e por uma fun¢ao constante nos pontos

de extremo local, vide figuras 5.24, 5.25 e 5.26.

Figura 5.24:

-A/’,i/ii"Q@é.Ni? $

)

[ ]

@

@

f(x) =+ 4x% +x

a=025

5 = -@— 125
A= (af(a))

— (0.25, 0.52)

g : Tangente(A, f)

— y=310x-0.28

Extremo(f)

— B = (-2.54, 6.88)

— C = (-0.13, -0.06)

N
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g:y=319%L 028 ‘ ) o c

FEdE R

Posicdo da tangente ao grafico de f(z) = 2° + 42+ quando f é crescente.
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Figura 5.25: Posicdo da tangente ao grafico de f(z) = 2 +42*+x quando f é decrescente.
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Figura 5.26: Investigacdo da inclinacdo da reta tangente ao gréfico de f(z) = 2 +42* + .

A visualizacao desta animacao fortalece a ideia intuitiva de que nos pontos de
méximo e minimo locais de uma funcao f, os valores de f’ nesses pontos sao zero.

Esse fato pode ser enunciado como o seguinte teorema:
Teorema 10. Seja f : (a,b) = R, com (a,b) € R, uma fun¢ao derivdvel, entao para todo
ponto de extremo local ¢, f'(c) = 0.
Demonstracao. Podemos demonstrar esse teorema da seguinte forma:

Sem perda de generalizacao, suponha que f tenha um valor maximo local em c.

Para x bem préximo de ¢ entao f(c) > f(z). Tomando ¢ > 0 tal que (c—§, c+9) pertenga

ao dominio da fungao, temos que:

O0<|c—z|<d= f(c)— f(z) =0
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fle) = f(z)

Entao, para ¢ < x < ¢+ ¢ temos que < 0, ou seja,

C—x
z—ct cC—

Analogamente, como ¢ — § < x < ¢, temos que:

£le) = 1im 29 =1@)
T—cT cC—X
Portanto, f'(c) < 0 > f'(c), e essa desigualdade s6 é verdadeira se f'(c) = 0.
Para provar que f'(c¢) = 0 quando ¢ ¢ um ponto de minimo local basta proceder

de modo analogo. O

Provado, entao, que nos pontos de maximo local e de minimo local de uma funcao
a derivada é zero, podemos agora encontrar os valores dos pontos de méaximo local e de

minimo local de f, que sdo os possiveis valores de x tais que f'(z) =0
fl(z)=32>+8r+1=0

32+ 8x4+1=0

A =64—12 =52
—8+v52  —8—+/52

To =

6 6

xr1 =

Pela Figura 5.26 o ponto que esta mais proximo de zero é o ponto de minimo

—8 + /52 -8 — /52

5 e o ponto de maximo local é x = 5

Sobre a monotonicidade de f e sua derivada podemos notar que:

local, portanto, é x =

e f' >0 se, somente se, f é nao decrescente;

e f' <0 se, somente se, f é nao crescente;

Quando a inclinagao da reta tangente é negativa entao f é decrescente, ou seja,

f' < 0 significa que f é decrescente;

Quando a inclinaciao da reta tangente é positiva entao f é crescente, ou seja,f’ > 0

e entao f é crescente.
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5.2.6 Atividade 5.9

Mostre que as retas tangentes ao grafico da funcao f : R — R dada por
2

f(z) = 2* + 22*, com excecdo da tangente no ponto (—%, f (%)), sempre tocam o
grafico de f em dois pontos (veja atividade 5.4).
Solugao: Sejam A = (z9,v0) € B = (21,y1) dois pontos distintos pertencentes ao
grafico de f, isto é:
f(x0) = yo & yo = g + 22
flz) =y &y =28 + 227

entao a inclinacao da reta secante que passa pelos pontos A e B é:

yi— Yo _ 3 4 202 — (23 + 223)

m =
1 — X 1 — X
3 3 2 2
Ty — X xi—x
_ 1 0 4 91 0 (5.2)
T1 — o 1 — o

= a2 zxe + 20 + 221 + 210
e a inclinagdo da reta tangente a f no ponto A(xo, o) é:
f'(a) = 3ag + 4xo. (5.3)
Resolver o problema em questao, é equivalente a mostrar que,

m = f'(zo) (5.4)

pois, por um ponto com uma inclinacao fixada passa-se uma unica reta.

Substituindo as equagoes (5.2) e (5.3) em (5.4) obtemos:
x] + (2o + 2)x1 — 2(2) + 70) = 0 (5.5)

devemos entao mostrar que esta equacao sempre tem solugao real. Olhando a equagao

(5.5) como uma equagao do segundo grau na variavel z;, temos que:

A = (zo+2)*+8(x2 + m0) (5.6)

= 9xf + 1239+ 4 (5.7)
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Se olharmos para A = h(zg) = 922 + 1220 + 4, teremos A’ = 122 — 4.9.4 = 0, aplicando
o corolédrio ( 6 on page 27) em h(xy) temos que h(zg) > 0 para todo zy € R, portanto
sempre temos A > 0 e a equagao (5.5) sempre tem solucao real. Por outro lado, quando
To = %2, temos A = 0 e 5.5 tem uma unica solucao z; = %, assim teremos r; = I
contradizendo A = (xo, %) € B = (z1,y;) distintos. Portanto, a tangente & f(x) no ponto

T é a unica tangente que toca o grafico de f(z) em um unico ponto.
A exploracao da atividade 5.9 incentivou a investigar o problema e tomamos uma

funcao polinomial de grau trés genérica. Isto resultou na seguinte proposigao:

Proposicao 11. Seja a funcio f : R — R dada por f(x) = ax® + ba® + cx + d, com
—b

a, b, c ed € R, em que a # 0, apenas a tangente a f(x) no ponto g toca o grdfico de
a

f em um wnico ponto.

Demonstragao. Seja A(xo,yp) um ponto pertencente ao grafico de f, devemos mostrar
que, exceto quando xy = ;—;, existe B(x,y) € f, B # A, tal que a tangente a f no ponto
A(xo,y0) também passa por B(x,y). Isto equivale dizer que existe uma secante 1<4—B> tal
que esta secante coincide com a tangente a f no ponto A. Suponha que tal secante exista,

—
entao, sendo m o coeficiente angular da secante AB, temos

Yo — Y
To— X

azd + bxd + cxo + d — (ax® + ba* + cx + d)
To— X

a(zd — %) + b(zk — 2%) + c(zg — 1)

To— X

= a(2* + zor +23) + b(ro — 7) + ¢ (5.8)

Por outro lado, a inclinagao da tangente no ponto xg é:
f'(z0) = 3axd + 2bxg + ¢ (5.9)
Pela hipétese o problema equivale a dizer que a equagao (5.10) sempre tem solugao
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real.
m = f'(zo). (5.10)
Substituindo (5.8) e (5.9) em (5.10) obtemos,
az® + (axg + b)x — 20(2ax + b) = 0 (5.11)
Olhando a equacao 5.11 como equacao do segundo grau na variavel z, temos que:
A = (azg + b)* — 4.a.2¢(2az¢ + b)

A = 9a’x{ + 6abxy + b

Olhando A como a funcio g(zo) = 9a’x3 + 6abxy + b* temos que:
A" = (6ab)? — 4.9a° .b*

A'=0.

Pelo corolédrio ( 6 on page 27) g(xy) tem sinal constante e como o coeficiente do termo
quadrético é 9a* > 0, o sinal de g(x() é sempre positivo. Portanto, A > 0 para qualquer
ro € R e a equagdo (5.11) sempre tem solucao real. Quando A = 0, ou seja, quado

—b
o= 5o substituindo zy em (5.11) obtemos:
a

—b b, =D
az® + (a— +b)x — —(2a— +b) =0

3a 3a 3a
isto é,
br  b?
42—+ —=0
ar® + 3 + 9%

ou seja, r = v portanto, x = xy e B coincide com A. Mostrando assim que xg = s éo
a a

unico ponto de tangéncia que a reta tangente toca o grafico de f em um unico ponto. [
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Consideracoes finais

Tem sido cobrado dos professores de Matematica, principalmente na educacao
basica, que estes ensinem o conteudo matematico relacionando-o ao cotidiano do aluno,
mostrando aplicacoes, de uma forma que faca sentido para o aluno e que desperte seu
interesse para aprender. Diante do que foi apresentado neste trabalho, o uso do software
GeoGebra combinado com atividades de exploracao de conceitos matematicos, pode ser
uma maneira de abordagem do ensino da Matemaética que integre os alunos no processo de
aprendizagem. A partir do carater interativo e dinamico do GeoGebra, os alunos tornam-
se sujeitos ativos que fazem conjecturas, testam hipdteses e tém mais estimulos para
comprovéa-las. Isso pode tornar a Matematica mais interessante e com mais significado.
No entanto, cabe ressaltar que, para aplicacao de atividades investigavas, devem haver
planejamento e conhecimento por parte do professor, tanto do conteiiddo matematico como
do dominio do software.

Na elaboracao e descricao das atividades presentes nesta pesquisa, foi possivel
verificar e mostrar a possibilidade de uso do GeoGebra tanto para o ensino basico, no
ensino de funcao quadratica, quanto para ensino superior em relacao ao ensino de limites
e derivadas. O uso do GeoGebra de forma exploratéria, como nas atividades, se mostra
um modo de diversificar as formas de abordagem e solu¢ao de problemas, como foi o
caso do problema 4.1 que possibilitou uma solucao geométrica, uma solugao baseada na
interpretacao grafica e uma solugao algébrica. E, ainda com a possibilidade de estabelecer
a0 mesmo tempo uma inter-relacao desses trés modos de resolver o problema. Ativida-
des como a 4.2 e 4.3, por proporcionar interacao e analise dos efeitos dessa interacgao,
mostraram-se de grande potencial para “[...]transformagoes mentais e consequente chance
de aprender” (Dazzi, 2011, P. 18). As relagoes dos coeficientes a, b e ¢ com o gréfico
da funcao quadratica, diferente do que normalmente se vé, quando o ensino de fungoes

quadratica ocorre em um ambiente em que o professor usa apenas o giz e o quadro.
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Na atividade 4.4 mostramos a possibilidade de abordar as relacoes do valor do
discriminante A com a existéncia e quantidade de raizes reais da funcao quadratica e com
seu ponto de extremo local, criada em interagao entre os ambiente algébrico, gréafico e
numérico das janelas do GeoGebra; Janela de Algebra, Janela de Visualizacao e Janela
CAS. Esta interagao possibilitou véarias formas de dar sentido e aplicagao as férmulas
matematicas trabalhadas no ensino de funcao quadratica. Ainda na atividade 4.4 podemos
notar que a interacao instantanea dos elementos graficos e do calculo simbdlico, dao sentido
matematico as alteracoes ocorridas no grafico de f, tornando-se instrumento favoravel
para criacao de uma rede de significado de conteidos matematicos, para alunos sujeitos
a esse tipo de atividade de exploragao.

Na atividade 4.5, mostramos que a caracteristica dinamica, a possibilidade de
parametrizar objetos com a ferramenta controle deslizante e a visualizacao no GeoGe-
bra, possibilitou a criagao, abordagem e visualizagao geométrica de novos problemas ma-
tematicos, neste caso o lugar geométrico do vértice da pardabola quando se varia, um de
cada vez, os coeficientes a, b e c. Na atividade 4.6 também teve uma abordagem de lugar
geométrico, onde foi construido o ponto P tal que seu lugar geométrico é a parabola de
foco F <O, %) e reta diretriz y = _éll' Esta atividade além de envolver o elemento visual
e dinamico que mostra com clareza a definicao de parabola, ou seja, deixa claro que,
para qualquer ponto da parabola a distancia deste ponto ao foco é a mesma distancia
deste ponto a diretriz; também inclui, em sua construcgao, a aplicagao de conhecimentos
geométricos sobre triangulo equilatero e mediatriz.

Quanto ao uso do software GeoGebra nas atividades de limites e derivadas,
percebeu-se que este tem grande potencial para a fundamentagao epistemolégica das
nocoes de limites e derivada. A propria exploracao e percepcao visual dos gréaficos de
funcoes auxiliam na compreensao da nocao de limites. Os recursos de interacao, visu-
alizagao, construgoes dinamicas, cdlculos numéricos e simbodlicos e até mesmos limites
técnicos do GeoGebra, mostraram-se capazes de criar ambientes de investigagdo ma-
teméatica. Por exemplo, nas atividades 5.6 e 5.7, que investigaram e compreenderam a
derivada como uma func¢ao; na atividade 5.8, com a construcao da reta tangente dinamica,
verificou-se que nos pontos de extremo local a tangente é horizontal e consequentemente
a derivada é zero e que, quando a tangente tem inclinacao maior que zero a funcao é

crescente e quando tem inclinacao menor que zero a funcao é decrescente.
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Na atividade 5.4 ao criarmos uma animacao no GeoGebra para diferenciarmos
o conceito de reta tangente a uma circunferéncia do conceito de tangente a uma curva,
percebemos uma situacao desafiante, que pode ajudar na compreensao do conceito tra-
balhado e ser uma fonte de producao de novos conhecimentos, pois, a construcao de um
conceito é fruto de como o computador é utilizado e de como o aluno esta sendo desafiado
(Dazzi, 2011). A referida situagao foi tratada na atividade 5.9, onde mostramos que as
retas tangentes ao grafico da funcdo f(z) = 2*42+2, com excecdo de um ponto especifico,
sempre intersecta o grafico de f em dois pontos. A generalizacao desta atividade ainda
possibilitou a criacao e demonstracao da proposicao 11. Isto deixa evidente a importancia
de atividades exploratérias em ambientes dinamicos.

Um dos objetivos deste trabalho é contribuir com a producao de materiais que
possam desenvolver competéncia par o uso do GeoGebra no ensino de Matematica, assim,
os applet das atividades construidas neste trabalho estarao disponiveis na internet na
conta do GeoGebra, disponivel em <https://www.geogebra.org/u/joaopaulons20>, para
que professores possam usa-los em suas aulas de matematica. Espera-se que o que foi
apresentado sirva aos professores de Matematica como suporte para o desenvolvimento
de competéncias para o uso do GeoGebra no ensino de funcao quadrética, no ensino de
Calculo e no ensino de matematica de um modo geral. Que estas competéncias possam ir
além da simples utilizagao do GeoGebra para plotar graficos e fazer figuras geométricas,

mas que possam pensar os recursos deste como fonte de investigacao matemaética.
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