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Resumo

Um dos grandes desafios para o ensino da matematica atualmente é como torna-la
mais acessivel aos alunos de forma que consigam perceber sua presenca em situagoes co-
tidianas. Neste ambito, o importante conceito de média nao é bem explorado nas escolas
e as relagoes com situacoes praticas ficam restritas a média aritmética. Este trabalho
explora as médias aritmética, geométrica, harmonica e quadratica através de um estudo
aprofundado de suas propriedades e por meio da resolucao de problemas contextualizados.
Procura-se também interpretar geometricamente as médias de segmentos. Interessantes
problemas do dia a dia, mas pouco explorados na escola basica, sao os que envolvem
otimizacao. Geralmente, estas questoes ficam restritas ao uso de derivadas do célculo
diferencial, permitindo suas discussoes apenas em nivel superior. Este trabalho propoe o
uso da desigualdade entre as médias para a resolucao de diversos problemas de otimizacao,

separados segundo suas caracteristicas, tornando-os acessiveis aos alunos de nivel médio.

Palavras-chave: Médias, Desigualdade das Médias, Otimizagcao.



Abstract

One of the significant challenges for teaching mathematics today is how to make
it more accessible to students so that they can perceive their presence in everyday situ-
ations. In this context, the critical concept of mean is not well explored in schools, and
the relations with practical situations are restricted to the arithmetic mean. This work
examines the arithmetic, geometric, harmonic and quadratic means through an in-depth
study of its properties and the resolution of contextualized problems. It is also sought to
interpret geometrically the segments means. Interesting day-to-day problems, but little
explored in elementary and secondary school, are those involving optimization. Generally,
these questions are restricted to the use of differential calculus derivatives, allowing their
discussions only at the higher level. This work proposes the use of the means inequalities
for the resolution of several optimization problems, separated according to their charac-

teristics, making them accessible to secondary school students.

Keywords: Means, , means inequalities, optimization.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Justificativa

A matemaética foi construida historicamente para atender necessidades das civi-
lizacoes. E fruto da experiéncia humana e por isso esta ligada aos valores da humanidade.
Segundo os PCN - Ensino Médio (2000), provavelmente, nao existe situa¢ao na vida mo-
derna em que a matematica nao esteja presente para interpretar, ordenar e quantificar.
A matematica é usada como instrumento para resolver situagoes cotidianas, para dar su-
porte a outras areas de conhecimento ou desenvolver habilidades cognitivas de raciocinio
(BRASIL, 2002).

Por sua universalidade e precisao, a matematica ocupa posicao de destaque en-
quanto ciéncia. Mas apesar de todo o prestigio e utilidade, a matematica é avaliada por
muitos alunos como complicada, dificil e fria. Thomaz (1999, p. 194), em sua pesquisa,
ressalta que “a matematica é uma disciplina que se destaca em relacao as outras, muito
mais pela dificuldade que representa para muitos alunos do que pela sua importancia
enquanto area de conhecimento”. Isso se da, ainda segundo a autora, pois os alunos
trazem de sua vivéncia aprendizagens muitas vezes avancadas em termos de raciocinio
matematico, mas os conceitos, da forma como sao abordados na escola, nao os permite
criar ligagoes com as necessidades da vida (THOMAZ, 1999). E lamentdvel que as escolas
nao consigam passar aos alunos o significado da matematica para despertar seus interes-
ses para o estudo desta area de conhecimento. Torna-se, entao, urgente a mudanga nas
praticas docentes. Estas devem estar de acordo com as orientacoes dos documentos ofici-
ais que regulam a educacao brasileira e que, por sua vez, sugerem praticas diferenciadas
e inteiradas com a realidade do aluno.

A BNCC — Ensino Médio (2018, p. 465) diz que a escola que acolhe as juventudes
deve “favorecer a atribuicao de sentido as aprendizagens, por sua vinculagao aos desafios

da realidade e pela explicitagao dos contextos de producao e circulagao dos conhecimen-
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tos”. Ja os PCN — Ensino Médio (2000, p. 6) sinalizam que “os objetivos do Ensino Médio
em cada area do conhecimento devem envolver, de forma combinada, o desenvolvimento
de conhecimentos praticos, contextualizados, que respondam as necessidades da vida con-
temporanea”’. Ambos os documentos oficiais reforcam a importancia de dar sentido ao
conhecimento do aluno mediante a associacao dos conceitos formais estudados em sala de
aula com sua vivencia fora da escola. A educacao escolar deve preparar acima de tudo o
aluno para a vida.

Garcia (2009) revela como objetivo principal do ensino da matematica a construcao
de conceitos, instrumentos, linguagem e do pensamento matematico, mas antes de tudo,
deve-se buscar colaborar com o éxito do aluno no contexto social. Para Thomaz (1999,
p. 195) “um professor que acredita nas potencialidades do aluno, que esta preocupado
com sua aprendizagem e com seu nivel de satisfacao, exerce praticas de sala de aula de
acordo com esta posicao”. Uma destas praticas deve levar em conta a necessidade de o
aluno perceber que a matematica reflete situagoes de seu cotidiano. Ele precisa sentir que
a matematica vai além de exercicios repetitivos e descontextualizados, mas que é sim uma
ferramenta importante para solucionar problemas concretos de sua vida. Thomaz (1999)
ainda reforca que se desejarmos que a matematica seja um utensilio para auxiliar o aluno
na compreensao do mundo ao seu redor, é necessario transformar a matematica escolar
em conhecimento vivo.

Além da percepgao de situagoes reais dentro da matematica, a BNCC — Ensino
Médio (2018) ressalta a importancia de formarmos na escola sujeitos criticos, responsaveis
e conscientes. Para isso, cabe as escolas proporcionarem experiéncias a fim de assegurar
o protagonismo do aluno frente a situagoes diversas. O aluno deve ser estimulado com
desafios contemporaneos de cunho sociais, politicos, ambientais, economicos e éticos e
para isso, a alfabetizagao matematica critica se faz necessaria.

Pensando na formacao do aluno como um cidadao consciente e em como a ma-
tematica pode contribuir nessa formacao, um ramo da matematica ganha destaque, ¢ a
Estatistica. Cazorla (2002) enfatiza a relevancia da estatistica na formagcao de um cidadao
consciente, pois com o avanco tecnologico os meios de comunicagao passaram a veicular
diversas informacoes estatisticas que podem influenciar decisoes importantes e que, por
falta de conhecimento especifico, sao absorvidas facilmente, sem contestacao, tornando
o individuo vulneravel a propagandas tendenciosas e enganosas. Para Cazorla (2008, p.
46) quando “noticias veiculadas pela midia, utilizam informagoes estatisticas (...), essas
ganham credibilidade e sao dificeis de serem contestadas pelo cidadao comum, que chega
até a questionar a veracidade dessas informagoes, mas ele nao estd instrumentalizado para
arguir e contra argumentar”.

Ciente da importancia de conhecimentos estatisticos e sua clara relacao com a



16

vida em sociedade, a BNCC — Ensino Médio (2018) e os PCN — Ensino Médio (2000)
recomendam que desde o ensino fundamental sejam desenvolvidas nos alunos habilida-
des relativas a estatistica para interpretar informacgoes divulgadas pela midia, elaborar
relatorios e representagoes graficas, compreender e obter medidas de tendéncia central
como o importante conceito de média. Ja no ensino médio, o trabalho deve buscar uma
visao integral da matematica adaptada a realidade e diferentes contextos.

Dentro do ramo de estatistica, um importante conceito ganha destaque: o conceito
de média. Analisando as ultimas avaliacoes do ENEM, percebe-se uma énfase em pro-
blemas estatisticos, em especial, relacionados a média e seus desdobramentos. Os PCN —
Ensino Médio incluem média na unidade tematica de estatistica, porém é um conceito que
ultrapassa esse campo e pode ser aplicado em diferentes areas da matematica. Média pode
ser encontrada em diversas situacgoes cotidianas, mas muitas vezes passam despercebidas.
Reconhecer nao sé o procedimento para encontrar a média, mas entender o conceito e
sua representatividade é muito importante (RUSSEL, MOKROS, 1992). Esta pesquisa
pretende destacar a importancia das médias e apresentar intimeras situagoes onde elas
podem ser aplicadas, seja diretamente ou através da desigualdade entre as médias.

Ainda que seja de extrema relevancia entender a média, é necessario que ela faga
sentido para o aluno e que este possa percebé-la em situacoes que vivencia em seu co-
tidiano. E necessdrio reforcar novamente a importancia das praticas em sala de aula
e das abordagens que sao feitas no estudo deste conceito. Pesquisadores de educacao
matematica, tém discutido muito a respeito da contextualizagao da matematica como fer-
ramenta para tornar os conceitos mais vivos para o aluno. “Contextualizar a Matematica
é essencial para todos. Afinal, como deixar de relacionar os Elementos de Euclides com
o panorama cultural da Grécia Antiga? Ou a adogdo da numeracao indo-arabica na Eu-
ropa como florescimento do mercantilismo nos séculos XIV e XV? E nao se pode entender
Newton descontextualizado” (D’AMBROSIO, 2001). Os PCN+ Ensino Médio (2002) si-
nalizam quanto a importancia de aprender a matematica de forma contextualizada, pois
esse processo propicia ao aluno a compreensao e interpretacao de situagoes, estimula a
tomada de decisoes, a argumentacao e até a generalizacao.

Ao falar sobre ensino contextualizado é preciso ter atengao quanto ao seu sig-
nificado. Segundo Fernandes (2011), boa parte dos professores entende que “o ensino
contextualizado ¢é aquele em que o professor deve relacionar o contetido a ser trabalhado
com algo da realidade cotidiana do aluno. Esta realidade cotidiana é quase sempre inter-
pretada como sendo a vida extraescolar dos educandos”. Este pensamento esta correto,
porém nao se pode pensar que os conteiudos mais dificeis de contextualizar nao devem
ser trabalhados. Ainda segundo o autor, devemos entender a contextualizacao como “re-

curso pedagdgico para tornar a constituicao de conhecimentos um processo permanente
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de formacao de capacidades intelectuais superiores. Capacidades que permitem transitar
inteligentemente do mundo da experiéncia imediata e espontanea para o plano das abs-
tragoes” (FERNANDES, 2011, p.7). Nessa pesquisa, pretende-se investigar o conceito de
médias através de uma abordagem matematica contextualizada por meio da resolucao de
problemas diversos.

A resolugao de problemas é fundamental para o ensino-aprendizagem da ma-
temdtica. Segundo os PCN+ Ensino Médio (2002, p. 113) “na resolugao de problemas,
o tratamento de situagoes complexas e diversificadas oferece ao aluno a oportunidade
de pensar por si mesmo, construir estratégias de resolucao e argumentagoes, relacionar
diferentes conhecimentos e, enfim, perseverar na busca da solugao”. Porém, para que
isso aconteca, devem ser propostos problemas desafiadores e contextualizados. Ainda se-
gundo os PCN+ Ensino Médio (2002), os problemas propostos ndo podem ser de apenas
mera aplicagao dos conceitos e técnicas, pois neste caso, o aluno utilizara estratégias de re-
solucao semelhantes as ja resolvidas, mas isso nao garante uma aprendizagem significativa
e nem que o aluno seja capaz de resolver outros problemas mais desafiadores.

Analisando as pesquisas de Onuchic (2012, 2015) percebe-se que até bem pouco
tempo, ensinar resolucao de problemas baseava-se no processo de repeticao. O professor
apresentava uma solugao, passava uma lista enorme de exercicios semelhantes e o aluno os
resolvia repetindo o método decorado. Mesmo com diversas pesquisas na area, o incentivo
da BNCC e dos PCN para uma pratica diferenciada nesta area, ainda hoje as habilidades
de resolugao de problemas dos estudantes precisam melhorar substancialmente. Os PCN
sugerem a resolucao de problemas como primeira etapa na construcao de conceitos ma-
tematicos em sala de aula. Ao utilizar o problema como objeto que inicia a construgao
do conhecimento matematico, “os estudantes passam a ter participacao efetiva na cons-
tituicao de sua aprendizagem, ou seja, sao coautores da mesma e os professores sao os
incentivadores e mediadores desse processo através das atividades de ensino” (ONUN-
CHIC, 2015, p. 959). Segundo a autora, cabe ainda ao professor motivar os alunos a
participarem na resolucao dos problemas, pois somente assim sera possivel a aprendiza-
gem.

Pensando na resolucao de problemas matematicos é impossivel nao destacar a bela
obra de George Polya chamada “A arte de resolver problemas”. Para Polya (1995) o
dever mais importante do professor ¢ auxiliar os alunos. “O professor deve colocar-se no
lugar do aluno, perceber o ponto de vista deste, procurar compreender o que se passa em
sua cabeca e fazer uma pergunta ou indicar um passo que poderia ter ocorrido ao préprio
estudante” (POLYA, 1995). O autor dividiu o processo de resolucao de problemas em
quatro etapas que sao as seguintes: Compreender o problema, estabelecimento de um

plano, execucao do plano e retrospecto. O autor sinaliza que nao se deve eliminar etapas,
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pois cada fase tem sua importancia e contribuird para que o aluno se torne um bom
solucionador de problemas. Quanto ao professor, Polya diz que este deve manter postura
interativa em sala de aula, auxiliando os alunos, respondendo suas indagacoes, elaborando
perguntas para auxiliar o seu raciocinio, mas deixando boa parte do trabalho ao estudante
(POLYA, 1995). Nesta pesquisa, o processo de resolugao de problemas estd amparado na
metodologia apresentada por George Polya.

Alguns problemas interessantes de matematica tratam de otimizacao de grandezas
e muitos deles foram base para construcao de teorias ao longo da histéria. Estes problemas,
costumam ficar restritos aos estudos em nivel superior e, nos livros didaticos, encontramos
problemas desta natureza apenas relacionados a funcoes quadraticas. Porém, as questoes
cotidianas vao além destas fungoes e a proposta da presente pesquisa é tornar esses tipos
de problemas acessiveis aos alunos de nivel médio. Segundo Rech (2014) “problemas de
otimizacao despertam a curiosidade e desafiam os jovens a buscar solucoes para situagoes
de relevante importancia para a sociedade moderna. Estimula-se assim o gosto pelo estudo
e pela compreensao da matematica”.

Temos entao, nessa pesquisa, uma associacgao dos conceitos e bases tedricas, apre-
sentados com todo seu rigor, com situacoes praticas, procurando aproximar a teoria formal
de médias e desigualdade das médias a situacoes cotidianas. Para isso, sera utilizado o
método de resolucao de problemas orientando todo o estudo. Restringiremos os estudos
aos alunos de nivel médio, pois juntamente com o conceito de média, sao necessarios
conhecimentos de outros campos da matematica que, somente nestas séries o aluno com-

preende.

1.2 Objetivos

O objetivo geral deste trabalho é o estudo aprofundado das médias aritmética,
geométrica, harmonica e quadratica e a resolugao de problemas diversos, acessiveis a alu-

nos de ensino médio, através da desigualdade das médias.

Os objetivos especificos do trabalho sao:

Apresentar definicoes de médias e propriedades;

Aplicar as médias na resolucao de problemas contextualizados;

Analisar geometricamente as médias e desigualdades das médias de segmentos;

Apresentar as desigualdades entre as médias;

Resolver problemas diversos com a desigualdade das médias.
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1.3 Organizacao da pesquisa

A presente pesquisa esta dividida em seis capitulos. No Capitulo 1, apresentamos
uma introducao, com as justificativas tedricas, motivagao para o tema escolhido, objetivos
gerais e especificos.

No Capitulo 2, definimos as médias mais conhecidas e aplicamos estas médias
em problemas contextualizados. Realizamos comparacao entre as médias aritmética e
harmonica e suas relagoes com grandezas diretamente e inversamente proporcionais. Apre-
sentamos um método pratico para o cdlculo da média aritmética sem o uso de calculadora.
Analisamos uma importante propriedade da média aritmética e seu desdobramento no
principio da casa dos pombos. Finalizamos com uma construcao geométrica das médias
de dois segmentos proposta por Pappus de Alexandria.

No Capitulo 3, apresentamos a desigualdade das médias aritmética, geométrica,
harmonica e quadratica. Fornecemos demonstracoes para as desigualdades e, especial-
mente para as médias aritmética e geométrica, realizamos duas provas distintas.

No Capitulo 4, trabalhamos com diversos problemas, resolvidos com o uso da
desigualdade das médias divididos nos campos: algébrico, geométrico (plano, espacial e
analitico), méximos e minimos de fungdes, otimizagao, olimpicos e isoperimétrico. Muitos
destes problemas foram resolvidos além da desigualdade, com célculo diferencial para
evidenciar a praticidade que a desigualdade promove na resolucao do problema.

No Capitulo 5, apresentamos uma proposta para obter aproximacoes de raiz qua-
drada pelo uso das desigualdades das médias.

No Capitulo 6, apresentamos uma conclusao com as consideragoes sobre a pesquisa

e proposta para continuacao de estudos na area.



Capitulo 2
Meédias

O conceito de média nao se restringe apenas aos estudos mateméticos ou es-
tatisticos, mas estd cada dia mais presente na vida do ser humano. Em situagoes co-
tidianas, ao analisar seu desempenho em uma disciplina, o aluno calcula a média das
notas obtidas nas avaliacoes e quando um grupo de amigos divide o valor da conta em
um estabelecimento, cada um paga a média dos gastos. A média de pontos obtidos por
uma determinada instituicao em uma avaliacao externa, o calculo do preco médio de um
produto, o calculo do valor da cesta basica, entre outros, sao aplicacoes de média. Muitas
vezes, em situagoes cotidianas, usamos o conceito de média sem notar. Segundo Cazorla
(2002, p. 2) “esse processo estd tao arraigado que, as vezes, as pessoas nao percebem o
grau apurado de suas estimativas ...; alids, muitas dessas pessoas nem conhecem o algo-
ritmo da média, mas continuam a utilizar seu conhecimento intuitivo no planejamento de
suas atividades rotineiras”. Meédia faz parte de nossa vida e é de extrema importancia
e utilidade. Considerando sua relevancia, os PCN+ Ensino Médio (2002), inserem o
conceito de média como conteido proposto para trabalho no Ensino Médio. Este con-
ceito deve ser ministrado nas aulas de matematica e é integrante da unidade tematica
estatistica, como componente das medidas de tendéncia central.

Segundo Lima et. al (2009) uma média de uma sequéncia de nimeros é o valor
que substitui todos os elementos da sequéncia sem alterar uma certa caracteristica. Esta
caracterizagao da média é recente, porém o seu significado nem sempre foi o mesmo
e sofreu alteragoes ao longo do tempo. Uma andlise histérica do conceito de média é
importante, pois trata-se de um meio de contextualizar a matematica, situando o aluno
no espago e tempo em que as mudancas do conceito ocorreram. Isso é um meio de
despertar no aluno o interesse pela aprendizagem da mateméatica (FERNANDES, 2011).
Ainda segundo a autora, a matematica utilizada hoje em dia é trabalhada por muitos
professores como um produto pronto e desvinculado da realidade, mas ela é fruto de

uma construcao historica que levou séculos para ser sistematizada e sempre buscando
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suprir as necessidades da sociedade (FERNANDES, 2011). Para os PCN+ Ensino Médio
(2002) a dimensao histérica e a relagdo com a sociedade e cultura de diferentes épocas
favorecem o conhecimento nao s6 da matematica, mas de suas relagoes com outras areas
de conhecimento.

Para apresentar um pouco sobre a histérica da construcao do conceito de média,
utilizamos como principal fonte o artigo de Lavoie e Gattuso (1998). Segundo os autores,
a média nao foi amplamente utilizada até o século XIX. Porém, o conceito é muito mais
antigo e sofreu mudancas em seu sentido ao longo dos tempos e em diferentes civilizacoes,
de acordo com as necessidades de cada época. Um primeiro significado de média, rela-
cionava o termo a algo central, que estava igualmente distante de dois extremos. Ja no
século XVII a média era usada para o calculo da metade da soma de dois niimeros e no
século XVIII foi muito utilizada pelos eruditos em seus estudos de astronomia (LAVOIE,
GATTUSO, 1998).

No século XIX, a média passou a ser usada nas ciéncias sociais e sua primeira
aparicao em livros foi em uma obra destinada a escolas de formagao comerciais e homens
de negocio chamada “Quick at Figures”. No século XX, o conceito de média foi introduzido
na escola basica em um livro texto na Franca, onde os processos de adicao e divisao eram
explicados para entdo caracterizar a média (LAVOIE, GATTUSO, 1998).

Em 1969, a média foi introduzida em estatistica juntamente com outras medidas
de tendéncias centrais, apresentando uma comparacao entre moda, média e mediana. E
foi apenas nos anos 70 que a estatistica, incluindo média, tornou-se parte do curriculo de
matematica no ensino escolar. Média passou a ser trabalhada em diferentes contextos,
porém sem muito interesse em seu significado, mas com uma abordagem algoritmica com
apenas problemas do tipo “Ache a média” (LAVOIE, GATTUSO, 1998). No Brasil,
com a implementacao da BNCC e dos PCN de ensinos médio e fundamental, buscou-se
um olhar mais critico para a formacgao do aluno e as médias sao trabalhadas de forma
contextualizada e com intuito de formar criticamente o aluno. Mesmo com esse olhar mais
moderno para o ensino das médias, ainda verificamos muitas dificuldades na aprendizagem
do conceito.

Segundo Mokros e Russell (1995, p. 37), a média “’é um objeto matematico de
complexidade nao reconhecida, que engana pela simplicidade do algoritmo de solugao”.
Alguns estudos (MOKROS e RUSSELL, 1995; CARVALHO, 2011; CAZORLA, 2012;
STELLA, 2003) destacam que apesar de seu uso constante, o conhecimento de média e
mais especificamente de média aritmética, se restringe ao dominio do seu algoritmo de
calculo. A maior parte dos alunos conhece o algoritmo, realiza o calculo da média, mas
possui dificuldade na interpretacao dos resultados e do proprio conceito de média.

Em suas pesquisas, Mokros e Russell (1995) verificaram que a grande dificuldade
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dos alunos que participaram do estudo foi em relacao ao desconhecimento da represen-
tatividade da média. Eles mostraram que, em um contexto que exige mais do que uma
aplicagao direta do algoritmo, adultos e criancas nao tém conhecimento de como a média
pode representar os dados. Citaram, no estudo, um exemplo onde o nimero médio de
pessoas em uma casa é de 3,2 pessoas. De fato, é dificil imaginar que a média possa ser
representada por um nimero que nao esteja presente no conjunto de dados analisados.
Para Mokros e Russell (1995) “Compreender o valor e o poder dessa estranha abstracao
requer um movimento em dire¢ao a uma matematica mais abstrata’”.

Ja os estudos de Stella (2003), Carzola (2002) e Carvalho (2011), revelam de-
ficiéncias na construcao do conhecimento dos alunos quanto ao conceito de média e que
tém origem no Ensino Fundamental e perduram até os cursos de graduacgao. Das dificul-
dades apresentadas, destacam-se problemas para calcular a média quando os valores nao
estao explicitos, uma vez que os alunos se limitam a memorizar o algoritmo, e dificuldades
na leitura e interpretacao dos enunciados e graficos, fazendo com que os estudantes nao
consigam diferenciar quando usar média, moda e mediana e distinguir quando é melhor
usar cada uma. Para Mokros e Russell (1995) “a introdugao prematura do algoritmo para
encontrar a média pode causar um curto-circuito no raciocinio de algumas criancas e que,
para muitos, nao esta totalmente conectada ao desenvolvimento de ideias fundamentais
sobre representatividade e equilibrio”. De fato, precisa-se construir muito bem nos alunos
a ideia de média para s6 entao apresentar os algoritmos.

Alguns estudos analisaram a presenca das médias e formas de abordagem nos livros
didaticos usados em escolas brasileiras (CARVALHO, 2011; STELLA, 2003). Por ser uma
ferramenta muito importante e utilizada como apoio ao professor e alunos nas aulas de
matematica, é necessario verificar como os livros didaticos apresentam as médias e como,
de uma certa forma, influenciam o processo de ensino das médias nas escolas. Deve-se
analisar se as dificuldades identificadas nas pesquisas quanto a compreensao do conceito
sofre influéncia do tratamento dado pelos livros didaticos.

Em sua pesquisa, que pretendia analisar como a média era apresentada nos livros
didaticos aprovados pelo PNLD 2011 dos anos finais de Ensino Fundamental, Carvalho
(2011) destacou que todos os livros pesquisados ja abordavam média aritmética simples
e ponderada, mas, apesar disso, nao propiciavam a compreensao do conceito de média
e sua funcdo estatistica. J&, Stella (2013), que pesquisou a presenga e abordagem das
médias nos livros didaticos de ensino médio, entre outros estudos, destaca que os livros
didaticos de ensino médio apresentam a média de forma algoritmica e, em sua maioria, no
volume destinado apenas a terceira série do ensino médio. Os livros nao citam o conceito
de média e suas aplicacoes sao simples, apenas como aplicacao direta do algoritmo. E

possivel ver que as dificuldades presentes em todas as pesquisas quanto a aprendizagem de
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médias também sao reflexo da forma de abordagem deste conceito nos materiais didaticos
que apoiam os professores em suas aulas. O ideal seria uma reformulagao dos livros
com uma visao mais significativa das médias, mas ainda que isso nao ocorra, o professor
de matemaética deve se manter atento e direcionar a construcao do conceito de média
destacando mais o seu significado do que apenas sua forma algoritmica.

Nas pesquisas citadas acima, é possivel perceber ainda que os livros didaticos dao
pouco destaque as médias e apresentam apenas os conceitos de média aritmética simples e
ponderada. As médias geométrica, harmonica e quadratica, nao ganham a devida atencao
e passam despercebidas em situacoes que requerem sua aplicagao. Como é possivel, por
exemplo, no contexto de juros compostos, falar de taxa média de juros sem conhecer a
definicao e o conceito de média geométrica? Por isso, torna-se indispensavel um estudo
sobre as médias aritmética simples e ponderada, geométrica, harmonica e quadrética.

Nesta pesquisa, pretende-se fazer uma anélise de problemas contextualizados que
envolvam médias, mas buscando combater o uso inconsciente dos algoritmos. Pretende-se,
seguindo as orientacoes de Lima, et al (2009) e mostrar que a escolha da média adequada
a cada situagao depende do contexto e da composi¢ao do problema e que nao hé necessi-
dade de decorar métodos, enunciados ou tipos de questoes, pois os problemas orientam a
construcao de situagoes onde as médias aparecem naturalmente na resolugao. Deseja-se
também, modificar a ideia de que se um problema solicita o calculo de uma média, essa
média é necessariamente a aritmética, ja que a formagao do aluno é apenas dessa média.
O objetivo é auxiliar alunos e professores na percepcao das principais caracteristicas dos
problemas de cada tipo de média e dar liberdade para a construcao de um raciocinio que
nao esteja preso a uma unica féormula. Também pretende-se fazer uma analise especial das
médias aritmética e harmonica e suas relagoes com grandezas proporcionais. Além disso,
serd feito um estudo sobre uma propriedade da média aritmética que resulta no principio
das gavetas de Dirichlet e ainda sera apresentada uma construgao geométrica das médias

que culmina na desigualdade das médias.

2.1 Média Aritmética

Dada uma lista de n ntimeros reais x1, s, T3, ..., T, a média aritmética T é definida

por:

n

T = x1+x2+xn3+...+xn — l E x;.
n <
=1

Segue-se que T +T + ... + T = n.T = x1 + T2 + ... + T,, logo a soma de n termos

iguais a média aritmética T gera como resultado a soma dos n nimeros xy, Ts, T3, ..., Tn.
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2.1.1 Aplicacoes de Média Aritmética

Abaixo, analisaremos alguns exemplos de aplicacao de média aritmética.
Exemplo 1: Determinar a média aritmética dos nimeros 10, 14 e 18.

Solucgao:

T LS 2 gy

Exemplo 2: (ENEM 2013)

Cinco empresas de géneros alimenticios encontram-se a venda. Um empresario,
almejando ampliar os seus investimentos, deseja comprar uma dessas empresas. Para
escolher qual delas ird comprar, analisa o lucro (em milhoes de reais) de cada uma delas,
em fungao de seus tempos (em anos) de existéncia, decidindo comprar a empresa que
apresente o maior lucro médio anual. A Tabela apresenta o lucro (em milhdes de

reais) acumulado ao longo do tempo (em anos) de existéncia de cada empresa.

Tabela 2.1: Lucro de empresas — questao ENEM

Empresa Lucro Tempo

F R$ 24.000.000,00 | 3 anos
G R$ 24.000.000,00 | 2 anos
H R$ 25.000.000,00 | 2,5 anos
M R$ 15.000.000,00 | 1,5 anos
P

R$ 9.000.000,00 | 1,5 anos
Fonte: O préprio autor

O empresario decidiu comprar a empresa:

Solucgao: E preciso resistir a tentacao de calcular diretamente a média aritmética

e entender, primeiro, o que o problema deseja.
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Neste problema, o empresario ird comprar a empresa que apresentar o maior lucro
médio anual. Logo queremos um lucro L tal que se o lucro anual fosse sempre L, iria
gerar um lucro final igual ao da tabela, no periodo total apurado.

Para a empresa F: Se L é o lucro de cada ano, 3L = 24.000.000, logo:

L = 24000000 _ g ()00.000.

Para a empresa G: Se L ¢é o lucro de cada ano, 2L = 24.000.000, logo:
L = 24000000 — 12.000.000.

Para a empresa H: Se L ¢é o lucro de cada ano, 2,5L = 25.000.000, logo:
L= % = 10.000.000.

Para a empresa M: Se L é o lucro de cada ano, 1,5L = 15.000.000, logo:

L = 15900000 — 10).000.000.

1,5

Para a empresa P: Se L é o lucro de cada ano, 1,5L = 9.000.000, logo:
L= %OSOO = 6.000.000.

Portanto, o empresario ird comprar a empresa G e a resposta correta é o item b).

Repare que na resolugao do problema, foram utilizadas informacoes do enunciado
para obter uma expressao que fornecia a média aritmética como a média desejada. Logo,
ao resolver cada problema, é possivel encontrar a média solicitada interpretando o enun-

ciado, ainda que nao se saiba qual é.

Exemplo 3: (ESCOLA NAVAL RJ)
A média aritmética de 50 nimeros é 38. Se dois dos nimeros, 45 e 55, sao supri-
midos a média aritmética passa a ser:

a

Solugao: Conhecida a média aritmética dos 50 niimeros, entre eles 45 e 55, temos:
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T1+To+... 4248 +45455
=0 =38

r1+ 29+ ... + 248 = 50.38 — 100

T1+To+ ... +Tyg = 1800

x1+xo+...+xg8 _ 1800 __
48 48 T 3775

Resposta correta: Letra b).
Exemplo 4: Um determinado produto alimenticio sofreu alteracao de preco du-

rante 5 semanas consecutivas. Os precos constam na tabela 2.2 a seguir. Determine o

preco médio deste produto durante o periodo total apurado.

Tabela 2.2: Pregos de um Produto

Semana, Preco
1* semana | R$ 3,55
2% semana | R$ 2,98
3* semana | R$ 3,25
4* semana | R$ 3,47

5% semana | R$ 3,10
Fonte: O préprio autor

Solugao: Desejamos obter um preco P médio tal que, se o preco pago em todas

as H semanas fosse o mesmo, o preco total pago no periodo fosse mantido. Sendo assim:

OP =3,55+4+2,98+ 3,25+ 3,47+ 3,10
5P = 16,35
16,35

Logo o preco médio do produto foi de R$ 3,27.
Note que o preco médio foi obtido pela média aritmética dos precos semanais.

Exemplo 5: Em uma PA o quarto termo é 50 e o décimo quarto termo é 200.

Determine o nono termo.

Solugao: Usaremos para resolver o problema uma propriedade da PA apresentada

abaixo:

Uma PA de trés termos é da forma (a — r,a,a + r). Assim:
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_ (a=r)+(a+tr)
a = G

Desta forma, um termo qualquer de uma progressao aritmética (PA) pode ser
obtido através da média aritmética dos seus dois termos vizinhos ou, ainda, de quaisquer

dois termos simétricos em relacao a ele.

A, = an71+an+1 — an72+an+2 — — an7k+an+k
n 2 B} - 3 -

Logo, para encontrarmos o nono termo da PA:

as+aiq — 50+200 — 125

a9 = 5 2

Logo, o nono termo ¢ 125.

Exemplo 6: Um grupo de amigos foi a um restaurante e a despesa ficou em 240
reais. Na hora de dividir a conta, em partes iguais, 2 pessoas disseram que estavam sem
dinheiro e as outras pessoas tiveram que pagar 4 reais a mais cada uma. Quantas pessoas

ao todo havia no grupo?

Solucao: Se no grupo havia n pessoas, aplicando a média aritmética, antes e

depois da redistribuicao do valor da conta:

240 _ 240 4 4

n—2 " n
Dali,
D
Logo,
60n — 60(n — 2) = n(n — 2).
Assim,

n(n —2) = 120.

Como n é inteiro e positivo segue que n = 12. Portanto, no grupo havia 12 pessoas.

2.2 Média Geométrica

Dada uma lista de n nimeros reais x1, xs, 23, ..., ,, a média geométrica GG é definida
por:
n
G = mzg...x, = V], %

Segue-se que G = x1Ts...T,, logo o produto de n termos iguais a média geométrica

G gera como resultado o produto dos n nimeros 1, xs, ..., Tp.
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2.2.1 Aplicagcoes de Média Geométrica

Exemplo 1: Determinar a média geométrica dos nimeros 4, 20 e 100.

Solucao:
G = v/4.20.100 = /8000 = 20

Exemplo 2: A populacdo de um pais cresceu 40% em uma década e cresceu 20%
na década seguinte. Qual é, aproximadamente, a taxa média decenal de crescimento nes-

ses 20 anos?

Solucgao: Para resolver esse problema, devemos utilizar as defini¢goes de aumento

e diminuigao da matemaética financeira (juros compostos).

Um aumento de i% é representado por (1 + i%) enquanto uma diminui¢ao de %
é representado por (1 —i%).

Portanto, um aumento de 40% sera representado por (1,40) e um aumento de 20%
serd representado por (1,20).

Deve-se pensar que no primeiro decénio, a populagao, inicialmente de z pessoas,

serd de x.(1,40). J4 no segundo decénio, a populagao passard a ser de:
x.(1,40).(1,20) = z.1,68, (crescimento de 68%).

Naturalmente, para obter a taxa média, se calcularia a média aritmética dos cres-
cimentos, mas este calculo estaria correto?

Queremos um percentual de crescimento i tal que se em cada decénio, o crescimento
populacional fosse igual a i, ao final de 20 anos, terfamos um crescimento total de 68%.

Logo:

z.(141)(1+4) = x.(1,40)(1,20)
(1+1)* = (1,40)(1,20)
1+i = +/(1,40)(1,20) = 1,2961
i =0,2961 = 29, 61% a.d.

Portanto, a taxa média de crescimento é dada pela média geométrica dos aumentos

decenais, deduzido de uma unidade.

Exemplo 3: No problema anterior, qual a taxa média anual de crescimento nesses

20 anos?



29

Solugao: Seguindo o mesmo pensamento anterior, a taxa anual i que queremos
deverd ser tal que se o crescimento anual fosse sempre igual a 7, ao final de 20 anos, o

crescimento total seria de 68%. Logo:

z.(1+4)% = 2.(1,40)(1, 20)
(14 )20 = (1,40)(1, 20)

1+i= 2/(1,40)(1,20) = 1,0263

i =0,0263 = 2,63% a.a.
Portanto, a taxa média de crescimento anual é dada por 2,63% a.a.

Exemplo 4: Sabe-se que as medidas dos lados de um retangulo sao 10cm e 20cm.

Determine as medidas dos lados de um quadrado que possua a mesma area do retangulo.

Solucgao: A area do retangulo é dada por:
A =10.20 = 200cm?.
A area do quadrado é dada por:
A= L?=10.20.
Logo, o lado do quadrado é:
L =+/10.20 = 10v/2cm.
Portanto, a medida do lado do quadrado serd a média geométrica das medidas dos

lados do retangulo de mesma &rea.

Exemplo 5: O 5° elemento de uma PG ¢ 3402 e 0 3° é 378. Determine o 4° termo
desta PG.

Solucgao: Para resolver este problema, usaremos a seguinte propriedade da PG:

Uma PG de trés termos ¢ da forma (¢, a, ag). Assim:

a

a= .aq.
¢

Desta forma, um termo qualquer de uma progressao geométrica (PG) pode ser
obtido através da média geométrica dos seus dois termos vizinhos ou, ainda, de quaisquer

dois termos simétricos em relacao a ele.

2 _ — — —
a, = p—1.0p41 = Ap—2.n42 = ... = UAp—k.Apyk-
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Logo, para encontrar o quarto elemento:

Cbi = a3.05
a? = 378.3402

ay = V/378.3402

Ay = 1134.

2.3 Média Harmonica

Dada uma lista de n ntimeros reais 1, o, x3, ..., T, tem-se que a média harmonica

H é o inverso da média aritmética dos inversos dos numeros:

_ 1
H = B SIS TR

z] ' x9 Tn
n

1
H = j—,zn T
n =1 x;

Segue-se que a média harmonica h é o tinico nimero cuja soma de n termos iguais

a0 seu inverso ,—11 gera como resultado a soma dos inversos dos n nimeros 1, T, ..., ,. De

fato:

2.3.1 Aplicagoes de Média Harmonica

Exemplo 1: Determinar a média harmonica dos ntimeros 3, 6 e 9.

Solucgao:

- 3 3.18 _ 54
= B13%2 .
18

H =

+i+

Wl
[ (PN
©|—

Exemplo 2: Um caminhao-pipa enche uma piscina em 20min enquanto outro

caminhao leva meia hora para fazer o mesmo servigo. Juntos, os caminhoes-pipa levarao

quanto tempo?
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Solugao: Neste problema, é possivel pensar que o tempo seria a média aritmética

dos tempos que os caminhoes levam para encher a piscina sozinhos. Logo, seria dado por

202;30 = 25 minutos. Mas este cdlculo nao leva em conta um fator muito importante que

¢ a vazao de cada caminhao-pipa. Ja que a quantidade de dgua que cada caminhao lanca
na piscina em um determinado periodo pode nao ser o mesmo, o uso da média aritmética
esta incorreto nesse problema.

Primeiro, devemos lembrar que a vazao () é dada por:

Q= %, onde

@ = vazao, V = volume e T" = tempo

As vazoes dos caminhoes 1 e 2 serao dadas por:
_V _ W
h=7eQ=72.

Quando os dois caminhoes despejam agua juntos, considere que levam o tempo T
para encher a piscina. Assim, no tempo 7', os volumes de dgua despejados pelos caminhoes

1 e 2 sao:
Vi=Q1TeVo=0QT.
Logo, o total de dgua despejada no tempo T sera:

Vi+ Vo = (Q1 + Q) .T.

Para encher todo o volume V' da piscina o tempo 7" serd dado por:

V=(Q1+Q2).T.
_ Vv
T = Q1+Q2"

Sendo V' o volume total da piscina, ()1 a vazao do primeiro caminhao-pipa e ()2 a

vazao do segundo caminhao-pipa, temos:
_V _V
Q1 = 2 © Q2 = 30"

Logo:

% = 12 minutos.

|-

T = Vv _ Vv _ 1 _ 1
= =v, v = T = 332
Q1tQ2 20130 20730 60

o

Repare que o tempo T para os dois caminhoes encherem a piscina simultaneamente

¢ dado por:
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Portanto, o tempo para que os dois caminhoes encham a piscina juntos é dado pela
metade da média harmonica dos tempos em que individualmente os caminhoes enchem a
piscina. E a média harmonica serd o tempo para que os caminhoes, trabalhando juntos,
encham duas piscinas de mesmo volume. Repare que neste problema, as grandezas que

variavam era o tempo e a vazao que sao grandezas inversamente proporcionais.

Exemplo 3: Um veiculo se desloca de uma cidade A para B com uma velocidade
de 60 km/h. Na volta, fazendo o mesmo percurso, ele estava a uma velocidade de 80km /h.

Qual é a velocidade média do percurso total?

Solugao: A intuicdo nos conduz ao calculo da média aritmética das velocidades,
o que resultaria em uma velocidade média de 70km/h, mas devemos lembrar que nesse
problema, a distancia percorrida é fixa e o tempo do percurso varia de acordo com a
velocidade. Como velocidade e tempo sao grandezas inversamente proporcionais, veremos
que a média aritmética nao é a média velocidade média pedida. Usando a féormula da

velocidade média, temos:

_ s _ s

b =75 el2=g
V,oo—2s_ s 25 2 2 _ 480~ 68 Ghm/h.
m t titte T Hts ety | o 7 ’ /

Repare que a velocidade média do percurso total ¢ dada pela média harmonica das
velocidades de ida e volta. Neste problema, as grandezas que variavam era o tempo e a

velocidade, que sao grandezas inversamente proporcionais.

Exemplo 4: Pneus novos duram 40000 km, quando usados nas rodas dianteiras,
e duram 60000 km, quando usados nas rodas traseiras. Com 4 pneus novos e fazendo um

rodizio adequado entre eles, quantos quilometros um carro pode rodar?

Solucgao: Sabe-se que o gasto do pneu é proporcional ao tempo de uso. Seja e a
quantidade méaxima de borracha que é gasta até o pneu perder sua vida ttil. Logo, apds
percorrer 40000 km na dianteira do carro, o desgaste do pneu ¢ igual a e, bem como apés

percorrer 60000 km na traseira, o desgaste do pneu também € igual a e.

I) Analisando os dois pneus que comegaram na dianteira e, apos rodagem de x km,

com o rodizio, vao rodar y km na traseira até o desgaste total:
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Suponha que os dois pneus percorreram x km na frente e, apds o rodizio, percor-

reram y km na parte de tras.

Temos que se os pneus percorrerem 40000 km na parte dianteira, a quantidade de
borracha gasta sera e, e os pneus perderao sua vida ttil. Logo, se os pneus percorrerem
r km na parte dianteira, a quantidade de borracha gasta seré de e. 5555

E se os pneus percorrerem 60000 km na parte traseira, a quantidade de borracha
gasta sera e, e os pneus perderao sua vida util. Logo, se os pneus percorrerem y km na
parte traseira, a quantidade de borracha gasta serd de e.g5855-
Assim, o desgaste total e dos pneus, que iniciaram na frente e, apds o rodizio,

passaram para tras, serda dado pela soma dos desgastes na frente e atras, logo:

ex n ey
40000 ~ 60000
IT) Analisando os dois pneus que comegaram na traseira e, apés rodagem de x km,

=e (2.1)

com o rodizio, vao rodar y km na dianteira até o desgaste total:

Suponha que os dois pneus percorreram x km na parte traseira e, apos o rodizio,

percorreram y km na parte dianteira.

Temos que se os pneus percorrerem 60000 km na parte traseira, a quantidade de
borracha gasta sera e, e os pneus perderao sua vida ttil. Logo, se os pneus percorrerem
r km na parte traseira, a quantidade de borracha gasta sera de e.g555-

E se os pneus percorrerem 40000 km na parte dianteira, a quantidade de borracha
gasta serd e, e os pneus perderao sua vida 1til. Logo, se os pneus percorrerem y km na
parte dianteira, a quantidade de borracha gasta serd de e. 555
Assim, o desgaste total e dos pneus, que iniciaram atras e, apds o rodizio, passaram

para frente, serd dado pela soma dos desgastes na frente e atras, logo:

ex ey

= 2.2
60000 * 40000 (22)
Juntando as equagoes (2.1) e (2.2), temos o seguinte sistema:
{403500 + Gooo0 = 1
(2.3)
G000 T o000 —

Para resolver o sistema acima, vamos analisar um sistema similar:

{

Il
[ —

_|_
+

8 28
QIR o=
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Somando as equagoes, temos:

c(3+h)ru ) =2
(z+y) (G +3) =2
Portanto,

2
I

T+y=

Q|
SIS

Concluimos que a soma do total de quilometros é a média harmonica de a e b. E

ainda, resolvendo o sistema (2.3):
br + ay = ax + by = ab.
Como a # b:
b—a)z=0b—-a)y=z=y.
No sistema que desejamos resolver, a = 40000 e b = 60000, logo:

T4y = —1T—=2—1— = 48000, entdo x = y = 24000 km.

40000 + 60000

Portanto, um jogo de quatro pneus dura no maximo 48000 km e, para conseguir
esta quilometragem, deve-se percorrer no maximo 24000 km na dianteira e 24000 km
na traseira, independente da quantidade de rodizios que serao feitos. Destacamos que
a quilometragem maxima ¢ a média harmonica das quilometragens maximas percorridas
por um pneu estando sempre na frente ou sempre atras. Repare ainda que neste problema,
duas grandezas variavam, o desgaste do pneu por quilometro e a vida 1til do pneu, que

sao grandezas inversamente proporcionais.

2.4 Média Quadratica

Dada uma lista de n > 1 numeros reais x, s, r3, ..., T,, a média quadratica @)
¢ a raiz quadrada da média aritmética dos quadrados dos ntumeros i, xo, X3, ..., T,. E

portanto definida por:

Q _ \/x%—l—x%Jr...—i—x% _ ?:1 a:?
n n
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Para resolucao dos problemas a seguir, faz-se necessario apresentar a definicao de

dois importantes conceitos estatisticos: desvio padrao e erro médio quadratico.

I) O desvio padrao (DP) de um conjunto de dados é definido, em estatistica, por:

DP = w, onde:

T ¢é a média aritmética dos dados;
x; ¢ o valor na posi¢ao ¢ no conjunto de dados

n é a quantidade de dados.

IT) O erro médio quadrdatico (EMQ@), usado para medir a qualidade de uma lista

de aproximacoes, é definido, em estatistica, por:

EMQ =", (“;@)2, onde

x; € o valor real;
Z; é a aproximacao;

n é a quantidade de aproximacoes

2.4.1 Aplicagcoes de Média Quadratica

Exemplo 1: Determinar a média quadratica dos nimeros 1, 2, 4 e 8.

Solucao:

Q= \/12+22142+82 _ \/1+4+416+64 = /21,25 = 4,61.

Exemplo 2: Em uma equipe de remo os atletas possuem as seguintes alturas:

1,55m, 1,75m e 1,80m. Qual é o valor do desvio padrao da altura desta equipe?

Solugao: Calculando a média aritmética das alturas:

1,55+1,75+1,80 __ 1.68
e =1, .

xr = 3

O desvio padrao seréa:

3

DP = |/ 0122400220127 V2T 20,1028,

DP — \/(1,55—1,68)2+(1,75—1,68)2+(1,80—1,68)2

Exemplo 3: Dadas duas listas de aproximagcoes do nimero 4, calcule o erro médio

quadratico destas listas e determine qual ¢ a lista que possui menor erro de aproximacao.
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Lista 1: 3,6 ;4,1 ;4,5 ; 3,3
Lista 2: 3,7;4,2 ;5

Solugao: O erro médio quadratico da primeira lista sera:

EMQ, = (4-3,6)2 +(4—4,1)21(4—4,5)%(4—3,3)2
+(0,5)2+4(0,7)2
4

EMQ (0,4)2+(0,1)2
EMQ, = 0,16+0,01zo,25+0,49 _ OT =0, 2275.

O erro médio quadratico da segunda lista sera:

EMQ, = (4—3,7)2+(4—4,2)2+(4-5)?

4
EMQ, = Q27+027+0y

EMQ, = wzl =0, 2825.

Logo,
EMQQ > EMQl

Assim, a Lista 1 é a que apresenta o menor erro EMQ);.

2.5 Média Aritmética Ponderada

Dada uma lista de n > 1 nimeros reais x1, xs, x3, ..., T,, COM pesos respectivamente

iguais a p1, p2, P3, ..+, Pn, & média aritmética ponderada P é definida por:

_ p1z1+peTeteAPnTn _ Doie PiTi
P =

pi+p2totpn D pi
Repare que:
P11 :\xl—i—xl—i—...—l—xl/;pﬂg :gcg—f—xg—f—...—i—xg S oeee s Pnn :\xn—i—xn—I—...—i—x@
p1 vezes p2 vezes Pn vezes

Assim, calcular a média ponderada é o mesmo que tomar a média aritmética dos

numeros:

o~/

L1y L1y ooy L1y X2y T2y oee3 L2y ovy Tipy Ty ooy Ty
A o - -

-~ -~ -~
vezes vezes vezes
1 2 n
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2.5.1 Aplicagoes de Média Aritmética Ponderada

Exemplo 1: Calcule a média ponderada dos valores 10, 20 e 30 sabendo que seus

pesos sao 3, 2 e 1 respectivamente.

Solucao:

_ 10.3420.2430.1 __ 30440430 __ 100 ~v
P= 500 6 = = 16,67

Exemplo 2: ENEM 2017
A avaliacao de rendimento de alunos de um curso universitario baseia-se na média
ponderada das notas obtidas nas disciplinas pelos respectivos nimeros de créditos, como

mostra a tabela 2.3

Tabela 2.3: Média de Notas — Questao ENEM

Avaliagao | Média de notas (M)
Excelente 9< M<10
Bom T<M<Z<9
Regular 5< M<T7
Ruim 3<M<5
Péssimo M <3

Fonte: O proéprio autor

Quanto melhor a avaliacao de um aluno em determinado periodo letivo, maior sua
prioridade na escolha de disciplinas para o periodo seguinte. Determinado aluno sabe que
se obtiver avaliacao “Bom”ou “Excelente” conseguira matricula nas disciplinas que deseja.
Ele ja realizou as provas de 4 das 5 disciplinas em que estd matriculado, mas ainda nao

realizou a prova da disciplina I, conforme a tabela [2.4]
Para que atinja seu objetivo, a nota minima que ele deve conseguir na disciplina I

a) 7,00
b) 7,38
c) 7,50
d) 8,25
e) 9,00
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Tabela 2.4: Notas e Créditos — Questao ENEM

Disciplinas | Notas | Numero de Créditos
I 12
IT 8,00 4
I11 6,00
v 5,00 8
\Y 7,50 10

Fonte: O proéprio autor

Solucgao: Vamos calcular o valor da nota necessaria para obter avaliacao “Bom”.
Para isso, a média devera ser maior do que ou igual a 7.
Como cada disciplina possui uma quantidade de créditos distinta, a média final

sera dada pela média ponderada das notas do aluno. Logo:

M. = .124-8.4+6.84-5.84-7,5.10 __ 12x+32+48+40+75 __ 1224195
p 12+4+8+8+10 - 42 o 42 ’

Devemos ter:

Mp _ 122+195 > 7
42 -
122 + 195 > 294
122 > 99
T > %
x> 8,25.

Portanto, a nota minima que ele deve conseguir na disciplina I é 8,25. Resposta

correta, letra d).

Exemplo 3: Uma empresa de comunicacao conta com duas categorias de fun-
cionérios: Telemarketing e diretoria. Os funcionarios da primeira categoria recebem
R$1.050,00 mensalmente, enquanto os da segunda recebem R$ 10.000,00. Sabendo que
essa empresa possui 50 funcionarios no setor de telemarketing e 5 diretores, qual é o salario

médio pago a eles?

Solucao: Nesta questao, a quantidade de diretores e funcionarios de telemarketing
é diferente, logo a média aritmética simples nao podera ser aplicada. Desejamos obter um
valor S de salario que, se pago a todos os funcionarios, o somatorio final dos pagamentos

seja mantido. Assim, temos:

505 + 55 = 1050.(50) + 10000.(5)
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S(50 + 5) = 1050.(50) + 10000.(5)

G — 1050.(50)+10000.(5)

(50+5)
g — 52500;:)50000 _ 102200 =~ 1863, 64.

Portanto, o salario médio final é dado pela média ponderada dos salarios dos fun-

cionarios de telemarketing e diretores.

2.6 Uma Analise sobre a Média Aritmética e a Média

Harmonica

Os problemas que envolvem média aritmética e média harmonica possuem carac-
teristicas especiais e uma analise desses casos ¢ muito interessante e 1til para auxiliar o
processo de compreensao das médias e a resolucao de exercicios.

Temos que a média harmonica é o inverso da média aritmética dos inversos dos
elementos de uma lista. Mas devemos refletir sobre a aplicagao dessas médias e pensar se
elas tém alguma relacao com grandezas diretamente e inversamente proporcionais. Para

isso, vamos analisar alguns problemas.

2.6.1 Grandezas Proporcionais

Para entender as médias aritmética e harmonica, precisamos definir e compreender
graficamente as grandezas diretamente e inversamente proporcionais. Como fonte princi-

pal dos dados a seguir foi utilizado o site Matika (2018).

2.6.1.1 Grandezas Diretamente Proporcionais

Se x e y sao grandezas diretamente proporcionais, temos:
4 =k, com k > 0 constante. Logo:
y = xk.

Portanto, o gréfico que representa duas grandezas x e y, diretamente proporcionais,
possui o formato de uma reta que passa pela origem e a inclinacao desta reta é a prépria

constante de proporcionalidade entre y e x:

Temos:
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Figura 2.1: Grafico de Grandezas Diretamente Proporcionais

b

2.6.1.2 Grandezas Inversamente Proporcionais
Se = e y sao grandezas inversamente proporcionais, temos:
x.y = k, com k > 0 constante. Logo:

y=73

Portanto, o grafico que representa duas grandezas x e y, inversamente proporcio-
nais, possui o formato de uma hipérbole. Repare que conforme o valor de x aumenta, y
diminui e que se x diminuir, se aproximando de zero, o valor de y aumenta. O grafico

abaixo, representa a relacao de grandezas x e y positivas.

Figura 2.2: Grafico de Grandezas Inversamente Proporcionais

i

2.6.2 Problemas sobre Média Aritmética e Média Harmonica

Exemplo 1: Um carro percorre metade de certa distancia d com velocidade v; e

percorre a outra metade com velocidade vy. Qual é a sua velocidade média?

Solugao: Neste problema, temos uma distancia percorrida fixa que em cada per-
curso sera de g, velocidades v e vy e 0s tempos t; e ty da primeira metade e da segunda
metade do percurso respectivamente. Como a distancia é fixa, temos uma relacao entre
duas grandezas, velocidade e tempo, que sao inversamente proporcionais. Na medida que

a velocidade aumenta, o tempo de percurso diminui e vice-versa, logo o tempo varia de
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acordo com a velocidade. Mas em que isso poderia impactar no calculo da média? A ve-
locidade média nao seria a média aritmética das velocidades dos dois percursos? Vamos

analisar o caso:

Na primeira parte do trajeto, a distancia percorrida é g, com velocidade v; em um
tempo t;, enquanto na segunda parte do trajeto a distancia percorrida é g, com velocidade

vo em um tempo ty. Logo:

d d
v = % e vy = %
Assim,
S I
tl = 25 (§] tg = 20y

A velocidade média total dos dois percursos sera:

V,=—% =

d
d d .
t1+t2 erE i

Portanto, a velocidade média, quando estao relacionadas grandezas inversamente
proporcionais, velocidade e tempo, é dada pela média harmonica das velocidades dos dois

percursos. Perceba que a média harmonica apareceu naturalmente na resolucao.

Exemplo 2: Um carro tem velocidade v; durante metade do tempo ¢ de percurso

e tem velocidade vy durante a outra metade do tempo. Qual a sua velocidade média?

Solugao: Neste problema, temos o tempo de trajeto fixo que em cada percurso
sera de %, velocidades vy e vq e distancias d; e dy da primeira metade e da segunda metade
do percurso respectivamente. Como o tempo ¢é fixo, temos uma relacao entre duas gran-
dezas, velocidade e distancia percorrida, que sao diretamente proporcionais. Na medida
que a velocidade aumenta, a distancia percorrida aumenta e quando uma diminui a outra

também diminui, logo a distancia varia de acordo com a velocidade. Vamos analisar o caso:

Na primeira parte do trajeto, a distancia percorrida é d;, com velocidade v; em

13
279

velocidade v, em um tempo . Logo:

um tempo enquanto na segunda parte do trajeto a distancia percorrida é ds, com

[
fary
|
w\wl&
¢}
(4
N
I
m\wll\%

Assim,
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A velocidade média total dos dois percursos sera:

vt | vot
V. = ditds _ Tt 5
m t _ t

Portanto, a velocidade média, quando estao relacionadas grandezas diretamente
proporcionais, velocidade e distancia, é dada pela média aritmética das velocidades dos

dois percursos. Perceba que a média aritmética apareceu naturalmente na resolucao.

Com os problemas analisados, é possivel perceber a diferenca nos problemas de
média aritmética e média harmonica. No primeiro, os calculos envolvem grandezas dire-

tamente proporcionais e no segundo grandezas inversamente proporcionais.

2.6.3 Analise Grafica das Médias Aritmética e Harmonica

Para realizar uma analise do comportamento grafico das médias aritmética e harmo-
nica, é necessario levar em consideragao os graficos das grandezas diretamente e inversa-
mente proporcionais. Vamos restringir a andlise para grandezas de valores estritamente

positivos.
I) Grandezas Diretamente Proporcionais

Sejam x e y grandezas diretamente proporcionais, logo
42 =k, com k > 0 constante. Portanto
y = kx.
A relacao entre as grandezas x e y diretamente proporcionais é dada por uma
funcao afim cujo dominio restringiremos aos reais positivos.

Dados x; e xo pertencentes ao dominio da funcao, sejam y; = k.xy e yo = k..

A média aritmética de x; e x5 é dada por

T1+x2
5

A imagem correspondente a média aritmética de x; e xy serd

_ rita2\ _ kxitkrs _ yi1tye
Y= k( 2 ) =" 2 T 2
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Figura 2.3: Média Aritmética de Grandezas Diretamente Proporcionais

Yal--------- -

YitYe

Y[

» X

X1 X1 t+X2 Xg
2

Logo, a imagem correspondente a média aritmética de x; e x9 é a média aritmética

das imagens correspondentes y; € .

Por outro lado, a média harmoénica de z; e x5 é dada por

T, 1

A imagem correspondente a média harmonica de z; e x5 serd

2 2k(z1x 2k2 2 2
y:k.<1 1>: (Trz2) Tiwe _ 2y1y2 .

T
H+E T1+T2 k(z1+z2) Y1+y2 E‘f’*

Figura 2.4: Média Harmonica de Grandezas Diretamente Proporcionais

y
3
B R S
2 :
1, 1o __ !
y1+y2 1 :
1 1
Y|~ 1 |
1 1 1
| | | »X
X1 2 X2
.3
Xq X3z

Logo, a imagem correspondente a média harmonica de x1 e x5 é a média harmonica

das imagens correspondentes y; e Y.
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IT) Grandezas Inversamente Proporcionais

Sejam x e y grandezas inversamente proporcionais, logo

x.y =k, com k > 0 constante. Portanto
y=73

A relacao entre as grandezas z e y inversamente proporcionais é dada por uma

funcao racional particular cujo dominio restringiremos aos reais positivos.
. < : _ k _ k
Dados x1 e xo pertencentes ao dominio da fungao, sejam y; = €Y= oo

A média aritmética de x; e x5 é dada por

T1+x2
T

A imagem correspondente a média aritmética de x; e x5 sera

_ k2% _ _2 _ 2  _
Y= 5m = oibey T T T L Iy

Figura 2.5: Média Aritmética de Grandezas Inversamente Proporcionais

8 4
4

Y1

1.3
Y1 Y2

Y2

Logo, a imagem correspondente a média aritmética de x; e x5 é a média harmonica

das imagens correspondentes y; € Y.

Por outro lado, a média harmoénica de z; e x5 é dada por

T, T
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A imagem correspondente a média harmonica de z; e x5 serd

_ k k. k(rmatwa) _ kaxy + kro _ k_ + k. wntye
y= 2 2m% T 2mams T 2mpao 2r172 271 2z 2 ¢
ﬁ"!‘@ z1+xg

Figura 2.6: Média Harmonica de Grandezas Inversamente Proporcionais

y
i

Y1

yityz

Y2

Logo, a imagem correspondente a média harmonica de x; e x5 é a média aritmética

das imagens correspondentes y; € ys.

2.7 Método Pratico para o Calculo da Média Aritmética

de Numeros sem Calculadora

Para o célculo da média aritmética, especialmente quando temos uma grande quan-
tidade de ntimeros, muitas vezes encontramos dificuldades para a realizacao da soma dos
termos devido aos resultados serem nimeros muito grandes e o uso da calculadora se
torna indispensavel.

Desejamos apresentar uma forma pratica para o calculo da soma dos termos que

dispensa o uso da calculadora.

Para isso, considere n niimeros para os quais desejamos calcular a média aritmética.

Seja S,, a soma destes nimeros. A média aritmética sera dada por:
— Sn
M, = ==

Se considerarmos o numero k como uma aproximacao para a média aritmética

desejada, temos:



Ma _ % _ (Sp—n.k)+n.k __ (Sn;n.k) + k=

n

Portanto, propomos como método, somar os termos (a; — k), com i € {1,2,...,n}
para facilitar o calculo, uma vez que somar niimeros positivos com negativos mantém a

soma com um total baixo, ao contrario de apenas somar os termos.

Exemplo 1: Calcule a média aritmética dos niimeros 25, 35 e 60.

Solugao: Dados os niimeros 25, 35 e 60, vamos determinar um valor aproximado

para a média aritmética. Seja k = 45 a aproximacao para a média aritmética. Podemos

construir a tabela:

Tabela 2.5: Tabela de ntimeros - questao 1

an | ap, — 45
25 -20
35 -10
60 15

Fonte: O proéprio autor

Sendo assim, temos S(,, 45 = —15 e 3> = —5.

Logo, a média aritmética serd: -5 + 45 = 40.

De fato,

25435460 _ 120 _ (25—45)+(35—45)+(60—45) 445 =

3 3 3

Este calculo torna-se mais pratico quando calculamos a média de uma quantidade

maior de nimeros conforme exemplo abaixo.

Exemplo 2: Dada a sequéncia (24, 13, 32, 55, 60, 80, 21, 7, 12, 43), calcule a

média aritmética dos termos.

Solucao: De maneira andloga ao exemplo anterior, vamos determinar um valor

aproximado para a média aritmética. Seja k = 35 a aproximacao para essa média. Pode-

mos construir a seguinte tabela:

(a1—k)+(a2—k)+...+(an—k) + k.

—5 + 45 = 40.
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Tabela 2.6: Tabela de nimeros - questao 2

a, | a, — 35
24 -11
13 -22
32 -3
55 20
60 25
80 45
21 -14
7 -28
12 -23
43 8

Fonte: O proprio autor

Sendo assim, temos S(q,—35) = —3 € I—g =—-0,3.

Logo, a média aritmética serd: —0,3 4+ 35 = 34, 7.

2.8 Uma Importante Propriedade da Média Aritmética

A média aritmética possui uma propriedade muito importante:

Proposigao: Se a média aritmética dos nimeros 1, xs, T3, ..., T, € igual a T, pelo

menos um dos numeros xi, Ts, T3, ..., L, ¢ maior que ou igual a 7.

Demonstragao: Suponha por absurdo que para todo i € {1,2,...,n} tem-se:
T < 7T.
Logo,
1+ 29+ ... +x, < NT.

Dividindo a desigualdade por n:

T1tTot...+%n nT
n < n "
Portanto,

T < T, o que é uma contradicao.

Assim, existe um i € {1,2,...,n} tal que x; > 7.
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2.8.1 Aplicagcao da Propriedade da Média Aritmética

Exemplo 1: Mostre que, em um grupo de 100 pessoas, ha sempre pelo menos 9

pessoas que nascerali no mesimo mes.

Solugao: Sendo z1, xo, ..., 12 as quantidades de pessoas nascidas em cada meés do

ano, temos:
Ty + 2o+ ... + x12 = 100.
Calculando o nimero médio de pessoas por meés, teremos:
100 = 12 = 8,333..

Logo, aplicando a propriedade da média aritmética, em algum meés do ano, o
nimero de nascidos serd maior do que ou igual a §8,333... Mas como a quantidade de
nascidos no més é um valor inteiro, é garantido que em um meés do ano o nimero de

nascidos seja pelo menos 9.

Exemplo 2: (T'J — P12015/FGV') Um grupo de 6 estagidrios foi designado para
rever 50 processos e cada processo deveria ser revisto por apenas um dos estagiarios. No
final do trabalho, todos os estagiarios trabalharam e todos os processos foram revistos. E
correto afirmar que:

A) um dos estagiarios reviu 10 processos;
B) todos os estagiarios reviram, cada um, pelo menos 5 processos;

(C) um dos estagiarios s6 reviu 2 processos;
(D) quatro estagiarios reviram 7 processos e dois estagidrios reviram 6 processos;

E) pelo menos um dos estagidrios reviu 9 processos ou mais.

Solugao: Calculando o nimero médio de processos por estagiario, temos:

50 ~6=8,3

Logo, aplicando a propriedade, como a média de processos por pessoa ¢ de 8,3,
é possivel garantir que uma das pessoas reviu um niimero maior do que ou igual a 8, 3.
Mas como o nimero de processos é inteiro, um estagiario reviu pelo menos 9 processos.

Assim, a resposta correta é o item (E).

Exemplo 3: Joao convidou 49 amigos para a sua festa de aniversario. Podemos

afirmar que em sua festa existiam pelo menos:
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a) b pessoas que fazem aniversario no mesmo més?
b) 8 pessoas que nasceram no mesmo ano?
c) 7 pessoas que nasceram no mesmo dia da semana?

d) 2 pessoas que nasceram no meés de janeiro?

Solugao: Analisando cada item:

a) Como sao 49 amigos e 12 meses do ano, a média aritmética dos amigos por més

do ano sera:
49 =12 = 4,083

Logo, aplicando a propriedade da média aritmética, existe um meés para o qual o
nimero de aniversariantes é maior ou igual a 4,083, mas como a quantidade de pessoas
é inteira, isso garante que existem 5 pessoas que fazem aniversario no mesmo meés. Por-

tanto, o item a) esta correto.

b) O nidmero 49 nao é suficientemente grande para podermos assegurar a afirmagao,
diante do niimero de anos que os convidados podem ter nascido. Portanto, nao podemos

afirmar que o item b) estd correto.

¢) Como s@o 49 pessoas e sete dias da semana, calculando a média aritmética da

quantidade de pessoas por dia da semana, temos:

49 +7=7

Logo, aplicando a propriedade da média aritmética, ha pelo menos um dia da se-
mana para o qual a quantidade de nascidos serda maior do que ou igual a 7. Portanto, o

item c) esta correto.

d) Conforme a resolugao do item a), a propriedade nos garante que existam pelo
menos 5 pessoas que fazem aniversario no mesmo meés, mas nao garante um mes especifico.

Logo, nao podemos afirmar que o item d) esteja correto.

2.8.2 O Principio da Casa dos Pombos

Uma consequéencia imediata da propriedade da média aritmética é o chamado
Principio das Gavetas de Dirichlet, também conhecido como Principio da Casa dos Pom-

bos. “E um instrumento elementar para tratar problemas matemaéticos relacionados a
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existéncia de elementos de conjuntos validando certas exigéncias.” (OLIVEIRA; FER-
NANDEZ, 2012, p. 143).

Uma versao mais simples do principio da casa dos pombos é dada por:

Proposicao: Se distribuirmos N + 1 pombos em N casas, entao alguma das casas

contém dois ou mais pombos.

Figura 2.7: Principio da casa dos pombos

Na figura acima, em cada casa C;,1 <17 < N, coloca-se um tinico pombo denotado
por P;. O pombo restante, denotado por P, 1, deve ir para alguma das casas, juntando-se

ao que ja se encontrava nela.

Demonstracao: O nimero médio de pombos por casa sera dado por (n+1) +n
que ¢ maior do que 1. Logo, de acordo com a propriedade da média aritmética, havera

pelo menos uma casa com um ntmero de pombos maior do que ou igual 2.

2.8.2.1 Aplicacoes do Principio da Casa dos Pombos

O principio da casa dos pombos ou principio das gavetas, apesar de sua simplici-
dade, é bastante 1til para resolucao de diversos problemas. Nao ¢ dificil detectar quando
o principio pode ser usado, mas para aplica-lo é preciso identificar em cada situacao quem
faz papel das gavetas (casas) e quem faz papel dos objetos (pombos), o que geralmente é

a maior dificuldade.

Exemplo 1: Numa floresta crescem 1.000 jaqueiras. E conhecido que a jaqueira
nao contém mais do que 600 frutos. Prove que existem 2 jaqueiras na floresta que tém a

mesma quantidade de frutos.
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Solucgao: Neste problema, as casas serao as possiveis quantidades de frutos que
uma jaqueira poderia ter. Logo serao 601 casas, identificadas pelos nimeros 0, 1,2, ..., 600
que representam as quantidades de frutos da arvore de cada casa. As jaqueiras represen-
tam os pombos que serao distribuidos pelas casas. Considerando que existam jaqueiras
com todas as quantidades possiveis de frutos, distribuimos 601 jaqueiras, uma em cada
casa, como existem 1000 jaqueiras e 1000 > 602 = 601 + 1, o Principio da Casa dos

Pombos, nos garante que existem duas jaqueiras com a mesma quantidade de frutos.

Repare que este problema poderia ser resolvido aplicando a propriedade da média
aritmética, ja que a média aritmética do nimero de jaqueiras pelas quantidades possiveis
de frutos é maior do que 1, o que garante que existam 2 jaqueiras com mesma quantidade
de frutos. Mas a média aplicada nao é facil de ser percebida como os pombos e as casas,
logo o uso do principio da casa dos pombos, possibilitou a conducgao correta do raciocinio

nesta questao.

Exemplo 2: Mostre que, em toda reuniao de n pessoas, ha sempre duas pessoas

com o mesmo numero de conhecidos.

Solugao: Os pombos serao as n pessoas e as casas serao as possiveis quantidades
de conhecidos que uma pessoas possa ter nessa reuniao, que sao 0,1,2,...,n—1. Perceba
que temos n pombos para n casas, mas as casas de nimero 0 e n—1 nao podem ser ocupa-
das simultaneamente, pois se uma pessoa nao conhece ninguém na reuniao, nao é possivel
que outra pessoa conheca todos os presentes. Sendo assim, a quantidade de pombos n
para serem distribuidos em n—1 casas, garante, pelo Principio da Casa dos Pombos, que
existem dois pombos na mesma casa, o que implica que duas pessoas possuem a mesma

quantidade de conhecidos.

Resolver este problema pela propriedade da média aritmética é também bem sim-

ples, pois a média aritmética do total de pessoas pelas possiveis quantidades de conhecidos

(n—1)

sera dada por > 1. Logo, existem duas pessoas com mesma quantidade de conheci-

dos.

Exemplo 3: Num colégio com 16 salas sao distribuidas canetas nas cores preta,
azul e vermelha para realizar uma prova de concurso. Se cada sala recebe canetas da
mesma cor entao prove que existem pelo menos 6 salas que receberam canetas da mesma

COr.
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Solugao: Consideramos neste caso, as 16 salas como os pombos e as 3 cores de ca-
neta como as casas. Podemos dispor cada sala em uma das trés cores. Como 16 = 5.3+ 1,
dispondo 5 salas em cada cor, ainda restara uma sala que terd a mesma cor de outras
cinco salas. Logo, pelo principio da casa dos pombos, havera 6 salas que receberam a

mesma cor de canetas.

A solucao deste caso pela propriedade da média aritmética é facil, pois sao 16 sa-
las e 3 cores de canetas possiveis, logo a média aritmética das salas pelas cores de caneta

serd dada por 16+3 = 5,3 > 5, logo, existem 6 salas que receberam a mesma, cor de caneta.

Exemplo 4: Dados 8 nuimeros inteiros, mostre que existem dois deles cuja dife-

renga é divisivel por 7.

Solugao: Consideremos os 8 niimeros como sendo os pombos e os 7 restos possiveis
na divisao por 7 sendo as casas. Como 8 = 7 + 1, pelo principio da casa dos pombos,
existem dois niimeros dentro dos oito dados que tém o mesmo resto quando divididos por
7. Além disso, se dois niimeros possuem o mesmo resto na divisao por 7, entao a diferenca

entre eles sera divisivel por 7.

Exemplo 5: Um médico receitou a um paciente 48 comprimidos para serem to-
mados durante um periodo de 30 dias, mas com a condicao dele tomar pelo menos 1
comprimido por dia. Mostre que em algum periodo de dias consecutivos o paciente to-

mou exatamente 30 comprimidos.

Solugao: Seja S,, a quantidade de comprimidos que o paciente tomou do 1° ao
n-ésimo dia. Na divisao de S,, por 30, temos os restos r,, possiveis onde 0 < r, < 29, logo
30 restos possiveis.

Dividindo em dois casos:

Caso 1: Existem inteiros tais que o resto da divisao de .S,, por 30 é 0, logo .S, = 0
ou S, = 30, pois S,, > 60 passaria dos 48 comprimidos.
O caso S, = 0 ¢é impossivel, pois o paciente deve tomar um comprimido por dia.

Logo, S,, = 30, entao em um periodo de dias consecutivos foram tomados 30 comprimidos.

Caso 2: O resto da divisao de .S,, por 30 nao é 0 para todo n. Teremos 1 < r,, < 29,
portanto 29 restos possiveis. Como temos trinta valores para .S,,, temos, pelo principio da

casa dos pombos, que existem m # n tal que .S, e S,, tém mesmo resto, logo S, —5,, = 30
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comprimidos.
Portanto, em um intervalo de n+1 até m dias foram tomados exatamente 30 com-

primidos.
Exemplo 6: Considere um cubo de aresta 2.

a) Escolha 5 pontos ao acaso sobre a superficie de uma das faces. Mostre que pelo

menos um dos segmentos que eles determinam tem comprimento menor ou igual a v/2

b) Agora escolha 9 pontos ao acaso na regiao do cubo. Mostre que existem pelo
menos dois pontos que se encontram a uma distancia menor do que ou igual a /3 um do

outro.

Solugao: a) Pelo Teorema de Pitdgoras, v/2 é o valor da diagonal de um quadrado
de lado 1. Portanto, dividindo a face quadrada de lado 2 do cubo em 4 quadrados de lado

1, a distancia de dois pontos neste quadrado de lado 1 é menor do que ou igual a /2

Figura 2.8: Face do cubo

1 1

Neste caso, os 5 pontos sao os pombos e os 4 quadrados de lado 1 sao as casas.
Logo, se distribuirmos 4 pontos, um em cada quadrado de lado 1 (casa), o quinto ponto
estard em um quadrado que ja possui outro ponto, o que nos garante, pelo Principio da

Casa dos Pombos, que o segmento entre eles tera comprimento menor do que ou igual a

V2.

b) Sabemos que V/3 é o valor da diagonal de um cubo de arestas 1. Portanto,
dividindo o cubo de arestas 2 em 8 cubos de arestas 1, a distancia de dois pontos na

regido do cubo de aresta 1 é menor do que ou igual a v/3.
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Figura 2.9: Cubo

Agora, os 9 pontos sao os pombos e os cubos de aresta 1 sao as casas. Escolhendo
9 pontos na regiao do cubo e distribuindo 8, um em cada cubo menor de aresta 1, o nono
ponto estara na regiao interna de um cubo com aresta 1 que contém algum outro ponto,
o que nos garante, pelo Principio da Casa dos Pombos, que a distancia entre esses dois

pontos serd menor do que ou igual a v/3.

Com os problemas analisados, é possivel constatar que o Principio da Casa dos
Pombos é de fato uma consequéncia da propriedade da média aritmética. Os problemas
solucionados com este principio podem ser resolvidos mediante o uso da propriedade da
média, mas em alguns casos, identificar os itens envolvidos na média nao é simples e a
ideia de casas e pombos facilita o raciocinio. Existem, ainda, casos onde identificar o
principio das gavetas como técnica de resolucao é facil, mas escolher corretamente o que
representa gavetas e objetos requer bastante habilidade, o que inviabilizaria a solucao
direta por média aritmética. Portanto, tendo a disposi¢ao os dois métodos, basta que
a escolha de um seja feita para que, com trabalho cuidadoso, se obtenha o resultado

desejado no exercicio.

2.9 Construcao Geométrica das Médias de Dois Seg-

mentos

Pappus de Alexandria (290-350), importante gedmetra grego, conhecido pela au-
toria de muitos textos sobre cientistas da antiga civilizacao grega, autor da obra Cole¢ao
Matemdtica, um tratado grego composto por oito livros, no terceiro livro desta colecao,
onde trata da teoria das médias, apresentou uma simples e bela construgao geométrica das
médias aritmética, geométrica, harmonica e quadratica, buscando representar as médias
em um semicirculo. Esta construcao, conhecida como As Médias de Pappus, inspirou a

construcao das médias de dois segmentos a seguir.
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2.9.1 Construgao da média aritmética de dois segmentos

Figura 2.10: Construgao da média aritmética

Dados dois segmentos de comprimentos a e b, trace sobre uma reta suporte f o
segmento AB de comprimento a e o segmento BC' adjacente ao primeiro de comprimento
b.

Trace um circulo ¢ de centro A e raio AC' e um circulo d de centro em C' e raio
AC. Sejam D e E pontos de intersecao dos circulos ¢ e d.

Trace a reta DE e fixe o ponto F' de intersecao das retas f e DE.

Note que AF' é ponto médio de AC, logo:

_ A _ AB+BC __ a+b
Ma_AF_—2 = 5.

2.9.2 Construcao da média geométrica de dois segmentos

Figura 2.11: Construcao da média geométrica

Dados dois segmentos de comprimentos a e b, trace sobre uma reta suporte f o

segmento AB de comprimento a e o segmento BC' adjacente ao primeiro de comprimento
b.
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Fixe M o ponto médio de AC e trace o semicirculo C' de centro em M e raio AM.

Trace uma perpendicular a reta f pelo ponto B e fixe E, ponto de intersecao com
o semicirculo C'.

Analisando os triangulos, ACE, ABE e BCE, temos AEB = ECB e BAE =
BEC.

Logo, pelo caso de semelhanga AA, temos:

5B _ BC
AB ~— BE
BE _ b
a BE
——

BE =ab

2.9.3 Construgao da média harmonica de dois segmentos

Figura 2.12: Construcao da média harmonica

A partir da construcao das médias aritmética e geométrica é possivel construir a
média harmonica dos segmentos AB e BC.

Sendo M ponto médio de AC' e BE = M, = Vab, com AB = a e BC = b, trace o
segmento K M.

Trace o segmento BD perpendicular a EM, com D € EM.

Analisando os triangulos, M BE, BDM e BED, temos BED = DBM ¢ DBE =
DMB.,

Temos ainda EM = AM = M, = “T+b eﬁ:Mg: Vab.

Logo, pelo caso de semelhanca AA,

ED
EB

S =

23
|
%
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7D = Vb
2
2ab
ED =25
M.=ED =3

2.9.4 Construcao da média quadratica de dois segmentos

Figura 2.13: Construcao da média quadratica

A partir da construcao das médias aritmética e geométrica é possivel construir a

média quadratica dos segmentos AB e BC.

Temos AB = a, BC =be MF = MC = “T+b com MF perpendicular a reta f.
Logo,

MB=MC —BC =% — b= 42,

2

Trace o segmento BF'.

Pelo Teorema de Pitagoras, aplicado no triangulo retangulo BF M, temos:

BE = MF +MB°

BE: — (aTer)2 + (afb)2 _ a2+2zb+b2 4 atzzbﬂﬁ




58

2.9.5 Analise geométrica das Médias Aritmética, Geométrica,
Harmonica e Quadratica

Temos abaixo a representacao geométrica das quatro médias aritmética, geométrica,
harmonica e quadratica de dois segmentos quaisquer AB e BC, de comprimentos a e b

respectivamente.

Na construgao, tomamos a > b, mas ¢ similar para o caso b > a.

Figura 2.14: Médias aritmética, geométrica, harmonica e quadratica

(=

i) Analisando o triangulo retangulo M BF', pelo Teorema de Pitagoras

BF =MF +MB,
mas como M, = BF e M, = MF temos
(M,)* = (M,)* + MB" > (M,)* & (M,)* > (M,)* & M, > M,
E ainda,
M,=M,= MB=0&a=bs AB= BC.

ii) Analisando o triangulo retangulo BEM, pelo Teorema de Pitdgoras:

ME =BE +MB,
mas como M, = ME e M, = BE temos
(M,)? = (M)* + MB" > (M,)* & (M,)? > (M,)* & M, > M,.
E ainda,
M,=M,< MB=0<a=b< AB = BC.

iii) Analisando o triangulo retangulo EBD, pelo Teorema de Pitdgoras:
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BE =DE +BD’,
mas como M, = BE e M, = DE temos
(M,)? = (M) + BD" > (My,)? = (M,)* > (My)? & M, > M.
E ainda,
Mg:Mh@m:0<:> B e M sao coinscidentes<:>]\/[a:Mg<:>a:b<:>E:B_C’.
Logo, conclui-se que:
M, > M, > M, > M,.
E, além disso:
M,=M,=M,=M, < a=b< AB = BC.

A desigualdade acima, denominada Desigualdade das Médias, é de extrema im-
portancia e possui muitas aplicagoes praticas na resolu¢ao de problemas de diferentes

areas do conhecimento. No capitulo que segue, iremos abordar este tema.



Capitulo 3
Desigualdades das Médias

Neste capitulo, ampliaremos o estudo sobre as desigualdades das médias aritmética,
geométrica, harmonica e quadratica, realizando demonstragoes para casos com n niimeros
positivos. Apresentaremos diversas aplicagoes e problemas interessantes, onde utilizamos
estas desigualdades na resolugao. O objetivo é mostrar que esta é uma ferramenta versatil,
que pode ser aplicada em problemas de diversas areas da matematica, como problemas
algébricos, geométricos, otimizacao, entre outros, e atingir um piblico ainda de nivel

médio, sem a necessidade de conceitos mais avancados de matematica.

3.1 Desigualdade entre as Médias Aritmética e Geométrica

Para realizar a demonstragao, vamos provar trés Lemas.

Lema 1: Sejam a,b, z,y € R positivos, tais que:
r+y=a+b,

Sex>aey>b entaor=aey=>

Demonstracao: Como z +y =a+ b entdo (z —a)+ (y —b) =
Comox>aey>b,temosquex—a>0ey—>b>0.

Portanto, 0 <z —a<(x—a)+(y—b)=0=2—a=0=2=a.
Por outro lado, 0 <y —-b<(z—a)+(y—0)=0=y—-b=0=y =0

Lema 2: Dada uma lista de n termos ay, as, ..., a,, se G = {/aias...a, = @ttt

n

entao:

60
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a1-l-a2-‘r...-"-oLn—I—\C7Y +G+...+G
G - +\/a1a/2-ua/nGG...G = r vezes
n-,r N

n+r
r vezes

Demonstracao: Como G = /aas...a,, = Wttt
n )

n

G" = aqay...a, e nG =a; +as + ... + a,

Entao:

n—+r n+r G n
R/a1ay...a,G" = "WGGT = G = G = nGHG _ aibertetantiG

T n-+r n—+r

Provando, assim, o Lema.

O lema a seguir, mostra que a média geométrica nao se altera, se inserirmos novos

termos a uma lista, iguais a sua propria média geométrica.

Lema 3: Seja aq,as,...,a, uma lista de n nimeros reais positivos. Pondo G =
aias...a,, considere a lista aumentada ay,as, ..., Gy, Gpi1, -evy Aoy, COM Qi = Apig =

- = as,, = G. Entao:

M,(2m) = x/a1az2a3 - azm = G = My(n).

Demonstracao: Como G = ¥ajas...q,, entao ajas - - - a,, = G". Logo
nH n

2m—n vezes

2'§/a10j2...0jn GG..G = X/GrG*m— = Q.

Proposicao 1: Se aq,as, ..., a, sdo numeros reais positivos, com n > 2, entao:
a0y a, < Gttt
ou seja,

mg(ay, as, ..., an) < mg(ay, ag, ..., ay).

Além disso, a igualdade vale se, e somente se, a; = as = ... = a,.

Demonstragao: Para o caso n = 2, temos

(Var — va)" = a1 + az — 2\/aas > 0.

Logo

a; + as > 2./ajas.
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Portanto

— aita —
Ma = 1T2 Z A/ a1 = Mg.

E ainda, se M, = M,, entao

%: a1a2:>(\/a—\/a_2)2:():>a1:a2.

Vamos mostrar agora que se o resultado vale para todo m = 2¥ < n, com n > 3,

entao o resultado também vale para n.

Com efeito, dado um numero natural n > 3, suponha que o resultado vale para
todo m = 2% < n e seja ay, as, ..., a, uma lista de n ntimeros reais positivos. Existe um
ndmero natural & tal que m = 2% < n < 2F1 = 2m.

Pondo G = /ajas...ay,, considere a lista aumentada com 2m nimeros ay, as, ..., p,
Gpaly -y A2, COM Upiq = Gpio = -+ = Ao, = G. Pelo Lema 3, a média geométrica da
lista aumentada nao muda, ou seja, M,(2m) = M,(n) = G.

— ai1tas+..tap
n

Sejam ainda M, (n) a média aritmética dos n nimeros e M,(2m) a

média aritmética da lista aumentada com 2m numeros. Entao

_ aj+..4as, _ ai1tast..+an+(2m—n)G _ nMyg(n)+(2m—n)G

Temos ainda

Ma(2m) — a+..taom

<a1+a2+...+am + Am+1+am42+---+a2m )
2m :

m m

[T

Pela hipétese feita sobre n, a desigualdade vale para m = 2%, logo

ai1+as+...4+a
airdaT...Tdm 2m m > w/a1ay...Ap,

Am41+am42+...+az
= mm = Z 7{l/am+1am+2 s A2m-

Portanto,

Wai1az...am+ Yam+1am+2...02m
M,(2m) > 5 :

Pelo caso m = 2,

m,
Va102...am~+ Yamr1am+2.--02m
5 >/ X011,

=/ /1G22 = *X/1.. A2 = My(2m) = G.

A 1ltima igualdade deve-se ao lema 3.

Portanto,
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Aplicando o Lema 2, temos

My(2m) = /a1 Gn g1 -Goy = DF02Et02m — M (2m).

Como

Ma(2m) = %(a1+a2+'“+am + am+1+(lm+2+..‘+a2m)

m m

> n/aiaz...am+ 77\1/2am+1am+2...a2m > \/ X1 XAt 1.--Qom = Mg(2m>

e M,(2m) = M,(2m), entao

l(a1+a2+...+am + am+1+am+2+m+a2m) M Vai1az...am~+ YAm4+10m+2--02m
2

m m 2

(2
= \/ X102 O, ¥/ Oy 1y 2 Gy

Da igualdade (1) e pelo Lema 1,

mw/alaa.-.(lm — W% e T\ryam+1am+2a2m — am+1+am:;7‘2+...+[l2m'

Como o caso da igualdade vale para m por hipotese, entao

ap = a3 = ... = Ay € Ayl = A2 = ... = Aoy

Da igualdade (2), como o caso da igualdade vale para m = 2,

Na102...0m = Y/ mi1mi2...02m,
De (3.1) e (3.2), temos:

ay = /01G2...0p = {/Um+10m42---A2m = A2
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Logo, a1 =as = ... = @y, = Qppy1 = ... = Qo
Em particular, a; = ay = ... = a,,.

Agora, podemos usar o Principio da Boa Ordenacao para mostrar que o resultado
vale para todo n > 2. Suponha que o resultado é falso para algum nimero natural e seja
n > 3 o menor numero natural tal que o resultado ¢é falso. Entao o resultado vale para
todo m = 2% < n. Pelo que mostramos, valendo o resultado para m = 2* < n, o resultado

valeria para n, o que nao ocorre. Portanto, o resultado vale para todo n > 2.

O caso onde os termos sendo iguais, entao as médias aritmética e geométrica dos

termos sao iguais sera provado abaixo.

Demonstragao: Dado um nimero natural n, considere uma lista de n termos

a1, a3, ..., an. Suponha que a; = as = ... = a,, logo

My(n) = @faetetan — 24 — o) — {/(a1)" = /araz-..a, = My(n).

Portanto, M,(n) < M,(n) e a igualdade vale se, e somente se, a; = as = ... = a,.

3.2 Desigualdade entre Médias Geométrica e Harmoénica
Proposicao 2: Dados aq, as, ..., a,, nimeros reais positivos tem-se:
ou seja,
mp(ay, as, ..., a,) < my(ay,as, ..., a,)

Além disso, a igualdade vale se, e somente se, a; = as = ... = a,

Demonstracao: Para demonstrar essa proposicao, vamos usar a desigualdade ja

estabelecida entre as médias aritmética e geométrica para ntimeros reais positivos.

Se aq, as, ..., a, sao numeros reais positivos, entao %, i, - ai também sao.
n

Assim, aplicando a desigualdade entre as médias aritmética e geométrica para

nimeros reais positivos segue que:
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1 _ 1 _ 11 1o Faw 1
G Yaias...an ay"as " ap — n — H
Entao:
<l pg<@
G — H —
Se H = GG temos:
1,1 1
/1 1 1 a‘?g‘i’...‘i’a
a1'az"an n

3.3 Desigualdade entre Médias Aritmética e Quadratica

Proposicao 3: Dados a4, as, ..., a,, nimeros reais positivos tem-se:

a1tast...tan af+aj+...+a?
n — n ’

Ou seja,
ma(ar, ag, ..., an) < my(a, ag, ..., an).

Além disso, a igualdade vale se, e somente se, a; = as = ... = a,.

Demonstragao: Sejam A e ) as médias aritmética e quadratica dos termos a;,
com ¢ € {1,2,...,n} respectivamente.
Sabe-se que (a; — A)* > 0. Desta forma, temos:

0<0 (a;— AP =30 a2 =247 a; +n.A2 =nQ* — 2.An.A+nA* =

=1 "1

nQ? —nA? =n(Q* — A?).

Portanto, temos n (Q* — A%) > 0, o que resulta em Q* > A% Concluimos que
Q> A

E ainda, a igualdade vale se, e somente se, Y ., (a; — A)2 = 0. Portanto, devemos

ter, para todo i € {1,2,...,n}, a; = A. O que significa que a; = as = ... = a,, = A.
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3.4 Desigualdade das médias harmonica, geométrica,

aritmética e quadratica

Teorema: (Desigualdade das Médias).

Para toda colecao de niimeros reais positivos aq, as, ..., a,, verificam-se as seguintes

desigualdades:
M, > M, > My > M,
Além disso, em cada caso a igualdade ocorre se, e somente se,
a1 = ag = ... = a,.

As desigualdades acima decorrem das proposigoes (1), (2) e (3) provadas anterior-
mente.
Trata-se de um importante teorema matematico que nos fornece diversas aplicacoes

em diferentes areas e é uma excelente ferramenta na resolucao de problemas.



Capitulo 4

Aplicacoes das Desigualdades das

Médias na Resolucao de Problemas

Segundo Polya (1995) “uma grande descoberta resolve um grande problema, mas
h& sempre uma pitada de descoberta na resolucao de qualquer problema”. Mesmo que o
problema seja modesto, mas se € desafiador e desperte as faculdades de invencao, quem o
resolver gozara o triunfo da descoberta.

A desigualdade das médias aritmética, geométrica, harmonica e quadratica pode
ser uma excelente ferramenta para resolucao de problemas de otimizacao no ambiente
algébrico, de fungoes reais, geométrico, isoperimétrico, entre outros.

Para destacar sua aplicabilidade, iremos apresentar diversos problemas, onde o
uso das desigualdades facilita a resolucao, tornando possivel sua aplicacao para alunos
de nivel médio e estudantes de olimpiadas. Desejamos instigar no aluno o gosto pela
matematica, com problemas acessiveis e atrativos, mas desafiadores, conforme orientagao
de Polya (1995). Procura-se, sempre que possivel, discutir problemas contextualizados
para que o aluno perceba a matematica em situacoes cotidianas seguindo as orientagoes
dos PCN Ensino Médio (2000).

Alguns problemas serao resolvidos de dois modos, utilizando conceitos de calculo
diferencial e integral e através da desigualdade das médias, a fim de evidenciar a facilidade

de resolugao pelo segundo método.

4.1 Problemas Algébricos

Nesta secao, iremos apresentar e resolver oito problemas exclusivamente algébricos
que abordam desigualdades, todos atendendo as especificacoes determinadas pelo Teo-
rema da Desigualdade das Médias. Iremos restringir as resolugoes ao método que utiliza

estas desigualdades, nosso objeto de estudo. A caracteristica geral destes problemas é a
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necessidade da manipulacao algébrica das expressoes para que seja possivel a aplicacao
da desigualdade.
Problema 1: (I7TA/2002) Mostre que:
4
(%—1—2—{—%) > Cgq com z,y > 0

Solucgao: Como, x,y > 0 entao % > 0e ¥ > 0,logo podemos aplicar a desigualdade

das médias aritmética e geométrica para os termos § e Z:

ARy
T2y = b
x y
:>§+522,

Logo,

4
(2+2+2) > (2+2)" =256 > 70 = Cy,
Problema 2: Se z, y e z sdo nimeros positivos, qual o valor minimo da expressao:
(+y+2). (§+§+§>,

Solugao 1: Usando a desigualdade M, > M,:

Temos:

(z+y+2). (% + o+ %) = IS S I O 2241 = (g + §>+(§ + §)+<

Do problema 1, aplicando a desigualdade M, > Mg, temos:

|

>2e > 2.

x =

[SES

_|_

< N

> 2,

w8

+ +

< |8
8

Logo,

(x+y+z).<§+§+§):<§+§)+(§+§)+(§+§)+322+2+2+3:9.

O valor minimo da expressao sera 9 se, e somente se:

< |8
I
I
(3
&
no

I
<
no
T
8
I
<

R
I
I
3
S
)
I
N
[\
s
8
I
I\
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Portanto, se x = y = z, o valor minimo serd 9.

Solugao 2: Usando a desigualdade M, > My:

A escolha da ferramenta correta, pode simplificar muito a resolucao do problema.

Vejamos outra solucao para esse problema.

Aplicando a desigualdade M, > My:

T+y+z > 3
3 = Lt

w |-

(m+y+z).<§+§+§> > 9.

E ainda, o valor minimo serd 9 se, e somente se, t =y = 2

Problema 3: Se x, y e z > 0 prove que:

2 2 2 > 9
z+y + y+z + z+x — zty+z’

Solugao: Como, x, y ez > 0, podemos aplicar a desigualdade das médias aritmética

e harmonica. Assim:

(z4y)+(y+2)+(2+z) > 3
3 — T
zty  yt+z 2tz

9

=2r+y+z2)> T——T—1
A

ISR S | 9
= 2 (1:+y + y+z + z+$> Z r+y+z
9

2 2 2
= 4y + y+z + z+x Z z+y+z°

E aigualdade vale se, e somente se, z+y=y+z=z2+r =9y =2

Portanto, a desigualdade esta provada.

Problema 4: Se a, b e ¢ sao inteiros positivos que satisfazem a condigao 3+ g +2

3 prove que abc é um cubo perfeito.

Solugao: Como a, b e ¢ sao inteiros positivos, podemos aplicar a desigualdade das

médias aritmética e geométrica. Logo:

oNIS

+2+

SH[e}

SaliS]
o lor
Q‘In
\
SIS
+
ol
+
ISH e}
vV
w

Salls]

> ¢4

w
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Como a igualdade s6 ocorre se, e somente se, § IE’ = < e pelo enunciado %+IZ’+§ =

3, temos:

E portanto a = b = c.

Logo, a.b.c = a.a.a = a*, que é um cubo perfeito.

Problema 5: Prove que:

a?+3
Vs 2
a?+43 .
VaZz+2'

Solucgao: Antes de iniciar a resolucao, vamos reescrever o termo

2 2 2
a+3:a+2+1_a+2 a2+2

VaZ+2 VaZ+2 = Va2+2 + VaZ2+2

Reescrevendo a fracao desta forma, identificamos a possibilidade de aplicacao da

desigualdade das médias aritmética e geométrica.

Ve T >\/\/(127

2

a?+2+

a

Temos ainda que:

—1.

=2=+Va*+2=

2
a® + 2+ s
o que é um absurdo. Portanto, concluimos que:

a’+3
Vs 2

Problema 6: Mostre que para todo a, b e ¢ reais positivos vale a desigualdade:

1 1 1 9
1+a + 1+b + 1+c Z 34a+b+-c”

Solugao: Como a, b e ¢ sao positivos, aplicaremos a desigualdade das médias

aritmética e harmonica:

(atD)+B+1)+(e+D) 3
3 - 1 + 1 + 1
a+1l " b+1 ' c+1
> 9
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A igualdade vale se, e somente se,a+1=b+1=c+1<a=0b=c.
Portanto, a desigualdade esta provada.

Problema 7: Sejam x > 0 e y > 0 ntimeros reais tais que x + y = 2. Mostre que

ry < 1.
Solugao: Aplicando a desigualdade das médias quadratica e aritmética aos termos
T ey, temos

22492 T4y
2 Z 2

Como z +y = 2, entao

Temos
(z+y)° =22+ 2zy + ¢,

E como z +y =2

Assim,
P+ >2=4-20y>2=21y<2=ay <1

Exy=1se es6se, v =y=1.

Problema 8: Prove que se a + b =1, onde a e b sao niimeros positivos:

(a+3)"+(+1)" =%

Solugao: Como a e b sao numeros positivos, vamos aplicar a desigualdade das

médias quadratica e aritmética:

= (@t 3 O ) 2 bbb

Comoa#—b:le%—k%:i—?,temos:
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(a+3)+0+3) 250+5)"
Agora, pela desigualdade das médias aritmética e geométrica, temos:

ab< (52) = (3)" =

=

1
= o Z 4.
Logo,

@+’ + 0+ >1(0+2L)°>11442>2

4.2 Problemas Geométricos

Nesta secao, iremos discutir problemas geométricos que abordam desigualdades
das médias. Os problemas serao divididos em trés subsegoes: geometria plana, espacial e
analitica. Serao discutidos dois problemas de geometria plana, trés de geometria espacial
e quatro de geometria analitica. Para a resolucao, faremos uso de teoremas adicionais
bastante conhecidos de geometria como o teorema de Pitagoras, semelhanca de triangulos,
area e perimetro de poligonos, volume e area de sélidos, entre outros. Vamos nos restringir
as aplicacoes destes teoremas, sem suas demonstragoes formais, mas estas podem ser

encontradas em livros e disponiveis na internet.

4.2.1 Problemas de Geometria Plana

Problema 1: Prove que dado um triangulo retangulo qualquer, a altura relativa

a hipotenusa ¢ menor ou igual a metade da hipotenusa.

Solucgao: Seja o triangulo retangulo de catetos b e ¢ e hipotenusa a. Sejam ainda,
m a projecao do lado ¢ sobre a hipotenusa e n a projecao do lado b sobre a hipotenusa,

conforme figura abaixo:

Figura 4.1: Triangulo Retangulo




73

Temos m 4+ n = a. Como todos os segmentos a, b, c, m e n sao positivos, podemos

aplicar a desigualdade das médias aritmética e geométrica, obtendo:

Vmoan < T

Pela semelhanca de triangulos, obtemos a seguinte relagao métrica no triangulo

retangulo:
h? = m.n.
Substituindo esta relagao na desigualdade das médias, temos:

+ + +n _
N N e Ay

Portanto, a altura relativa a hipotenusa é menor ou igual a metade da hipotenusa.

Problema 2: De todos os retangulos com a mesma medida de diagonal, determine

qual tem:

a) Maior perimetro.

b) Maior area.

Solugao: a) Sejam a, b o comprimento e altura de um retangulo de diagonal c.

Figura 4.2: Retangulo com Diagonal ¢

[« |

a

O perimetro P = 2a + 2b. Como a, b > 0, aplicando a desigualdade das médias

aritmética e quadratica, temos:

a+b a?4b?
2 S 2

Pelo Teorema de Pitdgoras, a? + b? = ¢?. Assim:

ath < §:>“T“’§i:>4(“7+b)§4.¢%:>2(a+b)§2\/§c.

O perfmetro méximo é 2v/2c¢ e ocorre se, e somente se a = b, ou seja:
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2= dl=%ca=Soa=YE=)

Portanto, de todos os retangulos com mesma diagonal ¢, o de maior perimetro é o
quadrado de lado @C

b) A 4rea sera dada por S = a.b.

Aplicando a desigualdade das médias aritmética e geométrica, temos:

%’2\/@b©a2+2ab+6224ab@0222&()(:)%zab:S.

2

V2c
2 2

A drea maxima é S = < e ocorre se, e somente se, a = b =

Portanto, de todos os retangulos com mesma diagonal ¢, o de maior area é o qua-

drado de lado %

4.2.2 Problemas de Geometria Espacial

Problema 1: O volume de um paralelepipedo é 216 cm? e sua 4rea total é 216

em?. Prove que o paralelepipedo ¢ um cubo.
Solucgao: Seja um paralelepipedo com as seguintes dimensoes:

Comprimento: a
Largura: b
Altura: ¢

Figura 4.3: Paralelepipedo

O volume V' do paralelepipedo é dado por:
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V =a.b.c = 216.
A area total do paralelepipedo é dada por:
Ay =2.(ab+ ac+ be) = 216 = ab+ bc + ac = 108.
Aplicando a desigualdade das médias aritmética e harmonica, temos:
My > My, = Vabe > 4~

b ¢

3/ 3.abc __ 3abc __ abc
= Vabe > FHoes = 08 = 5

= 36 > < = (abe)* = abe < 6 = 216.

Mas como V = abc = 216, entao a igualdade ocorre e se, e somente se, a = b =
c=06.

Sendo assim, o paralelepipedo é um cubo de aresta com medida 6.

Problema 2: Dado um paralelepipedo reto com a soma das medidas das arestas

constantes, determine suas dimensoes para que seu volume seja maximo.

Solugao: Sejam a,b e ¢ os comprimentos das arestas de um paralelepipedo reto,

conforme figura abaixo.

Figura 4.4: Paralelepipedo Reto

__________________

O volume do paralelepipedo ¢ dado por V = a.b.c.

Como as medidas a,b e ¢ sao positivas, vamos aplicar a desigualdade das médias

aritmética e geométrica. Assim, temos:

3
M, > M, < %b“ > Vabc <V = abe < (“+§§fc) )
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(a+b4c)?

53— € OCOITerd se, e

Como, a + b+ ¢ é constante, o volume maximo serda V =

somente se a = b = c.

Sendo assim, o paralelepipedo reto com maior volume serd um cubo.

Problema 3: Encontre as dimensoes do cilindro circular reto de maior area lateral

que pode ser inscrito numa esfera de raio 6 m.

Figura 4.5: Cilindro Inscrito na Esfera

Solucgao: A figura representa a intersecao do sélido com o plano que contém o eixo

do cilindro, onde o raio da base do cilindro mede x metros e sua altura mede 2y metros.

A area lateral do cilindro serda A = 4wzy e, pelo Teorema de Pitagoras, aplicado ao
triangulo retangulo de catetos medindo x e y e hipotenusa 6, temos 36 = x? + y?. Vamos

aplicar a desigualdade das médias aritmética e geométrica aos termos 2 e 1.

15— % = S > JTF oy = f > AT

Portanto a area lateral do cilindro é menor do que ou igual a 727 e sera igual se,

e somente se, 22 = 1.

Substituindo na equacéo 36 = x2 + 3, obtemos = = y = 3v/2 metros, que sao as

dimensoes do cilindro circular reto de maior area lateral inscrito na esfera.

4.2.3 Problemas de Geometria Analitica

Problema 1: Encontre a area do maior retangulo que pode ser inscrito em um

semicirculo de raio 7.
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Figura 4.6: Retangulo Inscrito no Semicirculo

YA
P 2 -H'H__H
e ~
i
,/ N (x, v)
IIIII 2 Jn- 1; ‘ III|
| L I =
—7 0 r X

Solugao: Considere o semicirculo 22 + y* = r%, com y > 0, de centro na origem.

Logo, o retangulo inscrito devera possuir dois vértices sobre o semicirculo.

Seja (z,y) o vértice que estd no primeiro quadrante. Logo, o retangulo possui lados

medindo y e 2x e sua area serd A = 2xy.

Como (z,y) pertence ao circulo, temos 2% + y*> = r? = y = /r2 — 22. Assim:

A =2xr? —a? e A? = 42% (r* — 2?).

Quando A ¢ méximo, A? é maximo. Logo, vamos aplicar a desigualdade das médias

aritmética e geométrica entre os termos x? e r? — 2.

x2+r;—w2 > /22 (r2 _ x2) — % > 22 (Tz _ 352) =t > 4g? (7"2 B wz) — A2

r

A igualdade A% = r* ou A = r? ocorre se, e somente se, 22 = 1? — 2% & 1 = 7.

Como 0 <z = = < r, a drea maxima do retangulo inscrito é A = r2,

S

Problema 2: Encontre uma equacdo da reta que passa pelo ponto (3,5) e que

delimita a menor area do primeiro quadrante.
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Figura 4.7: Reta que Passa por (3,5)

Solugao: Seja m o coeficiente angular da reta que passa por (3,5), onde m < 0.
A equagao dareta é y —5=m(z — 3) = y = mx + (5 — 3m).

A intersegao da reta com o eixo OY é y =5 — 3m e a intersecao com o eixo OX é

r=—343.

m

Assim, a area do triangulo formado pela reta e os eixos OX e OY é dada por:

Am)=1(-3m) (-2 +3)=15—- 2 — 2.

Como m < 0, —% e —QTm sao positivos. Portanto, vamos aplicar a desigualdade
das médias aos termos —% e —97’”.
— o= 25 9 [225 15 25 9m 2 _ 9m
—2m 2 9 PR pp— 420 _ 1o &0 Im %2 Im
2 Z\/( ) () === - 2= 150 - >30=
A > 30.
A4 s {ioual _25 _ _9m 2 _ 2
drea minima serd igual a 30 se, e somente se, —3> = —=* & m* = T &
- _3
m=—3.
Logo, a equacao da reta é y = —gx -+ 10.

Problema 3: Qual é o maior valor que a soma das coordenadas de um ponto,

pertencente a circunferéncia x? + y?> = 50 pode assumir?

Solucao: Seja um ponto P = (z ertencente a circunferéncia 2 + y?> = 50.
b
Como queremos a maior soma para os termos x e y, devemos considerar o ponto P per-

tencente ao primeiro quadrante, pois z e y serao positivos.
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Assim, podemos aplicar a desigualdade das médias aritmética e quadratica aos

z+ [a24y% /50 __

A igualdade ocorre se, e somente se, z =y = 5. Logo, P = (5,5).

termos x e y:

Portanto, a maior soma das coordenadas de um ponto pertencente a circunferéncia
dada ¢é 10.

Problema 4: Encontre a area do maior retangulo que pode ser inscrito na elipse
2

2
L4+ %45 =1

a2

o

Figura 4.8: Retangulo Inscrito na Elipse

Vi

W I

Solugao: Seja (g, yo) um ponto como vértice do retangulo. Como (xg, yo) pertence

a elipse, temos:

|H
[N SIY)

+

Q
TS
I
—_

Aplicando a desigualdade das médias geométrica e quadrética aos termos % e £:

z0)2, (%02
\/Wgwlwz\/g:>2xoyogab.

A drea do retangulo serd A = (2x¢) (2yo) = 4xoyo = A < 2ab.

A drea méxima serd igual a 2ab se, e somente se, % = %2.

5

. 2 2 22
Assun,Z—2+g—3:1®%:1@x0:%§<aey0:b2 <b.

Portanto, a area do maior retangulo é 2ab.
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4.3 Maximos e Minimos de Funcoes

Nesta secao, resolveremos seis problemas que tratam da otimizacao de funcoes
continuas com varidveis reais positivas. Esta restricao visa atender a exigéncia da desi-
gualdade das médias, aplicada apenas para termos positivos. Trabalharemos os exercicios
de duas formas, através da desigualdade das médias e através da teoria de célculo diferen-
cial e integral, aplicando o teste da derivada primeira, a fim de otimizar funcoes continuas.
Nos limitaremos a aplicacao do teste da derivada, sem defini-lo formalmente ja que o ob-
jetivo desta pesquisa € tornar possivel a abordagem de exercicios sobre otimizagao para
alunos de nivel médio através do método da desigualdade das médias. Porém, como ire-
mos restringir o dominio das fungoes aos reais positivos, faz-se necessario o conhecimento

de célculo para a resolugao de problemas que nao possuam essas restrigoes.

Problema 1: Se x € R e x > 0, prove que:

T+ % > 2.
Primeira Solucgao: Pelo teste da derivada primeira
Temos f(z) =z + 1,2 > 0.
Logo, f'(z) =1— .
Temos f'(z) =1- 5 =0&"=1z=1

Portanto, x = 1 é ponto critico da funcao.

Serx<1= % > 1= f'(xr) =1— = <0. Logo, a fungao f é decrescente se x < 1.
1

1

Ser>1=5<1=f(z)= > 0. Logo, a funcao f é crescente se x > 1.

1
22
1
x2
Portanto, pelo teste da derivada primeira, z = 1 é ponto de minimo da funcao.
Logo, f(1) =1+ 1 =2 é valor minimo da funcao e assim, = + % > 2.
Segunda Solucao: Pela desigualdade das médias

Aplicando a desigualdade das médias aritmética e geométrica, temos:

x—i—%
2

> x.%@qu%ZQ.
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E a igualdade s6 ocorre se, e somente se x = % S =1.
Problema 2: Para z > 0 qual o valor minimo de:

y:x2+l.

xT

Primeira Solucao: Pelo teste da derivada primeira

Obtendo os pontos criticos da fungao continua:

Ser < L =28 <1= fllg) =220 — % =21 - Logo, a funcao f é
p z g G

decrescente se x

Se x > 5’% =22 > 1= f(x) = 2x—$i2 = M > 0. Logo, a funcao f é crescente

L

se > 5.

Portanto, pelo teste da derivada primeira, r = é ponto de minimo da funcao.

-

S
N
I

Logo, f <%> = %/LZ + 1+ = % + =3. \/7 é valor minimo da fungao

2

8
>~
s|+

e assim:

8
o

+
8=

>3.4/4

Segunda Solucgao: Pela desigualdade das médias

Vamos reescrever a expressao:

22411

2z ' 2z 3 2 1 1 2 l 3/1

3 > N1y, X+ 23

E a igualdade s6 ocorre se, e somente se 2° = - <28 =1 oo = %
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Problema 3: Qual é o valor minimo da funcao f(z) = 6z + 2—3, quando z > 07
Primeira Solugao: Pelo teste da derivada primeira

Calculando a primeira derivada e os pontos criticos da funcao:

flla)=6-8 =08 =060s1"=8 =2

Sex <2= 128 <6= f(r)=6-2 <0. Logo, a funcdo f é decrescente se = < 2.

Sexr>2=%>6= f(r) =6 -2 > 0. Logo, a funcdo f é crescente se v > 2.
x =

3

Portanto, pelo teste da derivada primeira, z = 2 é ponto de minimo da funcao.

Logo, f(2) =12+ % = 18 é valor minimo da fungao e assim:
6z + 25 > 18.

Segunda Solugao: Pela desigualdade das médias

Vamos reescrever a funcao:
f(x) =6z + 2 =3z + 3z + 2.
Aplicando a desigualdade das médias aritmética e geométrica:

r+3z+ 24
MR > 30302 = 60+ 2% > 39216 = 6o+ % > 18,

E a igualdade ocorre se, e somente se 3z = 926—;1 s¥=8sc1r=2

Problema 4: Ache o maximo da funcao:
flz)=2*3 —x),com 0 <z < 3.
Primeira Solugao: Pelo teste da derivada primeira

f(z) =2%(3 — 1) =32 — 2.
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Calculando a primeira derivada, temos:
f'(x) = =322 + 6.

Sendo assim, f'(z) =0 3z (-2 +2)=0<x=00ux =2.

Como 0 <z <3 sel<ax<2= f(r)=—-32>+6x > 0. Logo, a funcio f é
crescente se 0 < z < 3.

Se2 < x <3= f(r) =322+ 6z < 0. Logo, a funcao f é decrescente se
2 <x <3.

Portanto, pelo teste da derivada primeira, x = 2 é ponto de maximo da funcao.
Entao f(2) = 12 — 8 =4 é o valor méximo da fun¢ao, com 0 < z < 3.
Segunda Solugao: Pela desigualdade das médias

Reescrevendo a expressao:

y=a*3—1z) =122 (6—2z).

Para aplicar a desigualdade das médias entre os termos z, x e (6 — 2z), devemos

terxr>0eb6—-2r>0=>0<z2<3.

Aplicando a desigualdade das médias aritmética e geométrica:

My > My & BEE0220 > 3/02 (6 — 22) < 2> /222 (3 —2) & 4> 22 (3 —1).

E a igualdade ocorre se, e somente se z = 6 — 2z < = = 2. Como 2 € [0, 3], o valor

méaximo da funcao é y = 4 quando x = 2.

Problema 5: Determine o maximo da funcao:

&

flz) =a* (1 —22%), com 0 <z < %2,

Primeira Solucao: Pelo teste da derivada primeira

Temos: x* (1 — 22%) = 2% — 225, Calculando a primeira derivada:
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f(x) = 4a® — 122° = 423 (1 — 32?).

/ — 43 2\ _ _ 2 _ 1 _ _ V3 _ 3
E fl(r)=42°(1-32°) =0 r=00uar’=3 & r=—% ouxr="%.
C0m00<a:< , devemos ter apenas como pontos criticos t =0e z = \/?g

Se 0 <z < ¥ =322 < 1= f(a) = 4231 — 322) > 0. Logo, a funcdo f ¢

3
crescente se 0 < x < \/Tg
Se \/?g <z < g = 32 > 1= f'(x) = 423(1 — 32%) < 0. Logo, a fungao f é
decrescente se ‘[ < */75
Portanto, pelo teste da derivada primeira, x = i ¢é ponto de maximo da funcao.

Logo, f (‘?) = % (1 — %) 27 ¢ valor maximo da funcgao.
Segunda Solugao: Pela desigualdade das médias

Reescrevendo a fungao:
f(x) = z%.2% (1 — 222).

Para aplicar a desigualdade das médias entre os termos 22, 22 e (1 —2z?), devemos
terx2202>x2061—2x220:>x2§%:>—‘/7§§x§‘/75.

Pela intersecao dos intervalos, devemos ter 0 < x < f

MazMg@(M#> > 2222 (1-22%) & L > 2t (1— 222,

E a igualdade ocorre se, e somente se 22 = 1 —22% & 2? = § &z = _\/Tg ou
r = \/Tg Como 0 < \/?g < \/75 e _\/?g < 0, o valor maximo da funcao é y = 2% quando
]

Problema 6: Qual é o valor maximo da fungao:
f(x) = sen(x) + cos(x), com 0 < z < 7.

Primeira Solucao: Pelo teste da derivada primeira

Calculando a primeira derivada da funcao, temos:



85

f'(z) = 0 & sen(x) = cos(x) & x = 7, logo x = 7 ¢ ponto critico da funcao.

Se x < T = cos(x) > sen(x) = f'(x) = cos(x) — sen(x) > 0. Logo, a funcao f ¢é
crescente se v < 7.

Se x > T = cos(z) < sen(x) = f'(x) = cos(xz) — sen(r) < 0. Logo, a funcao f é
decrescente se x > 7.

Portanto, pelo teste da derivada primeira, x = 7 ¢ ponto de mdximo da fungao.

E f(Z) = v/2 é o valor méximo da fungao.

Segunda Solugao: Pela desigualdade das médias

Como o dominio da funcdo é 0 < z < 7, temos sen(x) > 0 e cos(z) > 0. Assim,

vamos aplicar a desigualdade das médias aritmética e quadrética aos termos sen(z) e

cos(x).

sen(m);—cos(w) < S€n2(I)-;COSQ(J))) - 8671(1') +COS(£L’) < 2\/g: \/§

E a igualdade ocorre se, e somente se, sen(x) = cos(x) < x =

INE

Logo, o valor méximo da funcao é /2.

4.4 Problemas de Otimizacao Diversos

Nesta secao, apresentamos diversos problemas contextualizados envolvendo oti-
mizacao de grandezas. Nestes problemas, procuramos solucionar questoes praticas e inte-
ressantes, mostrando a beleza da matematica e sua aplicabilidade em situacoes cotidianas.
Os problemas serao resolvidos com o uso das desigualdades das médias para evidenciar a

simplicidade da aplicacao.

Problema 1: Uma certa industria fabrica produtos enlatados e deseja minimizar
seus custos na producao das latas cilindricas que armazenam os produtos. Considerando
que o volume V da lata é constante, quais devem ser as dimensoes da lata para que o

custo de producao seja minimo?
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Figura 4.9: Lata Cilindrica

Solugao: Considerando o eixo coordenado disposto conforme Figura 4.9, o raio
da base do cilindro serd x e a altura serd y, com x > 0 e y > 0. Sendo assim, o volume

do cilindro serd dado por:
V=raly=y=-_5
Ja a area total da lata cilindrica, considerando a tampa, serd dada por:
A=2mrxy+ 2.2 =2ma® + % = 2mx? + % + %

Como z > 0 eV > 0, aplicando a desigualdade das médias aritmética e geométrica

aos termos 27z?, L e ¥

2,V
2nx +-+

M, > M, < 3

o l<
Vv
)
3
8
_l\?

i‘
8 <
ol
v
)
3
<

no

A &rea serd minima se, e somente se:

27rx2:%<:>x3:1<:>m: 3/ V.

Logo, o cilindro de area minima ¢é o equilatero onde y = 2x.

Problema 2: Um fazendeiro tem 1 200 m de cerca e quer cercar um campo
retangular que estd na margem de um rio reto. Ele nao precisa de cerca ao longo do rio.

Quais sao as dimensoes do campo que tem a maior area?
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Figura 4.10: Campo Retangular

}l

Fonte: (STEWART, 2013, p. 294)

Solugao: Sejam z e y a profundidade e a largura do retangulo (em metros). Assim,

a area do terreno serda dada em termos de x e y por:
A=uzxuy.
Temos ainda que o comprimento total da cerca é de 1200 m. Assim:
20 +y = 1200 = y = 1200 — 2z.

Logo, A = (1200 — 2z), onde 0 < z < 600 para que A seja positivo.

Considerando o intervalo de x, os termos 2z e 1200 — 2x sao positivos. Podemos,

entao, aplicar a desigualdade das médias aritmética e geométrica destes termos, obtendo:

2w41200-20 > /95 (1200 — 22) = 600 > /27 (1200 — 22) = 360000 > 24
= A < 180000.

A igualdade ocorre se, e somente se, 2z = 1200 — 2z < 4z = 1200 < x = 300.
E assim, temos y = 600.

Portanto, as dimensoes do campo sao x = 300 e y = 600 com area maxima de
180.000m2.

Problema 3: Um contéiner para estocagem, em forma de paralelepipedo, com
uma tampa aberta deve ter um volume de 10 m3. O comprimento de sua base é o dobro
da largura. O material para a base custa R$10,00 por metro quadrado. O material para
os lados custa R$6,00 por metro quadrado. Encontre o custo dos materiais para o mais

barato desses contéineres.
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Figura 4.11: Contéiner

W

2w

Solucao: Dadas, as dimensoes do paralelepipedo w, 2w e h, o seu volume é deter-

minado por:
V:2w.w.h:10:>h:%.
O custo dos materiais sera:
10. (2w?) + 6 [2 (2wh) + 2 (hw)] = 20w? + 36wh.
Logo,
C(w) = 20w? + 36w (%) = 20w? + 12,

Para verificar o custo minimo, vamos calcular a desigualdade das médias aritmética
2 90 . %,
w w

90 4 90
Tt > 32002 0.9 = € > ¥162000 = C > 3¢/162000 = 163, 54.

e geométrica entre os termos 20w

9
5

A igualdade ocorre se, e somente se, 20w? = 2 S w? =3 o w = §
Desta forma, o custo minimo dos materiais é, aproximadamente, R$163,54.

Problema 4: Um copo de papel em forma de cone é feito de maneira a conter 27

cm? de d4gua. Ache a altura e o raio do copo que usa a menor quantidade possivel de papel.

Figura 4.12: Copo em Forma de Cone
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Solucgao: O volume V e a area lateral S do cone com raio r e altura h sao dados

por:
V= %7?7‘2/1 e S =mrvr2+ h2
Considere A = S2. Quando A é minimo, S é minimo, assim vamos minimizar A.
Sabendo que A = 5% ¢ V =27, temos: g7r?h =27 = r? = &
Logo,
2
A=72r2(r* +h?) = (&) (5 + h?) = 55 + 81xh.
Vamos calcular a desigualdade das médias aritmética e geométrica para os termos
2 o« .
%, % e %, todos positivos.
812 Slnh 4 Slnh
+8Lxh g /
% — 3 > 3 8}1122 817rh 817rh — 812 817r2 = A > 243 3 8171'2
. 2
E a igualdade ocorre, se e somente se, % = % & 1%2 = s h=y 1% =
3¢/8 > 3,722.
Como r? =8 = r? = BL_ = 2L — p = V3 3V3 ~ 9 (39
- mh o 7r.33{/§ V6?2 Forz — )

_3f

Problema 5: As margens superiores e inferiores de um poster tém 6 cm e cada

Portanto a area ¢ minima para o cone de raio r =

margem lateral tem 4 cm. Se a 4rea do material impresso no poster é de 384 cm?, encontre

as dimensoes do poster com a menor &area.

Figura 4.13: Poster

!
6
!

X

x+8
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Solugao: Temos x.y = 384 = y = %.
A 4rea total é A = (8 + x) (12—|—%) =12 (40_1_1;_,_%)_

Para obtermos a area minima, vamos calcular a desigualdade das médias aritmética

e geométrica dos termos z e %, todos positivos.

256
e > 220 o g 4 B0 > 32 5 40+ 2+ 20 > 72 = 12 (40 + 7 + 20) > 864.

Logo, A > 864.

E teremos a drea minima igual a 864 se, e somente se, x = 2% & 2?2 =256 &1 =

16 e portanto, y = % = 24.

Portanto, as dimensoes do poster sao 24cm e 36¢cm.

4.5 Problemas de Olimpiadas

Nesta secao iremos trabalhar com problemas de olimpiadas que podem ser resolvi-
dos pela desigualdade das médias. Estes problemas possuem nivel de dificuldade superior
aos trabalhados anteriormente, portanto podem ser propostos aos alunos de ensino médio

como desafios.
Problema 1: (Baltic-way) Prove que se a, b, ¢ e d sdo nlimeros reais positivos,
entao temos:

a+tc b+d cta d+b
a+b + b+c + c+d + d+a 2 4.

Solucao:

Aplicando a desigualdade das médias aritmética e harmonica:

v

at+c | cta
atb T otd 2 y atc | cta 4(a+c) (1>
2 atb | ctd a+b c+d = a+btctd

a+c ' c+a

De maneira analoga, pela desigualdade das médias:

b+d | d+b
brc T dta 2 b+d | d+b 4(b+d) (-
> b a :> T . + g (ll)
2 = bi§+di‘; b+e d+a — a+btctd

Somando (i) e (ii), temos:
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a+tc b+d cta d+b
a+b + b+-c + c+d + d+a 2 4.

Problema 2: (China-90) Quais pontos (x, y) satisfazem a equacao abaixo?
log (1:3 + %y3 + %) = log(z) + log(y).
Solucgao:
log (z% 4 3y° + §) = log(z)+log(y) = log (2 + 34° + §) = log(z.y) = *+3y°+§ = z.y.
Aplicando a desigualdade das médias aritmética e geométrica:
ry=2+3y3 + 5 > 3PP = ¥+ 3P+ 5 >y

A igualdade ocorre se e somente se, 2° = L =l = 2= L ey =L

W=
O
S
B

Logo, o ponto que satisfaz a igualdade é (%, %)

Problema 3: (Novo México) Encontre o termo minimo da sequéncia:

7 96 8 96 9 96 95 96
\/;+\/7>\/;JF\/?v\@ﬂL\/?’-w\/?JF\/%'

Solugao: O termo geral desta sequéncia é: \/% + 1/9—7?, com 7 <n<95.

Como todos os termos sao positivos, aplicando a desigualdade das médias aritmética

VEFE 2 /B B

E a igualdade ocorre se, e somente se, \/% = ,/% = n =576 = 24.

e geométrica:

Portanto, o termo minimo da sequéncia é: ,/% + 4/ %.
Problema 4: (Bielorussia-99) Se a, b e ¢ sao ntimeros reais positivos e a*+b*+c* =
3 prove que:

1 1 1
1+ab + 1+bc + 1+ac —

3
5

Solugao: Vamos aplicar a desigualdade das médias aritmética e harmonica:

(14ab)+(1+bc)+(1+ac) 3 1 1 1
5 > = S = (34 ab+ bc+ ac) . (1+ab + e T 1+ac) >9=
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1 1 1 9
1+ab + 1+bc + 1+ac 2 ab+bct+ac+3 "

Sabe-se que a? + b% + ¢ > ab + ac + be e, por hipétese, a® + b? + ¢ = 3 segue que

ab + ac + be < 3 e assim, reescrevemos a expressao:

1 1 1 9
1+ab + 1+be + 1+ac Z ab+bct+ac+3 "

Da seguinte forma:

_ 9

1 1 1 9 9
1+ab + 1+be + 1+4+ac > ab+bc+ac+3 2 3+3 6

[\J[o0)

Ou seja,

1 1 1 3
1+ab + 1+bc + 1+ac 2 2°

4.6 Problemas Isoperimétricos

O termo isoperimétrico vem de isoperimetria que significa “com perimetro igual”.
Sendo assim, isoperimetria, na Matematica, é o estudo de figuras geométricas que pos-
suem mesmo perimetro. Um importante resultado da isoperimetria é de que entre todos
os poligonos de n lados de mesmo perimetro, o que tem maior area é o regular. Nesta
secao, nao propomos a demonstracao formal desse resultado, mas buscamos explorar a
aplicagao da desigualdade das médias na resolucao de problemas isoperimétricos envol-

vendo triangulo, retangulo e losango.

Problema 1: De todos os triangulos com perimetro fixo L, qual é o de maior

area?

Figura 4.14: Triangulo ABC

A

Solugao: Seja um triangulo ABC, conforme Figura 4.14, de perimetro L = a+b+c¢

fixo e semiperimetro p = % Pela férmula de Heron, a area do triangulo ABC é dada por:

A=\/plp—a)(p—0)(p—0).
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Como queremos maximizar a area com perimetro constante, devemos maximizar
o termo (p —a)(p —b) (p — ¢). Como os termos (p —a),(p —b) e (p — ¢) sao positivos,

vamos aplicar a desigualdade das médias aritmética e geométrica:

bt > p—a)p -0 - =52 p-ab-b)p-0=

B’ >2p-a)p-0p-c)=5>pp-a)p-bp-0=A2= L. >4

>
L
:>A§12

B

. Vd 7’ . Id 2
Sendo assim, a drea maxima é A = ﬁg e ocorre se, e somente se, a = b = c.

Portanto, de todos os triangulos com mesmo perimetro o de area maxima é o re-

gular (triangulo equilatero).

Problema 2: De todos os retangulos com perimetro fixo L, qual é o de maior

area?

Figura 4.15: Retangulo ABCD

D c
b
A B

Solugao: Seja um retangulo de lados adjacentes a e b. Seu perimetro L = 2a + 2b
é fixo. E sua area A = a.b. Como a > 0 e b > 0, vamos aplicar a desigualdade das médias

aritmética e geométrica:

2042 > \fiab= L > o/ A= A< b

’ s . , 2
Portando, a drea maxima é A = 5—6 se, e somente se, a = b.
Portanto, de todos os retangulos com mesmo perimetro o que possui area maxima

é o regular (quadrado).

Problema 3: De todos os triangulos de base fixa AB com perimetro fixo L, qual

é o de maior area?
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Figura 4.16: Triangulo de Base Fixa

c

Solucgao: Seja um triangulo ABC, conforme Figura 4.16, de perimetro L. = a+b+c

fixo e semiperimetro p = % Pela férmula de Heron, a area do triangulo ABC é dada por:

A=\/plp—a)(p—b)(p—c).

Como queremos maximizar a area com base AB = ¢ e perimetro constantes, deve-

mos maximizar o termo (p —a) (p —b). Como os termos (p — a) e (p — b) sdo positivos,

vamos aplicar a desigualdade das médias aritmética e geométrica:

— —a W—b—a
=t > =0 (p—a) = —5—— 2V -0) (-

=£>Vp-bp—a)=>5>@p-b)(p—a)

p(p—c <
= D > p(p—a)(p-b)(p—c) = A= A< §5/p(b—0).

Logo, a drea maxima ¢ A = §1/p (p — ¢) se, e somente se, a = b.

Portanto, de todos os triangulos com base AB fixa e perimetro L, o de maior area

é o isosceles.

Problema 4: De todos os losangos com perimetro fixo P, qual é o de maior area?

Figura 4.17: Losango

Solugao: Seja um losango de lado medindo a e diagonais medindo d (a menor) e

D (a maior). Seu perfmetro P = 4a. A sua drea é dada por A = 24,

Como as diagonais se encontram ao meio e pelo Teorema de Pitdgoras:
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Y+ (@) =2 =D+ =4a> =L

(

Vamos aplicar a desigualdade das médias aos termos D? e d?.

[

D2;-d2 >V D2d?* = %2 > VaA? =24 = A< 11)_‘25'

7’ 7’ . 7’ 2
Portanto, a area maxima é A = ’1’—

5 se, e somente se D = d. Logo, o losango ¢ um

quadrado.

Assim, de todos os losangos com perimetro fixo o de maior area é um quadrado.



Capitulo 5

Aproximacao de Raiz Quadrada pela
Desigualdade das Meédias

Vimos ao longo dos capitulos anteriores diversas aplicacoes para as desigualdades
das médias, especialmente na resolucao de problemas de otimizacao. O uso dessa ferra-
menta matematica possibilita discussoes destes problemas com alunos do ensino médio
além das fungoes quadraticas. Porém, as desigualdades das médias nao tém aplicagao
restrita a otimizacao e podemos utiliza-las em situagoes diversas.

Carneiro (2001) apresentou uma proposta interessante para o uso das desigualda-
des das médias no calculo de aproximacao de raizes quadradas. A seguir, enunciamos e

faremos uso do método, além de justificar a sua validade.
Para o método, serao utilizadas as desigualdades entre as médias harmonica,
geométrica e quadratica. Lembramos que para os termos a > 0 e b > 0:
- _2_ _ 2ab - — atb
M, = T = 20 My =vabe M, =2
Além disso, usamos as duas propriedades a seguir:
1. M, < M, < M, com a igualdade ocorrendo se os termos a ¢ b sdo iguais.
h g a

2. MM, = M,.

A demonstragao para o item 1 ja foi realizada no Capitulo 3. E a prova da propri-

edade 2 para dois termos a e b é direta:
VIR, = \[(28) (57) - Vil = M,

Vamos usar estas propriedades para obter uma aproximacao para v/5.

Sabemos que 5 = 1.5, logo, pela propriedade 1:
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2 < VIS < = 0 <5 <3=1,666... < V5 <3

Vamos repetir o processo para obter uma aproximacao ainda melhor para v/5
Fazendo 5 = %.3:

2.
10
7+

@\5

Ey
(@V)

10
S <% +3

5 =1

<5< I

~&
C»Dl\l

Aplicando o processo sucessivamente obtemos

2,23404 = 18 < /5 < 4T =~ 2 23809

2,23606 = 2935 < /5 < 20T >~ 9 23606

O 1ltimo resultado é uma aproximacao impressionante, ja que realizamos o proce-
dimento apenas tres vezes.

Para justificar os passos acima, sejam H, e A, as médias harmonica e aritmética
na iteracao n. Temos:

I 2Hn lAn 1 Hn71+An 1 —
H"_—Hn 1+An1eA == paran = 1,2, ..

Para calcular a aproximagao da raiz quadrada de um nimero N > 1 onde N = a.b

com 0 < a < b, pelas propriedades das médias apresentadas, para todo n

H, < VH,A, =+H, 1A, 1=..=Vab=+/N < A,.

Assim,
1+Zn71
An — n—1 1+1
i-=—5< =1=A,< A,
E

An—
5 = A_nl >1=H,>H,_;.

Logo, a sequéncia crescente formada pelos H,, é limitada superiormente por v N e

converge para um numero real p. Ja a sequéncia decrescente formada pelos A, é limitada
inferiormente por vV N e converge para um numero real q. Entao

Hy 14+An— 2H,,_1A,_
An_Hn:nlJanl n—1An_1

— (Hn—1+An—1)2_4Hn—1An—1
anl“!‘Anfl 2(Hn71+An71)

— (An—l_Hn—1)2
1A,
2
Usando limite obtemos: ¢ — p = _(q;qp)

Suponha que p # g = g — p = 4q, logo 3¢ = —p o que é impossivel para p e ¢
positivos. Assim, p =qg =V N.

Portanto, as sequéncias H, e A, sao aproximacoes de v N, por falta e excesso
respectivamente, cada vez melhores.



Capitulo 6
Consideracoes finais

Ao longo desta pesquisa, procuramos aprofundar os estudos das médias mais co-
nhecidas, analisando suas propriedades e caracteristicas. Além disso, apresentamos a
desigualdade das médias como uma ferramenta pratica e eficiente na resolugao de proble-
mas de otimizacao. Nos preocupamos, ao longo do trabalho de sempre buscar relagoes nos
conceitos abordados com situagoes cotidianas, de forma atraente, e que despertasse o inte-
resse dos alunos pelo aprofundamento dos estudos dos conceitos e da prépria matematica.
Mesmo mantendo um bom grau de rigor, trabalhamos com uma linguagem compativel
aos alunos do ensino médio, tornando possivel o estudo de otimizacao aos alunos que nao
conhecem Célculo Diferencial.

Mediante analise de outros trabalhos voltados para este tema, buscamos diferenciar
esta pesquisa com o estudo de diversas propriedades das médias. Além da contextualizacao
das médias através de problemas interessantes, muitos de concursos, intensificamos a
analise das médias, com destaque para a aritmética e harmonica, analisando o perfil de
problemas onde elas sao aplicadas, suas relagoes com grandezas proporcionais e o principio
da casa pombos como consequéncia de uma propriedade da média aritmética. Além
disso, apresentamos uma grande variedade de questoes possiveis de serem resolvidas com
a desigualdade das médias, separadas em grupos de acordo com sua natureza algébrica,
de otimizacao, isoperimétricos, etc.

Uma dificuldade percebida na resolucao dos problemas é a escolha das médias e dos
termos para os quais a desigualdade sera aplicada. Pretende-se com o estudo sistematizado
desta ferramenta, que os alunos aprimorem a habilidade de manipulagao de expressoes
algébricas e que se desafiem na resolucao de outros problemas por esse método. Procura-se
despertar a curiosidade e a vontade de aprender dos alunos.

Além de estimular os alunos, pretendemos conscientizar professores da importancia
das médias. O professor precisa, antes de tudo, compreender que média vai muito além da

aritmética e é necessario adequar suas praticas para que o aluno consiga relacionar o con-
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ceito a situacoes cotidianas, explorando problemas contextualizados. Portanto, esperamos
que este trabalho tenha cumprido seu objetivo que é trabalhar médias e desigualdade das
médias de forma acessivel aos alunos de ensino médio.

Como nao pretendemos que este trabalho seja cansativo, mas sim estimulante e
desafiador, propomos ao leitor que deseja dar continuidade ao estudo aqui iniciado, que
complemente seus estudos pelas referéncias bibliograficas listadas na pesquisa. Destaca-
mos especialmente as obras de Lima et. al (2009) que apresenta as médias, demonstragoes
para as desigualdades e exercicios de aplicagao, a obra de Stewart (2013) que apesar de ser
sobre célculo diferencial, apresenta diversos problemas de otimizagao que podem estimu-
lar o uso do método e o livro de Gomes C. (2010) que foi elaborado como ferramenta de
preparacao para olimpiadas, possuindo um capitulo dedicado a desigualdade das médias
e com muitos problemas resolvidos por ela.

Como proposta de continuidade da pesquisa, pretende-se elaborar uma sequéncia
didatica abrangendo todo o conteido aqui abordado que devera ser aplicada a alunos de
diferentes séries. Em seguida, devera ser feito um levantamento dos dados e sistematizacao
dos resultados para averiguar a eficicia da proposta e a qualidade da aprendizagem dos

alunos ao utilizar a desigualdade das médias na resolucao de problemas de otimizacao.
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