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RESUMO

Esse trabalho consiste na apresentacédo de uma possibilidade para o ensino de fungdes
a partir de construcdes experimentais, utilizando o software GeoGebra para auxiliar a
construcdo, a visualizacdo e a compreensdo dos graficos de algumas funcoes.
Apresentamos uma prética didatica que traz atividades nas quais os estudantes tém a
oportunidade de elaborar o grafico das fun¢des e efetuar modificacdes, tendo que pensar
o que fazer em cada situacdo e perceber as regularidades, estabelecendo assim,
estratégias de investigacdo. As atividades apresentadas foram feitas norteadas na
experiéncia do autor em trabalhar com as séries iniciais do ensino médio em uma escola
particular do Estado do Espirito Santo. Sabemos que é relevante, contemporaneamente,
o desenvolvimento de uma cultura informatica no interior da escola. Como professores,
devemos estar cientes que em razdo da crescente informatizacdo da sociedade, a
presenca de computadores na instituicdo de ensino deve ser examinada com uma
realidade que néo cabe mais discutir, mas cujo real significado precisa ser construido.
Na busca da obtencéo por um aprendizado mais eficaz, devemos estar preparados para
gerir e fazer uso eficaz dessas novas tecnologias, observando seus pros e contras, e
como elementos fundamentais do processo ensino e aprendizagem, sempre buscar
atingir um ponto de equilibrio. Sendo o computador um dos instrumentos tecnolégicos
utilizados no ambiente escolar, realizamos o estudo relacionando o computador, o estudo
das funcdes e o0 seu processo educativo escolar. Por meio de um programa com recursos
do tipo “desenho em movimento”, o GeoGebra, possibilitamos ao estudante acdes como
experimentar, interpretar, visualizar, induzir, conjeturar, abstrair, generalizar e, por fim,
demonstrar. Concluimos que o uso das novas tecnologias na sala de aula é um grande
aliado no ensino da matematica, na condicao de que se faca um planejamento adequado

com objetivos a serem alcancgados.

Palavras-chave: Informética educacional; GeoGebra; Fungoes.



ABSTRACT

This work consists in the presentation of a possibility for the teaching of Functions from
experimental constructions using GeoGebra software to assist the construction,
visualization and comprehension of graphs of some functions. We present a didactic
practice that brings activities in which the students have the opportunity to elaborate the
graph of the functions and make modifications, having to think what to do in each
situation and perceive the regularities, thus establishing research strategies. The
activities presented were based on the author's experience in working with the initial
high school grades in a private school in the State of Espirito Santo. We know that it is
relevant at the same time to develop a computer culture within the school. As teachers,
we must be aware that due to the growing computerization of society, the presence of
computers in the educational institution should be examined with a reality that no longer
has to discuss, but whose real meaning needs to be built. In pursuit of obtaining more
effective learning, we must be prepared to manage and make effective use of these new
technologies, observing their pros and cons, and as key elements of the teaching and
learning process, always strive to reach a break even. Being the computer is one of the
technological instruments used in the school environment, we carry out the study
relating the computer, the study of the functions and its educational process school.
Through a program with "drawing in motion" features, GeoGebra, we allow the student
actions such as experimenting, interpreting, visualizing, inducing, guessing, abstracting,
generalizing and finally demonstrating. We conclude that the use of new technologies in
the classroom is a great ally in the teaching of mathematics, provided that adequate
planning is done with objectives to be achieved.

Keywords: Information Technology education; GeoGebra; Functions.
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1 - INTRODUCAO

Esse trabalho consiste na apresentacdo de uma possibilidade para o ensino de
Funcdes a partir de construgcbes experimentais, utilizando o software GeoGebra para
auxiliar a visualizacdo e a compreensao dos graficos. Esta pratica permite ao aluno
pensar o que fazer em cada situacéo e perceber regularidades, estabelecendo assim,
estratégias de investigagéao.

Em 2005, trabalhando como professor de Matematica em uma instituicao
particular de ensino do municipio de Vila Velha - ES, observamos alguns obstaculos de
muitos alunos com questdes ligadas a construcdo e a interpretacdo de graficos de
funcbes de uma variavel real. Para contornar esses contratempos, procuramos agregar
novos métodos e tecnologias que nos permitissem trabalhar com diferentes
representacfes de uma mesma situacao e estabelecer conexdes entre elas.

Com o propoésito de auxiliar nossas tarefas em sala de aula, na perspectiva de
tornar mais consistente e interessante os estudos de funcdes e seus graficos, criamos
roteiros de aula com a utilizacdo do software GeoGebra, o qual apresenta potencial para
melhorar a abordagem dada a matematica nas escolas, possibilitando a descoberta de
propriedades dos objetos gréaficos e também valorizando a figura do professor, que na
fala dos préprios estudantes, é fundamental no processo de ensino e aprendizagem.

Na elaboracdo dos roteiros de aula, pesquisamos os seguintes livros: "Recursos
Computacionais no Ensino de Matemética”, de Victor Giraldo, Paulo Caetano e Francisco
Mattos; “Aprendendo Matematica com o GeoGebra”, de Luis Claudio Lopes de Araujo e
Jorge Céssio Costa Nobriga; “A Matematica do Ensino Médio”, volume |, de Elon Lages
Lima, “Representacédo social do computador como tecnologia de ensino para professores
de Matematica”, de Eduardo Vianna Gaudio e “Matemética e Educacdo: alegorias,
tecnologias e temas afins”, de Nilson José Machado.

Alicercado na reviséo de literatura feita, buscamos elaborar roteiros de atividades
que permitissem ao estudante explorar e verificar o que ocorre em diversas situacdes
ligadas ao estudo das fung¢des, oportunizando ac¢des no sentido de fazer conjecturas,
testar convicgdes, observar e confirmar propriedades dos gréficos e esbocar

demonstracgdes, tudo isso por meio dos recursos de “desenho em movimento” que o
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GeoGebra proporciona. Nessa perspectiva, elaboramos as seguintes atividades:
construcao do grafico de uma funcao afim com o software GeoGebra, construcédo
do grafico de uma funcdo quadratica com o software GeoGebra e andlise do
parametro a, determinacdo, por meio do software GeoGebra, dos significados dos
parametros b e ¢ na construcdo do grafico da funcédo quadratica e construcao do
grafico de uma funcdo exponencial com o software GeoGebra.

Uma particularidade dos roteiros propostos nessa pesquisa € a construcao “ponto
a ponto” do grafico por meio da funcdo “HABILITAR RASTRO”. A funcao ¢é inserida de
um modo diferente do comumente usado: digitar diretamente a fungcdo no campo de
entrada e 0 GeoGebra apresentar diretamente o grafico. Por meio da fungédo “HABILITAR
RASTRO?” o estudante “desenha” um grafico formado por pontos de coordenadas (x, f(x)),
obtidos quando ele faz o ponto A, presente em todas as atividades, percorrer o eixo das
abscissas, seja “arrastando-0” por meio do comando “MOVER” ou ativando o comando
“ANIMAR”.

Em conformidade com as orienta¢des para elaboracao de trabalhos de concluséo
de curso do PROFMAT, este enquadra-se na modalidade Elaboracdo de proposta de
atividades educacionais. Constitui-se numa sequéncia de 4 encontros sobre os temas
mencionados, de duracdo média prevista de duas aulas cada um.

O obijetivo geral deste trabalho é investigar de que forma o software GeoGebra
pode auxiliar os estudantes da 12 série do ensino médio a compreender 0s conceitos de
funcdes e suas representacdes graficas.

Os objetivos especificos sao:

e Auxiliar a descoberta de propriedades dos objetos gréaficos, por meio de um
software com recursos do tipo “desenho em movimento”, o GeoGebra;

e Proporcionar atividades em grupo, favorecendo situacdes em que podem
acontecer aprendizagens efetivas;

e Utilizar recursos computacionais no ensino de Matematica,

e Propiciar a criacdo de conjecturas sobre propriedades de objetos gréficos;

e Desenvolver as capacidades de raciocinio e de expressdo em linguagem
matematica oral, escrita e gréfica;

e Estimular a criatividade e a criticidade;
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e Desenvolver a autonomia e a cooperacao.

Os roteiros de aula tém como publico-alvo estudantes do Ensino Médio regular, os
quais precisam dominar conhecimentos matematicos prévios para que ocorra um Otimo
desenvolvimento das atividades propostas nesse trabalho. Dentre os conhecimentos
prévios, ressaltamos 0s seguintes: sistema cartesiano ortogonal, coordenadas
cartesianas de um ponto, noc¢do intuitiva de funcdo, produto cartesiano, dominio,
contradominio e imagem de uma funcdo. Para o referido publico-alvo, o conceito de
funcdo desempenha papel fundamental para descrever e estudar por meio da leitura,
interpretagéo e construgdo de gréficos, o comportamento fenémenos inerentes a diversas
areas do conhecimento, como Fisica, Geografia ou Economia.

Claramente podera haver desdobramentos em relacdo a esse trabalho,
provavelmente nascidos das diversas realidades escolares em que esses roteiros
poderdo ser aplicados, dependendo da criatividade dos docentes. Com certeza outros
roteiros podem ser elaborados, contendo novos temas como Funcdes Logaritmicas e
Funcdes Trigonométricas.

Em relacdo as tecnologias que abordaremos nesse trabalho, vale ressaltar que,
nas Ultimas décadas, verificou-se a importancia do desenvolvimento de uma cultura
informatica no interior da escola. Porém, sempre que surge uma inovag¢ao no horizonte
educacional, aparecem dois grupos bem definidos de educadores: os adesistas
empolgados e os descrentes catastroficos. Isso também acontece com o computador no
ensino. Enquanto os primeiros caem na ilusdo do paraiso, os Ultimos comegam a

lamentar o iminente apocalipse.

Concordando com o autor José Nilson Machado, como professores, devemos
estar cientes que em razdo da crescente informatizacdo da sociedade, a presenca de
computadores na escola deve ser examinada com uma realidade que ndo cabe mais
discutir, mas cujo real significado precisa ser construido. A aceitacdo sem ressalvas ou a

rejeicdo instantdnea em nada contribuem para a construcao desse significado.

De acordo com Maria Alice Gravina, faz-se necessario superar fantasias e
ultrapassar a barreira do “sim ou nao”, buscando metodologias para a incorporagao das
novas tecnologias educacionais, nunca perdendo de vista as fun¢des basicas da escola.

Devemos reafirmar que o foco das atencdes da escola €, e sempre serd, o ser humano,
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os valores, 0os sentimentos e as relacdes interpessoais. No que se refere a estes

aspectos, os computadores sozinhos nada tém a oferecer.

Precisamos estudar maneiras de propiciar um aprendizado mais eficaz. Nesse
sentido, temos que estar atentos as novas tecnologias e a seus pros e contras, € como
elementos fundamentais do processo ensino-aprendizagem, sempre buscaremos atingir

um ponto de equilibrio.

Deste modo, ndo podemos jamais enxergar o computador como anjo ou demaonio.
Esse tipo de atitude leva a um so resultado: a ma utilizagdo daquilo que pode vir a

acrescentar, e muito, ao processo educacional.

Nem descrenca, nem empolgacdo. Ignorar a existéncia do computador como
elemento potencialmente abundante para o ensino é tdo grave quanto acreditar que ele
resolverqa, como em um passe de magica, todos os problemas do nosso sistema

educacional.

A presenca de computadores na escola esta associada a democratizacdo do
acesso ao conhecimento por meio de redes que interligam as escolas com centros de
irradiacéo de conteddos ou técnicas pedagdgicas.

Em relacdo aos usos do computador em sala de aula, Machado (2000, p. 244)

afirma que

[...] Em tais usos, ha que se considerar, no entanto, certas caracteristicas
de controle intrinsecamente relacionadas. Introduzir o computador através
de uma rede de escolas ligadas a um centro produtor de materiais
pedagoégicos € um fato que pode ser considerado numa perspectiva de

democratizacdo, de facilitagdo do acesso ao conhecimento.

Os professores devem, no entanto, ficar atentos a utilizagcdo sistematica de
softwares produzidos fora do ambito da escola. Em principio, todo professor pode ser
usuario e autor dos programas para a rede. A necessidade de uma qualificacdo técnica
mais apurada pode, no entanto, aumentar a dependéncia do professor em relagéo as
“centrais de producgao”.

De acordo com Machado (2000, p.245)
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Aideia de haver um centro de producao que elabora materiais e os difunde
através de uma rede tem um lado interessante e um lado muito delicado,
muito desinteressante. E claro que, teoricamente, havendo uma tal rede
disponivel, qualquer professor pode ser simultaneamente usuario e
produtor de materiais. Teoricamente, insistimos, o professor pode fazer
circular sua propria producdo na rede. Mas lembremos que o professor
também pode produzir seu proprio livro didatico e, no entanto, vive
frequentemente sob o jugo de um livro determinado por condicdes

objetivas de mercado.

Quando nos referimos a aprendizagem de Matematica em ambientes
informatizados, precisamos identificar “o que ha de original” no que € oferecido pelos
ambientes que temos a disposicdo atualmente e o que estas novidades trazem de
beneficio para o processo de ensino-aprendizagem de Matematica.

N&o estaremos interessados em ferramentas que se assemelham aos tradicionais
métodos de ensino que dao énfase a transmissdo de conhecimento, em que a
memorizacdo e a reproducao/repeticdo sdo as prioridades. Definitivamente n&o
queremos formar alunos “apertadores de botdes”. Interessam-nos ferramentas que
trazem em seus projetos recursos que vao ao encontro de uma perspectiva em que o
conhecimento € construido a partir de percepcdes e acdes do sujeito, constantemente
mediadas por estruturas mentais ja construidas ou que vao sendo construidas ao longo
do processo. Nesse momento, as nossas bases tedricas sao de Jean Piaget (ao mostrar
gue toda aprendizagem depende fundamentalmente de acdes coordenadas do sujeito,
sejam elas de carater concreto ou abstrato) e de Vygotsky (ao considerarmos que o
computador € também um mediador do processo, hd a presenca da teoria historico-
cultural de Vygotsky).

Segundo Gravina (1997, p.1):

[...] No contexto da Matematica, a aprendizagem nesta perspectiva
depende de agdes que caracterizam o “fazer matematica”: experimentar,
interpretar, visualizar, induzir, conjecturar, abstrair, generalizar e enfim
demonstrar. E o aluno agindo, diferentemente de seu papel passivo frente

a uma demonstracao formal do conhecimento, baseada essencialmente
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na transmissao ordenada de “fatos”, geralmente na forma de definicbes e
propriedades. Numa tal apresentacdo formal e discursiva, os alunos ndo
se engajam em ac¢des que desafiem suas capacidades cognitivas, sendo-
Ihes exigido no maximo memorizacao e repeticdo, e consequentemente
ndo sdo autores das constru¢cBes que ddo sentido ao conhecimento
matemético.

Muitos softwares disponiveis sdo do tipo “instru¢do assistida por computador”.
Sua interface tem recursos interessantes como som, imagem e animacéo, entretanto,
baseiam-se apenas na leitura de definicbes e posterior aplicacdo em exercicios do tipo
tutorial e séries de listas de exercicios repetitivos em que o grau de dificuldade vai
aumentando a cada nivel. E importante enfatizar que em um primeiro momento os alunos
podem até se sentir atraidos pelo visual, mas rapidamente tudo podera tornar-se tedioso.
De acordo com Gravina (1997, p.2):

J& se dispde de programas com caracteristicas que os tornam potentes
ferramentas para o ensino e aprendizagem da Matematica dentro e uma
perspectiva construtivista. S8o programas onde o0s alunos podem
modelar, analisar situagbes, fazer experimentos, conjeturar. Nestes
ambientes os alunos expressam, confrontam e refinam suas ideias, e
“programam” o computador sem precisar usar recursos de linguagem de
programacéo, diferentemente do que acontece com micromundos, no
ambiente Logo. Utilizam, pelo contrario, processos de representacéo
muito préximos dos processos de representacao com "lapis e papel”, ndo
sendo-lhes exigido o conhecimento e dominio de uma nova sintaxe e

morfologia, aspectos inerentes a uma linguagem de programacao.

7

Estamos tomando como principio de que a aprendizagem € um processo
construtivo, que depende do modo fundamental das a¢bes do sujeito e de reflexdes
sobre estas acfes. No caso da Matematica, as acdes sobre objetos concretos se
generalizam em esquemas. Num segundo momento, as acdes sobre objetos abstratos
generalizam-se em conceitos e teoremas. Da mesma maneira que criangas brincando
com pedras, contando-as e ordenando-as, descobrem o conceito de niumero natural, um

matematico, num estagio avancado de pensamento formal, também age sobre seu
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objeto de investigacéo, instigando, testando, demonstrando.

Para o matematico profissional, os objetos sdo de natureza abstrata, mas
guardam a sua “concretude”, dada pela sua representagcado mental, figural ou simbdlica,
e é sobre estes objetos que sao aplicadas as acgoes.

No processo de ensino-aprendizagem de Matematica, a mudanca na natureza dos
objetos sobre os quais os alunos aplicam as a¢fes € uma questado primordial. Para o
inicio da aprendizagem da matemética, o mundo fisico é repleto de objetos concretos.
No entanto, se 0 objetivo € a constru¢do de conceitos mais complexos e abstratos, ndo
encontramos suporte materializado, sendo necesséaria uma concretizacdo mental.

Os ambientes informatizados apresentam-se como uma importante ferramenta
frente as dificuldades inerentes ao processo de aprendizagem, possibilitando mudar os
limites entre o concreto e o abstrato, criando, na verdade, um novo objeto, o “concreto-
abstrato”. Concretos porque existem na tela do computador e podem ser manipulados,
abstratos porque se tratam de realizacdes feitas a partir de constru¢cdes mentais.

De acordo com Gravina (1997, p.6):

No campo da pesquisa em Matematica alguns exemplos sao ilustrativos.
A teoria do caos nasceu do estudo de equacdes diferenciais feito por
Lorentz; ao implementar sistemas que diferenciavam minimamente nas
condi¢des iniciais, Lorentz constatou que a evolugdo do sistema, no
tempo, se tornava imprevisivel e a partir disto surgem os resultados
tedricos sobre a instabilidade dos sistemas dindmicos. Um segundo
exemplo: a representacdo grafica de computagdes massivas tomou
possivel o avanco da teoria de fractais. Figuras surpreendentes foram
fontes de conjecturas que desencadearam a pesquisa na direcdo de
demonstracdes formais. Estes exemplos sdo paradigméticos quanto ao
suporte oferecido pelos ambientes informatizados na concretizacéo
mental de ideias mateméaticas. Este suporte favorece a exploracdo, a
elaboracéo de conjeturas e o refinamento destas, e a gradativa construgéo

de uma teoria matematica formalizada.

A base para as concretizagdes e agoes mentais depende fundamentalmente das
caracteristicas do ambiente informatizado que esta sendo utilizado. As novas tecnologias

oferecem a possibilidade de representacdes em carater dinamico. Tradicionalmente, 0s
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meios de representacdo do conhecimento matematico tém carater estatico. Isso pode
ser observado na utilizacdo de livros didaticos e nas aulas classicas, nas quais 0s
estudantes recebem as definicbes “prontas”. O carater estatico muitas vezes dificulta a
construcdo do significado, e o significante passa a ser um conjunto de contetdos a serem
memorizados. Dessa maneira, 0s alunos ndo sao capazes de transferir um conceito ou
teorema para uma situacdo que nao coincide com a registrada a partir da apresentacao
do livro ou do professor.

Um software que ilustra o ambiente informatizado do tipo dinAmico é o GeoGebra,
um programa interativo para o aprendizado de Matematica, desenvolvido por Markus
Hohenwarter, da Universidade de Salzburg, para educacdo matematica nas escolas.

O GeoGebra é um software com varios recursos. Traca retas, segmentos,
circulos, poligonos; constréi graficos em coordenadas cartesianas e polares; “mede”
segmentos e angulos e deforma figuras geométricas.

Uma grande vantagem desse software sobre o tradicional desenho no papel é a
possibilidade de movimento que pode ser utilizada nas figuras. E possivel variar as
figuras mantendo alguns vinculos e, durante sua deformacgdo, obter as medidas
atualizadas.

O fato de permitir ao estudante explorar e verificar o que ocorre em diversas
situacdes proporciona a oportunidade de ele fazer conjecturas, testar suas conviccoes,
melhorar a visualizacdo dos gréficos/figuras, observar e confirmar propriedades dos
graficos/figuras e buscar demonstracdes.

Como o GeoGebra dispde de “régua e compasso” eletronicos, os desenhos dos
objetos séo construidos na tela do computador a partir das propriedades que o definem.
Por meio de deslocamentos aplicados aos elementos que compdem o desenho, este se
transforma, mantendo, contudo, as relacbes geométricas que o caracterizam. Temos,
entdo, para cada objeto matematico construido, uma familia que é formada por
“desenhos em movimento”. A grande variedade de desenhos favorece a concretizacao
mental, eliminando as situacdes - padrao responsaveis pelo inadequado entendimento
de conceitos matematicos, como o de altura de um triangulo, citado anteriormente.

Na primeira série do Ensino Médio, os alunos normalmente fazem no inicio do ano

uma revisdo sobre o topico Func¢des. Constata-se que os alunos chegam ao referido
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nivel sem terem atingido o devido entendimento de alguns conceitos basicos. Nesse
sentido, uma iniciativa importante € incentivar o raciocinio dedutivo, os métodos e as
generalizagles, que sao processos fundamentais para o estudo das fungdes.

Ao longo dos anos, lecionando fungdes elementares no Ensino Médio, tenho
observado que o conceito de fungcédo nao é totalmente compreendido pelos alunos.

Os principais desafios observados s&do: o reconhecimento de funcbes, a
construcdo do grafico de funcdes, a obtencado de funcdes conhecendo seus graficos,
entre outros conteudos sobre funcbes. Com o objetivo de superar esses desafios,
faremos o estudo de funcfes elementares utilizando o software GeoGebra.

Softwares com recurso de “desenho em movimento”, como o GeoGebra, séo
ferramentas que poderao auxiliar ideais na superagéo das dificuldades encontradas no
processo de formacdo do conceito de objeto geométrico e na transicdo entre o
experimental e o abstrato.

Em ambientes informatizados, a partir da exploracdo experimental, os alunos
conjecturam, e com o feedback instantdneo do programa, corrigem e apuram suas
conjecturas iniciais, passando posteriormente a fase abstrata de argumentacdo
matematica.

Quando nos referimos a objetos graficos, admitimos que estes tém duas
componentes: uma conceitual e outra figural. A componente conceitual, por meio de
linguagem falada ou escrita, expressa caracteristicas de uma classe de objetos. A
componente figural corresponde a uma imagem mental que associamos ao conceito.
Caso a componente figural for devidamente manipulada por meio de “desenhos em
movimento”, com a utilizacgdo do chamado controle deslizante para modificar os
coeficientes de algumas fungdes elementares e observar num soé grafico as variagdes
que ocorrem, o aluno podera ser capaz de adquirir a nocéo correta sobre o objeto gréafico
estudado.

E importante ressaltar que os programas construidos nos padrdes de “desenhos
em movimento”, ou seja, de geometria dindmica, opdem-se aos do tipo instrucao
assistida por computador. Sdo programas de constru¢ao, onde os desenhos de objetos
e as configuragcbes geométricas sdo obtidos a partir de propriedades que os definem.

Por meio de deslocamentos aplicados aos elementos que compdem um desenho, este
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se transforma, apresentando uma familia de outros desenhos, mantendo, porém, todas
as relacbes geoméetricas que o caracterizam como objetos pertencentes a uma classe.
Segundo Gravina, (1996, p.6):

Assim, para um dado objeto ou propriedade, temos associada uma
colecéo de "desenhos em movimento", e os invariantes que ai aparecem
correspondem as propriedades geométricas intrinsecas ao problema. E
este € o recurso didatico importante oferecido: a variedade de desenhos
estabelece harmonia entre o0s aspectos conceituais e figurais;
configuracdes geomeétricas classicas passam a ter multiplicidade de
representacdes: propriedades geométricas sdo descobertas a partir dos

invariantes no movimento.

Vale ressaltar que ndo basta colocar a disposicéo do estudante um programa de
geometria dindmica. A apropriacdo de ideias matematicas significativas depende de um
trabalho de orientacéo por parte do professor. Sdo os desafios propostos pelo professor
que vao orientar o trabalho, desafios esses que se tornardo o0 genuino interesse dos

alunos, desde que sejam incentivados a realizar agdes e exploragoes.
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2 - 0O SOFTWARE GEOGEBRA

O GeoGebra € um software dindmico desenvolvido para o ensino e aprendizagem
de Matematica para varios niveis de ensino (da educacéo basica ao ensino universitario),
€ gratuito e esta disponivel em lingua portuguesa. Foi criado por Markus Hohenwarter
em 2001 como resultado de sua tese de doutorado na Universidade de Salzburg
(Austria). O software tem recebido diversos prémios de software educacional na Europa
e nos EUA. Esse software reine recursos de Geometria, Algebra, tabelas, gréaficos,
Probabilidade, Estatistica e calculos simbolicos, todos em um mesmo ambiente. Desse
modo, o GeoGebra tem o beneficio didatico de apresentar, simultaneamente,
representacfes diferentes de um mesmo objeto que interagem entre si. Além dos
aspectos didaticos, o GeoGebra é uma excelente ferramenta para se criar
representacdes profissionais para serem usadas no Microsoft Word, no Open Office ou
no LaTeX. Escrito em JAVA, o GeoGebra € multiplataforma e, dessa forma, pode ser

instalado em computadores com Windows, Linux ou Mac OS.

Markus Hohenwarter
Creator of GeoGebra, Project Director

markus@geogebra.org

Figura 2.1 — Markus Hohenwarter.

Para instalar o GeoGebra, bem como, ter acesso ao tutorial contendo instrucdes
de uso, caracteristicas principais e exemplos pode-se inicialmente acessar o link:

https://www.geogebra.org/download.
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Baixar Aplicativos GeoGebra
Aplicativos GeoGebra gratuitos para iOS, Android, Windows, Mac, Chromebook e Linux
Calculadora Gréfica Calculadora Grafica 3D
Trace grafico de fungGes, resolva equagdes e Represente fungdes 3D, superficies e outros objetos
represente dados gratuitamente em 3D com essa ferramenta
DOWNLOAD INICIO DOWNLOAD INICIO
Geometria GeoGebra Classico 6
Construa circulos, &ngulos, transformagdes e muito Aplicativos gratuitos reunidos para geometria, planilha,
mais com esta ferramenta probabilidade e CAS
DOWNLOAD INICIO DOWNLOAD INICIO
© Ge Vindo....exe Exibir t
5 : _ POR  00:49
H O Digite aqui para pesquisar i b, ] D @ prgy 17mams

Figura 2.2 — Tela de download do GeoGebra.

Descreveremos alguns recursos especificos que serdo necessarios para a
aplicacao das atividades desenvolvidas nessa dissertacao.

O software apresenta inicialmente duas diferentes regides de apresentacdo dos
objetos mateméticos: a janela de visualizac&o e a janela de Algebra. Elas possibilitam
apresentar os objetos matematicos em duas diferentes representacfes: graficamente
(pontos, retas, graficos de fungdes) e algebricamente (equacdes de retas, coordenadas
de pontos). Desse modo, todas as representaces do mesmo objeto estdo ligadas
dinamicamente e atualizam-se automaticamente as mudancas realizadas em qualquer

uma delas.
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Figura 2.3 — Tela inicial do GeoGebra.

2.1 - BARRA DE MENUS

Apresenta 7 comandos que possibilitam alterar/salvar os programas criados.

2.2 - BARRA DE FERRAMENTAS
E segmentada em 11 janelas que apresentam varios instrumentos que podem ser

vistos clicando na parte inferior direita de cada icone.

2.3 - CAMPO DE ENTRADA

Area relacionada a entrada dos comandos/condi¢cbes que definem os objetos.
Nessa regido registramos as equacodes, funcdes e coordenadas dos pontos e teclamos
“‘enter” para representa-los na janela de graficos.

Para representarmos o grafico de uma fungao, é necessario utilizar o campo de

entrada por meio das operacoes da tabela 2.1.
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Operadores Operagoes hisicas
4 . Adicio
| Subtracio
¥ [ Mult iplicacio
[ Divisio
Potenciacao
sqri( ) : Raiz quadrada

Tabela 2.1- Exemplo de operadores.

Ao digitar “3 x”, “3x” ou “3 * x”, 0 programa relaciona automaticamente a operagéo
V3x2+1

x—-1

no campo de entrada a funcao definida por f( x) = sqrt(3x*2 + 1)/(x — 1).

de multiplicagéo. Para representar, por exemplo, a funcéo f(x) =

, devemos digitar

& €3 GeoGebra [m] X

 Arquivo_Editar Exibir Opgles Ferramentas Janela Ajuda

DREE T RNEE

i b Janela de Algebra » Janela de Visualizagio X

Funcio f

3x2+1 %0
x—1

Entrar.

® =y

| Entrada:

POR 1948 D
PTB2 22/01/2018

H o Pergunte-me alguma coisa I N )

V3x2+1

Figura 2.4 — Representacao da fungéo f(x) = no GeoGebra.

x—1

2.4 — JANELA DE VISUALIZACAO

Usando os instrumentos disponiveis na barra de ferramentas € possivel efetuar
construcbes geométricas na janela de visualizagdo com o auxilio do mouse. Ao
selecionar um instrumento na barra de ferramentas, podemos solicitar a Ajuda da
ferramenta a fim de verificar o modo de usar o item selecionado. Cada objeto criado na

janela de visualizacdo possui uma representacéao na janela de algebra. Podemos mover
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objetos na janela de visualizacdo arrastando-os com o mouse. Simultaneamente, de
maneira dindmica, as suas representacdes algébricas sdo atualizadas na janela de
algebra.

O GeoGebra possibilita também a utilizacdo de uma planilha. Para isso, basta
clicar em “exibir” e em seguida clicar em “planilha”. Ela sera aberta no canto direito da
janela de visualizacdo. O funcionamento € bem semelhante ao das planilhas

convencionais.

"7 GeoGebra Classic 5 — O >

Argquive Editar Exibir OpgBes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
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Figura 2.5 — Janela de visualizacdo com a planilha do GeoGebra.

As colunas séo indicadas por letras maiusculas (A, B, C, ...) e as linhas por
nameros (1,2,3, ...). Nas células também podemos digitar as mesmas fun¢des do campo
de entrada. E um recurso que pode ser usado na construcdo de graficos a partir de
tabelas.

No GeoGebra, o separador decimal é representado por meio de um ponto.
Exemplificando, para representar o numero real a = 3,14 devemos digitar a = 3.14 e a
seguir teclar “enter”. Portanto, os niumeros decimais deverao ser digitados no GeoGebra

utilizando o ponto como separador decimal.
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2.5 — JANELA DE ALGEBRA

Utilizando a entrada de comandos € possivel introduzir de maneira direta
expressdes algeébricas no software. Por meio da tecla “enter”, a expressao algébrica
inserida surge na janela de Algebra e a respectiva representacdo grafica aparece na
Janela de visualizacdo. Exemplificando, ao inserir (0,2) no campo de entrada, aparecera
na janela de Algebra a indicacdo A = (0,2) e o respectivo ponto sobre o eixo das
ordenadas na janela de visualizacdo. Na janela de Algebra, os objetos matematicos sdo
classificados em dois géneros: objetos livres e objetos dependentes. Ao definirmos um
novo objeto sem que para tal se use qualquer objeto existente, ele é classificado como
objeto livre. No entanto, se o novo objeto for criado relacionado a objetos j& existentes,

ele é classificado como objeto dependente.
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3 - A IMPORTANCIA DO ESTUDO DE FUNCOES NO ENSINO MEDIO

3.1 HISTORICO

O conceito de funcdo é um dos mais relevantes da Matematica e passou por
processo de aprimoramento no decorrer dos séculos. A ideia de dependéncia entre
variaveis originou-se ha cerca de 6 milénios, contudo foi somente nos ultimos trés séculos
gue obtivemos uma formacao definitiva do conceito de func&o, por meio da estreita
ligacdo com problemas relacionados ao Célculo e a Andlise.

A demanda dos povos da antiguidade de contar um rebanho aliada a auséncia de
um sistema apropriado para isso, fez com que a associacdo de cada animal a uma
pedrinha se tornasse o caminho que permitia o controle da quantidade de animais. Nota-
se, portanto, uma forma de dependéncia entre objetos. Essa foi a iniciativa necessaria na
dire¢ao do conceito de “funcao”.

A introducdo do conceito de funcdo coincide com a introducdo do Calculo
diferencial e integral. Com efeito, de acordo com Ponte (1990, p.3):

A origem da nocao de funcao confunde-se com os primoérdios do Calculo
Infinitesimal. Ela surgia de forma um tanto confusa nos “fluentes” e
“fluxdes” de Newton (1642-1727). Este autor também usou o termo
“relatas quantitas” para designar /variavel dependente e “genita” para
designar uma quantidade obtida a partir de outras por intermédio das

guatro opera¢des mateméticas fundamentais.

No ano de 1673, Leibniz (1646-1716) foi o primeiro a utilizar o termo “fungao”.
Introduziu igualmente os termos “constante”, “variavel” e “parametro”. Mais tarde, entre
1694 e 1698, em uma correspondéncia entre Johann Bernoulli (1667-1748) e Leibniz, foi
usado o termo “funcao” para o estudo de curvas por meios algébricos. Em 1718, Bernoulli
publicou um artigo contendo a definigdo de fungdo de uma certa variavel como uma
quantidade que € composta de qualquer forma dessa variavel e constantes. Foi seu aluno
Euler (1707-1783) quem substituiu, em 1748, o termo “quantidade” por “expresséo

analitica”.
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Nos séculos seguintes surgem numerosas aplicacoes da Matematica em outras
Ciéncias solidificando a relacdo entre variaveis como ferramentas para modelagem
matematica e analise de dados. Fourier (1768-1830) e Dirichlet (1805-1859) deram
importante contribuicdo nesse sentido. Todavia, com a disseminagdo da teoria dos
conjuntos no final do século dezenove surgiu a definicdo formal de fungéo.

Segundo Ponte (1990, p.3):

Finalmente, com o desenvolvimento da teoria dos conjuntos, iniciada por
Cantor (1845-1918), a nogédo de funcao acabaria por der estendida ja no
século XX de forma a incluir tudo o que fosse a incluir correspondéncias

arbitrarias entre quaisquer conjuntos, numéricos ou néo.

3.2 O ESTUDO DE FUNCAO DE ACORDO COM OS PARAMETROS CURRICULARES
NACIONAIS E AS NOVAS TECNOLOGIAS

De acordo com os PARAMETROS CURRICULARES NACIONAIS (PCNs), a
relevancia do estudo de funcbes é irrefutavel por apresentar uma ampla gama de

aplicacOes praticas:

Além das conexdes internas a propria Matematica, o conceito de funcao
desempenha também papel importante para descrever e estudar através
da leitura, interpretacéo e construcdo de graficos, o comportamento de
certos fenbmenos tanto do cotidiano, como de outras areas do
conhecimento, como a Fisica, Geografia ou Economia. Cabe, portanto, ao
ensino de Matematica garantir que o aluno adquira certa flexibilidade para
lidar com o conceito de funcdo em situacfes diversas e, nesse sentido,
através de uma variedade de situagGes problema de Matematica e de
outras areas, o aluno pode ser incentivado a buscar a solugéo, ajustando
seus conhecimentos sobre fung¢des para construir um modelo para

interpretacao e investigagdo em Matematica.

Segundo as Orientagbes Curriculares para o Ensino Médio, os graficos precisam

ser tracados com fundamento em um entendimento global da relacdo de
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crescimento/decrescimento entre as variaveis envolvidas no problema. Notamos que o
tracado do grafico a partir de uma tabela ndo possibilita avancar no entendimento do
comportamento geral da fungéo pois ndo da a devida dimensé&o da ligacdo entre o objeto
algébrico e o objeto geométrico.

O uso do GeoGebra para construgdo de graficos fara a ligacao entre a parte

algébrica e a geométrica, de forma dinamica e autbnoma. Conforme Bona (2009, pg.2):

Um software sera relevante para o ensino da Matematica se o seu
desenvolvimento estiver fundamentado em uma teoria de aprendizagem
cientificamente comprovada para que ele possa permitir ao aluno
desenvolver a capacidade de construir, de forma autbnoma, o

conhecimento sobre um determinado assunto.

Esse ambiente informatizado torna-se ideal para nossos estudos pois 0s objetos
matematicos passam a ter representacdes mutaveis, distintos dos tradicionais ambientes

"lapis e papel” ou "giz e quadro-negro”. De acordo com Damasco Neto (2010, p.69):

Tal dinamismo € permitido através da manipulagdo direta sobre os objetos
presentes na tela do computador. Por exemplo: em geometria 0s
elementos de um desenho sdo manipuléveis (o0 centro e o raio de uma
circunferéncia, a reta e os pontos pelos quais ela fora definida); no estudo
de fungBes de primeiro grau as suas respectivas representagdes graficas
sdo objetos manipulaveis permitindo descrever a relagdo de
crescimento/decrescimento entre os coeficientes e suas respectivas

representacdes algébricas.

Diante do exposto, vemos que 0 uso das novas tecnologias na sala de aula é um
grande aliado no ensino da Matematica, na condicdo de que se faca um planejamento
adequado com objetivos a serem alcancados e possibilitando ao estudante agdes como
experimentar, interpretar, visualizar, induzir, conjeturar, abstrair, generalizar e, por fim,
demonstrar.

Podemos afirmar que o estudo das fungbes tem grande aplicabilidade
principalmente nas ciéncias exatas e nas areas da engenharia. Inicializar o estudo desse

conteudo de modo diferente do usual, otimizando a disponibilidade dos laboratorios de
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informatica disponiveis, com uso de um software de maneira adequada, pode

proporcionar ao estudante um aprendizado que vai além do conteudo especifico.
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4 — FUNCOES AFIM, QUADRATICA E EXPONENCIAL

As funces afins, as fun¢des quadraticas e as fun¢des exponenciais sdo modelos
matematicos usados na resolucdo de problemas elementares. Duvidas surgem na
escolha correta de qual modelo apropriado deve ser escolhido para a resolu¢do do
problema que esta sendo estudado. Para que a selecao seja feita de maneira assertiva

€ necessario saber quais séo as propriedades caracteristicas de cada funcéo.

4.1 DEFINICAO DE FUNCAO

De acordo com Lima (2008, p.36), dados dois conjuntos A4, B, uma fungio f: A —
B é uma lei que associa a cada elemento x € A um Unico elemento y = f(x) € B. O
conjunto A € chamado de dominio da funcdo e o conjunto B é chamado de
contradominio da fungdo. Para cada elemento x € 4, o elemento f(x) € B chama-se
imagem de x pela funcao f, ou o valor assumido pela funcéo f no ponto x € A.

O grafico da funcéo f: A - B € o subconjunto G(f) do produto cartesiano A X B
formado pelos pares ordenados (x,f(x)), onde x € A € arbitrdrio. Para que um
subconjunto G € A X B seja o grafico de uma funcao f: A — B, € necessario e suficiente

que, para cada x € A, exista um unico ponto (x,y) € G cuja primeira coordenada seja x.

4.2 FUNCAO INJETIVA E SOBREJETIVA

De acordo com Lima (2008, p.37), uma funcdo f:A - B chama-se injetiva
quando, dados x,y quaisquer em A, f(x) = f(y) implica x =y. Em outras palavras:
quando x =y ,em A, implicaem f(x) # f(y).

Uma funcéo f: A - B chama-se sobrejetiva quando, para todo y € B existe pelo
menosum x € A talque f(x) =y .

Dadas uma funcéo f:A - B e uma parte X c A, chama-se imagem de X pela
funcdo f ao conjunto f(X) formado pelos valores f(x) que f assume nos pontos x € X.

Uma funcdo f:A — B chama-se bijetiva quando for injetiva e sobrejetiva ao

mesmo tempo.
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Lembremos que uma funcéo f: X - R, com X c R, chama-se:
crescente quando x; < x, = f(x;1) < f(x);
decrescente quando x; < x, = f(x1) > f(xy);
monétona ndo — decrescente quando x; < x, = f(x1) < f(x);
monétona ndo — crescente quando x; < x, = f(x;) = f(x3).

Em qualquer dos quatro casos, f diz-se mondtona.

4.3 FUNCAO AFIM

Uma funcdo f: R —» R chama-se funcio afim quando existem dois niUmeros reais
aeb taisque f(x) =ax + b, paratodo x € A.

A funcao constante, a fungio identidade e a funcao linear S&0 casos particulares
de fungao afim.

Vejamos cada um desses casos:
f(x) =ax+ b, paraa = 0, teremos f(x) = b, fungdo constante;
f(x)=ax+b,paraa=1eb =0, teremos f(x) = x, fungdo identidade;

f(x) =ax+ b ,parab =0, teremos f(x) = ax, funcéo linear.

4.3.1 CARACTERIZACAO DA FUNCAO AFIM

Uma funcéo afim é caracterizada pelo seguinte teorema:

Teorema 4.1: Seja uma funcdo f: R — R monétona injetiva. Se a diferenca f(x + h) —

f(x) = ¢(x) depender apenas de h , mas ndo de x , entdo f é uma funcgdo afim.

A demonstragdo deste teorema utiliza o Teorema Fundamental da

Proporcionalidade.

Teorema 4.2 (Teorema Fundamental da Proporcionalidade). Seja f: R - R uma fungao
crescente. As seguintes afirmagdes sao equivalentes:
Q) f(n-x)=n-f(x) paratodo n € Z e todo x € R.
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(2) Pondoa = f(1) , tem-se f(x) = ax paratodo x € R.
3) f(x+y) =f(x)+ f(y) para quaisquer x,y € R.

Demonstracédo do Teorema 4.2 (Teorema Fundamental da Proporcionalidade):
Provaremos as implicagfes (1) = (2), (2) = (3)e (3) = (1). Afim de demostrar
que (1) = (2), provemos inicialmente que, para todo namero racional r = % n#0, a

hipotese (1) acarreta que f(rx) = rf(x) , seja qual for x € R.

Com efeito, como nr = m, tem-se: n- f(rx) = f(nrx) = f(mx) =m- f(x),
logo f(rx) == f(x) =7 f(x).

Sejaa = f(1). Como f(0) = f(0-0) =0- f(0) = 0, a monotonicidade de f nos da
a=f(1) > f(0) = 0. Assim, a € positivo. Além disso, temosf(r) =f(r-1)=r-f(1) =
r-a=ar paratodor e Q.

Mostremos agora que se tem f(x) = ax paratodo x € R.

Suponha, por absurdo, que exista algum numero real x (necessariamente

irracional) tal que f(x) # ax. Para fixar ideias, admitamos f(x) < ax . (O caso f(x) > ax

seria tratado de modo anélogo). Temos % < X.

f)

Tomemos um numero racional r tal que ——<r<x. Entdo f(x) < ar < ax, ou

seja, f(x) < f(r) < ax. Mas isto é absurdo, pois f € crescente. Logo, como r < x ,
deveriamos ter f(r) < f(x). Esta contradicdo completa a prova de que (1) = (2).

Para mostrar que (2) = (3),tomemosa = f(1),com f(x) = ax paratodo x € R.
Tem-se f(x+y)=a-(x+y)=ax+ay=f(x)+ f(y).

E finalmente por inducdo podemos demonstra-se que (3) = (1) . Seja f(x +y) =
f(x)+ f(y) para quaisquer x,y € R. Tomando x =y, temos f(x+x) = f(x) + f(x) =
2f(x), ou seja, a proposicao é valida para k = 2.

Supondo a proposicao valida para um certo k natural, temos f(k-x) =k - f(x),
mas f(x +y) = f(x) + f(¥), logo f((k +1)-x) = f(kx + x) = f(kx) + f(x) = k- f(x) +
f(x)=(k+1)f(x).Portanto, f(n-x) =n- f(x) paran € N.

Como f(0) = 0, temos que para todo x € R, temos f(0) = f(x + (—x)) = f(x) +

f(—x) © f(—x) = —f(x). Tomando m = —n, com n natural, temos
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fm-x)=f(—m-x)=f(n-(—x))=n-f(—x) = n-(—fx)) =m- f(x), verificando a
validade da proposicéo para todo inteiro, ou seja, f(n-x) =n- f(x) paratodon €Z e
todo x € R..

Demonstracdo do Teorema 4.1 (Caracterizacdo da Funcéo Afim): Suponhamos
que a funcéo f seja crescente. Entdo ¢: R - R também é crescente, com ¢(0) = 0.
Além disso, para quaisquer h,k € R:

ph+k)=f(x+h+k)—f(x)= f((x+h)+k)—f(x+k)+f(x+k)—f(x)
= @(h) + o(k)

Logo, pelo Teorema Fundamental da Proporcionalidade, pondo-se a = ¢(1), tem-
se ¢(h) = ah paratodo h € R. Isto quer dizer que f(x + h) — f(x) = a - h. Chamando
f(0)de b ,resulta f(h) =ah+ b, ou seja, f(x) = ax + b para todo x € R.

A reciproca desse teorema € Obvia. Se f(x) =ax+bentdo f(x+h)—f(x)=a-
h ndo depende de x . A hipétese de que f(x + h) — f(x) =a-h ndo depende de x
consiste em dizer que “a acréscimos iguais de x correspondem acréscimos iguais de
f(x)". Outra maneira de se exprimir essa hipétese consiste em dizer que 0s acréscimos

sofridos por f(x) s@o proporcionais aos acréscimos dados a x.

4.3.2 GRAFICO DA FUNCAO AFIM

O gréfico G de uma funcéo afim f:x » ax + b é uma reta.
Para ver isso, basta mostrar que trés pontos quaisquer
P; = (xq,ax; + b)
P, = (x5,ax, +b) €
P; = (x3,ax3 + b)
desse gréfico sdo colineares. Para que isso ocorra, é necessario e suficiente que o maior
dos trés nameros d(Py, P,), d(P,,P;) e d(P;, P;) seja igual a soma dos outros dois. Ora,
podemos sempre supor que as abscissas x;, x, e x; foram numeradas de modo que

x1 < x, < x3.Aformula da distancia entre dois pontos nos da:

AP = [ —1)* + @ — )’
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= (XZ - xl)\/ 1 + az
Do mesmo modo:

d(P,, P3) = (x5 — x3)V 1+ a?

e

d(P;, P3) = (x5 —x)V 1+ a?

Dai, segue imediatamente que d(P,, P;) = d(Py, P,) + d(P,, P3).

Do ponto de vista geométrico, b é a ordenada do ponto onde a reta, que é grafico
da fungdo f:x = ax + b, intersecta o eixo OY. O ndmero a chama-se inclinagdo ou
coeficiente angular dessa reta (em relacdo ao eixo 0X). Quanto maior for o valor de a
mais a reta se afasta da posicao horizontal.

Quando a > 0, o grafico de é f é uma reta ascendente (quando se caminha para
a direita) e quando a < 0, a reta € descendente.

Em termos de terminologia, se a fungéo afim f € dada por f(x) = ax + b, néo é
adequado chamar o numero ade coeficiente angular da fungdo f. O nome mais
apropriado € taxa de variacio ou taxa de crescimento de uma funcdo e

coeficiente angular de uma reta.
4.4 FUNCAO QUADRATICA

Uma funcado f: R - R chama-se funcdo quadratica quando sdo dados numeros

reais a, b e c, com a # 0 tais que f(x) = ax* + bx + c paratodo x € A.

4.4.1 FORMA CANONICA DA FUNCAO QUADRATICA

. . A b
Consideremos o trindmio ax? + bx +c = a [xz +-x+ ﬂ
As duas primeiras parcelas dentro do colchete sdo as mesmas do
. b
desenvolvimento do quadrado (x + Z) 2, Completando o quadrado, podemos escrever:

5 5 b b* b* ¢
ax“+bx+c=alx +2-zx+m—m+a
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ou:
2 bt = ( +b)2+4ac—b2
X x+e=al(x+- e
ou ainda:
b\* 4ac—b?
ax2+bx+c=a(x+—> +—
2a 4a

Podemos assim, reescrever a lei de formacéo da funcdo quadratica f(x) = ax® +
bx + ¢ da seguinte forma:

4ac—b?

f(x) =a(x+2%)2+ "

Ou de maneira equivalente:
fG) =alx—m)* +k,

4ac—b?
4a

b
ondem=——ek=
2a

Essa é chamada forma canénica da fungdo quadratica e a partir dela obteremos
importantes propriedades de f.
Em primeiro lugar, ela conduz diretamente a formula que da as raizes da equacgéao

ax* + bx + ¢ = 0. Com efeito, sendo a # 0, temos as seguintes equivaléncias:

2 _ph2
ax2+bx+c=0<:><x+£) +4aC2b =0 (1)
2a 4a

b 2 b*—4ac
= (x +-E; = (2)
2_
Sxt=t (3)
2a 2a
—p+Vp2—
oy = b+Vb<—4ac (4)

A passagem da linha (2) para a linha (3) s6 tem sentido quando o discriminante
A= b? — 4ac
€ > 0. Caso tenhamos A< 0, a equivaléncia entre as linhas (1) e (2) significa que a
equacao dada néo possui solugao real, pois o quadrado de x + % nao pode ser negativo.

Da formula (4) resulta imediatamente que, se o discriminante A= b* — 4ac é

positivo, a equacao ax* + bx + ¢ = 0 tem duas raizes reais distintas
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—b + Vb?% — 4ac
a =
2a
e
_ —b—+Vb? —4ac
p= 2a '
2_
compB < a,cujasomaés = ~Le cujo produto é P =¥=4if =Z
a 4a 4a a

. L, - . L - , , b . , ~
Em particular, a média aritmética das raizes € ——, ou seja, as raizes a e f s&o

equidistantes do ponto — %.

Quando A= 0, a equacao dada possui uma Unica raiz, chamada raiz dupla, igual a

2a’

Suponhamos a > 0. A forma candnica
() = ax? + bx + ¢ = (+b)2+4“"""’2
f(x) =ax x+c=allx a 1

Exibe, no interior dos colchetes uma soma de duas parcelas. A primeira depende

de x e € sempre > 0. A segunda é constante. O menor valor dessa soma é atingido

b\?% . . . b
quando (x + 5) € igual a zero, ou seja, quando x = — Nesse ponto, f(x) assume

seu valor minimo.

Portanto, quando a > 0, 0 menor valor assumido por f(x) = ax* + bx + ¢

éf (_ i) _ 4ac—b2.

2a 4a

b P . .
Sea < 0,ovalor f (— Z) € 0 maior dos numeros f(x), para qualquer x € R.

Quando a >0, f(x) = ax*+ bx + ¢ ndo assume valor maximo: ¢ uma funcéo
ilimitada superiormente. Analogamente, quando a < 0, f(x) = ax* + bx + ¢ ndo assume

valor minimo: é ilimitada inferiormente.
4.4.2 GRAFICO DA FUNCAO QUADRATICA

O gréfico de uma fungéo quadréatica € uma parabola.
Dados um ponto F e uma reta d que ndo o contém, a parabola de foco F e diretriz

d é o conjunto dos pontos do plano que distam igualmente de F e de d.



40

A reta perpendicular a diretriz, baixada a partir do foco, chama-se eixo da
pardbola. O ponto da parabola mais préximo da diretriz chama-se vértice da parabola.
Ele € o ponto médio do segmento cujas extremidades sdo o foco e a interse¢éo do eixo

com a diretriz.

Eixo da
Parabola

d Vértice

Figura 4.1 — Parabola de foco F e vértice V
4.4.2.1 GRAFICO DA FUNCAO QUADRATICA f(x) = ax?

Se a # 0, o grafico da funcédo quadratica f(x) = ax* é a parabola cujo foco é F =
(O, i) e cuja diretriz € a reta horizontal y = -1
4a 4a

Vamos considerar o vértice V da parabola coincidindo com a origem do plano
cartesiano e o foco sendo o ponto de coordenadas (0,p). Dessa forma, a diretriz d sera
aretay = —p.

Seja P = (x,y) um ponto qualquer da pardbola. Sabemos que P é equidistante do
foco F e da diretriz d, ou seja,

V¥2+(y—-p)P=y+p, (4.1)
onde o primeiro membro da equacéo representa a distancia entre os pontos P e F,

engquanto o segundo membro representa a distancia entre P e diretriz d.
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d Vértice

Figura 4.2 Representagdo geométrica da distancia entre o foco F e o ponto P

Elevando ao quadrado os dois membros da equacéo (4.1), obtemos
x>+ (y-p)?=0+p)?
que € equivalente a:
x? +y? —2py +p* =y®+ 2py +p?,
de onde segue:
4py = x%,

ou ainda:

Logo, os pontos da parabola de foco F = (0,p) e diretriz d: y = —p, satisfazem a

2

equacao y = :—p, ou seja, pertencem ao gréfico da funcdo quadratica f(x) = ax® coma =
E.
Agora vamos mostrar que os pontos da funcdo f(x) = ax* pertencem a parabola

de foco F = (0, ﬁ) ediretrizd:y = ST

4a’

Seja P = (x,ax*) um ponto do grafico da funcéo f. A distancia entre os pontos
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2
P e F é dada por sz + (ax2 —i) :

4a

2 2
Note que \/x2+(ax2_i) =sz+azx4_£ +
4a 2 16a

x2 1 1,\? 1
= |a®x*+- + = Gm2+—» =Lm2+—+
4a 4a

2 16a*

Que nada mais é que a distancia do ponto P e a diretriz. Como a igualdade é

satisfeita para todo x € R, isso mostra que os pontos do grafico f(x) = ax® coincidem

com os pontos da parabola de foco F = (0,&) ediretrizd:y = —i.

4.4.2.2 GRAFICO DA FUNCAO QUADRATICA f(x) = ax®* + k

O gréfico da fungdo quadrética f(x) = ax*+k, onde a,k € R e a # 0, € uma
parabola cujo foco € o ponto F = (0, k + ﬁ) e cuja diretriz é a reta horizontal y = k — ﬁ.

Observe que o grafico de f(x) = ax®*+ k resulta do grafico g(x) = ax* pela

translacao vertical (x,y) — (x,y + k), aqual levaaretay = —i naretay = —i + k.

f(x)=ax+k

Figura 4.3 Gréfico da fungédo f(x) = ax* + k
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4.4.2.3 GRAFICO DA FUNCAO QUADRATICA f(x) = a(x — m)?

Para todo a # 0 e todo m € R, o grafico da funcdo quadrética f(x) = a(x — m)? é

- . , 1 . . ., . 1
uma parabola cujo foco € o ponto F = (m, E) e cuja diretriz é a reta horizontal y = —

f)=(a—m)

gi)=ax \

Figura 4.4 Gréfico da funcéo f(x) = a(x — m)?

Observe que o gréfico de f(x) = a(x —m)? resulta do gréfico g(x) = ax* pela

translacéo horizontal (x,y) — (x + m,y), a qual leva areta x = 0 nareta x = m.
4.4.2.4 GRAFICO DA FUNCAO QUADRATICA f(x) = a(x —m)* + k

Ao transladarmos horizontal e verticalmente o grafico da funcdo g(x) = ax?,

teremos o gréafico da funcdo f(x) = a(x —m)*+ k, com a,m,k € R e a # 0, que possuli
foco F = (m,k +i) e diretriz y =k —ﬁ, visto que o foco deslocou-se m unidades

horizontalmente e k unidades verticalmente, enquanto a diretriz se deslocou k unidades

verticalmente.
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f)=(a—m)x +k

g¥)=axs \

Figura 4.5 Graéfico da fungéo f(x) = a(x — m)? + k.

Note que a funcdo quadrética transladada horizontalmente m unidades e

verticalmente k unidades nada mais € do que a funcdo quadréatica escrita na forma

canbnica f(x) =ax®?+bx+c=a [(x + 2%)2 + 4“:;2] =aq (x + %)2 + 4“Z;b2, logo, o
grafico de qualquer funcéo quadratica é uma parabola.

Portanto, vemos que a forma candnica facilita o esboco do grafico da funcéo
quadratica f(x) = ax? + bx + c. Para isso, basta tomar a funcdo quadratica f(x) = ax* e
a partir dela realizar as translacdes necessarias, que ficam evidentes quando a funcao

esta na sua forma canonica.

4.4.2.5 SIGNIFICADO GRAFICO DOS COEFICIENTES a, b, c DA FUNCAO
QUADRATICA f(x) = ax® + bx + ¢

De acordo com Lima (2006, p.119), o mais 6bvio € o significado do coeficiente ¢ :

o valor ¢ = f(0) é a abscissa do ponto em que a parabola y = ax* + bx + ¢ corta o eixo
oY.
De fato, quando x = 0, teremos f(0) =a-0*+b-0+c =c.
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Desta maneira, o grafico da fungdo quadratica sempre intersectara o eixo Oy no

ponto (0, c).

Figura 4.6 Interseccéo do grafico de f(x) = ax? + bx + ¢ com 0 eixo Oy

O coeficiente a indica se a concavidade da parabola esta voltada para cima ou
para baixo. Se a > 0 a concavidade da parabola ser& voltada para cima, e se a <0 a

concavidade sera voltada para baixo.

a=10

Figura 4.7 Concavidade da parabola

Além disso, o coeficiente a mede a maior ou menor abertura da parabola.
Como o grafico de f(x) = ax? + bx + ¢ se obtém grafico de g(x) = ax?® por uma

translacdo horizontal seguida de uma translacdo vertical, portanto s&o figuras
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congruentes, basta examinar o significado de a no grafico de g(x) = ax® Por
simplicidade, suponhamos a > 0.Entdo a < a’ = ax? < a’x? para todo x # 0, logo a
pardbola y = a’x? situa-se no interior de y = ax?® . Assim, quanto maior for a, mais
fechada sera a parabola e, vice-versa, quanto menor for a mais aberta se vé a parabola.
No caso de a e a’ negativos, “maior” e “menor” devem ser tomados no sentido de valor

absoluto.

-~

0

Figura 4.8 Relacéo entre o coeficiente a e abertura da parabola

Seja P um ponto de uma parabola. A tangente a parabola no ponto P é a reta que
tem em comum com a parabola esse Unico ponto P e tal que todos os demais pontos da
pardbola estdo do mesmo lado dessa reta.

De acordo com Lima (2006, p.122), se a parabola é o grafico da funcédo f(x) =
ax* + bx + ¢, sua tangente no ponto P = (x,,y,), onde y, = ax,® + bx, + c, é a reta que
passa por esse ponto e tem inclinagao igual a 2ax, + b.

Para provar isso, mostraremos que todos 0s pontos dessa parabola que tém
abscissa diferente de x, estdo fora da reta mencionada e no mesmo semi-plano
determinado por ela.

Mais precisamente, suponhamos (para fixar ideias, que seja a > 0. Mostraremos
que, para todo x # x,, 0 ponto (x,y) da parabola, com y = ax* + bx + ¢, estd acima do
ponto (x,y, + 2ax, + b)(x — x,)), de mesma abscissa x, situado sobre a reta. Em outras
palavras, queremos provar que (supondo a > 0)

X # Xy = ax?+ bx +c > ax? + bxy + c + (2axy + b)(x — xp).
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(x,ax? + bx + ¢)

(z,y, + (2ax,+ b}z — x,))

I
|
|
|
I
|
|
I
|
I
|
4

Figura 4.9 Paradbola y = ax* + bx + c e a reta tangente no ponto P = (x,, Vo)

Para isto, basta notar que
X # x9g = ax?+bx +c—[axé + bxy + ¢ + (2axy + b)(x — x9)] = a(x — x4)? > 0.

Isso mostra que a reta de inclinagcdo 2ax, + b que passa pelo ponto (x,,y,), com
yo = axo* + bx, + ¢ tem esse Gnico ponto em comum com a parabola que é o grafico de
f(x) = ax* + bx + ¢ e que todos os pontos da parabola estdo acima dessa reta. Logo
essa reta € tangente a parabola neste ponto. Quando a > 0, a parabola se situa acima de
qualquer de suas tangentes, conforme acabamos de ver. Se for a < 0, entdo a parabola
se situa abaixo de todas as suas tangentes.

Diante do que foi exposto, analisemos o caso particular no qual a reta que passa
pelo ponto P = (0,c) e tem inclinacdo b € descrita pela equacdo y = bx + c.
Considerando a > 0, os semiplanos por ela determinados sao descritos pelas
desigualdades y > bx + c (semiplano superior) e y < bx + c (semiplano inferior). Os
pontos (x,y) da parabola cumprem y = ax® + bx + ¢, logo estdo todos no semiplano
superior dareta y = bx + c quando a > 0 ou estao todos no semiplano inferior se for a <
0. Portanto, a reta y = bx + ¢, de inclinacdo b é tangente a parabola y = ax* + bx + ¢ no
ponto P = (0, ¢).
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2
y=axr " +br+c

0
y=ar+>b

Figura 4.10 O significado grafico do coeficiente b em f(x) = ax* + bx + ¢

A figura 4.10 mostra o caso em que b < 0. Observamos que a parabola intersecta
0 eixo Oy em seu ramo decrescente. Consequentemente, no caso em que b >0, a

parabola intercepta o eixo Oy em seu ramo crescente.
4.4.3 CARACTERIZACAO DA FUNCAO QUADRATICA

De acordo com Lima (2006, p.145), define-se para uma sequéncia (a,,) 0 operador
A, chamado de operador diferenca, por A a, = a,,; — a,. Uma sequéncia (a,) € uma
progressdo aritmética se, e somente se, (Aa,) = (a1 —a,) € constante. Uma
progressao aritmética de segunda ordem € uma sequéncia (a,) na qual as diferencas A
a, = a,,; — a,, entre cada termo e o anterior, formam uma progressao aritmética nao-

degenerada.

Progressao aritmética € qualquer sequéncia onde cada termo, a partir do
segundo, € igual ao anterior somado com uma constante denominada razdo da
progressdo. Quando esta razdo é diferente de zero temos uma progressao aritmética

nao-estacionaria.
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Teorema 4.3 (Caracterizacdo das Fun¢des Quadraticas). Para que a funcdo continua
f:R—> R sejaquadratica é necessario e suficiente que toda progressao aritmética ndo-
constante xy,x,,...,X,, ...S€ja transformada por f numa progressdo aritmética de

segunda ordem nao-degenerada y; = f(x1) ,y¥2 = f(x3), o , ¥ = f(x0), o

A demonstracdo se encontra no livro “A Matematica do Ensino Médio”, Volume 1,

pagina 145, do autor Elon Lages de Lima.

4.5 FUNCAO EXPONENCIAL

Comecaremos nosso estudo sobre funcédo exponencial fazendo uma revisédo das

poténcias com expoente natural, inteiro e racional.

4.5.1 POTENCIAS COM EXPOENTE NATURAL

Seja a um numero real positivo. Para todo n € N, a poténcia a™ , de base a e
expoente n , € definida como o produto de n fatores iguais a a.

Paran = 1, como n&o ha produto de um sé fator, entdo a' = a, por definicdo.

A definicdo por recorréncia de a™ é:

n+1

al=aea*l'=qa-a"

Para quaisquer m,n € N tem-se

m m+n

a™-a"=a ,
pois em ambos 0s membros desta igualdade temos o produto de m + n fatores iguais a
a. Segue entao que, para my, m,, ..., m; quaisquer em N, vale:
aml . amz .- ami — am1+m2+~-~+mi_
Em particular, se my =m, = ... = m;, temos
(am)i — am~i

Se a > 1 entdo, multiplicando ambos os membros desta desigualdade por a",

obtemos
an+1 > an_

Portanto, se
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a>1
entao
l<a<a?’<--<a*<a*l<..
Além disso, se
0<ax<l1
entao

1>a>a*>>->a*>a*! > ..,

Portanto, a sequéncia cujo n-ésimo termo é a™ , é crescente quando a > 1
e € decrescentequando 0 <a<1.

Para a = 1, esta sequéncia € constante, com todos 0s seus termos iguais a 1.

4.5.2 POTENCIAS COM EXPOENTE INTEIRO

Paran inteiro e a # 1, deve ser mantida a regra fundamental

m n m+n

a™-a"=a
Como

a’-a=a""1=gq entdo a’ = 1.
Dado qualquer n € N, temos

n

a—n qt = a—n+n — aO — 1’

logo

para todo n € N.

A funcdo f:Z —» R dada por f(n) = a™, com n € Z, além de cumprir f(m +n) =
f(m) - f(n) para quaisquer m,n € Z , € crescente para a > 1 e é decrescente para
0<a<l1.

A partir de

temos que
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para todo n € Z.

4.5.3 POTENCIAS COM EXPOENTE RACIONAL

Sejaa”, onde r = ™ & um namero racional (comm € Zen € Z* , uma
n

poténcia de expoente racional. A regra a” - a® = a"*S continua valida para r e s nimeros

racionais.
~ m
Entéo, parar = — temos que
m
(a)*=a"-a" ...a"=a""=a"n=a™
Portanto,
m
a’” = an = Ya™m.

A funcédo f: Q - R dada por f(r) =a", comr =%,ondem €EZene€Z,alémde

cumprir f(r+s) = f(r)- f(s) para quaisquer r,s € Q, é crescente para a>1 e é

decrescente para0 <a <1.
4.5.4 DEFINICAO DE FUNCAO EXPONENCIAL

Seja a um numero real positivo e diferente de 1. Chama-se funcdo exponencial de
base a afuncdo f:R —» R* definida por f(x) = a*.

A funcéo f(x) = a* é definida de modo a ter as seguintes propriedades, para
quaisquer x,y € R:
1) a* - a¥ = a*tY;
2)al = aq;
Nx<y=>a*<a’quandoa>lex<y=a’<a* quando0<a < 1.

E importante observar que que se uma funcdo f:R — R tem a propriedade 1)
acima, isto é, f(x +y) = f(x) - f(y), entdo f ndo pode assumir o valor 0 a menos que
seja identicamente nula. Com efeito, se existir algum x, € R tal que f(x,) = 0 entdo para

todo x € R teremos

f(x)=f(x0+(x—xo))=f(x0)-f(x—x0)=0-f(x—x0)=0,|Ogofsel’é
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identicamente nula.

Mais ainda: se f:R — R tem a propriedade 1) e ndo é identicamente nula, entdo

f(x) > 0 paratodo x € R, pois
X X X X X\ 12
fo=1G+3)=rG)rG) =G >0

Assim, diante das propriedades 1) e 2), é indiferente dizer que o contradominio de
f é R ou dizer que é R*. A vantagem de tomar R* como contradominio é que se tera f
sobrejetiva, como veremos:

Se uma funcéo f: R - R* tem as propriedades 1) e 2) entdo para todo n € N tem-
se

fm=fA+1+--+D)=fO-fQA) -..-fQ)=a-a-..-a=a™

Usando a propriedade 1), temos que para todo niumero racional r = % comn €N
deve-se ter f(r) = a” = Va™.

Portanto, f(r) = a” é a Unica funcéo f: Q —» R* tal que f(r +s) = f(r) - f(s) para
quaisquerr,s € Qe f(1) = a.

Para avancarmos em nosso estudo, sera necessaria a demonstracéo do lema a
seqguir:

LEMA 4.5.

Fixado um numero real positivo a # 1, em todo intervalo de R* existe alguma
poténcia a” , com r € Q.

Demonstracao:

Dados 0 < a < f, deveremos achar r € Q tal que a poténcia a” pertenca ao
intervalo [, B], isto é, @ < a” < B. Por simplicidade, suporemos a e « maiores que 1. Os
demais casos podem ser tratados de modo analogo. Como as poténcias de expoente
natural de numeros maiores do que 1 crescem acima de qualquer cota prefixada,
podemos obter nimeros naturais M e n tais que

a<ﬁ<aMe1<a<(1+ﬂ;)n.

[24
aM
Da ultima relacéo decorrem sucessivamente

1<a/m<(1+5f)e0<a(an-1)<p-a.

a
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Logo

m me 1 m+1 m
;SM=>O<an(an—1)<ﬁ—a<:>0<a n —an < f —a.

. ~ . 1 2 ~ .
Assim, as poténcias a® =1,a/n,a’/n, ..,aM sdo extremos de intervalos

consecutivos, todos de comprimento menor do que o comprimento 8 — a do intervalo

[a, B]. Como [a, B] < [1,aM], pelo menos um desses extremos, digamos a%, esta contido
no intervalo [«, B].

Terminada a demonstracdo do lema, retomaremos a propriedade 3) da funcéao
exponencial. Tal propriedade diz que a funcao exponencial deve ser crescente quando
a > 1 e decrescente quando 0 < a < 1.

Dai, resultara como veremos agora, que existe uma unica maneira de definir o
valor f(x) = a* quando x é irracional. Para fixar as ideias, suporemos a > 1. Entdo a*
tem a seguinte propriedade:

r<x<s,comr,seQ=a <a*<a’.

N&o podem existir dois numeros reais diferentes, digamos A < B, para assumir o
valor a*, com a propriedade acima. Se existissem tais A e B teriamos r < x < s, com
r,s EQ=>a" <A< B<a® eentdo o intervalo [4, B] ndo conteria nenhuma poténcia de
a com expoente racional, contrariando o Lema 4.5 demonstrado anteriormente.

Logo, quando x é irracional, a* é o Unico namero real cujas aproximacdes por falta
sdo as poténcias a”, com r racional menor do que x e cujas aproximacOes por excesso
sdo as poténcias a®, com s racional maior do que x.

Ou seja, se uma fungdo f:R - R (ou, o que da no mesmo, f:R — R*) possui as
propriedades 1), 2) e 3) acima estipuladas para a funcao exponencial, entdo o valor f(x)
com x irracional € dado por f(x) = lim f(r,), onde () € uma sequéncia (crescente ou
decrescente) de numeros racionais tais que lim(n,) = x.

Na prética, escrevendo f(x) = a* (onde a = f(1)), tomamos a expresséao decimal
X = ay,a,0;y ... Ay ... € temos a* = lima™, onde n, = ay, a,a, ...a,.

Definindo a* para todo x € R, ndo ha maiores dificuldades para verificar que, de

fato, sdo validas as propriedades 1), 2) e 3) acima enunciadas.
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4.5.5 CARACTERIZACAO DA FUNCAO EXPONENCIAL

A caracterizagéo da fungéo exponencial segue abaixo:

Seja f: R —» R* uma funcdo monoétona injetiva (isto é, crescente ou decrescente).
As seguintes afirmagdes sdo equivalentes:

(1) f(nx) = f(x)™ paratodon € Z e todo x € R;

(2) f(x) =a*paratodo x € R, onde a = f(1);

3) f(x+y)=f) - f(y) para quaisquer x,y € R.

DEMONSTRACAO:
Provaremos as implicacfes (1) = (2) = (3) = (1).
Para mostrar que (1) = (2) observamos que a hipotese (1) implica, para todo

namero racional r = % (commeZ ene€Z)que f(rx) = f(x)". Como nr = m , temos

que f(rx)" = f(nrx) = f(mx) = f(x)™.
Logo f(rx) = f(x)"/n = f(x)".
Se colocarmos f(1) = a, teremos f(r) = f(r-1) = f(1)" = a" paratodo r € Q.

Mostraremos agora que a igualdade anterior vale para todo x € R, em vez de apenas

r € Q.

A funcéo f é monoétona. Sem perda de generalidade, suponhamos que a fungao f
seja crescente. Logo 1 = f(0) < f(1) = a.

Admitamos, por absurdo, que exista um x € R tal que f(x) # a*. Digamos, por
exemplo, que seja f(x) < a* (O caso f(x) > a* é anélogo).

Entdo, pelo lema 4.5 visto anteriormente, existe um numero racional r tal que
f(x) <a” <a* ouseja, f(x)<f(r)<a*. Como afuncéo f é crescente, tendo f(x) <
f(r), concluimos que x < r. Por outro lado, temos também que a" < a*, como a >
1, concluimos que r < x. Esta contradicdo mostra que realmente f(x) = a*, para todo
x € R. Isso completa a prova de que (1) = (2).

Vamos agora mostrar que (2) = (3). A hipotese que temos é que f(x) = a*, para
todo x € R e queremos mostrar que f(x+y) = f(x): f(y) para quaisquer x,y € R.
Realmente f(x +y) =a*™ =a*-a¥ = f(x) - f(y), para quaisquer x,y € R, conforme

queriamos demonstrar.
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Por ultimo, vamos mostrar que (3) = (1). A hipétese que temos é que f(x +y) =
f(x) - f(y) para quaisquer x,y € R e queremos mostrar que f(nx) = f(x)" paratodon €
Z e todo x € R.

Se n é positivo, f(nx) = f(x+x+-+x) =) f(x) .- f(x) = fFOO™.

Para o caso de n negativo, lembraremos que f(x) = 1 e consideraremos
—n€Z_.Entdo1=f(0)=f(0-x)=f((-n+n)-x)=f(-n-x)- f(n-x) =

1
feon’

Portanto, f(nx) = f(x)™ paratodon € Z e todo x € R.

f(=n-x)- f(x)". Dai concluimos que f(-n - x) =

ouseja, f(—n-x) = f(x)™.

4.5.6 GRAFICO DE UMA FUNCAO EXPONENCIAL

O gréfico da funcédo f(x) =a* é uma curva denominada curva exponencial.
Analisar o seu grafico é importante para que possamos perceber de forma geométrica a
sua monotonicidade e também o fato de que f(x) < a* é ilimitada superiormente.

E primordial observar que:

1) Para a > 1a funcao € crescente e também que para valores negativos de x
(com |x| muito grande), a* pode se tornar tdo proximo de 0 quanto se gueira. Isso &
equivalente a dizer que o eixo x € uma assintota do gréfico.

2) Para 0 < a < 1 afuncao é decrescente e também que para valores positivos de
x (com |x| muito grande), a* pode se tornar tdo proximo de 0 quanto se queira. Isso é

equivalente a dizer que o eixo x € uma assintota horizontal do grafico.

1

/ ;

0

Figura 4.11 Gréfico da fungéo f(x) = a*, coma > 1.



y=a

0<a<0

e x

Figura 4.12 Gréfico da funcéo f(x) = a*,com0 < a < 1.

0
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5 — ATIVIDADES DO SOFTWARE GEOGEBRA NO PROCESSO DE ENSINO-
APRENDIZAGEM DAS FUNCOES AFIM, QUADRATICA E EXPONENCIAL

No planejamento das atividades para o laboratdrio, buscamos contemplar
aspectos que permitissem ao estudante explorar e verificar 0 que ocorre em diversas
situacdes, oportunizando acdes no sentido de ele fazer conjecturas, testar suas
convicgBes, melhorar a visualizagao dos graficos, observar e confirmar propriedades dos
graficos e buscar demonstragdes, por meio dos recursos de “desenho em movimento”.

Nessa perspectiva, elaboramos as seguintes atividades:

5.1 ATIVIDADE 1: CONSTRUCAO DO GRAFICO DA FUNCAO AFIM COM O
PROGRAMA GEOGEBRA

O grafico de uma funcédo afim é uma linha reta ndo vertical. Vamos agora construir
o gréfico dindmico de uma funcdo afim com controles deslizantes. Esses controles
permitem ao usuario do software alterar, num intervalo numérico especifico, os
coeficientes de expressdes apresentadas na janela algébrica. Essas alteracfes sao

observadas na janela de visualizacdo instantaneamente.

Preparagcao: Abra uma nova janela. Para isso, selecione ARQUIVO, depois,
NOVA JANELA.

Referencial teorico
Uma funcéo f: R - R chama-se fungéo afim quando existem dois niameros reais

aeb taisque f(x) =ax + b, paratodo x € A.

Objetivo
O objetivo dessa atividade é apresentar aspectos importantes relacionados ao
estudo das fung¢des afins. A construgéo a seguir tem por objetivo ilustrar o fato de que os

pontos na forma (x, ax + b) estéo alinhados.
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Processo de construgéao
1°) No CAMPO DE ENTRADA, digite a = 1 e aperte ENTER.

2°) Em seguida digite b = 2 e aperte ENTER. Esses valores representardo 0s
coeficientes "a" e “b" da funcédo afim que queremos analisar. Observe que na JANELA
DE ALGEBRA aparecem os valores de "a" e “b".

3°) Clique na bolinha branca ao lado do texto na Janela de Algebra (veja seta na
figura abaixo).

Arguivo  Editar  Ex

[:] ]

b Janela de Algebr:
= Mimero
2 a=1

S =2

4°) Faca o0 mesmo para “b". Os valores de "a" e “b" aparecerdo em segmentos

(seletores) na area de visualizagao.

Ferramentas Janela Ajuda

>Jolol4lN]

] | * Janela de Visualizagéo

a=1
—_—

h=12
e

5°) Ative a ferramenta PONTO () e crie um ponto A sobre o Eixo X.
6°) Arraste o ponto A até o valor 2 no eixo X.

7°) No CAMPO DE ENTRADA (canto inferior esquerdo), digite a seguinte
expressao: a x x(A) + b. Depois de digitado, pressione ENTER.
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OBSERVACAO:

O simbolo " * " significa "multiplicado por".

"x(A)” simboliza a abscissa do ponto A.

Apdbs esses passos, Vocé observara que aparecera o valor c =4 na JANELA DE
ALGEBRA. Esse nimero corresponde ao valor de f(x) na fungéo f(x) = x + 2, para x
igual ao valor da abscissa do ponto A. Lembre-se que assumimos inicialmente os valores
a=1eb=2.

8°) Agora vamos transferir o valor de ¢ para o EixoY. No CAMPO DE ENTRADA,
digite (0, c). Em seguida digite ENTER. Observe que aparece um ponto B no Eixo Y.

9°) Ative a ferramenta RETA PERPENDICULAR (Janela 4), a seguir trace
uma perpendicular ao Eixo Y, passando pelo ponto B (vocé deve clicar no ponto B e
em seguida em qualquer outro ponto do eixo Y). Depois disso, trace uma
perpendicular ao Eixo X, passando pelo ponto A (vocé deve clicar no ponto A e em
seguida em qualquer outro ponto do eixo X).

10°) Ative a ferramenta INTERSECAO DE DOIS OBJETOS (Janela 2) e marque
a intersecao dessas perpendiculares (clique sobre o ponto de encontro entre essas duas

ltimas retas criadas). Esse ponto sera rotulado automaticamente com a letra C.

11°) Leve o cursor sobre a reta perpendicular ao eixo Y. Clique no botéo direito do

mouse e desative a funcdo EXIBIR OBJETO. Essa reta desaparecera.

12°) Leve o cursor sobre a reta perpendicular ao eixo X. Clique no botéo direito do

mouse e desative a funcdo EXIBIR OBJETO. Essa reta desaparecera.

13°) Ative a ferramenta SEGMENTO DEFINIDO POR DOIS PONTOS () :
A seguir crie dois segmentos: o primeiro que une A a C e o segundo, que une B a

C. Esses segmentos seréo rotulados automaticamente de "f" e "g".
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14°) Clique com o botéo direito sobre o segmento "f'. Selecione PROPRIEDADES
e, posteriormente, a guia ESTILO. Mude o estilo do segmento para pontilhado e feche

a janela “preferéncias”, conforme figura abaixo. Fagca o mesmo para o segmento g.

15°) Clique com o botéo direito sobre o ponto C. Selecione HABILITAR RASTRO.

Essa opcédo fara com que o ponto C deixe um rastro, quando for movimentado.

16°) Ative o comando INSERIR TEXTO (janela 10), cligue em uma regidao em
branco na janela de visualizacdo. Aparecerd uma caixa de dialogo. No espaco EDITAR,

digite f(x) = a * x + b. Clique em “OK”. Aparecera na area de trabalho o texto digitado.

17°) Ative o comando INSERIR TEXTO (janela 10), cligue em uma regidao em
branco na janela de visualiza¢@o. Aparecera uma caixa de didlogo. No espaco EDITAR,

digite f(x) = a * x + b , porém quando for digitar o “a”, va em “Objetos” e selecione o “a"
no menu que surge, de modo que o “a” aparega no texto. Faga o mesmo procedimento

com o “b”. Clique em “OK”. Aparecera na area de trabalho o texto digitado.
18°) Selecione a opcdo MOVER (Janela 1) e movimente (bem devagar) o ponto A
sobre o Eixo X (para a direita e para a esquerda).O ponto A deve percorrer lentamente o

intervalo [-6,6] no eixo X.

19°) Que figura vocé observa?

20°) Selecione a opcao MOVER (Janela 1) e movimente (devagar) o ponto A até

a origem do sistema cartesiano.

“ “*

21°) Selecione a opcdo MOVER (Janela 1) e movimente (devagar) o seletor “a

gue esta na janela de visualizacdo. Movimente o seletor “a“ até obter o valor “a = —1".
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22°) Selecione a opcdo MOVER (Janela 1) e em seguida, movimente novamente
(bem devagar) o ponto A do gréafico sobre o Eixo X (para a direita e para a esquerda). O

ponto A deve percorrer lentamente o intervalo [-8,8] no eixo X.

23°) Que figura vocé observa?

24°) O que acontece com o grafico da funcdo quando mudamos o valor “a“ de 1

para -1?

25°) Escreva nas linhas abaixo as suas conclusées em relagao ao significado

do parametro a na construcao do gréafico da funcao afim.

26°) Quais foram os principais conceitos matematicos enfocados nessa

atividade?

27°) Resumidamente explique o0 que Vvocé aprendeu nessa

atividade.
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28°) Que vantagens o uso do programa GeoGebra trouxe para o estudo dos
conceitos enfocados, em comparacdo com a abordagem usando recursos

convencionais (isto é, sem recursos computacionais)?

5.2 ATIVIDADE 2: CONSTRUCAO DO GRAFICO DA FUNCAO QUADRATICA COM
O PROGRAMA GEOGEBRA E ANALISE DO PARAMETRO a

O grafico de uma funcdo quadratica € uma pardbola. Vamos agora construir o
grafico dinamico de uma funcéo quadratica com controles deslizantes. Esses controles
permitem ao usuario do software alterar, num intervalo numérico especifico, os
coeficientes das expressdes apresentadas na janela algébrica. Essas alteragfes sao

observadas na janela de visualizacao instantaneamente.

Preparacao:
Abra uma nova janela. Para isso, selecione ARQUIVO, depois, NOVA JANELA.

Referencial tedrico
Uma funcéo f:R - R chama-se funcdo quadratica quando sdo dados numeros

reais a, b e c, com a # 0 tais que f(x) = ax? + bx + c para todo x € A.

Objetivo

O objetivo dessa atividade é construir uma ilustracdo sobre aspectos importantes
relacionados ao estudo das fungbes quadréaticas, além de determinar o papel do
parametro a na construgdo do grafico da funcdo quadratica f(x) = ax? + bx +c. A
construcdo a seguir tem por objetivo ilustrar o fato de que os pontos na forma (x,y)

formam uma parabola.

Processo de construcéao
1°) No CAMPO DE ENTRADA, digite a = 1 e aperte ENTER.
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2°) Em seguida digite b = 2 e aperte ENTER.

3°) Em seguida digite ¢ = 3 e aperte ENTER.

4°) esses valores representardo os coeficientes "a" , "b" e "c¢" da funcao quadratica

que queremos analisar. Observe que na JANELA DE ALGEBRA aparecem os valores de

"a","b" e “c". Clique nas bolinhas brancas ao lado do texto na Janela de Algebra (veja

setas na figura abaixo).

Arquivo  Editar

DB

°
» Janela de Alg
= Mumero

Pt
g

=2
c=3
Os valores de "a" , "b" e “c" aparecerdao em segmentos (seletores) na area de
visualizacao.

» Janela de Algebra } Janela de Visualizagéo

= Mirmero
@ a=1
@ b=2
4 e=3

5°) ative a ferramenta NOVO PONTO (@ ) e crie um ponto A sobre o Eixo X.

6°) arraste o ponto A até o valor 2 no eixo X.

7°) no CAMPO DE ENTRADA (canto inferior esquerdo), digite a seguinte
expressao: a*x(A)"2 + b*x(A)+c. Depois de digitado, pressione ENTER.

OBSERVACAO:

O simbolo " = " significa "multiplicado por".

"x(A)” simboliza a abscissa do ponto A.

O simbolo "*” significa "elevado a".
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Apds esses passos, vocé observara que aparecera um valor “d = 11“ na JANELA
DE ALGEBRA. Esse nimero corresponde ao valor de f(x) na fungéo f(x) = ax? + bx + ¢
para x igual ao valor da abscissa do ponto A. Lembre-se que assumimos inicialmente os

valores a = 1, b = 2 e ¢ = 3. Portanto, estamos analisando a funcéo f(x) = x? + 2x + 3.

8°) Agora vamos transferir o valor de d para o Eixo Y. No CAMPO DE ENTRADA,
digite (0, d). Em seguida aperte ENTER.
Observe que aparece um ponto B no Eixo Y. Se ndo conseguiu ver o ponto B,

mude a escala do grafico usando o “rolete” do mouse.

9°) Ative a ferramenta RETA PERPENDICULAR (Janela 4), a seguir trace
uma perpendicular ao Eixo Y, passando pelo ponto B (vocé deve clicar no ponto B e
em seguida clicar em qualquer outro ponto do eixo Y). Depois disso, trace uma
perpendicular ao Eixo X, passando pelo ponto A (vocé deve clicar no ponto A e em
seguida clicar em qualquer outro ponto do eixo X).

10°) Ative a ferramenta INTERSECAO DE DOIS OBJETOS (>< ) e marque a
intersecao dessas retas perpendiculares (clique sobre o ponto de encontro entre essas
duas ultimas retas criadas). Esse ponto sera rotulado automaticamente com a letra C.

11°) Leve o cursor sobre a reta perpendicular ao eixo Y. Clique no botéo direito do

mouse e desative a fun¢do EXIBIR OBJETO. Essa reta desaparecera.

12°) Leve o cursor sobre a reta perpendicular ao eixo X. Clique no botéo direito do

mouse e desative a funcdo EXIBIR OBJETO. Essa reta desaparecera.

13°) Clique com o botéo direito sobre o ponto C. Selecione HABILITAR RASTRO.

Essa opcéo fara com que o ponto C deixe um rastro, quando for movimentado.
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14°) Selecione a opcdo MOVER (Janela 1) e movimente (bem devagar) o ponto A
sobre o Eixo X (para a direita e para a esquerda). O ponto A deve percorrer lentamente

o intervalo [-6,6] no eixo X.

15°) Que imagem vocé observou?

16°) Arraste o ponto A para o valor “zero” sobre o eixo X.

17°) Movimente (devagar) o seletor "a" que esta na janela de visualizacao.

Movimente o seletor "a" até obter o valor "a = —1".

18°) Movimente (bem devagar) o ponto A sobre o Eixo X(para a direita e para a
esquerda).O ponto A deve percorrer lentamente o intervalo [-6,6] no eixo X.

19°) Que imagem vocé observou?

20°) O que acontece com a parabola quando mudamos o valor "a" de 1 para
-17?

21°) Complete a seguinte frase: Se a >0, a pardbola possui a concavidade

voltada para

22°) Complete a seguinte frase: Se a <0, a parabola possui a concavidade

voltada para
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23°) Escreva nas linhas abaixo as suas conclusées em relacéo ao significado

do parametro "a" na construcao do grafico da funcao quadrética:

5.3 ATIVIDADE 3: DETERMINACAO, POR MEIO DO PROGRAMA GEOGEBRA,
DOS SIGNIFICADOS DOS PARAMETROS b E ¢ NA CONSTRUCAO DO
GRAFICO DA FUNCAO QUADRATICA

Preparacao:

» Abra novamente o arquivo “Funcdo Quadratica” visto anteriormente.

Referencial tedrico
Uma funcéo f: R - R chama-se funcdo quadratica quando sdo dados numeros

reais a, b e c, com a # 0 tais que f(x) = ax? + bx + c para todo x € A.

Objetivo
O objetivo dessa atividade é determinar o papel dos parametros b e (na

construgdo do gréfico da fungcéo quadréatica f (x) =ax2+bx+c.

Processo de construcao
1°) Lembre-se que assumimos anteriormente os valores a=1,b=2 e ¢ =3.
Certifique-se que os “seletores” indicam os valores mencionados. Portanto, estamos

analisando a fungdo f(x) = x2+ 2x +3.

2°) Cliqgue com o botéo direito sobre a “bolinha” do ponto C na janela de algebra.
Selecione HABILITAR RASTRO. Essa opcao fard com que o ponto C deixe um rastro,

guando for movimentado.

3°) Selecione a opcao MOVER (Janela 1) e movimente (bem devagar) o ponto A
sobre o Eixo X(para a direita e para a esquerda).O ponto A deve percorrer lentamente o

intervalo [-6,6] no eixo X.
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4°) A parabola observada intersecta o eixo Y em sua parte crescente ou em sua

parte decrescente?

5°) Arraste o ponto A até o valor “zero” sobre o eixo X.

6°) Clique sobre a “bolinha” do seletor "b" que esta na janela de visualizagdo com

o botdo direito do mouse e ative “Propriedades”.

7°) Cliqgue em “Controle Deslizante” e ajuste o intervalo de b para os seguintes

valores: minimo:-6 e maximo:6. Feche a caixa de didlogo.

8°) Movimente (devagar) o seletor "b" que esta na janela de visualizacéo.

Movimente o seletor "b" até obter o valor "b = 3".

9°) Selecione a op¢cdo MOVER () e movimente (bem devagar) o ponto A sobre
o Eixo X (para a direita e para a esquerda). O ponto A deve percorrer lentamente o

intervalo [-6,6] no eixo X.
10°) Arraste o ponto A até o valor “zero” sobre o eixo X.

11°) Movimente (devagar) o seletor "b" que est4 na janela de visualizagéo.

Movimente o seletor "b" até obter o valor "b = 4".

12°) Selecione a op¢cao MOVER () e movimente (bem devagar) o ponto A sobre
o Eixo X (para a direita e para a esquerda).O ponto A deve percorrer lentamente o
intervalo [-6,6] no eixo X.

13°) Observe o comportamento das parabolas no momento em que interceptam o

eixo Y nesses trés ultimos casos (b = 2, b = 3 e b = 4). A seguir, complete a seguinte
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frase: Se b>0, a parabola intersecta o eixo Y em sua parte

(crescente/decrescente)

14°) Arraste o ponto A até o valor “zero” sobre o eixo X.

15°) Movimente (devagar) o seletor "b" que estd na janela de visualizacao.
Movimente o seletor "b" até obter o valor "b = —2".

16°) Selecione a opcdo MOVER (Janela 1) e movimente (bem devagar) o ponto A
sobre o Eixo X (para a direita e para a esquerda). O ponto A deve percorrer lentamente

o intervalo [-6,6] no eixo X.

17°) Arraste o ponto A até o valor “zero” sobre o eixo X.

18°) Movimente (devagar) o seletor "b" que estd na janela de visualizagéo.

Movimente o seletor "b" até obter o valor "b = —3".

19°) Selecione a opcdo MOVER (Janela 1) e movimente (bem devagar) o ponto A
sobre o Eixo X (para a direita e para a esquerda). O ponto A deve percorrer lentamente

o intervalo [-6,6] no eixo X.

20°) Arraste o ponto A até o valor “zero” sobre o eixo X.

21°) Movimente (devagar) o seletor "b" que esta na janela de visualizacdo.

Movimente o seletor "b" até obter o valor "b = —4".

22°) Selecione a opcdo MOVER (Janela 1) e movimente (bem devagar) o ponto A
sobre o Eixo X (para a direita e para a esquerda). O ponto A deve percorrer lentamente

o intervalo [-6,6] no eixo X.

23°) Observe o comportamento das parabolas no momento em que interceptam o

eixo Y nesses trés ultimos casos (b = -2, b=-3 e b = —4). A seguir, complete a
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seguinte frase: Se b <0, a pardbola intercepta o eixo Y em sua parte

(crescente/decrescente)

24°) Escreva nas linhas abaixo as suas conclusdes em relagao ao significado
do parametrob na construcéo do gréafico da Funcdo Quadratica:

22 Parte: Parametro C

Preparacao:
» Abra uma nova janela. Para isso, va em “ARQUIVO” e peca “NOVA JANELA”.

Processo de construgéao
1°) No CAMPO DE ENTRADA, digite a = 1 e aperte ENTER.

2°) Em seguida digite b = 2 e aperte ENTER.
3°) Em seguida digite ¢ = 3 e aperte ENTER.

4°) Esses valores representardo os coeficientes "a", "b" e “c” da fungao quadratica
que queremos analisar. Observe que na JANELA DE ALGEBRA aparecem os valores de

"a", "b" e “c”. Clique nas bolinhas brancas das indica¢des "a", "b" e “c” na Janela de

Algebra. Surgirdo trés seletores na janela de visualizac&o.

5°) No campo de entrada, digite a seguinte expressao:

f(x) =a*x"2+b*x+c.Digite ENTER.

6°) Ative a ferramenta INTERSECAO DE DOIS OBJETOS (<) e marque a
intersecao da parabola (grafico da fungcéo) com o eixo Y (clique sobre o ponto de encontro

desses dois objetos). Esse ponto sera rotulado automaticamente com a letra A.
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7°) Cliqgue com o botéo direito sobre o ponto A. Selecione “Propriedades”.

8°) Clique na guia “Basico”. Na janela que aparecera em seguida, mude o estilo

do rétulo, alterando para “NOME & VALOR” (ao lado de Exibir Rotulo”) e clique em fechar
(X).

9°) Aperte a tecla Esc e modifique o valor do parametro “C” no seletor. Escolha o

valor “c=4".

10°) Escreva nas linhas abaixo as suas conclusdes em relacéo ao significado

do parametroC na construgdo do grafico da Fun¢ao Quadratica:

11°) Considere a funcao, cujo grafico é apresentado a sequir:

V2

Responda:

a) O valor do parametro “a" é positivo ou negativo?

b) O valor do parametro “b" é positivo ou negativo?

c) O valor do parametro “c" € positivo ou negativo?
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5.4 ATIVIDADE 4: CONSTRUCAO DO GRAFICO DA FUNCAO EXPONENCIAL
COM O PROGRAMA GEOGEBRA

Preparacao:
» Abra uma nova janela. Para isso, selecione ARQUIVO, depois, NOVA JANELA.

Referencial teorico
Seja a um numero real positivo e diferente de 1. Chama-se fungéo exponencial de

base a afuncdo f: R —» R* definida por f(x) = a*.

Objetivo
O objetivo dessa atividade é construir uma ilustracdo sobre aspectos importantes
relacionados ao estudo das fung¢des exponenciais. A construgao a seguir tem por objetivo

ilustrar o fato de que os pontos na forma (x, y) formam uma curva exponencial.

Processo de construcéao
1°) No CAMPO DE ENTRADA, digite a = 2 e aperte ENTER.

2°) Esse valor representara o coeficiente "a " da funcdo exponencial que

queremos analisar. Observe que na JANELA DE ALGEBRA aparece o valor de "a".
Clique na bolinha branca ao lado de “a = 2” na Janela de Algebra (veja seta na figura

abaixo). O valor de "a" aparecera em um segmento (seletor) na janela de visualizacao.

Arquiva  Editar

[

b Janela de Alg
+ Mumero
=@ am2

e
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3°) Va na janela de visualizacéo e clique sobre a bolinha do a (no seletor) com o
botéo direito do mouse.
4°) Clique em “Propriedades”. Em seguida, selecione a guia “Controle Deslizante”

e digite o valor 0.1 na janela “incremento”.

5°) Ative a ferramenta PONTO (@) e crie um ponto A sobre o Eixo X.

6°) Arraste o ponto A até o valor 2 no eixo X.

7°) No CAMPO DE ENTRADA (canto inferior esquerdo), digite a seguinte

expressao: a”x(A). Depois de digitado, pressione ENTER.

OBSERVACAO:

a) O simbolo """ significa "elevado a".

b) "x(A)" simboliza a abscissa do ponto A.

ApOs esses passos, Vocé observara que aparecera um valor " b = 4” na JANELA

DE ALGEBRA. Esse ntimero corresponde ao valor de f(x) na funcdo f(X)=2a", para x

igual ao valor da abscissa do ponto A. Lembre-se que assumimos inicialmente o valor

a = 2. Portanto, estamos analisando a fungdo f(x)=2".

8°) Agora vamos transferir o valor de “b” para o Eixo Y. No CAMPO DE ENTRADA,
digite (0,b). Em seguida aperte ENTER. Observe que aparece um ponto B no Eixo Y. Se

ndo conseguiu ver o ponto B, mude a escala do grafico usando o “rolete” do mouse.

9°) Ative a ferramenta RETA PERPENDICULAR (Janela 4), a seguir trace
uma perpendicular ao Eixo Y, passando pelo ponto B (vocé deve clicar no ponto B

e em seguida clicar em qualquer outro ponto do eixo Y).

10°) Trace uma perpendicular ao Eixo X, passando pelo ponto A (clique no

ponto A e em seguida clique em qualquer outro ponto do eixo X).
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11°) Ative a ferramenta INTERSECAO DE DOIS OBJETOS (Janela 2) e marque
a intersecao dessas perpendiculares (clique sobre o ponto de encontro entre essas duas

ltimas retas criadas). Esse ponto sera rotulado automaticamente com a letra C.

12°) Leve o cursor sobre a reta perpendicular ao eixo Y. Clique no botéo direito do

mouse e desative a funcdo EXIBIR OBJETO. Essa reta desaparecera.

13°) Leve o cursor sobre a reta perpendicular ao eixo X. Clique no botao direito do

mouse e desative a funcdo EXIBIR OBJETO. Essa reta desaparecera.
14°) Clique com o botéo direito sobre o ponto C. Selecione HABILITAR RASTRO.
15°) Clique na bolinha ao lado do ponto A na Janela de Algebra.
16°) Ative a fungdo “Animar”.

17°) Que imagem vocé observou?

18°) Desative a fungéo “Animar”.

19°) Ja em janela 1. Ative o comando “Mover”. Mova o ponto A para o valor O
sobre o eixo X.

20°) Va no seletor e mova-o para o valor “a = 3”.

21°) Ative a fungao “Animar”.

22°) Desative a fungéo “Animar”.
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23°) Ja em janela 1. Ative o comando “Mover”. Mova o ponto A para o valor 0

sobre o eixo X.

24°) Va no seletor e mova-o para o valor “a = 4”.

25°) Ative a fungao “Animar”.

26°) Desative a fungéo “Animar”.

27°) Ja em janela 1. Ative o comando “Mover”. Mova o ponto A para o valor 0

sobre o eixo X.

28°) Va no seletor e mova-o para o valor “a = 5.

299) Ative a funcdo “Animar”.

30°) Observe todos os graficos e as leis da fun¢édo que os originaram (f(x) = 2%,

f(x) =3% f(x) =4%e f(x) = 5%). A seguir responda: Qual é a caracteristica comum a

todos os graficos?

31°) Observe a lei de formacéo das funcdes exponenciais dos itens 7, 20, 25 e 28.

O que elas tém em comum, fora o expoente?

32°) Desative a fungéo “Animar”.

33°) Ja4 em janela 1. Ative o comando “Mover”. Mova o ponto A para o valor 0

sobre o eixo X.
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34°) V& no seletor e mova-o para o valor “a = 0,5”.

35°) Ative a fungao “Animar”.

36°) Que imagem vocé observou?

37°) Desative a fungao “Animar”.

38°) Ja em janela 1. Ative o comando “Mover”. Mova o ponto A para o valor 0

sobre o eixo X.

39°) Va no seletor e mova-o para o valor “a = 0,4”.

40°) Ative a fungao “Animar”.

41°) Desative a funcéo “Animar”.

42°) Ja em janela 1. Ative o comando “Mover”. Mova o ponto A para o valor 0

sobre o eixo X.

43°) Va no seletor e mova-o para o valor “a = 0,3”.

44°) Ative a funcao “Animar”.

45°) Observe os trés ultimos graficos e as leis da funcao que os originaram (f (x) =

(0,5)%, f(x) = (0,4)* e f(x) = (0,3)). A seguir responda: Qual é a caracteristica comum

a todos os graficos?
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46°) Observe a lei de formacado das funcdes exponenciais dos itens 34, 39 e 43. O

gue elas tém em comum, fora o expoente?

47°) De acordo com suas observacgOes acerca dessa atividade, pode-se concluir

que:

a) A funcao exponencial da forma Y = a“ é crescente quando

b) A funcéo exponencial da forma Y = a" é decrescente guando

48°) Escreva nas linhas abaixo as suas conclusdes em relacdo a base a da
funcdo exponencial e o seu significado no sentido de crescimento/decrescimento

do gréafico da Funcao Exponencial:
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6 — DESENVOLVIMENTO DO TRABALHO

Atualmente, a importancia do desenvolvimento de uma cultura informética no
interior da instituicdo de ensino é indiscutivel. A pesquisa de préatica usando o software
GeoGebra surgiu com o objetivo significas o ensino de funcbes afins, quadraticas e
exponenciais. Quando nos referimos a aprendizagem de Matematica em ambientes
informatizados (em nosso caso particular: algebra/fung¢des) precisamos verificar “quais
sao as novidades” oferecidas pelos ambientes que temos a disposi¢cao atualmente e o
que elas trazem de efetivo para o processo de ensino e aprendizagem de matematica.

Apoiamos o fato de que ndo devemos usar ferramentas que se assemelham aos
tradicionais métodos de ensino que ddo énfase a transmissdo de pura e simples do
conhecimento por meio de definicdes prontas, em que a memorizacao e a reproducdo
sao as prioridades. Com certeza nao desejamos formar alunos “apertadores de botdes”.
Interessam-nos ferramentas que trazem em seus projetos recursos que vao ao encontro
de uma perspectiva em que o conhecimento € construido a partir de percepcdes e acdes
do sujeito, constantemente mediadas por estruturas mentais ja construidas ou que vao
sendo construidas ao longo do processo.

A pesquisa pratica foi realizada durante o ano letivo de 2017, e as atividades
anteriormente relatadas foram aplicadas em duas turmas de 12 série do Ensino Médio,
do Colégio Sagrado Corac¢do de Maria, Vitoria — ES, no laboratério de informatica, com o
suporte da educadora do referido setor, Eneida Lorenzoni. Como professor docente em
duas turmas de primeira série do Ensino Médio e acompanhando os alunos também as
aulas ministradas no laboratério de informatica, utilizamos como sujeitos para a pesquisa
nossos quarenta e dois alunos.

A instituicdo de ensino deu integral respaldo ao trabalho, viabilizando todo o

espacgo e tempo necessarios a sua realizacéo.

6.1 METODOLOGIA

A metodologia que utilizamos foi a pesquisa de campo com analise descritiva.

Segundo Acevedo (2013, p.71), a pesquisa quando caracterizada como descritiva,
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[...] pode ser utilizada pelo investigador quando o objetivo do estudo for:
(1) descrever as caracteristicas de um grupo; (2) estimar a propor¢céo de
elementos de determinada populacdo que apresente caracteristicas ou
comportamentos de interesse do pesquisador; (3) descobrir ou
compreender as rela¢des entre 0s construtos envolvidos no fendmeno em
guestdo. Cabe ressaltar que a pesquisa descritiva ndo objetiva explicar o

fendmeno investigado. Ela visa apenas descrevé-la.

Nosso objetivo geral foi investigar de que forma o software GeoGebra pode auxiliar
os estudantes da 12 série do ensino médio a compreender os conceitos de funcdes e
suas representacdes graficas. A tarefa prética foi desenvolvida em varias aulas, sendo
executada no laboratério de informatica e na sala de aula que dispdem de computador e
data show. Em uma primeira etapa, usamos duas aulas para apresentar o programa
GeoGebra indicando o modo de instalar e possibilitando os iniciais passos com os alunos.
Posteriormente, trabalhamos algumas funcdes basicas com eles, para que conseguissem
exercitar sozinhos em casa. Cabe lembrar que essas turmas ja tinham contato com o
programa, pois ja o utilizavamos desde o 8° ano do ensino fundamental para dar suporte
as demonstracdes e teoremas no desenvolvimento das atividades de geometria, em
especial no estudo da altura, da mediana e da bissetriz de um triangulo.

Decorridas as duas aulas iniciais, aplicamos as atividades em dupla, possibilitando
debates e intercambio de informacdes, além de incentivar a resolugdo mais criteriosa e
detalhada, tendo em vista que, em dupla, o estudante € propenso a ser mais ponderado
na resposta. Cada atividade foi aplicada em momento oportuno no decorrer do ano letivo,
no periodo em que determinado assunto estava sendo estudado de acordo com o
planejamento anual.

Depois de cada atividade, efetuada no laboratorio, os estudantes dispunham de
um tempo equivalente a uma hora/aula para terminar a resolucéo e entregar a folha de
atividades com as respostas.

Na totalidade das resolugcbes, as respostas foram coerentes com o que foi

proposto, explicitando que os estudantes entenderam bem a ideia e 0s objetivos do
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trabalho. Identificamos, em diversos momentos, o desenvolvimento, por parte dos alunos,
de ac¢Bes no sentido de argumentar, de forma exata, a resposta a ser dada.

Na escolha das duplas, seguimos o critério de formacao produtivas, ou seja,
alunos com diferentes graus de proficiéncia, determinados por uma avaliagao diagnéstica
realizada pela instituicdo de ensino no inicio do ano letivo, com o objetivo de promover
uma maior interacao.

Durante a execucédo da parte escrita, foi possibilitada a consulta ao livro didatico,
para favorecer a obtencdo das respostas corretas, tendo em vista que o objetivo das
atividades nao era avaliativo, mas sim investigativo.
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7 — ANALISE DOS RESULTADOS

Acreditamos que 0s objetivos a que nos propunhamos foram alcangados
satisfatoriamente. Percebemos que o grupo participou com grande interesse e animo
durante todas as sessdes, apresentando evidéncias de que avancaram de maneira
significativa na descoberta de propriedades dos objetos gréaficos, possibilitada por um
programa com recursos do tipo “desenho em movimento”, o GeoGebra.

O referido software foi uma ferramenta decisiva para o desenvolvimento, por parte
do aluno, da compreensdo das funcdes, constada a partir das observacdes das
estratégias que foram sendo utilizadas durante a realiza¢do das atividades, ao longo das
aulas. Foi possivel observar, em varios momentos das atividades, que 0s recursos do
software favoreceram ao aluno tomar decisdes e refletir sobre a validade da producéo.

Uma particularidade dos roteiros propostos nessa pesquisa € a construcao “ponto
a ponto” do grafico por meio da funcdo “HABILITAR RASTRO”. A fungao é inserida de
um modo diferenciado em relagdo ao trivial. Ao invés de digitar diretamente a fungcéo no
campo de entrada e 0 GeoGebra apresentar diretamente o grafico, o estudante “desenha”
um grafico formado por pontos de coordenadas (X, f(x)), obtidos quando ele faz o ponto
A, presente em todas as atividades, percorrer o eixo das abscissas, seja “arrastando-0”
por meio do comando “MOVER” ou seja ativando o comando “ANIMAR”.

Embora os ambientes de geometria dindmica sejam mais amplamente usados no
ensino de geometria plana, comprovamos que seu uso pode contribuir com aspectos
importantes da aprendizagem de funcdes, ndo somente no que diz respeito as diversas
representacdes de funcdes e das relacdes entre elas, como também o préprio conceito
de funcdo. Ademais, as atividades envolvendo fungbes em ambientes dinamicos
promovem de maneira natural uma articulacdo entre funcdes e geometria, objetos de
conhecimento que geralmente séo apresentados de forma estanque nos livros didaticos
e nas propostas curriculares dos ensinos fundamental e médio.

A referida articulagdo ocorre essencialmente nos dois sentidos: sob uma
perspectiva, quando os graficos de funcdes reais sdo construidos em ambientes de
geometria dinAmica, é necessario aplicar diversos conceitos de geometria plana, sob

outro ponto de vista, 0s recursos dinamicos do ambiente permitem reconhecer e explorar
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concretamente relagdes funcionais entre objetos geométricos. E possivel explorar
relacBes entre as propriedades algébricas e o comportamento qualitativo de grafico de
familia de funcBes dependendo dos parametros, cujos valores numeéricos podem ser
controlados por meio de seletores que podem ser arrastados, proporcionando uma nova
perspectiva de exploracdes de funcodes.

A variacao dinamica dos parametros modifica o grafico original da funcdo em um

movimento continuo, como uma danca. Segundo Giraldo (2012, p.164):

O software GeoGebra é concebido para integrar os recursos geométricos
e algébricos em um s6 ambiente (dai vem o seu nome). Com isso,
podemos facilmente gerar graficos de funcbes reais elementares a partir
de suas expressdes algébricas. Além disso, € possivel introduzir um ou
mais parédmetros reais nos graficos tracados, gerando-se assim, familias
de funcdes reais. A variacdo dindmica desses parametros modifica o
grafico original da fungdo em um movimento continuo, como em uma
danca. Cada parametro, quando alterado dinamicamente, conduz o gréfico
nesta danga com um passo caracteristico, em um movimento especifico.
Neste baile das funcdes elementares, a aprendizagem dos conceitos
envolvidos pode se tornar muito mais significativa com o auxilio da

geometria dindmica.

Potencialmente, o0 ensino, assistido por computador, possibilita varias
oportunidades aos alunos como aprendizagem ativa e interativa, ndo passiva como, por
exemplo, em uma aula expositiva. O aluno pode interagir com o computador, propor
solucdes, ter e dar feedback, assim a aprendizagem deixa de ser auditiva e passa a usar
também recurso visual, o que é interessante para 0s jovens que tém aprendizagem
predominantemente visual. Um micromundo como o GeoGebra € um recurso para
desenvolver a criatividade, a autonomia e as habilidades intelectuais. Verificamos que
diversos processos podem ser agilizados quando utilizamos o computador e, em
particular, o GeoGebra. Os graficos construidos séo feitos com precisdo e de forma
rapida.

O trabalho no laboratério de informética proporcionou intercambios grupais,

possibilitando um satisfatério nivel de interesse e concentracdo, favorecendo situacdes
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em que podem acontecer aprendizagens efetivas. Os alunos verbalizaram, em nossa
conversa informal, que gostaram mais do ensino assistido por computador: “Desse modo
€ melhor porque o professor ndo apresenta conceitos prontos. Precisamos construi-los”.
“Pelo computador tem mais tempo de pensar e responder”. “No computador é melhor
porque a gente pensa mais”.

Por meio dessas observacfes, verificamos que o software privilegiou nédo s6 o
ensino assistido por computador, que reconhecidamente possibilita a descoberta de
propriedades dos objetos gréficos, como também valoriza a figura do mediador, que na
fala dos préprios estudantes, foi fundamental no processo de ensino e aprendizagem.

Sabemos que os nativos digitais (Prensky, 2001) estdo sempre em contato com
as tecnologias digitais. Porém, geralmente os estudantes as utilizam, principalmente,
para jogos e redes sociais. Portanto, nem sempre usufruem de suas ferramentas no
campo educacional e, acreditamos que, € neste momento que o professor deve atuar,
sendo o0 mediador do estudante no processo de aprendizagem. Tal mediac&o proporciona
maior aproximagéo entre professor e estudante quando o docente se mostra atualizado
em ralacao as ferramentas do campo da tecnologia digital, area de enorme interesse dos
jovens desse século.

Os jovens possuem grande afeicdo aos recursos digitais. Segundo Rosa e Viali
(2009, p.3):

Nota-se uma maior motivagao, tanto da parte de quem ensina quanto de
guem aprende. Como resultado, o aluno precisa ensinar ao computador e
se mostra mais disposto a ensinar ao colega com maior dificuldade,

estreitando-se, assim, relagbes entre professor, alunos, maquina e

Matematica.

Cremos que professores tém a obrigacdo de refletir sobre este tema e buscar
atualizacdo e aprimoramento académico para incluir recursos digitais em suas aulas.
Segundo VIALI (2007, p. 3)

Obviamente o computador ndo € o Santo Graal do ensino. Ndo é possivel
resolver-se todos os problemas com a sua utilizagdo, mesmo por que iSso
nem sempre é simples. A tecnologia resolveu alguns problemas, mas, por

outro lado, criou outros.
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Queremos ressaltar que foi prazeroso trabalhar com os jovens. Com certeza, 0s
computadores contribuiram significativamente para reeducar as percepcbes, sendo
benéficos na reestruturacdo dos objetivos de ensino/aprendizagem relacionados as
atividades escolares. Na trilha de tal reestruturagdo, no entanto, o computador jamais
sera considerado a peca fundamental ou o elemento imprescindivel.

Destacamos que os principios norteadores da redefinicdo das funcdes escolares
sdo o desenvolvimento da capacidade de argumentacdo, o direito ao livre-arbitrio, a
tolerancia pela diversidade de opinides, os valores democréticos, a constituicdo de uma
cidadania critica e, acima de tudo, a valorizacdo do ser humano, consciente de seus
direitos e deveres como cidadao universal, capaz de assumir seu papel como elemento

transformador da sociedade.
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ANEXOS

ANEXO 1 — RESOLUCOES DA ATIVIDADE 1

ATIVIDADE 1: CONSTRUCAO DO GRAFICO DA FUNCAO AFIM COM O
PROGRAMA GEOGEBRA

O gréfico de uma funcéo afim é uma linha reta ndo vertical. Vamos agora construir
o grafico dinAmico de uma funcdo afim com controles deslizantes. Esses controles
permitem ao usuario do software alterar, num intervalo numérico especifico, os
coeficientes de expressdes apresentadas na janela algébrica. Essas alteracbes séo

observadas na janela de visualizacao instantaneamente.

Preparacao: Abra uma nova janela. Para isso, selecione ARQUIVO, depois,
NOVA JANELA.

Referencial teorico
Uma funcéo f: R - R chama-se funcdo afim quando existem dois niUmeros reais

aeb taisque f(x) = ax + b, para todo x € A.

Objetivo

O objetivo dessa atividade apresentar aspectos importantes relacionados ao
estudo das fungdes afins. A construcéo a seguir tem por objetivo ilustrar o fato de que os
pontos na forma (x, ax + b) estéo alinhados.

Processo de construcgao
1°) No CAMPO DE ENTRADA, digite a = 1 e aperte ENTER.

2°) Em seguida digite b = 2 e aperte ENTER. Esses valores representardo os

coeficientes "a" e "b" da funcdo afim que queremos analisar. Observe que na JANELA

DE ALGEBRA aparecem os valores de "a" e "b".
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3°) Cligque na bolinha branca ao lado do texto na Janela de Algebra (veja seta na

figura abaixo).

Arguivo  Editar  Ex

DEE

¥ Janela de Algebr:
= Mdmera
@ a=1

/% b=2

4°) Faca 0 mesmo para "b". Os valores de "a" e "b" aparecerdao em segmentos

(seletores) na area de visualizacao.

Ferramentas Janela Ajuda

SCIEIFN

]| » Janela de Visualizagéo

5°) Ative a ferramenta PONTO (@) e crie um ponto A sobre o Eixo X.
6°) Arraste o ponto A até o valor 2 no eixo X.

7°) No CAMPO DE ENTRADA (canto inferior esquerdo), digite a seguinte
expressao: a x x(A) + b. Depois de digitado, pressione ENTER.

OBSERVACAO:

O simbolo " = " significa "multiplicado por".

"x(A)” simboliza a abscissa do ponto A.

Apols esses passos, Vocé observara que aparecera um valor ¢ =4 na JANELA
DE ALGEBRA. Esse ntimero corresponde ao valor de f(x) na funcdo f(x) = x + 2, para
x igual ao valor da abscissa do ponto A. Lembre-se de que assumimos inicialmente os

valoresa=1eb = 2.
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8°) Agora vamos transferir o valor de ¢ para o EixoY. No CAMPO DE ENTRADA,
digite (0, c). Em seguida digite ENTER. Observe que aparece um ponto B no Eixo Y.

9°) Ative a ferramenta RETA PERPENDICULAR (Janela 4), a seguir trace
uma perpendicular ao Eixo Y, passando pelo ponto B (vocé deve clicar no ponto B e
em seguida clicar em qualquer outro ponto do eixo Y). Depois disso, trace uma
perpendicular ao Eixo X, passando pelo ponto A (vocé deve clicar no ponto A e em

seguida clicar em qualquer outro ponto do eixo X).

10°) Ative a ferramenta INTERSECAO DE DOIS OBJETOS (Janela 2) e marque
a intersecao dessas perpendiculares (clique sobre o ponto de encontro entre essas duas

Gltimas retas criadas). Esse ponto sera rotulado automaticamente com a letra C.

11°) Leve o cursor sobre a reta perpendicular ao eixo Y. Clique no botao direito do
mouse e desative a fungdo EXIBIR OBJETO. Essa reta desaparecera.

12°) Leve o cursor sobre a reta perpendicular ao eixo X. Clique no botéo direito do

mouse e desative a funcdo EXIBIR OBJETO. Essa reta desaparecera.

13°) Ative a ferramenta SEGMENTO DEFINIDO POR DOIS PONTOS ().
A segquir crie dois segmentos: o primeiro que une A a C e 0 segundo, que une B a

C. Esses segmentos seréo rotulados automaticamente de "f" e "g".

14°) Cliqgue com o botéo direito sobre o segmento "f'. Selecione PROPRIEDADES
e, posteriormente, a guia ESTILO. Mude o estilo do segmento para pontilhado e feche

a janela “preferéncias”, conforme figura abaixo. Faca o0 mesmo para o segmento g.

15°) Clique com o botéo direito sobre o ponto C. Selecione HABILITAR RASTRO.

Essa opcéo fara com que o ponto C deixe um rastro, quando for movimentado.
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16°) Ative o comando INSERIR TEXTO (janela 10), cligue em uma regidao em
branco na janela de visualizacdo. Aparecera uma caixa de dialogo. No espaco EDITAR,

digite f(x) = a - x + b. Clique em “OK”. Aparecera na area de trabalho o texto digitado.

17°) Ative o comando INSERIR TEXTO (janela 10), cligue em uma regidao em
branco na janela de visualizacdo. Aparecera uma caixa de dialogo. No espaco EDITAR,
digite f(x) = a - x + b, porém quando for digitar o “a@”, va em “Objetos” e selecione o “a"
no menu que surge, de modo que o “a” aparega no texto. Faga o mesmo procedimento

com o “b”. Clique em “OK”. Aparecera na area de trabalho o texto digitado.

18°) Selecione a opcdo MOVER (Janela 1) e movimente (bem devagar) o ponto A
sobre o Eixo X (para a direita e para a esquerda). O ponto A deve percorrer lentamente

o intervalo [-6,6] no eixo X.

19°) Que figura vocé observa?

Resposta: Uma reta ascendente que corresponde ao grafico da funcdo afim

crescente f(x) =x + 2.

4 ¢ Funggo Afim.ggb - o X

)
s Arauivo_ Editar Exibir OpgSes Femamentas Janela Auda Entrar.

[R][eA] | 3 D@, D) &[N rec) ]

1a de Algebra X | » Janela de visualizagdo
m
b=
onto
1 A=(429,0)

-0 B=(0,6.29)
L@ C=(429,629)
Reta

Ny POR 1916
P @ 8 ) ooy opijaoie A

20°) Selecione a opcao MOVER (Janela 1) e movimente (devagar) o ponto A até

a origem do sistema cartesiano.
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21°) Selecione a opcdo MOVER (Janela 1) e movimente (devagar) o seletor "a"

que esta na janela de visualizagdo. Movimente o seletor “a” até obter o valor “a= - 1”.

22°) Selecione a opgdo MOVER (Janela 1) e em seguida, movimente novamente
(bem devagar) o ponto A do gréafico sobre o Eixo X (para a direita e para a esquerda). O

ponto A deve percorrer lentamente o intervalo [-6,6] no eixo X.

23°) Que figura vocé observa?
Resposta: Uma reta descendente que corresponde ao grafico da funcédo afim

decrescente f(x) = —x + 2.

€7 Fungio Afim.ggb - O X
5 99

ditar Exioir OpgBes Ferramentas Janela Ajuda

A D @) 4 N el <,

» Janela de Algebra B | » Janela de Visualizagéio

Arqui

arBece
IR ]

C=11.23,323) fog=axrh
Reta
fy=323 1()=-1x+2
0:x=-123
Texto
® texto2 = “fxl-ax+b*
® textod="T(x)=1x+2"

Entrada:

POR 1838

= N —— o 7 o Q)
O Pergunte-me alguma coisa il £ @) by pgipme

24°) O que acontece com o grafico da fungdo quando mudamos o valor “a” de 1
para -1?

Resposta: O gréfico inicialmente era uma reta ascendente pois a funcédo era
crescente quando o coeficiente “a” era igual a 1. No momento em que o coeficiente “a”
passou para -1, a funcéo passou a ser decrescente e 0 seu grafico passou a ser uma

reta descendente.

25°) Escreva nas linhas abaixo as suas conclusdes em relagao ao significado

do parametro”d” na construgao do gréafico da Fungao Afim.
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Resposta: A funcdo f definida por f(x) = ax + b, com a > 0 é crescente (e seu
gréfico € uma reta ascendente). No caso em que a < 0, a funcdo € decrescente (e seu

gréfico € uma reta descendente).

26°) Quais foram os principais conceitos matematicos enfocados nessa
atividade?
Resposta pessoal.

27°) Resumidamente expligue o que vocé aprendeu nessa atividade.

Resposta pessoal.

28°) Que vantagens o uso do programa GeoGebra trouxe para o estudo dos
conceitos enfocados, em comparacdo com a abordagem usando recursos
convencionais (isto é, sem recursos computacionais)?

Resposta pessoal.
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ANEXO 2 — RESOLUCOES DA ATIVIDADE 2

ATIVIDADE 2: CONSTRUGAO DO GRAFICO DA FUNGAO QUADRATICA COM O
PROGRAMA GEOGEBRA E ANALISE DO PARAMETRO a

O gréfico de uma funcdo quadratica é uma parabola. Vamos agora construir o
grafico dinamico de uma funcéo quadratica com controles deslizantes. Esses controles
permitem ao usuario do software alterar, num intervalo numérico especifico, os
coeficientes das expressdes apresentadas na janela algébrica. Essas alteraces séo

observadas na janela de visualizacao instantaneamente.

Preparacao:
Abra uma nova janela. Para isso, selecione ARQUIVO, depois, NOVA JANELA.

Referencial tedrico
Uma funcéo f: R - R chama-se funcdo quadratica quando sdo dados numeros

reais a, b e c, com a # 0 tais que f(x) = ax? + bx + c para todo x € A.

Objetivo

O objetivo dessa atividade é construir uma ilustracdo sobre aspectos importantes
relacionados ao estudo das funcbes quadraticas, além de determinar o papel do
parametro "a" na construcdo do grafico da funcdo quadratica f(x) =ax2+bx+c. A
construcdo a seguir tem por objetivo ilustrar o fato de que os pontos na forma (x,y)

formam uma parabola.

Processo de construcéao
1°) No CAMPO DE ENTRADA, digite a = 1 e aperte ENTER.

2°) Em seguida digite b = 2 e aperte ENTER.

3°) Em seguida digite ¢ = 3 e aperte ENTER.
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4°) Esses valores representardo os coeficientes "a", "b" e "c" da funcdo quadratica
que queremos analisar. Observe que na JANELA DE ALGEBRA aparecem os valores de
"a", "b" e “c". Clique nas bolinhas brancas ao lado do texto na Janela de Algebra (veja

setas na figura abaixo).

Arquivo  Editar

s o

b Janela de f\l[

Numero

Os valores de "a", "b" e “c" aparecerdo em segmentos (seletores) na area de
visualizagéo.

» Janela de ﬁlgel)ra b Janela de Visualizagdo
= Mimero

a=1
J h=2 .
c=3

5°) Ative a ferramenta NOVO PONTO (/) e crie um ponto A sobre o Eixo X.

6°) Arraste o ponto A até o valor 2 no eixo X.

7°) No CAMPO DE ENTRADA (canto inferior esquerdo), digite a seguinte
expressao: a*x(A)"2 + b*x(A)+c. Depois de digitado, pressione ENTER.

OBSERVACAO:
O simbolo " = " significa "multiplicado por".

"x(A)” simboliza a abscissa do ponto A.

O simbolo "*” significa "elevado a".

ApOs esses passos, Vocé observara que aparecera um valor "d = 11" na JANELA
DE ALGEBRA. Esse nimero corresponde ao valor de f(x) na funcdo f (x) = ax2+bx+c
para x igual ao valor da abscissa do ponto A. Lembre-se de que assumimos inicialmente

osvaloresa =1, b =2 e c = 3. Logo, estamos analisando a fungcdo f (x) = x2+2x+ 3.
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8°) Agora vamos transferir o valor de d para o Eixo Y. No CAMPO DE ENTRADA,
digite (0, d). Em seguida aperte ENTER.
Observe que aparece um ponto B no Eixo Y. Se ndo conseguiu ver o ponto B,

mude a escala do grafico usando o “rolete” do mouse.

9°) Ative a ferramenta RETA PERPENDICULAR (Janela 4), a seguir trace
uma perpendicular ao Eixo Y, passando pelo ponto B (vocé deve clicar no ponto B e
em seguida clicar em qualquer outro ponto do eixo Y). Depois disso, trace uma
perpendicular ao Eixo X, passando pelo ponto A (vocé deve clicar no ponto A e em
seguida clicar em qualquer outro ponto do eixo X).

10°) Ative a ferramenta INTERSECAO DE DOIS OBJETOS (>\’ ) e marque a
intersecao dessas retas perpendiculares (clique sobre o ponto de encontro entre essas

duas ultimas retas criadas). Esse ponto sera rotulado automaticamente com a letra C.

11°) Leve o cursor sobre a reta perpendicular ao eixo Y. Clique no botéo direito do

mouse e desative a fungdo EXIBIR OBJETO. Essa reta desaparecera.

12°) Leve o cursor sobre a reta perpendicular ao eixo X. Clique no botéo direito do

mouse e desative a funcdo EXIBIR OBJETO. Essa reta desaparecera.

13°) Clique com o botéo direito sobre o ponto C. Selecione HABILITAR RASTRO.
Essa opc¢édo fara com que o ponto C deixe um rastro, quando for movimentado.

14°) Selecione a op¢cao MOVER () e movimente (bem devagar) o ponto A sobre
o Eixo X (para a direita e para a esquerda). O ponto A deve percorrer lentamente o
intervalo [-6,6] no eixo X.

15°) Que imagem vocé observou?
Resposta: Uma parabola que tem concavidade voltada para cima. Esse grafico
corresponde a funcdo quadratica f(x) = x? + 2x + 3.
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€=(.288,555)
Reta

fy=555
gix=-288

e @8 9 o

16°) Arraste o ponto A para o valor “zero” sobre o eixo X.

17°) Movimente (devagar) o seletor "a" que estd na janela de visualizagéo.

Movimente o seletor “a” até obter o valor “a= - 1".

18°) Movimente (bem devagar) o ponto A sobre o Eixo X (para a direita e para a

esquerda). O ponto A deve percorrer lentamente o intervalo [-6,6] no eixo X.

19°) Que imagem vocé observou?
Resposta: Uma parabola que tem concavidade voltada para baixo. Esse grafico

corresponde a fungdo quadratica f(x) = —x2 + 2x + 3.

4 o | oa ® 0§ v o
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20°) O que acontece com a parabola quando mudamos o valor “a” de 1 para -1?

Resposta: O grafico inicialmente era uma parabola com concavidade voltada para
cima pois o coeficiente “a” era igual a 1 (ou seja, um valor maior que zero). No momento
em que o coeficiente “a” passou para -1, o grafico passou a ser uma parabola com
concavidade voltada para baixo devido ao fato de o coeficiente “a” ter assumido um valor

menor que zero.

21°) Complete a seguinte frase: Se a>0, a parabola possui a concavidade
voltada para

Resposta: cima.

22°) Complete a seguinte frase: Se a<0, a pardbola possui a concavidade
voltada para

Resposta: baixo.

23°) Escreva nas linhas abaixo as suas conclusées em relagao ao significado
do parametro "a" na construcao do grafico da Funcédo Quadratica:

Resposta: Quando com a > 0, o grafico da fungdo f definida por f(x) = ax? +
bx + ¢ € uma pardbola que tem concavidade voltada para cima. fico € uma reta
ascendente). Quando com a < 0, o grafico € uma parabola que tem concavidade voltada

para baixo.
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ANEXO 3 — RESOLUCOES DA ATIVIDADE 3

ATIVIDADE 3: DETERMINACAO, POR MEIO DO PROGRAMA GEOGEBRA, DOS
SIGNIFICADOS DOS PARAMETROS b E ¢ NA CONSTRUCAO DO GRAFICO DA
FUNCAO QUADRATICA

Preparacéo:

Abra novamente o arquivo “Funcédo Quadratica” visto anteriormente.

Referencial tedérico

Uma funcéo f: R - R chama-se funcdo quadratica quando sdo dados numeros

reais a, b e ¢, com a # 0 tais que f(x) = ax? + bx + c para todo x € A.

Objetivo
O objetivo dessa atividade é determinar o papel dos parametros b e (na

construgao do gréfico da fungéo quadréatica f (x) =ax2+bx+c.

Processo de construcao
1°) Lembre-se que assumimos anteriormente os valores a=1,b=2 e c = 3.

Certifique-se que os “seletores” indicam os valores mencionados. Portanto, estamos
analisando a fungéo f (x) = x2+2x+3.

2°) Cliqgue com o botao direito sobre a “bolinha” do ponto C na janela de algebra.
Selecione HABILITAR RASTRO. Essa opcao fard com que o ponto C deixe um rastro,
guando for movimentado.

3°) Selecione a op¢cdao MOVER (Janela 1) e movimente (bem devagar) o ponto A

sobre o Eixo X (para a direita e para a esquerda). O ponto A deve percorrer lentamente
o intervalo [-6,6] no eixo X.
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4°) A parabola observada intersecta o eixo Y em sua parte crescente ou em sua
parte decrescente?

Resposta: A pardbola observada intercepta o eixo Y em sua parte crescente.

Heta
by =GTAD
[REEET

Teals
tatnd = “Afividada Divers

5°) Arraste o ponto A até o valor “zero” sobre o eixo X.

6°) Clique sobre a “bolinha” do seletor "b" que esta na janela de visualizagdo com

o botao direito do mouse e ative “Propriedades”.

7°) Cliqgue em “Controle Deslizante” e ajuste o intervalo de b para os seguintes

valores: minimo:-6 e maximo:6. Feche a caixa de dialogo.

8°) Movimente (devagar) o seletor "b” que estd na janela de visualizacao.

Movimente o seletor "b” até obter o valor "b = 3".

9°) Selecione a opcao MOVER () e movimente (bem devagar) o ponto A sobre
o Eixo X (para a direita e para a esquerda). O ponto A deve percorrer lentamente o
intervalo [-6,6] no eixo X.
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10°) Arraste o ponto A até o valor “zero” sobre o eixo X.

11°) Movimente (devagar) o seletor "b” que esta na janela de visualizacao.

Movimente o seletor “b” até obter o valor "b = 4".

12°) Selecione a op¢cao MOVER () e movimente (bem devagar) o ponto A sobre
0 Eixo X (para a direita e para a esquerda). O ponto A deve percorrer lentamente o

intervalo [-6,6] no eixo X.

13°) Observe o comportamento das parabolas no momento em que interceptam o
eixo Y nesses trés ultimos casos (b = 2, b = 3 e b = 4). A seguir, complete a seguinte
frase: Se b>0, a parabola intersecta o eixo Y em sua parte

(crescente/decrescente)

Resposta: Se b >0, a pardbola intercepta o eixo Y em sua parte crescente.

€77 Parametros b e ¢ da Fungao Quadratica.qgb - a x

Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar.

(] Al 4N )

» Janela de Algebra X | » Janela de Visualizagdo
~ Numero
@ a=1 a=1

: =2
: d=49.63
Ponto -
b A=(09,0) =2
@ B=(0,49.63)
L@ C=(9.19,49.63) @
Reta
Lo Ry=4063
el gix=-9.49
Texto
texto1 = “Atividade Diversifi

< >

Entrada:

@ QO Pergunte-me alguma coisa

14°) Arraste o ponto A até o valor “zero” sobre o eixo X.

15°) Movimente (devagar) o seletor "b” que estd na janela de visualizagcéo.

Movimente o seletor "b” até obter o valor "b = —2".
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16°) Selecione a opcao MOVER (Janela 1) e movimente (bem devagar) o ponto A
sobre o Eixo X (para a direita e para a esquerda). O ponto A deve percorrer lentamente
o intervalo [-6,6] no eixo X.

17°) Arraste o ponto A até o valor “zero” sobre o eixo X.

18°) Movimente (devagar) o seletor "b” que esta na janela de visualizac&o.

Movimente o seletor "b” até obter o valor "b = —3".

19°) Selecione a opcdo MOVER (Janela 1) e movimente (bem devagar) o ponto A
sobre o Eixo X (para a direita e para a esquerda).O ponto A deve percorrer lentamente o
intervalo [-6,6] no eixo X.

20°) Arraste o ponto A até o valor “zero” sobre o eixo X.

21°) Movimente (devagar) o seletor "b” que esta na janela de visualizacao.
Movimente o seletor "b” até obter o valor "b = —4".

22°) Selecione a opcdo MOVER (Janela 1) e movimente (bem devagar) o ponto A
sobre o Eixo X (para a direita e para a esquerda).O ponto A deve percorrer lentamente o
intervalo [-6,6] no eixo X.

23°) Observe o comportamento das parabolas no momento em que interceptam o
eixo Y nesses trés ultimos casos (b = —2, b =—-3 e b = —4). A seguir, complete a
seguinte frase: Se b <0, a pardbola intercepta o eixo Y em sua parte

(crescente/decrescente)

Resposta: Se b < 0, a parabola intercepta o eixo Y em sua parte decrescente.
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€7 Pardmetros b e ¢ da Fungde Quadratica.ggb - [m] X
Arquivo Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda Entrar.
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» Janela de Algebra X | » Janela de Visualizagio
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Entrada

24°) Escreva nas linhas abaixo as suas conclusées em relacéo ao significado

do parametrob na construcao do grafico da Funcédo Quadratica:
Resposta: Se b >0, a pardbola intercepta o eixo Y em sua parte crescente. Se
b < 0, a parabola intercepta o eixo Y em sua parte decrescente.

22 Parte: Parametro C

Preparacéo:
» Abra uma nova janela. Para isso, va em “ARQUIVO” e peca “NOVA JANELA”.

Processo de construgéao
1°) No CAMPO DE ENTRADA, digite a = 1 e aperte ENTER.

2°) Em seguida digite b = 2 e aperte ENTER.

3°) Em seguida digite ¢ = 3 e aperte ENTER.



104

4°) Esses valores representardo os coeficientes "a", "b" e “c" da funcdo quadrética
que queremos analisar. Observe que na JANELA DE ALGEBRA aparecem os valores de
"a", "b" e “c". Clique nas bolinhas brancas das indicac¢des "a", "b" e “c" na Janela de

Algebra. Surgiréo trés seletores na janela de visualizag&o.

5°) No campo de entrada, digite a seguinte expressao:
f(x) =a*x"2+b*x+c. Digite ENTER.

6°) Ative a ferramenta INTERSECAO DE DOIS OBJETOS (“¥) e marque a
intersecdo da parabola (grafico da funcéo) com o eixo Y(clique sobre o ponto de encontro

desses dois objetos). Esse ponto sera rotulado automaticamente com a letra A.
7°) Clique com o botao direito sobre o ponto A. Selecione “Propriedades”.

8°) Clique na guia “Basico”. Na janela que aparecera em seguida, mude o estilo
do rétulo, alterando para “NOME & VALOR” (ao lado de Exibir Rétulo”) e clique em fechar

(X).

9°) Aperte a tecla Esc e modifique o valor do parametro “C” no seletor. Escolha o

valor “c = 4".

10°) Escreva nas linhas abaixo as suas conclusdes em relacéo ao significado
do parametroC na construgdo do grafico da Fun¢ado Quadratica:
Resposta: O parametro C indica a ordenada do ponto no qual a parabola intercepta

oeixoY.
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& €7 GeoGebra Classic 5 — [m] *
Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda Entrar,

BN cl= PN EE

» Janela de Algebra % | » Janela de Visualizagio
Funcdo

L@ f(x) =1 +2x+5 a=1
Nimero »

L@ a=1 h=2

@ b=2

L@ c=5 ®
Ponto

L@ A=(0,5) ®

Entrada;

8 O rergunte-me alguma coisa

2
;
Z
1 [u] 1 2
_1_
Responda:

7z

a) O valor do parametro “a" é positivo ou negativo?

z

Resposta: O valor do parametro “a" € negativo pois a parabola tem concavidade

voltada para baixo.

s

b) O valor do parametro “b" € positivo ou negativo?

7

Resposta: O valor do parametro “b" € positivo pois a parabola intercepta o eixo Y

em sua parte crescente.

7

c) O valor do parametro "c" € positivo ou negativo?
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Resposta: O valor do parametro "c" € positivo pois 0 a parabola intercepta o eixo
Y no ponto de coordenadas (0,1). Sabemos que parametro C indica a ordenada do ponto

no qual a parabola intercepta o eixo Y. Portanto ¢ = 1, ou seja, ¢ é positivo.
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ANEXO 4 — RESOLUCOES DA ATIVIDADE 4

ATIVIDADE 4: CONSTRUCAO DO GRAFICO DA FUNCAO EXPONENCIAL COM
O PROGRAMA GEOGEBRA

Preparacao:
» Abra uma nova janela. Para isso, selecione ARQUIVO, depois, NOVA JANELA.

Referencial teorico
Seja a um numero real positivo e diferente de 1. Chama-se fungéo exponencial de

base a afuncdo f: R —» R* definida por f(x) = a*.

Objetivo
O objetivo dessa atividade é construir uma ilustracdo sobre aspectos importantes
relacionados ao estudo das fung¢des exponenciais. A construgao a seguir tem por objetivo

ilustrar o fato de que os pontos na forma (x, y) formam uma curva exponencial.

Processo de construcéao
1°) No CAMPO DE ENTRADA, digite a = 2 e aperte ENTER.

2°) Esse valor representara o coeficiente "a" da funcao exponencial que queremos
analisar. Observe que na JANELA DE ALGEBRA aparece o valor de "a". Clique na
bolinha branca ao lado de “a = 2” na Janela de Algebra (veja seta na figura abaixo). O
valor de "a" aparecera em um segmento (seletor) na janela de visualizagao.

Argquivo  Editar

b Janela de Alg
< Mimero

2@ a=l

e

39 VA& na janela de visualizacdo e clique sobre a bolinha do a (no seletor) com o

botdo direito do mouse.
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4°) Clique em “Propriedades”. Em seguida, selecione a guia “Controle Deslizante”

e digite o valor 0.1 na janela “incremento”.
5°) Ative a ferramenta PONTO (@) e crie um ponto A sobre o Eixo X.
6°) Arraste o ponto A até o valor 2 no eixo X.

7°) No CAMPO DE ENTRADA (canto inferior esquerdo), digite a seguinte

expressdo: a”x(A). Depois de digitado, pressione ENTER.

OBSERVACAO:
a) O simbolo "*" significa "elevado a".

b) "x(A)" simboliza a abscissa do ponto A.

Apbs esses passos, vocé observara que aparecera um valor " b = 4” na JANELA

DE ALGEBRA. Esse nlimero corresponde ao valor de f(x) na funcdo f(X)= a’, para x

igual ao valor da abscissa do ponto A. Lembre-se de que assumimos inicialmente o valor

a = 2. Assim, estamos analisando a funcdo f(x)=2".

8°) Agora vamos transferir o valor de “b” para o Eixo Y. No CAMPO DE ENTRADA,
digite (0,b). Em seguida aperte ENTER. Observe que aparece um ponto B no Eixo Y. Se

nao conseguiu ver o ponto B, mude a escala do grafico usando o “rolete” do mouse.

9°) Ative a ferramenta RETA PERPENDICULAR (Janela 4), a seguir trace
uma perpendicular ao Eixo Y, passando pelo ponto B (vocé deve clicar no ponto B

e em seguida clicar em qualquer outro ponto do eixo Y).

10°) Trace uma perpendicular ao Eixo X, passando pelo ponto A (clique no

ponto A e em seguida cligue em qualquer outro ponto do eixo X).
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11°) Ative a ferramenta INTERSECAO DE DOIS OBJETOS (Janela 2) e marque
a intersecao dessas perpendiculares (clique sobre o ponto de encontro entre essas duas

ltimas retas criadas). Esse ponto sera rotulado automaticamente com a letra C.

12°) Leve o cursor sobre a reta perpendicular ao eixo Y. Clique no botéo direito do

mouse e desative a funcdo EXIBIR OBJETO. Essa reta desaparecera.

13°) Leve o cursor sobre a reta perpendicular ao eixo X. Clique no botao direito do

mouse e desative a funcdo EXIBIR OBJETO. Essa reta desaparecera.

14°) Clique com o botéo direito sobre o ponto C. Selecione HABILITAR RASTRO.

15°) Clique na bolinha ao lado do ponto A na Janela de Algebra.

16°) Ative a fungdo “Animar”.

17°) Que imagem vocé observou?

Resposta: Uma curva exponencial correspondente a funcdo crescente f(x) = 2*.

€ Fungéo Exponencial.ggh - o X

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda Entrar.

O] A~ B @)l N =2,

» Janela de Algebra X [» Janela de Visualizagio X
Namero

®a-2 az2

=3453

ro ®

A=(511,0)

® B=(0,3453)

® C=(511,3453)

Re

9:x=5.11 :
Texto i
texto1 = “Atividade Diversifi

qy POR 1332
PTB2 23/01/2018

18°) Desative a fungao “Animar”.
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19°) Ja em janela 1. Ative o comando “Mover”. Mova o ponto A para o valor O

sobre o eixo X.

20°) Va no seletor e mova-o para o valor “a = 3”.

21°) Ative a fungao “Animar”.

22°) Desative a fungéo “Animar”.

23°) Ja em janela 1. Ative o comando “Mover”. Mova o ponto A para o valor 0

sobre o eixo X.

24°) Va no seletor e mova-o para o valor “a = 4”.

25%) Ative a funcdo “Animar”.

26°) Desative a fungao “Animar”.

27°) Ja em janela 1. Ative o comando “Mover”. Mova o ponto A para o valor 0

sobre o eixo X.

28°) Va no seletor e mova-o para o valor “a = 5”.

299) Ative a funcdo “Animar”.

30°) Observe todos os graficos e as leis da funcado que os originaram (f(x) = 2%,
f(x) =3% f(x) =4%e f(x) =5%). A seguir responda: Qual é a caracteristica comum a
todos os gréficos?

Resposta: Todos os graficos sdo curvas exponenciais referentes a funcdes

exponenciais crescentes.



111

€7 Fungdo Exponencial.ggb - [m] X
Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar.
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» Janela de Algebra < | » Janela de Visualizagio
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b=171118.56
Ponto ®
L A=(49,0)
@ B-(0,171118.56)
L@ C=(749,171118.56)
Reta
i f:y=171118.56 7 T i
g:x=7.49 R i
Texto :
- textol = "Atividade Diversifi

< >

Entrada:

H O Pergunte-me algu

31°) Observe a lei de formacéo das funcdes exponenciais dos itens 7, 20, 25 e 28.

O que elas tém em comum, fora o expoente?
Resposta: Todas as leis de formac&o mencionadas possuem a base maior que 1.

32°) Desative a fungao “Animar”.

33°) Ja em janela 1. Ative o comando “Mover”. Mova o ponto A para o valor 0

sobre o eixo X.

34°) Va no seletor e mova-o para o valor “a = 0,5".
35°) Ative a fungao “Animar”.

36°) Que imagem vocé observou?
Resposta: Uma curva exponencial correspondente a funcdo decrescente f(x) =

(0,5).
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€7 Fungéo Exponencial.ggb - [m] X
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Entrada:

37°) Desative a fungao “Animar”.

38°) Ja em janela 1. Ative o comando “Mover”. Mova o ponto A para o valor 0

sobre o eixo X.

39°) Va no seletor e mova-o para o valor “a = 0,4”.

40°) Ative a fungao “Animar”.

41°) Desative a funcao “Animar”.

42°) Ja em janela 1. Ative o comando “Mover”. Mova o ponto A para o valor O

sobre o eixo X.

43°) Va no seletor e mova-o para o valor “a = 0,3.

44°) Ative a fungéo “Animar”.
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45°) Observe os trés ultimos graficos e as leis da fung&o que os originaram (f (x) =
(0,5)%, f(x) = (0,4)* e f(x) = (0,3)%). A seguir responda: Qual € a caracteristica comum

a todos os gréaficos?
Resposta: Todos os graficos sdo curvas exponenciais referentes a funcdes

exponenciais decrescentes.

& ungio Exponencial. -
€7 Fungio Exp l.ogb u] X

IArqu\va Editar Exioir Op¢Bes Ferramentas Janela Ajuda Entrar..
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Entrada:

POR 13:58
PTB2 23/01/2018

N % D

46°) Observe a lei de formacado das fungdes exponenciais dos itens 34, 39 e 43.

O que elas tém em comum, fora o expoente?

Resposta: Todas as leis de formagdo mencionadas possuem a base "a" no

intervalo < 0 < 1.

47°) De acordo com suas observacgOes acerca dessa atividade, pode-se concluir
que:

a) A funcdo exponencial da forma Y = a" é crescente guando

Resposta: quando a > 1.

b) A funcdo exponencial da forma Y = a" é decrescente quando

Resposta: quando 0 < a < 1.
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48°) Escreva nas linhas abaixo as suas conclusées em relacédo a base a da
funcdo exponencial e o seu significado no sentido de crescimento/decrescimento

do gréafico da Funcéao Exponencial:

Resposta: a) A funcéo exponencial da forma f(x) = a* é crescente quando a > 1

e é decrescente quando 0 < a < 1.



