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Resumo

Neste trabalho de conclusdo de curso sera abordado o estudo das equagdes poli-
nomiais, fazendo breves comentarios historicos e, principalmente, tratando de suas
resolugdes. Para isso, € feita uma revisao dos principais conceitos e resultados, do
ponto de vista algébrico, a cerca dos nimeros reais e dos nimeros complexos. Um
estudo geral dos polindmios (fungdes polinomiais) serd apresentado com o objetivo
de tratar das resolugdes das equacoes. Também serdo apresentadas as dedugdes das
chamadas formulas de Cardano para a resolug¢do da equacdes polinomiais de grau 3

e um método para resolver as de grau 4.

PALAVRA-CHAVE: Corpos, Equagdes Polinomiais, Raizes, Formulas de Cardano.



Abstract

In this course conclusion work will be approached the study of polynomial equa-
tions, doing short historic comments and, mainly, treating of its resolutions. So
that, is accomplished a review of the main concepts and results, in the algebraic
viewpoint, about the real and complex numbers. A general study of the polynomials
(polynomial functions) will be presented with the aim of treating the resolution of
the equations. It also will be presented the deductions of the so-called Cardano’s
formula, for the resolution of the polynomial equations of degree 3 and a method to

solve the equations of degree 4.
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Introducao

A presente dissertacdo tem por objetivo servir como material diditico sobre o
tema equacoes polinomiais, acessivel aos alunos do ensino médio e do inicio da
graduagdo e, principalmente, aos professores do ensino médio que desejem recordar
os conteudos de nimeros complexos, polindmios e equacdes polinomiais.

No primeiro capitulo deste trabalho fazemos uma revisao dos conceitos e resulta-
dos mais importantes sobre o conjunto dos niimeros reais € do conjunto dos nimeros
complexos, dando énfase a parte algébrica. Para isso, falamos, de maneira geral, da
estrutura algébrica corpo, dos corpos ordenados, e deixamos claro o que significa o
conjunto dos ndmeros reais ser um corpo ordenado. Provamos entdo, que o conjunto
dos numeros complexos € um corpo, o qual ndo pode ser ordenado. Outro ponto
importante tratado neste capitulo € o fato do conjunto dos nimeros reais nao ser um
corpo algebricamente fechado, ou seja, nem toda equacdo polinomial tem solugdo
neste conjunto.

No segundo capitulo, fazemos um estudo sobre as equagdes polinomiais. Para
1ss0, comegamos definindo polindmios (fun¢des polinomiais), tratando das operagdes
entre polindmios e mostrando varios resultados que auxiliam na busca de solucoes
para as equagdes polinomiais, como o teorema da divisao, critérios sobre raizes ra-
cionais de polindmios com coeficientes inteiros € o teorema de D‘Alembert, entre
outros. Apresentamos ainda, varios exemplos nos quais as raizes de polindmios sao
encontradas com o auxilio desses resultados.

Finalizando, no terceiro capitulo apresentamos a chamada férmula de Cardano
para a resolu¢do de equagdes polinomiais de grau 3, além de um método para a
resolucdo das de grau 4. A deducado dessa férmula e o método sao baseados no

artigo do Professor Carlos Gustavo Tamn de Aradjo Moreira, publicado pela Revista
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do Professor de Matematica niimero 25 em 1994.

A seguir faremos um breve resumo historico sobre equacdes polinomiais e suas
solucoes. As referéncias usadas aqui foram [1, 2, 4,7, 8, 9].

A solucdo de algumas equagdes do 2° grau ja eram conhecidas pelos Babilonios
desde o ano 2000 a.c. Naquela época nao haviam simbolos para a representacao
dos objetos matematicos além dos nimeros, por isso as equagoes eram enunciadas
com palavras. Por exemplo, na por¢ao sobrevivente do tablete Y B(C'4652, do antigo
periodo babildnico, o qual se encontra no museu da Universidade de Yale (EUA),

aparece o seguinte problema:

35
Somei a drea de um quadrado com 3 do seu lado e encontrei —. Quanto mede o

lado desse quadrado?

Esse enunciado é equivalente, em nota¢do moderna, 4 equacdo 2 + (g) T = %,
onde x € a medida do lado do quadrado.

A maneira de resolver aparece na forma de instru¢des sobre os cdlculos que devem
ser realizados para se encontrar a resposta, neste caso, r = 5 Note que a solugao
encontrada est4 correta, uma vez que para resolver uma equagio do tipo > +ax = b

as instrugdes sao equivalentes a formula

a\ 2 a
= — b— —.
v (2) thg

No primeiro milénio da era cristi a India produziu célebres matematicos, mas o
nome de Bhaskara (1114 — 1185) € o que mais facilmente vem a nossa memoria, por
estar ligado a férmula geral da solucao das equagdes do segundo grau.

Por volta da metade do século XVI, alguns matematicos italianos (Tartaglia e
Cardano) descobriram um modo para resolver equacdes do tipo 2 4+ az +b = 0. Em
sua obra “Ars Magna” (A grande arte), Geronimo Cardano (1501 — 1576) apresentou

pela primeira vez a formula

_3—b+ b2+a3+3—b_ b2+a3
S VA S VAR 2 V71 "oy

como solugio de uma equacio do tipo 2° + az +b = 0,onde a > 0e b > 0.
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2 3

Essa formula s6 se aplicava quando bz + ;—7 > (), pois na época nao se ex-
traiam raizes quadradas de nimeros negativos.

Geronimo Cardano nasceu em Pavia (Lombardia, Itdlia) a 24 de Setembro de
1501. Cardano era filho ilegitimo de Clara Micheri e do jurista e doutor matemético
milanés Fazio, amigo de Leonardo da Vinci. Cresceu no meio de maus tratos, de
doencas e de muitas infelicidades; apesar disso, mostrou uma extraordinaria preco-
cidade para os estudos: era ja célebre como astrélogo e mago, antes de ter dado pro-
vas da sua invulgar aptidao para o estudo das ciéncias naturais e da Matematica. Na
mesma época, o matematico Rafael Bombelli, resolvendo a equacio 231524 = 0,
também chegou num impasse. Por calculo direto, ele verificou que 4 era uma raiz

da equacdo, pois 43-15.4-4 = 0, e tentou verificar se encontrava a raiz 4 aplicando a

férmula de Cardano. No entanto, para a equagio z°-15z-4 = 0, tem-se que a = —15
e b = —4, o que resultou em
5[4 16 3375 /4 16 3375 {,/ </
=\/= —— — —— 3\ — - — =1\/2+ V121 2 —+/—121.
! \/2 MY +\/2 T - -

Por causa desse resultado, Bombelli acreditava que a equagao nao devia ter solugao,
pois v/ —121 ndo € um nimero real. No entanto, ele sabia que z = 4 era uma das
raizes da equagao.

Para superar esse problema, Bombelli tentou encontrar regras para trabalhar com
raizes quadradas de niimeros negativos. Resolveu entdo considerar v/—1 como um
numero qualquer e, usando as regras da dlgebra elementar, conseguiu mostrar que

vV 2+ /=121 + /2 — v/—121 era a raiz da equacio que ele estava tentando resol-

ver. Bombelli passou a desenvolver regras para operar com esses novos ‘“‘nimeros”

chamando-os de numeros “ficticios”, “impossiveis” ou “imaginarios’.
Provavelmente Cardano teria tido mais sucesso se as raizes quadradas dos numeros

negativos ndo aparecessem com tanta frequéncia, no entanto ele teve a curiosidade e

a coragem de investigar o seguinte problema:

“Divida 10 em duas partes tais que o produto de uma parte pela outra seja 40”
Resolvendo o problema, Cardano encontrou as solu¢des 5 + v/ —15¢e 5 — /—15.

12



A partir dai, os matematicos passaram a estudar e trabalhar com raizes quadradas

de numeros negativos de forma cada vez mais sistematizada.

* Albert Girad (1629) também enfocou numeros negativos € imaginarios com
grande ousadia. Ele usava nimeros negativos para resolver problemas geométri-
cos e sugeriu que, aceitando-se também numeros imaginarios como raizes, seria
possivel afirmar que uma equacao admite tantas raizes quanto € seu grau. Enun-
ciou também as relagdes entre raizes e coeficientes de uma equagdo polinomial
€ sugeriu que as raizes imaginarias sdo uteis por tornar essas relacoes gerais. Por

exemplo, para a equagio z* — 4z + 3 = 0 ele obteve as raizes 1,1, (—1++/—2)

e(—1—+/-2).

* Leonhard Euler (1707-1783), foi um importante matematico e cientista suico,
considerado um dos maiores estudiosos da matematica, em sua época. Fez im-
portantes descobertas em varias areas da matematica como o calculo e a teoria
dos grafos. Leonhard Euler em 1777 denotou a letra i para /—1 e determi-
nou varias propriedades dos nimeros introduzidos por Bombelli, sendo dele a

representacao polar que abordaremos logo mais.

* Augustin-Louis Cauchy (1789 -1857), foi um matematico francés. O primeiro
avan¢o na matematica moderna por ele produzido foi a introducao do rigor na
analise matematica. Augustin Louis Cauchy (1821) contribuiu com os termos

conjugado e modulo de um nimero complexo.

* Carl Friedrich Gauss (1787 — 1855), matematico, astronomo e fisico alemao que
contribuiu muito em diversas areas da ciéncia, dentre elas a teoria dos nimeros,
estatistica, andlise matematica, geometria diferencial, eletroestética, astronomia
e Optica. Alguns se referem a ele como “o principe da matematica”. Ele consi-
derava a matematica como “a rainha das ciéncias”. Foi Gauss quem divulgou a

representacao geométrica dos nimeros complexos.
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Capitulo 1

Numeros Reais e Complexos

O objetivo desse capitulo é explicar o que significa dizer que o conjunto dos
nimeros reais R é um corpo ordenado o qual ndo € algebricamente fechado e, par-
tindo dai, mostrar como surgiu o conceito de nimeros complexos. Provarmos que o
conjunto dos nimeros complexos também € um corpo, mas nao € ordenado. Como
uma demonstrac¢ao de que R € um corpo ordenado passa, necessariamente, pela abor-
dagem de alguma construcdo formal de R, ndo apresentaremos tal demonstracao.
Para mais detalhes sobre a teoria de corpos e de corpos ordenados veja [3].

Devemos entender que praticamente todas as propriedades algébricas dos nimeros
reais decorrem do fato de R ser um corpo ordenado.

Um outro fato basico bastante importante sobre R (o qual nao serd abordado nesta
dissertagcdo) € que além de ser um corpo ordenado, R também € completo. Gragas a
essa propriedade, € possivel estabelecer varios conceitos e resultados sobre funcoes
reais a valores reais, como por exemplo, continuidade e o teorema do valor inter-

mediario (ver [10]).

1.1 Corpo

Definicao 1.1. Um corpo é uma estrutura algébrica formada por um conjunto ndo
vazio F' e duas operacdes, a primeira chamada adicdo, que a cada par de elementos
(x,y) € F' x F associa um elemento x+y € F, e a segunda chamada multiplicagao,
que a cada par de elementos (x,y) € F x F associa um elemento vy € F, que

satisfazem as seguintes condicoes:

14



1.1. CORPO CAPITULO 1. NUMEROS REAIS E COMPLEXOS

Al) Associatividade: x + (y + z) = (x + y) + z, para quaisquer x,y, z € F;
A2) Comutatividade: x + y = y + x, para quaisquer x,y € F';

A3) Existéncia do elemento neutro da adicdo: existe um elemento 0 € F' (chamado

zero ou elemento neutro da adigdo) tal que x+0 = x, qualquer que seja x € F';

A4) Existéncia do oposto aditivo: para cada x € F existe um elemento (—x) € F

(chamado oposto aditivo do niimero x), tal que x + (—x) = 0;
M1) Associatividade: x(yz) = (zy)z, para quaisquer .y, z € F;
M?2) Comutatividade: xy = yx, para quaisquer x,y € F’;

M3) Existéncia do elemento neutro da multiplicacdo: existe um elemento 1 € I' —
{0} (chamado “um” ou elemento neutro da multiplicacdo), tal que 1x = z,

para todo x € F';

M4) Existéncia do inverso multiplicativo: para cada x € F, com x # 0, existe um

elemento x~' € F tal que xxr 1l =1;
MS5) Distribuitividade: x(y + z) = xy + xz, para quaisquer x,y, z € F.
x
Observacao 1.1. Dados x e y em F, com y # 0, escrevemos = no lugar de xy~'.
Y

x
A operacdo que a cada par de elementos (x,y) em F associa o elemento — em F,

Y
definida para qualquer x e y # 0 em I, é chamado o quociente de x por y.

Proposicao 1.1. Se y # 0, entdo Y o= 2.

- X .
Demonstragao: Suponha — = z, assim:
Y

x
(—)y:zyéajyy_lzzyéa::zy.
Yy

Agora, suponha z = yz. Como y # 0, entdo existe y ! logo zy ! = yzy ! =

x
— = z.
Yy

15



1.1. CORPO CAPITULO 1. NUMEROS REAIS E COMPLEXOS

Observacao 1.2. Segue-se dai a lei do corte:
Sexz=yzez#0, entdo x = y.

As observacoes a seguir destacam algumas propriedades que resultam das condi¢oes
Al até M5.

Observacao 1.3. Se x + y = y + 2, entdo x = z. De fato, como y € F, entdo existe
um elemento (—y) € F tal que y+ (—y) = 0, assim, basta somar o elemento (—y) a
ambos os membros da equagcdo x+vy = y+ z, ou seja: x+y+(—y) = y+z+(—y).

Dai, segue que:
r+y+(-y)=y+z+t(-y)=2+0=y+(-y)+z=>r=0+z2=2="2

Observacao 1.4. Se vy = yz, com y # 0, entdo v = z. De fato, comoy € F e

1

y # 0, entdo existe um elemento y~—! € F tal que yy~' = 1, assim, basta multiplicar

o elemento y~! em ambos os membros da equacdo vy = yz, ou seja: xy(y~') =

yz(y~1). Dat, segue que:

wyly ) =yzly N =alyy =@y e=ar=1r=>2==

Observacao 1.5. Suponha que 0 e 0 sdo elementos neutros da adicdo em um corpo,
assim: 0+60 =0e 0460 =0, logo, 0 = 0, ou seja, em um corpo, o elemento neutro

é unico.

Observacao 1.6. Todo x € F' tem um tinico oposto aditivo. De fato, para v € F

suponha que existem y,z € F taisque x +y =0ex + z = 0, assim
z+(x+y)=240= 2+2)+ty=2=>@+2)+y=2=0+y=2=>y =2

Observacao 1.7. Para todo x € F, 0x = 0. De fato, como 0x = (04 0)x = 0x + 0z

temos Ox — 0x = Oz. Logo, 0 = Ox.

Exemplo 1.1. O conjunto dos niimeros reais R com as operacdes de adicdo e de

multiplicagcdo é um corpo.
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1.2. CORPO ORDENADO CAPITULO 1. NUMEROS REAIS E COMPLEXOS

1.2 Corpo ordenado

Definicao 1.2. Dizemos que um corpo F' é ordenado se existe um conjunto ndo-vazio

P C F' que goza das seguintes propriedades:

Pl)Sex,ye P,entdoxr+vy € Pexy € P;

P2) Dado qualquer x € F, uma, e apenas uma, das alternativas abaixo é satisfeita:
yreP ii)—xeP dii)x=0

O conjunto P é chamado conjunto dos elementos positivos de F'. O conjunto
—P = {—ux; x € P} é chamado conjunto dos elementos negativos de F'. Segue de

P2 que F = —P U P U {0} e que essa unido ¢ disjunta.

Exemplo 1.2. Se considerarmos em R a ordenacdo usual de seus elementos, a qual
tem forte apelo geométrico quando dispomos os niimeros reais em uma reta, 0 con-
junto P dos niimeros reais maiores do que 0 goza das propriedades Pl e P2 da

definicdo, ou seja, R é um corpo ordenado.

Exemplo 1.3. Para todo x € F,—x = (—1)x. De fato, v+ (—1)x = la + (—1)z =
[1+4 (—=1)]x = 0x = 0. Dai segue que (—1)(—1) = —(—1) = 1.

Proposicao 1.2. Se F' é um corpo ordenado e P C F é um subconjunto que satisfaz
as propriedades Pl e P2 da definicdo, entdo o elemento neutro da multiplicagdo,

denotado por 1, pertence a P.

Demonstragcao: Como F' é um corpo tem-se que os elementos neutros da adi¢dao
e da multiplicagdo sdo distintos, ou seja, 1 # 0. Suponha, por absurdo, que 1 ¢ P.
Entdo, da propriedade P2 segue que —1 € P. Assim, da propriedade P1 decorre que
(=1)(—1) =1 € P, o que € uma contradi¢do. Portanto, 1 € P.

Definicao 1.3. Sejam a e b elementos de um corpo ordenado F' e P C F um subcon-
junto que satisfaz as Propriedades P1 e P2 da Definicdo 1.2. Diz-se que “a é menor
do que b”, o que é denotado por a < b, quando b — a € P. Diz-se que “a é maior

do que b”, o que é denotado por a > b, quando a — b € P.
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1.2. CORPO ORDENADO CAPITULO 1. NUMEROS REAIS E COMPLEXOS

Proposicao 1.3. Em um corpo ordenado F', temos:

01) Transitividade: Se a < be b < ¢, entdo a < c.

02) Tricotomia: Dados a,b € F, tem-se que exatamente uma das trés alternativas
ocorre: oua =boua < boub < a.

03) Monotonicidade da adig¢do: Se a < b, entdo a + ¢ < b+ ¢, para todo c € F.

04) Monotonicidade da multiplicacdo: Se a < b e c € P, entdo ac < bc.

05) Monotonicidade da multiplicacdo: Se a < be c € —P, entdo ac > bc.

06) Se a € F e a # 0, entdo a®> > 0.

Demonstracao:

0l)Sea <beb< c,entdo (b—a) € Pe(c—b) € P,logo (b—a)+(c—b) € P.
Como (b —a) + (¢ — b) = (¢ — a), decorre dai que (c — a) € P, ou seja, a < c.

02) Como a — b € F', sendo F' um corpo ordenado, entao ocorre um, € somente
um, dos trés casos abaixo:

)a—-b=0<a=0;

i)a—be P<eb<a;

(iii)) —(a—b)e P& (b—a)e P& a<b.

03) Sendo a < b, entdo b — a € P. Como 0 € o elemento neutro da adi¢do e
0 = ¢+ (—c) tem-se que:

(b+0—a)e P=b+c+(—c)+a€P=b+c—(a+c) e P=a+c<b+c.

04) Se a < b,entao b — a € P. Como ¢ € P, temos

(b—a)c e P bc—ace P < ac < be.

05) Se ¢ < 0, entdo —c € P, logo (b — a)(—c) € P < ac —bc € P < be < ac.
06) Comoa € Fea # 0,temosque a > Ooua < 0. Se a > 0, entdo
a>? =axa>0esea < 0,entdo —a > 0, logo (a)? = 1 x a®> = —(—1)a*® =

(—1)(=1)a? = (~1)(a)(~1)(a) = (~a)(=a) > 0.
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1.3. OS NUMEROS COMPLEXOS CAPITULO 1. NUMEROS REAIS E COMPLEXOS

1.3 Os nimeros complexos

Quando estudamos o conjunto dos nimeros naturais N, percebemos a necessidade
de novos nimeros ao tentar efetuarmos subtracoes do tipo 3 — 5. Para superar esse
tipo de situacao, o conjunto dos nimeros naturais foi ampliado e criou-se um novo
conjunto, o conjunto dos nimeros inteiros, representado por Z. Da mesma maneira
esse conjunto mostrou-se insuficiente, pois nele ndao € possivel efetuar divisdes do
tipo X A partir dessa necessidade foi construido um novo conjunto, o conjunto dos
nimeros racionais. Mas em QQ o problema de se medir a diagonal do quadrado de
lado 1, ndo tem solu¢ao. Desse modo, construiu-se o conjunto dos nimeros reais,
representado por R.

Se tivéssemos que resolver a equacdo 22 + 1 = 0 no conjunto dos niimeros reais,

quais seriam as raizes dessa equac¢ao? Resolvendo, obtemos:
P+1=0=>2t=—-1=2=+/-1

Estamos mais uma vez em um ponto critico. O conjunto dos nimeros reais nao €
suficiente para efetuarmos a operagao de radiciacao, pois o corpo R ndo € algebrica-
mente fechado (a equagio 22 + 1 = 0, por exemplo, niio possui solucdo em R). Para
contornar i1sso, mais uma vez foi preciso ampliar o conceito de nimero.

Consideremos a equacio x> — 2z + 3 = 0, a qual ndo tem solucdo real. De fato,

usando a conhecida férmula para resolver equacdes do 2° grau, temos:

24+ /(22 —-4x1x3 24+/-8
N 2x 1 N 2

Se ignorarmos o fato de que v/—8 ndo € um numero real e usarmos as pro-
priedades das raizes, teremos \/—8 = /8(—1) = V&Y —1 = 2v/2+/—1 e as-
sim, poderiamos dizer que 1 + v/2v/—1 e 1 — v/21/—1 sdo as solucdes da equacio
2-2x +3 = 0.

Os numeros complexos nascem da impossibilidade de se calcular raizes quadra-

X

das de nimeros negativos. Sendo assim, estamos querendo dispor de um conjunto
de objetos, que chamaremos de numeros complexos, no qual seja possivel extrair

a raiz quadrada de um numero negativo, que contenha os numeros reais € que as
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operacoes de adi¢do e multiplicacdo definidas nesse conjunto, quando restritas aos

reais, coincidam com as operacoes que ja conhecemos.

Definicao 1.4. Uma expressdo do tipo a + bi, na qual a e b sdo niimeros reais e 1
é um simbolo (até aqui sem significado), é chamada niimero complexo. O conjunto
dos niimeros complexos serd denotado por C. Dizemos que dois niimeros complexos

a + bi e ¢ + di sdo iguais quando a = c e b = d.

Observacao 1.8. Se z = a+ bi € C, utilizaremos a notacdo a = R.(z) e b = I,,(2),

em que R, (z) é chamada parte real e 1, (z) parte imagindria de .

1.4 Operacoes com complexos

Agora que ja temos uma definicao formal dos nimeros complexos podemos in-
troduzir as operagdes de adigao e multiplicagdo em C. Ao introduzir tais operagdes

a expressdo a + bi e, principalmente, o simbolo ¢ passardo a ter significado.

Definicao 1.5. Dados z1 = a + bi, zo = c + div € C, definimos a soma z; + z, € C

como sendo o niimero complexo (a + ¢) + (b + d)i.

Exemplo 1.4. Para zy = 2+ 3i e 2o = 3+ 4i, tem-se z1 + 2o = (2+3) + (3+4)i =
5+ 7.

Observacao 1.9. Note que a soma de niimeros complexos com parte imagindria nula

se reduz a soma de nuimeros reais.

Observacao 1.10. Considerando i como sendo a unidade imagindria e usando as
propriedades de R (enquanto corpo) podemos facilmente sair de a + bt + c + di e

chegarmos em z1 + 2.

Definicao 1.6. Dados z1 = a + bi, zo = ¢ + di € C, definimos o produto z1z5 € C

como sendo o niimero complexo (ac — bd) + (ad + be)i.
Exemplo 1.5. Para z1 = 1+ 2i e z9 = 3+1, temos z120 = (3—2)+(146)i = 1+ 7i
Observacao 1.11. No inicio desta secdo ao tentarmos resolver a equagcdo

22— 2243 =0,
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a qual ndo possui solucdo real, encontramos os “niimeros”1 + 2v/2v/—1 e 1 —
2v/2+/=1 como “solucdo”. Se denotarmos \/—1 por i, o niimero complexo i = 0+1i
étal que i* = ii = —1+0i = —1. Esse é o significado do simbolo i que aparece nos
niimeros complexos. Além disso, se efetuarmos o produto (a + bi)(c + di) usando
as propriedades dos niimeros reais e a interpretacdo de i como /—1 (ou i* = —1),

temos:
(a+bi)(c+di) = (actadi+bei+bdi®) = ac+(ad+be)i—bd = (ac—bd)+ (ad+bc)i
Isso justifica a definicdo da multiplicacdo de complexos.

Teorema 1.1. O conjunto C com as operacées de adigcdo e multiplicacdo definidas

acima é um corpo.

Certamente, a validade das propriedades de corpo em C nao é surpreendente, pois
as defini¢des das operagdes de soma e produto em C foram construidas imaginando
que elas valessem, além de se apoiarem nas operacoes de R, onde valem tais propri-
edades. Devido a isso, a demonstragao de que C de fato € um corpo nao traz grandes
dificuldades. Por exemplo, a comutatividade da adi¢do € demonstrada assim: Sejam

2 =a+ biew = c+ di. Temos que:
ztw=(a+c)+(b+di=(c+a)+(d+b)i=w+z.

A tnica propriedade de corpo que € um pouco mais dificil de ser demonstrada é

a que todo nimero complexo z = a + bz ndo nulo tem um inverso multiplicativo.
/ . / ¢~

De fato, queremos achar z = a’ + b'i tal que zz = 1. Escrevendo essa condi¢io

explicitamente, temos:

/

1=22 = (ad —bb") + (ab + ba') 1,

segue da definicdo de igualdade de numeros complexos que:
aa' — bt =1
abl +ba’ =0
ou seja, caimos em um sistema de equacdes lineares nas varidveis o’ e b/, cuja

solucdo é
/ a / —b

_ .
a? + b2 a? + b2’

a

21



1.5. A REPRESENTACAO GEOMETRICA CAPITULO 1. NUMEROS REAIS E COMPLEXOS

o que faz sentido, ja que a® 4 b? # 0, pois assumimos z = a + bi # 0.
O inverso multiplicativo de um nimero complexo ndo nulo z serd denotado por

~~1 ou por ~. Portanto, temos que se z = a + bi # 0, entdo
z

1 a b

- = — 7.
z a4+ a’+ b
Proposicao 1.4. O conjunto dos niimeros complexos, com as operacdes usuais de

adicdo e multiplicagcdo ndo é um corpo ordenado.

Demonstragdo: Suponha que C é um corpo ordenado. Nesse caso existe P C C
satisfazendo as propriedades P1 e P2 da definicdo e assim, como? € C e # 0, entao
i€ Pou—i€ P.Seic P,entdo it = i> = —1 € P o que contradiz a proposi¢do
1.2 Por outro lado, se —i € P, entdo (—i)(—i) = i* = —1 € P, e novamente a

mesma contradi¢ao.

1.5 A representacao geométrica

A representacdo geométrica dos numeros complexos, que hoje conhecemos, foi
introduzida pelo matematico Jean-Robert Argand, (1768 — 1822) em uma monografia
publicada de forma an6nima em Paris em 1806 (ver [7]).

O conjunto dos nimeros complexos pode ser representado num plano, denomi-
nado plano complexo ou plano de Argand-Gauss, onde fixamos um sistema de coor-
denadas cartesianas ortogonais. O nimero complexo a + b é representado no ponto
P de coordenadas (a, b). Dizemos que P € o afixo de z. Cada ponto do plano é o
afixo de um unico nimero complexo.

yd

: + bi

bl 7]
|
o

=T

Figura 1.1: Representag@o de nimeros complexos por pontos do plano. Figura extraida de [5].
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Os nameros reais ficam representados no eixo das abscissas, aqui denominado
eixo real. Os imaginarios puros ficam representados no eixo das ordenadas, aqui

chamado eixo imaginario.

Definicao 1.7. Dado um niimero complexo z = a + bi, denominamos modulo de z,

, 0 nimero real |z| = v/ a? + b

Observe que se z = 0, entdo temos que |z| = 0. Por outro lado, se z # 0, entdo

indicamos por |z

temos que |z| > 0. Geometricamente, 0 médulo de z = a + bi é igual a distincia

entre a origem (0, 0) e o afixo de z, ou seja,

2l = \/(a—0) + (b— 0> = Va2 + 2 = d(O, P)

=Y

Figura 1.2: Representa¢do do médulo de 2. Figura extraida de [5].

Acima, fica clara a similaridade entre numeros complexos e pares ordenados, o
que mostra uma maneira natural de representar geometricamente os nimeros com-

plexos.
Abaixo, listamos algumas propriedades imediatas do médulo de um nimero com-

plexo.
i) |z| > 0, para todo z € C.
ii) [2] =0 < 2= 0.
iii) |zw| = |2| |w| para todo z,w € C.

iv) ‘i} = %,paratodo z,w € C ew #N0.
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Definicao 1.8. Dado o niimero complexo z = a + bi, denominamos conjugado de
z, e indicamos por Z, o niimero complexo cuja parte real é igual a de z e cuja parte
imaginaria é o oposto da de z.

Z=a—b

Geometricamente, o conjugado de z corresponde ao simétrico de z em relagao ao

eixo x.

Y4

L ]
z=a—bi

Figura 1.3: Representagdo de z e do seu conjugado Zz. Figura extraida de [5].

A seguir, listamos algumas propriedades imediatas do conjugado (ver [6]).
i)z +w =7+ w, paratodo z,w € C.
il) Zw = Zw, para todo z,w € C.
iii) Z = 2, para todo z € C.
1v) Z = 0 se, e somente se, z = 0.
V) Z = z se, e somente se, z € R.
vi) Se z # 0, entdo 2~ = (z)

Observacao 1.12. Quando multiplicamos um complexo z pelo seu conjugado z, o

resultado é um numero real. De fato,

2% = (a+ bi)(a — bi) = a® — abi + abi — b*i® = a® + b* = |z|?
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1.6 Poteéncias de i

Como vimos anteriormente, a unidade imaginaria i tem a propriedade i = —1.
As poténcias de um nimero complexo z com expoentes inteiros sdo definidas de

modo equivalente ao caso das poténcias de base real.

z0 =1
- =2z

2'=z-z-z---2z---zneN e n>2

Tomando z = ¢ obtemos:

e id=1
o il =4
vt = (-1)

e =Pi=i=i>=—1
o i" =% = (~1)i=—i
et =ili=—il=—1"=—(-1)=1

Através da defini¢do de poténcia e das propriedades da multiplicacdao, demonstra-

se que dados os complexos w € v e quaisquer m, n inteiros tem-se que:

(D) wmw" = w™"

2) L5 = w™ "
3) (w™)" = w™"
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@) (wv)™ = wm™

m

5 ()" ==

Voltando as poténcias de ¢z observamos que os resultados encontrados sd@o sempre

1,7,—1 e — ¢, mesmo para expoentes negativos:

.i—l_l:l(_z):_zz —t :_—Z:—Z
i oi(—i) =2 —(=1) 1
1 1
[ ] 72:— _ — = —1
TR
‘i 1 1 1(7) i i
B =i (=i)E) =2 —(=1)
1 1
o ;4 = — =—_=1
PTET

De fato, calculemos as poténcias ¢", com n inteiro > 4. Dividindo n por 4,
obtemos um quociente inteiro g e um resto r, r inteiroe 0 < r < 4, isto é,n = 4q+r.
Assim, temos que

:’[/ o

" — gdatr i =1xi =i

7

Comoréinteiroe 0 < r < 4, temos que ¢"* € um dos quatro valores 1,7, —1 e —i.
Por outro lado, se n < 0, temos que i" = (—i) " = (—=1) """ Como n < 0,

2

temos que —n > 0; logo, é um dos quatro valores i* = 1, i' =14, 2 = —1ed = —i,

e, portanto (—1) " 7~"™ também assume esses quatro valores.

1.7 Forma trigonométrica

Nesta se¢do vamos apresentar uma outra representagdo dos nimeros complexos
nao nulos, chamada forma polar ou forma trigonométrica, a qual tornard mais sim-

ples algumas operacdes com complexos.

Definicao 1.9. Dado um niimero complexo ndo nulo z = a + bi, a,b € R, denomi-

namos argumento de z, o niimero 0 (teta) do intervalo 0 < 0 < 2w que verifica as
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seguintes igualdades:
a

b
cos () = — e sen(f) = —
2| 2|
Indicamos arg (z) = 0 (leia: argumento de z¢é igual a teta).
Geometricamente, sendo P o afixo de z no plano complexo, o argumento de z
¢ a medida em radianos do angulo que devemos girar o semi-eixo positivo Ox, no

sentido anti-hordrio, até coincidir com o segmento O P.

i
h z=a-+4bi

raon

=y

Toos i

Figura 1.4: Representacdo do argumento de z. Figura extraida de [5].

Definicao 1.10. Dado um niimero complexo ndo nulo z = a + bi, com médulo |z| =

Va2 + b e argumento arg(z) = 0, define-se a forma trigonométrica de z como

sendo a expressdo z = |z| (cos (0) + isen (9)) .

Proposicao 1.5. Dois niimeros complexos sdo iguais se, e somente se, seus modulos

sdo iguais e seus argumentos sdo congruentes.

Exemplo 1.6. Escrevendo o niimero complexo z = 1 + @ na forma trigonométrica,
temos que a =1 e b =1, assim |z| = V12 4+ 12 = V2 e

-t L v

cos(f) = — = —==—

=l V2 2 ou seja h="
() = b1 V2 4

sen LT A 2

Portanto, z = \/§ (cos% + isenz

Teorema 1.2. Dados os niimeros complexos z; = |z1| (costh + isenby) e zo =

| 29| (cosBy + isenby), temos que:

3
\-/

2129 = |21||22] [cos (01 + O5) + isen (61 + 62)].
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Demonstracao:
2129 = |21| |22] (cosOy + isenby)(cosby + isenbs)
= |21| | 22| (cosO1cos0y + icoshysenly + isenbcosly + i*senbd;sends)
= |z1| |22| [(cosbhcosby — senbysenby) + i(senbicosty + coshisends))
= |z1||22| [cos (01 + 02) + isen (6, + 05)] .

™ ™

Exemplo 1.7. Dados os niimeros complexos z = 3(6085 + iseng) e

= ﬁ(cosg + iseng), calculemos z1 2.

™ T ) ™ T
-1z = 3\/§ |:COS (g + 6) -+ 15€en (§ + E>:|
= 3V2 (cosg + z’seng)
= 3v2(0 +14)

= 3v/2i

1.8 Radiciacao

Dado um ndmero complexo z € um nimero natural n, n > 1, definimos em C a

raiz enésima de z como sendo o complexo w tal que w" = z.
Exemplo 1.8. 2, —2, 2i e —21 sdo as raizes quartas do niimero complexo 16, pois

o 24 = 16,
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Veremos agora como podemos determinar quantas e quais sao as raizes enésimas
de um nimero complexo z # 0.

Consideremos o nimero complexo z # 0 escrito na sua forma trigonométrica
z = |z| (cosf + isenf). Encontrar as raizes enésimas de z significa determinar todos

os numeros complexos distintos
w = |w| (cosa + isena)

de modo que w" = z, paran > 1, ou seja, procurar nimeros complexos w tais

que:

[|w] (cosa + isena)]” = |z] (cosf + isenf),

ou ainda,
lw|" (cos(na) + isen(na)) = |z| (cos® + isend).

Da igualdade acima, temos |w|" = |z|, cos(na) = cos(f) e sen(na) = sen(0),

assim:

0+ 2k
noz:0+2k7rz>oz:u,k62
n

Mas, é necessarioque 0 < k <n — 1.

Assim, concluimos que:
0+ 2kr 04 2km
wr = /2| (cos— +isen——— | ,parak =0,1,--- ,n — 1,
n n
pois apds k£ = n — 1, os valores comecam a se repetir. Entdo, de 0 an — 1, temos
n raizes distintas.

Exemplo 1.9. Vamos encontrar as raizes ciibicas de —8 em C.
Fazendo z = —8, temos que |z| = \/(—8)?> +0? = v/64 =8 e
-8
cos() = — = —1
W) ,ou seja, 0 =1
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logo, z = 8(cosm + isenm). Aplicando a férmula acima, vem:
2k 2k
2 =V/8 <0037T+T7T + isenHTW) k=0,1,2.

k=20 jz():?(cos%wtisen%) :2<%+i\/7§) =1+iv3
k=1 = 2 =2(cost + isenm) = —2
k=2 $22:2(0055§+i36n5§) :2(%—1'\/75) —1—14v3

Portanto, as raizes ciibicas de —8 sdo 1 +iv/3, —2 e 1 — i/3.
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Capitulo 2

Polinomios e Equacoes Algébricas

2.1 Introducao

Quando estamos resolvendo problemas na matematica, ¢ comum nos depararmos
com situagdes em que a leitura e a interpretagao dos enunciados nos levam a pensar
em expressoes que permitem a resolugdo do problema através de uma equacgao. Ape-
nas para dar um exemplo, considere um paralelepipedo em que as dimensdes sejam

representadas em func¢do de z, conforme figura abaixo.

20+ 1

. 28— 1

Figura 2.1: Paralelepipedo. Figura extraida de [7].

Lembrando que o volume de um paralelepipedo reto é determinado pelo produto

das trés dimensoes, podemos representar tal volume em fungao de z, ou seja:

V = Bz+2)(2z - 1)(2x+1) = (32 +2)(42® — 1)
V = 3z(4r* —1) +2(42® — 1) = 122° — 32 + 82% — 2

Expressoes como essa que fornece o volume do paralelepipedo em fungao de x
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sao chamadas expressoes polinomiais ou polindmios. Os polindmios nao sao novi-
dade, casos mais simples sdo estudados no Ensino Fundamental /7, onde sio estu-
dados os conceitos de mondmio, bindmio, polindmio e também algumas operacoes
com eles. No 1° ano do Ensino Médio polindmios sao usados para definir as funcoes
afins e quadraticas.

Neste capitulo, apresentamos os principais conceitos e resultados sobre polindmios

que serdo utilizados na resolucdo de equagdes algébricas, que é o objetivo desse tra-
balho.

Definicao 2.1. Um polinémio na varidvel complexa x é uma expressdo dada por
-1 —2 2
p(x) - anxn + an—lxn + Cln_Q.Tn + ...+ axx” +a1x + ay

em que:

* 4y, Gp_1, ..., A2, @1, g SA0 0s coeficientes do polindémio; ay é o coeficiente
independente do polinomio;

* todos os expoentes de x sdo niimeros naturais.

O grau do polinémio é o niimero natural igual ao maior expoente de x, cujo termo
apresenta coeficiente ndao nulo. Usamos a notagdo gr(p).

O polinémio que tem todos os seus coeficientes nulos é chamado polinémio nulo.
Exemplo 2.1.
1) p(x) = 423 — 52% + x — 7 é um polinémio e gr(p) = 3.
2) q(z) = 62°~4x + 3 é um polindmio e gr(q) = 2.
3) h(z) = 22° + 9x*—2? + 10 é um polinémio e gr(h) = 5.

4) A expressdo 2x + 3z~ ' 4+ a7 ! ndo é um polinémio, pois os expoentes de x ndo

podem ser niimeros negativos.

~ 1 . ~ - e A e . ~
5) A expressdo 3x* — bxz + 3 também ndo é um polinémio, pois o expoente de x ndo

pode ser fraciondrio.

Defini¢ao 2.2. Um polinémio p(z) = apx™ + ap 12" 1 + ap_o2™ 2 + ... + aga® +
a1x + ag define uma funcdo p : C — C, a qual é chamada fungcdo polinomial.

Sendo assim, o valor numérico de p(x) em z € C é o nimero complexo p(z) =
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2" + Ap_12"" 1t ap_02" % + ..+ a22® 4+ a1z + ag, ou seja, o valor da fungdo p

em z.

Exemplo 2.2. Vamos calcular o valor numérico que o polindmio p(x) = 223-3z* +
102—6 assume para x = 3, isto é, vamos calcular p(3):

3) = 2(3%) —3(3%) +10x 3 —6

(3) = 2(27)—3(9)+30—6
(3)
(3)

kI

3) = 54—-274+30—-6
3) = 5l

kOIS

Definicao 2.3. Quando p(«a) = 0, dizemos que o é uma raiz (ou zero) do polindmio

p, ou seja, satisfaz a equagdo polinomial p(x) = 0.

Definicao 2.4. Dizemos que um polinomio p é nulo quando p assume o valor numérico
zero para todo x € C, ou seja, p(x) = 0, para todo x € C, e escrevemos p = 0.

Sendo assim, se existir v € C tal que p(x) # 0, entdo p ndo é o polindmio nulo.

Definicao 2.5. Dizemos que dois polinémios p e q sdo iguais (ou idénticos) quando
as funcdes polinomiais que eles definem sdo iguais, ou seja, p(a) = q(a) YVa € Ce

escrevemos p = (.

E imediato que se p(z) = ag + a1 + agx® + - - + a,2” e q(x) = b, + bz +
box? + -+ + b,2" sAo taisque a; = b;, V i€ {0,1,2,---,n}, entdo p = q. Mais

adiante, mostraremos que vale a reciproca.

2.2 Operacoes com polindmios

Definicao 2.6. Dados dois polindmios, p(x) = a,z" + Q12"+ ap_or™ 2 + .+
CLQSCZ + a1x +ag e q(a:) =b,x" + bn,la:”_l + bnian—Q +...+ b2£C2 + bix + by,
definimos o polinémio s(x) = p(x) + q(x) por:

S (.I) = (an + bn) " + (an_l + bn—l) .len_l + -+ (CLl + bl) T+ (CLO + bO) .

Exemplo 2.3. Sejam p(z) = 2° + 32 + 22 4+ 1, q(z) = 2> Tz +2 e r(z) =
—22% + 4x*~x + 2. Entdo:
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p@)+qx)=1+0)z3+ B+ 12>+ (2-7x+ (1+2) =23+ 42°>-5x + 3
p(x)+r(x)=(1-2)2> + 0+ 42>+ 2Dz + (1+2) =23+ T2 + v+ 3

Quaisquer que sejam os polindmios p, g € 7, temos:
1) p+ g = q + p (Propriedade comutativa)
2) (p+q) +1r =p+ (q+r) (Propriedade associativa)
3) p+ 0 = 0 + p (existéncia do elemento neutro)
4) p+ (—p) = 0 (existéncia do inverso aditivo)

As duas primeiras propriedades seguem diretamente das propriedades da adi¢do

de numeros complexos. O polindmio nulo, p = 0, é o elemento neutro e dado

o g, 0™+ aer® + ax + ag, temos que

p(z) = —ap2" — ap 12"t — a, 92" % — ... — ax? — a1x — ag é seu inverso

p(z) = apx” + a,_1x

aditivo. Usamos a notagdo p — ¢ para representar p + (—q).

Observacao 2.1. Se p e q sdo polinomios ndo nulos, entdo segue diretamente da

defini¢cdo que gr (p + q) < max {gr (p),gr (q)}.

Exemplo 2.4. Considerando p(z) = 212° — x + 4 e q(x) = Tx + 1, temos que
p+q=223+6x+5 gr(p) =3,9r(q) =legr(p+q) =3. Sep(x) =2>—a%e
q(x) = —a3, entdo (p + q)(z) = —22 logo gr(p + q) = 2 < max {gr(p), gr(q)}.

Defini¢io 2.7. Dados os polinémios p(z) = a,2" + ap 12" + ap_22™ 2 + ...+
n

asx® + ax + ag = Zaixi e q(z) = bpa™ + by 2™ 4 by ox™ 2 + .+

1=0
m

box? + bix + by = E bix" , definimos a multiplicacdo desses polinémios como
. _ i=0
sendo o polinomio

n+m

p(a)a(e) =3 e
i=0

tal que,
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co = apby

c1 = aobl + a1b0

¢ = aob; + a1bj—1 + -+ + a;bg = Z a)\b#
1= p
Cnim = Qpbp.

Exemplo 2.5. Sejam p(x) = 72° — 42> + 92 — 1 e q(x) = 223 + 1, entdo
p(x)q(z) = (T2® — 42? + 92 — 1) (223 + 1) = 142° + 723 — 82° — 42% + 18z +
9z — 22° — 1 = 142° — 82° + 18z* 4 52 — 4a? 4+ 9z — 1.

A multiplicacao de polindmios € feita observando as propriedades da multiplicagao
dos ndmeros complexos, ou seja, multiplicamos termo a termo, como no exemplo
acima.

Quaisquer que sejam os polindomios p, g € r, vale:
1) p(qr) = (pq)r (Propriedade associativa)
2) p(q + r) = pq + pr (Propriedade distributiva)
3) pq = qp (Propriedade comutativa)
Essas propriedades seguem diretamente das propriedades das operacdes em C.

Observacao 2.2. Se p e q sdo dois polindémios ndo nulos, entdo segue diretamente

da defini¢do que gr(pq) = gr(p) + gr(q).

2.3 Divisao de polinomios

O teorema abaixo € o mais importante deste capitulo. Trata-se da versdao para

polindmios do teorema da divisdo de numeros inteiros.
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Teorema 2.1. Dados os polinémios f = a,z™ + apmo1z™ '+ - + a1z + ag e
g = bpx™ + by_12" P+ -+ bix + by, com a, 0 e b, # 0, existe um tinico
polinémio q e um tinico polinémio r tais que f = qg+r e gr (r) < gr(g) our = 0.

Demonstragdo: Vamos considerar m > n e o monémio 3=z ". Definindo o
polindmio 7 pondo 1 (z) = f(x) — (%—’:xm_”> g(z), temos que:

ri(x) = (amx™ + apox™ -+ aix + ap)
— %—:xm_”(bnx" + by " b+ bo)
= (apm_12™ - ayx + ag)
— M(bn_lxnl + 4+ bix+by) + apa™ — a—mxm*"bnx"
b bn

~1
= ap "+ -+ a1+ ag

— CZ—ma:m_”(bn_lx”_l + - 4 by + by).

n

Acima, notamos que gr(r1) < m, ja que o termo z" foi “cortado”. Vamos usar
a notagdo ri(z) = ¢, x™ + -+ + 1T + ¢y, onde ny = gr(ry) e assim, estamos
considerando ¢, # 0.

Se ny < gr(g) ou r; = 0, entdo paramos. Se ndo, definimos o polindémio 79
pondo ry(x) = r(z) — (Cb”—lxnl_”) g(x). Do mesmo modo que ocorreu com 71 (),
2™ também € “cortado”, logo gr(ry) < gr(r1). Escrevemos entdo ro(z) = d,,x™* +
-+« + dyx + dy, onde ny = gr(ry) e, assim, d,,, # 0.

Se gr(ry) < gr(g) ou g = 0, entdo paramos. Caso contrario, definimos r3(z) =
ro(z)— (%x"rn> g(x) e repetimos o mesmo procedimento realizado acima com 74
e 2. Seguindo assim, iremos construir uma sucessao de polindmios 1y, 7y, 3, - - , Tk
tais que gr(rx+1) < gr(rg).

Dessa forma, depois de uma quantidade finita de passos, acaberemos construindo

um polindmio 7 tal que gr(ry) < gr(g) our, = 0. Denotando por qo, q1, @2, * * - , k1
] Ay, Cnq d"2 .
os niimeros 7, 7, 32, - -+ €MOS:
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ri(z) = flz) — (q@z" ")g(z)
ro(x) = 1
r3(x) = 1o

nk—n)

re(x) = mm(x) = (g1 g9()

Somando membro a membro cada uma das k equacdes acima, apds os cancela-
mentos, obtemos:
_ — _ k—n
re(x) = f(@) = (qz" " + ¢ "+ @™ "+t gax )g(x),

—— —~
r(z) q()

0 que garante a existéncia dos polindmios ¢ e r, com gr(r) < gr(g) our = 0,
tais que f(z) = g(x)g(x) + r(x), para todo x € C.

Para provar as unicidades de ¢ e r, suponha que existem polindmios ¢y, o, 71 €
r9, com gr(ry) < gr(g) our; = 0e gr(ry) < gr(g) oury = 0 tais que f(z) =
q(x)g(z) +ri(z) e f(x) = q2(x)g(x) + ro(x) para todo z € C.

Suponha q; # g9, assim ¢; — g2 ndo é o polindmio nulo, logo (¢; — ¢2)g também

nao € nulo e assim:

gr (g1 — q2) g] = gr (@1 — q2) + gr(g) = gr(g)-

Como ¢1g + 11 = qog + 79, temos (q1 — q2)g = r2 — 11, sendo assim 75 — 71 ndo é
nulo, logo existe gr(ry — 1) e sabemos que gr(ro — 1) < max {gr(rs), gr(r1)} <
gr(g), mas por outro lado, gr [(¢1 — ¢2)g] = gr(g), logo gr(g) > gr(g), o que € um
absurdo. Dessa forma, devemos ter g; = ¢, € consequentemente, 7; = 7o.

Observacao 2.3. Quando r = 0, dizemos que [ ¢ divisivel por g, ou que a divisdo é

exata.

Observacao 2.4. Os polinémios q e r sdo chamados quociente e resto da divisdo de
f por g.
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2.4 Divisao por x — a

Para saber o que ocorre ao dividirmos um polindmio p(z) por um bindémio do
tipo r — a, a € R, vamos examinar, inicialmente, um caso particular, dividindo

p(x) = 23 — 22° + 2 — 5 pelo bindmio z — 1.

?—20"+ -5 x—1
—2° + 27 -1
—2*+zx -5
vt —
)
Notamos nesta divisdo que o restor é =5 e que p(1) =1 =2 x 12 +1 -5 = -5,

Sera que ao dividirmos um polindmio qualquer p(z) por um binémio do tipo z — a
sempre ocorrerd r = p(a)?

De fato, como gr(z — a) = 1, entdo » = 0 ou gr(r) = 0, ou seja, r € um
polindmio constante. Desse modo, se ¢(x) e r sdo tais que f(x) = (x — a)q(x) +r,

entdo f(a) = (a — a)q(a) +r = r. Com isso, fica demonstrado o seguinte:

Teorema 2.2. O resto r da divisdo de um polindmio p(x) por um binémio do tipo

x — a € o valor numérico de p(x) para r = a.

Por exemplo, o resto da divisdo de p(z) = 22* — 52% + 22 — 3x + 4 porz — 2 é
P2)=2x2' —5x 2 +22 _3x2+4=—6.

Uma consequéncia imediata do teorema acima (o qual € conhecido como teo-
rema do resto) é o teorema de D’ Alembert (Jean Le Rond D’ Alembert, matematico
francés, 1717 — 1783), que diz:

Teorema 2.3. Um polindémio p(x) é divisivel por © — a se, e somente se, p(a) = 0.

Por exemplo, o polindmio p(z) = x° + 3x* + 223 — 2* — z — 4 é divisivel por
z—1,poisp(1) = (1)°+3x () +2x (12— (1)?~1-4=1+34+2—-1-1—4=0.
Observacao 2.5. Considere p(x) um polinémio de grau n > 1 e suponha que ay,

a9, ..., Qg $A0 as raizes de p, duas a duas distintas. Segue do teorema de D’Alembert
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que existe q1(x) tal que p(z) = (x — a1)q1(x). Como as também é raiz temos 0 =
plaz) = (ag — a1)qi(az). Como ay # ay, existe q2(x) tal que q1(x) = (v — a2)ga(x),
logo, p(x) = (r — a1)(x — a2)g(x).

Seguindo desta forma, podemos encontrar um polinémio qs(x) tal que p(x) =

(:C - al)(aj - a2) T (SC - a7')‘]8(5€)' Note que

grl(@ —a)(x —az) - (x — ar)gs(2)] =
grz —a) + -+ gr(z —a,) + gr(gs(x)) = r+gr(gs(2)),

logon = r + gr(qs(x)), portanto r < n, ou seja, se p(x) é de grau n, entdo p(x)

tem, no mdximo, n raizes.

Observacao 2.6. Um polinémio constante p(x) = ¢, com ¢ # 0, tem grau 0 e o
mesmo ndo possui raiz. Sejam p e q dois polindmios tais que p(a) = q(«), para
todo o € C, ou seja, p = q. Sendo a,, ...,a1,ay e b, ..., b1, by os coeficientes de p e q
respectivamente, os coeficientes do polinomio p — q sdo a,, — b, ..., a1 — by e ag — by.
Se ar, — by # 0 para algum k € {0,1,...,n}, entdo o grau de p — q existe e é
algum niimero s no conjunto {0,1,2,...,n}, logo p — q tem no mdximo s raizes. Por
outro lado, como p(a) = q(a) Ya € C, temos que p — q possui infinitas raizes. A
partir dessa contradi¢do, podemos concluir que se p = q, entdo seus coeficientes

sdo ordenadamente iguais.

2.5 Encontrando raizes

Ja vimos que se a € uma raiz de p(zx), entdo existe um polindmio ¢(x) tal que

p(x) = (x —a)q(x). Assim, gr(q(x)) = gr(p) — gr(x — a) = gr(p) — 1. As demais
raizes de p(x) sdo as raizes de q(z).

Exemplo 2.6. Vamos resolver a equagdo x° + x> — 2 = 0. Notemos que a soma dos
coeficientes da equacdo é igual a zero: 1 + 1 — 2 = 0. Isso significa que uma das

solucées da equacdo x° + x> — 2 = 0 é 1. Entdo, dividindo x* + 2* — 2 por x — 1,
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obtemos quociente x* + 2x + 2 e resto zero:

234 2% -2 r—1
—x3 + 2?2?22 + 2
202 — 2
—2x% + 2z
20 — 2
—2x+2
0

As demais raizes sdo as solugdes da equacdo x* + 2x + 2 = 0. Usando a férmula

resolutiva da equagdo do 2° grau,

—24+v/22 —4x1x2 —2++/—4 )
T = = = -1+
2x1 2

Portanto, as raizes do polinémio v° + x> — 2 sd@o 1, (=1 +1) e (=1 —4).

Pode ocorrer de a também ser raiz de ¢(z). Neste caso, temos que existe ¢; () tal
que p(x) = (z — a)?q,(x). Motivado por isso, define-se a multiplicidade de uma raiz

a de p(r) como sendo o maior ndmero natural k tal que (z — a)* divide p(x).

Exemplo 2.7. Vamos resolver a equacdo x* — 4x* — 3x + 18 = 0, sabendo que 3 é
uma de suas raizes.
Dividindo x> — 422 — 3r + 18 = 0 por x — 3, obtemos:

3 — 4% — 31z + 18 r—3

—3 4+ 322 22— —6

— 2% — 3z + 18
x? — 3x

— 6x + 18
6x — 18

0

As demais raizes sdo as solucoes da equagdo x> — v — 6 = 0. Usando a férmula

resolutiva da equagdo do 2° grau, obtemos:
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C1E£/12—4x1x(—4) 1+£+v25 145
B 2% 1 22

Portanto, as raizes do polinémio 23 — 4x® — 3x + 18 sdo 3, —2 e 3. Isso mostra

X

que 3 é raiz de multiplicidade 2.

Diferente do que ocorre em R, todo polindmio em C possui raiz em C, ou seja, o
corpo C dos nimeros complexos € algebricamente fechado. Isso é exatamente o que
diz o famoso teorema fundamental da algebra, cuja primeira demonstracao € devida
a Gauss (veja [11, 13]).

Existem varias demonstracdes desse teorema, porém todas usam algum resultado
que ndo é considerado da drea de dlgebra. Segue dele que se p(x) é um polindmio de
grau n em C, entdo p(zr) tem exatamente n raizes (contadas suas multiplicidades) e
pode ser decomposto como p(z) = a(x — a1)(z — az) - - - (x — a,), onde ay, as, - - -,

a,, S0 suas raizes (nao necessariamente duas a duas distintas) e o € uma constante.

Exemplo 2.8. Vamos resolver a equacdo x* — 6x* + 11x — 6 = 0, sabendo que 1 ¢
uma de suas solucoes.

Pelo fato de 1 ser raiz, o polinomio x*> — 62> + 11z — 6 = 0 é divisivel por
x — 1. Efetuando a divisdo de x® — 62 + 11x — 6 por x — 1, obtemos quociente
q(x) = x® — 5z + 6 e resto 0. A equagdo dada pode, entdo, ser escrita como
(2?2 — 5z + 6)(z — 1) = 0 e as outras raizes podem ser calculadas resolvendo-se
a equacdo x* — 5z + 6 = 0. Usando a férmula resolutiva da equagdo do 2° grau,

encontramos 2 e 3. Portanto, as solucées do polinémio 13 — 62> + 11z — 6 sdo 1, 2
e3eassima®— 62>+ 11z — 6 = (x — 1)(z — 2)(x — 3).

Exemplo 2.9. Vamos construir um polinémio de 3° grau cujas raizes sdo 1, 3 e
4. Seja p(x) o polinémio procurado. Pelo que vimos acima a polinémio p(x) =
an(x—1)(x—3)(x—4), onde a,, # 0, é de grau 3 e tem as raizes 1, 3 e 4. Escolhendo,
por exemplo, a, = 1, temos que p(x) = (x — 1)(z — 3)(z — 4) , donde segue
p(z) = 23 — 82% + 192 — 12.

Visto isso, ja sabemos que todo polindmio possui raiz em C e ja sabemos até

quantas raizes possui, porém, com excessao dos polindOmios de grau 2 para os quais
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dispomos da famosa féormula de Bhaskara, ndo temos um método muito eficiente para
encontrarmos as raizes. Mesmo no exemplo 2.7, usamos um método que dependia do
conhecimento prévio de pelo menos uma das raizes, pois a partir dela, para encontrar
as raizes de p(x) tivemos que encontrar as raizes de um outro polindmio (¢(x)) que
tem grau menor do que o grau de p(z).

No que segue, vamos ver alguns resultados sobre raizes de polindmios.

Teorema 2.4. Se um niimero complexo z = a + bi é raiz de um polinémio com

coeficientes reais, entdo seu conjugado Z = a — bi também é raiz desse polinomio.

Demonstragdo: Considere o polindmio p(z) = a,2" + ... + a1z + ag, com

ap, - ,a1,a0 € Re z = a+ bi uma de suas raizes, ou seja,

p(z) =0 = ap2"+a12" '+ +arz+ayg =0

Como a igualdade é verdadeira, permanecera verdadeira, considerando membro

a membro o conjugado:

Az 4+ ap_ 12" 1+ a1z +ay=0=0
Pelo que ja foi visto, o conjugado de uma soma € a soma dos conjugados, logo:
an2" +an 12"t @mz+a =0

e como o conjugado de um produto é o produto dos conjugados, entiao

2"+ G2 1+ +a@z+a =0
e finalmente, como o conjugado de um nimero real € o proprio nimero, entao

an(2)" + a1 (2)" -t wmz+ ag =0

p(Z)

Ou seja, p(Z) = 0, 0 que mostra que Z € raiz de p(x) = 0.
=

Segue desse teorema que nimero de raizes complexas (com parte imagindria nao
nula) de um polindmio com coeficientes reais é sempre par, logo, todo polindmio

com coeficientes reais e grau impar admite a0 menos uma raiz real.
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Exemplo 2.10. Se um polinémio com coeficientes reais tem como raizes 3, —2i e
1 +1, entdo, necessariamente, tem duas outras raizes 2i e 1 —1i. Assim, o menor grau

que esse polinomio pode ter é 5.

Exemplo 2.11. Vamos obter o conjunto solucdo da equagdo x> —T2*+17x—15 = 0,
sabendo que 2 + i é uma das raizes do polinémio x> — Tz + 17z — 15.

Como 2+1 é raiz, entdo pelo teorema anterior, 2 — 1 também é raiz, e o polinomio
dado é divisivel por [x — (2 +1)][x — (2 —1)] = (x — 2)? — > = 22 — 42 + 5.

Efetuando a divisdo, temos:

23— 722+ 172 — 15| 22 —4x+5
—a® + 42? — bx x—3
— 322+ 122 — 15
322 — 122 + 15
0
A outra raiz é a solucdo da equacdo * — 3 = 0, ou seja, v = 3. Portanto,

S={2+1i,2—13}

O teorema a seguir apresenta candidatos a raizes racionais de um polindmio com

coeficientes inteiros.

Teorema 2.5. Considere a equagdo polinomial com coeficientes inteiros
"™ + ap 12"+ ap_or" 2+ o+ agx® + a1 + ag = 0,

a, # 0. Se o racional ]—?, p € Zeq+#0(p e qprimos entre si) é solugdo dessa

equagdo, entdo p é divisor de aq e q é divisor de a,,.
~ p . . ~ ~
Demonstragao: Como — € raiz da equagao, entao:
q

n n—1
(7% <]_)> + Ap—1 <§> + e + alg + ag — O (1)

q

Multiplicando ambos 0os membros por ¢, vem:

anp” + an 1 p" g+ Faipd” +agd" =0 (2)
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Isolando a,,p" e colocando ¢ em evidéncia em (2), vem:

ap" =—q | anp" '+ apd" P Fand" | (3)

(0%

Isolando a(q" e colocando p em evidéncia em (2), vem:

apg" = —p | ap" '+ anp" g+ +ard | (4)

5
Como ag, ay,- - ,a,, p € q sio todos inteiros, segue que « e S também sao, logo
a,p" = —qa e apq" = —pp, ou seja, q divide a,p" e p divide ayq”, portanto, como

p" e q (assim como ¢" e p) sao primos entre si, podemos concluir que ¢ divide a,, € p

divide ay.
[

Observacao 2.7. Segue do teorema acima que se um polindémio com coeficientes

inteiros tiver um nimero inteiro z como raiz, entdo z deve dividir o a.

O teorema acima nao nos garante a existéncia de raizes racionais de uma equagao
de coeficientes inteiros. Apenas, em caso de existirem raizes racionais, ele nos exibe

todas as possibilidades para tais raizes.

Exemplo 2.12. Vamos resolver a equagdo 2x* — 32% — 2> + 8x — 6 = 0, sabendo
que pelo menos uma de suas solugoes é racional.
A equacdo tem coeficientes inteiros com a, = 2 e ay = —6. As possiveis

raizes racionais sdo do tipo 2, sendo p divisor de —6 e q divisor de 2. Logo,
q
p € {-1,1,-2,2,-3,3,—6,6} e ¢ € {1,2,}. Entdo, as solucdes racionais da

11 33
equacdo dada pertencem ao conjunto {—1, 1,—-2,2,-3,3,—6,06, 55 T 5}
Testando cada um dos 12 elementos do conjunto obtido, concluimos que as solucoes
3

racionais sdo —5 el
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Primeiramente dividimos 2x* — 323 — x* + 8x — 6 por x + 5

2t — 313 — 22+ 8xr—6

—2x* — 323

3
x J—
2

— 62— 2> +8r—6
62 + 922

8x2+8x —6
—8xr2 — 12z

—4x — 6
4 + 6

0

23 — 622+ 8x — 4

obtendo um quociente 213 — 6x* + 8x — 4 e um resto 0.

Em seguida, dividimos 223 — 6% 4+ 8x — 4 por x — 1.

223 — 622 + 8x —4 r—1
—223 + 222 | 222 — dx + 4
—42% +8x — 4
42 — 4x
4o — 4
—4xr +4
0

As demais raizes do polindmio sdo as solucées da equagdo 2x*> — 4x +4 = 0. Entdo,

aplicando a formula resolutiva da equagdo do 2° grau obtemos as raizes 1 +1i e 1 —1.

Portanto, as raizes da equagdo 2x* — 32 —

3
2?2 +8x—6 = 0 sdo —5,1,1+i,1—2'.

Observacao 2.8. Segue imediatamente do teorema acima que se z é uma raiz inteira

de um polinomio com coeficientes inteiros, entdo z divide ay.

Exemplo 2.13. Ache as raizes inteiras de x> — 152> + 54x — 54 = 0.
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Temos que os coeficientes sdo inteiros, logo as possiveis raizes inteiras da equagao,

sdo os divisores de —b4, ou seja, pertencem ao conjunto
1,-1,2,-2,3,-3,6,—6,9, 9,18, =18, 27, =27, 54, —54.

Testando esses valores em p(z) = x> — 1522 + 5dx — 54 encontramos: p(1) # 0,
p(—=1) £ 0, p(2) # 0, p(—=2) # 0, porém, p(3) = 0. Isso significa que 3 é uma das
raizes da equacdo. Para encontrar as outras, basta dividir 3 — 15? 4+ 54x — 54 = 0

porx — 3.

x® — 152 + 54z — 54 r—3
—23 4+ 322 | 2% — 122 + 18

— 1222 + 54z — 54
1222 — 362

18z — b4

—18x + 54

0

As demais raizes do polindmio x* — 152° + 54x — 54 sdo as raizes da equagdo
x? — 12z + 18 = 0. Entdo, aplicando a férmula resolutiva da equagdo do 2° grau
obtemos as raizes 6 + 3\/§ eb— 3\/5, que ndo sdo inteiras. Portanto, a uinica raiz

inteira é o niimero 3.

Observacao 2.9. Como falado anteriormente, se ja conhecemos uma raiz de um
polinomio f podemos, por meio da divisdo, encontrar um polinémio q com grau
menor do que o de f cujas raizes sdo as outras raizes de f. Isso nos dd um método
interessante, embora ndo aplicdvel a todas as situagoes, para encontrar as raizes de

um polinémio.
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Capitulo 3

Formulas de Cardano-Tartaglia

Comecamos este capitulo lembrando alguns fatos sobre as equagdes do 2° grau.

Definicao 3.1. Uma equacdo do segundo grau é uma equacdo redutivel a forma
ax® + bx +c = 0, na qual a, b e c sdo constantes conhecidas (a # 0) e x € a

incognita.

A conhecida formula de Bhaskara para resolver esse tipo de equacgdo, a qual é
estudada no 9° ano do ensino fundamental pode ser deduzida utilizando-se técnicas

simples, como o completamento de quadrados:

ar’ +br+c=0 = a

b\? b b\? 12
= — | —— =0 = — ) - — =
a (x—l—Qa) 102 +c a x—|—2a) 4a—|—c
N +b 2 bz—4ac_0j +b 2_b2—4ac
“\* 2a 4a a “\* 2a ) 4a
b\> b — dac b V0?2 — dac
<x+2a> 4a? S 2a
—b+ Vb? — 4dac
=>Tr = %

Dessa maneira, a equacao dada possui as solu¢oes

B —b+ Vb? — 4dac —b — Vb? — 4dac

2a €= 2a

X1
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Note que:

—b+Vb? —4dac — b—Vb? — 4dac 2b b

b2—b2+4ac_ c

4a? a

2a 2a

p (—b—l—\/b2—4ac> <—b—\/b2—4ac>
_— {L‘lgj2 _—

Essas relacoes acima sdao conhecidas como as relagcoes de Girard.
Considere uma equacgio do 2° grau az? 4 bz +c = 0, a # 0 e sejam z; e 5 suas
solucoes. Assim:

b
ax2+bx+c:0(:>x2+—x+g:0(:>562—S:U+P:O
a a

Com isso, vemos que ao dividir os dois membros da equacao por a obtemos a

soma S e o produto P das duas raizes .

Observacao 3.1. Quando os coeficientes da equacao do 2° grau sdo nimeros sim-
ples, fica ficil encontrar dois numeros conhecendo sua soma e seu produto. SO para
dar um exemplo, considere a equacdo 32> — 8x + 5 = 0. Se fossemos aplicar as
relagdes de Girard na equacdo dada, vemos que ndo € tao simples encontrarmos dois
nimeros cuja soma seja 3 e cujo produto seja 3

Resolvemos assim: Primeiro passei o coeficiente a = 3 multiplicando o coefici-

ente ¢, transformando a equagdo inicial em outra equagao, veja:

302 —8r+5=0 < 22 —8xr+15=0

: . : —8 15
Depois apliquei as relagoes de Girard, x1 4+ xo = —(—1) =8exri1ry = 1= 15,
que nos da como raizes 3 e 5.
3 5
Por fim, dividi cada uma das raizes encontradas por 3, obtendo 3 =1le 3’ que

s30 as solucdes da equacdo 322 — 8z + 5 = 0.

A justificativa desse procedimento é que toda equacdo do 2° grau ax®+br+c = 0,

a # 0, pode ser escrita na forma 22 — Sz + P = 0,onde S = — e P = ¢
a a
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Assim, para a equacdo ax? + bz + ¢ = 0, a # 0 e cujas raizes sdo 7 e o, tem-se

— &
query +1ro=—e€nriro = —.
a

a
Para a equacio com a multiplicando o coeficiente ¢, 22 + bz + ac = 0, e que tem

raizes m e n, tem-se que m +n = —be mn = ac.
) m—+n mn
Comparando esses dois resultados, temos que 71 + 79 = e Trg = — .
a
m n
Fazendo — =z e — = y, obtemos:
a a
rn+ro = r+vy Yy=ry+r—=x
=
179 = Ty ™ro = IY

substituindo y na segunda equagao, obtemos:
rirg =x (r1+ 1y — ) = rirg = ary +ary — 2° = 2% — (r1 + 1) x + 1179 = 0.

Resolvendo essa equagdo do 2° grau, obtemos:

(r1 4+ 1r2) £4/(r — 7’2)2

Tr =

2
ou seja,
N+ Tro+1r1—17T9 27’1 r+71o—11+ 719 27’2
1 = = =T €eXy = = = T9.
2 2 2 2
Segue dai que se * = 1y, entdo y = 19 € se x = 79, entdo y = r1. Ou seja, as
. . . m n
raizes da equacao original sao — e —.
a a

3.1 A equacao do 3° grau

Nesta secdo apresentaremos um método para resolver equagdes polinomiais de
grau 3 introduzido em [12], com o qual também, podemos dedizir a férmula de
Cardano-Tartaglia para essas equacoes.

No inicio deste capitulo vimos que uma equacdo do 2° grau ax?® + bx + ¢ = 0
(a # 0) é equivalente a equagio 2> — Sz + P = 0, naqual S é asomae P é o produto
das duas raizes da equagao original. Sendo z; e x5 tais raizes, defina y = /x4 /2.

Assim:
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y3 = (\3/561 + \3/562)3
Y o= a1+ 3¢/ 03w+ 3 15 4 2o

Y = xl—l—xg-i—SM—i-Slex%
y = w1t a4 3T (Ve + i)
= BﬁijS

¥ — 3VPy—S=0

Ou seja, se 1 € x9 sdo as raizes de x> — Sxr+ P = 0, entdo Yy = Y1+ Y19 €
solugdo da equacdo y° — 3v/Py — S = 0.

Exemplo 3.1. Considere a equacdo > — 6y —9 = 0. Note que esta equagdo pode ser
reescrita como > — 3\3/§y —9=0. ParaP=8eS =9, temos que x> — Sz +P =0
se transforma em x> — 9z + 8 = 0.

Esta ultima equagdo tem por raizes os niimeros x1 = 8 e o = 1. Como jd vimos,
cada um desses niimeros possui 3 raizes ciibicas complexas que sdo: 2, —1 + /3i e
—1—/3i, paraz, =8 e, —% + \/752 e —% — %gl para xo = 1.

Note que \?/g = \‘Q/ﬁ = \S/x_l\?/@ e na equagdo estamos considerando \‘Vg = 2,
dessa forma, se pegarmos um valor z para raiz cubica de 8 e um valor t para raiz

ciibica de 1 tais que zt = 2, entdo z + t € raiz de > — 6y — 9 = 0. Note que:
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o (=1-3i) (—4+ i) =2
(1= V3i) (—3 =) = —14 VB £ 2
Dessa forma, as raizes sdo:

241 =3 (-1+v3i-3 i) = -3 - e (-1-v3i- L+ %) =

3 1 V3
_§‘|—72.

Consideremos a equacdo geral do 3° grau, a qual, sem perda de generalidade,
podemos supor que seja da forma 22 + ax? + bx + ¢ = 0.

Acima, vimos como resolver uma equagdo de 3° grau na qual o termo de grau 2
nao aparece. Vamos entao fazer uma substitui¢do, mudanca de variavel, na equacao
23 + ax? 4+ bx + ¢ = 0 que faga esse termo ser anulado. Primeiro, vamos tentar uma

mudanga do tipo x = y + d:

+d)’+aly+d’+by+d +c=0=

v+ 3y°d + 3yd* + d* + a (v + 2yd + d*) + by +bd +c=0 =
y® + 3y°d + 3yd® + d* + ay® + 2ady + ad®* + by + bd +c =0 =
y*+ (3d+a)y’ + (3d® + 2ad + b) y + d® + ad® + bd + ¢ = 0.

, a
Para que nio figure o termo em y?, basta termos 3d + a = 0, ou seja, d = —3

Dessa maneira, substituindo o valor de d na equacdo acima, obtemos:

3 3 ( 27
a? 2a°
:>y3+<—§+b)y + (2——54—6):0
:>y3+py+q =0
a? 2a°  ab
ondep=—§+beq=§—§+c.

51



3.1. AEQUACAO DO 3° GRAU CAPITULO 3. FORMULAS DE CARDANO-TARTAGLIA

Entdo para encontrar as raizes da equacio x>+ ax? 4 bz + ¢ = 0, basta determinar
a
as rafzes da equagdo y* + py + ¢ = 0 e soma-las com —3

Comparando as equagdes y°> — 3v/ Py — S = 0 e y° + py + ¢ = 0, obtemos:

f p P’
—3\5/?:p:>\3/_:—§:>P:——

27
q=—95

Dessa maneira, se ; e T sd0 as raizes da equacdo x> — Sz + P = 0, ou seja, de
3

2? + qv — % = Oentio y = /71 + /T3 éraiz de y> + py + ¢ = 0. As raizes da

3 2 3 2 3
equagﬁochJrqx—g—?:Osﬁoxl=—g+\/%+%ex2:—g—\/%+§—7,
logo:

5 G 5V ()
y\/2+\/<2+3+2 D+ (5)

Essa foi a solu¢ao de Cardano para encontrar uma das raizes de uma equagao

ctibica da forma ° + py + ¢ = 0.

3
Observaciao 3.2. Dados x1 e x5 raizes de x° + qx — . 0, existem 3 valores

possiveis para /x1 e 3 para /Ty, porém, nem sempreQZ produto de um valor de
v/x1 por um de /xs serd igual ao valor de /1119 = V/P que aparece na equacdo
y® — 3v/Py — S =0, ou seja, devemos ter NEIRAT —g.

No exemplo 3.1, tivemos 3 valores para \/x1 e 3 para /s, porém apenas 3 pares
(dentre os 9 possiveis) foram tais que o produto \J/r1/xy era igual ao valor de VP
que aparecia na equag¢do (no caso, esse valor era 2), cada um desses 3 pares nos
dava uma das raizes de y* — 3v/Py — S = 0. Dessa forma, a solucdo encontrada

por Cardano, a qual ficou conhecida como formula de Cardano, nos fornece todas
as raizes de y® — 3v/Py — S = 0.

Exemplo 3.2. Vamos resolver a equacdo x* — 6z — 40 = 0.

Segundo o método descrito acima, temos que p = —6 e ¢ = —40. Entdo apli-
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cando a férmula, obtemos:

340 (—40)*  (=6)° 3|40 (—40)*  (—6)°
T\ 2 +\/ 1 w \2 VT T
= {’/20 +1/392 + {’/20 — /392

_ {’/20+14\/§+ {’/20—14\/5.

Note que um dos valores de V20 + 144/2 6 2++/2, pois (2 + \/5)3 = 204 14+/2
e um dos valores de \/ 20 — 14/2 é 2 — /2, pois (2 — \/5)3 = 20 — 14v/2.

Como o produto desses dois valores é (2 + \/5) (2 — \/§) =4 -2 =2 =
— (—g) = —g, temos que v = 2 + V2 + 2 — /2 = 4 é uma das raizes de

23 — 6x — 40 = 0.

Para encontrar as outras, podemos calcular todos os valores de \3/ 20 + 14v/2 e
v/ 20 — 14+/2 e ver para quais pares o produto seria igual a 2 ou podemos usar o

método descrito no capitulo 2 e efetuarmos a divisdo de x> — 6x — 40 = 0 por x — 4:

23— 6x — 40 xr—4
—23 + 422 | 2?2 + 42 + 10
4% — 62 — 40
—42% + 162
10z — 40
—10x + 40
0

—4+ V42 -4x1x10
2% 1 B

Resolvendo a equagdo x*+4x+10 = 0, obtemos x =

—44+/16—40 —4++/—24 —4+2V6i _
5 — > — > = —2 4 iV/6.
Dessa maneira, as trés raizes sdo 4, —2 + \/6i e —2 — /6.

Exemplo 3.3. Vamos encontrar as raizes da equacdo x> — 62> + 6z — 5 = 0.
Essa equagdo ndo estd na forma x> + px + q = 0, entdo ndo podemos aplicar

diretamente a férmula de Cardano. Na equacdo x> — 62 + 6z — 5 = 0, temos que
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os coeficientes sdo a = —6, b = 6, c = —5. Com isso, temos que:
2 —6 2
p:—%—l—b:—( 3) +6=—-12+6=—6
2a3 ab 2(—6)3  (—6)6
1= %7 "3 7T T 3 *

Agora vamos encontrar as raizes da equacdo y° —6y—9 = 0, aplicando a férmula

de Cardano, obtemos:

= VB+V1l=2+1=3

Dessa maneira, 3 é uma das raizes e para encontrar as outras duas, basta dividir

y? — 6y — 9 = 0pory — 3.

y’ —6y —9 y—3
—3 + 3% | y* + 3y +3
3y? — 6y — 9
—3y% + 9y
3y —9
—3y+9
0
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As outras raizes de > — 6y — 9 = 0 sdo as raizes de y*> + 3y + 3 = 0, ou seja,
—3 4+ /3i
5 :

Assim, as raizes da equacdo x° — 6% + 62 — 5 = 0 sdo do tipo x = y — E, em

3
que

pamy:?),temosx:?)—(?):3+2:5.

-3 31 1+:v/3
,temosx:+—ﬂ+2:+—z\/_.

. 2 . 2.
—3—+/3i —3— 3@_1_2:1—2\/5.
2 2 2

Portanto, as raizes da equacdo 23 — 622 + 6x — 5 = 0 sdo:

1—iv3  1+4V3
(& .
2 2

5,

3.2 A equacao do 4° grau

3.2.1 Asrelacoes de Girard para equacoes do 3° grau

Considere a equacdo do 3° grau ax® + bx® +cx +d = 0, a # 0, e seja 11, To € T3

suas raizes. Pelo que foi visto no capitulo 2, podemos escrever:

ar’ + b’ +er+d = a(z—x1) (v —22) (x — 23)
b c d
3 Vo2 ¢ a4 _ _
e e (x —21) (x — 22) (x — x3)
3, by ¢ d 3 2
x +ax -l—ax-l-a = 2° — (21 + 22+ 23) ° + (122 + 123 + ToX3) T — T 12973
Dai,

(

b
—(:13‘14—.’/32—1—233):5

C
1T + T1X3 + Toxg = —
a

d

— X123 — —
a
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Temos, entdo, que as raizes x;, T» € w3 da equacdo 3° grau az® + bax? +cx +d = 0,

a # 0, sdo tais que:

( b
T + i) + r3 = ——
a C
Q X1T9 + T1XT3 + Toky = —
a
d
T1X9X3 = ——
\ a

Exemplo 3.4. Vamos resolver a equagdo x° — 4x* + x + 6 = 0, sabendo que uma
das raizes é igual a soma das outras duas.

Das relagoes de Girard, podemos escrever:

—4
$1+$2+$3:—¥:4
—6
T1X9x3 = T = —6

Como uma das raizes ¢ igual a soma das outras duas, entdo temos x1 = Ts + T3.

Substituindo esse valor nas equacoes acima, obtemos:

To+x3+ 219 +23=4 N 209 + 213 =4

=
(ZCQ + CL‘3) Toxg = —6 (SUQ + 563) Toxg = —6
Ty + x3 =2 o+ x3 =2
=
(.CCQ + [Cg) Ty = —6 Ty = -3
Resolvendo o sistema encontramos xo = —1 e x3 = 3. Voltando para v, =
To + x3, temos r1 = —1+ 3 = 2.

Portanto, as raizes da equacdo x> — 4> + x + 6 = 0 sdo —1, 2 e 3.

3.2.2 Resolvendo a equacao do 4° grau

Para encontrarmos as solu¢des da equacado ot 4 az® + ba® + cx +d = 0, vamos

considerar uma equagio auxiliar do 3° grau 2° — Sx? + Syz — P = 0, cujas raizes
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sd0 x1, To € T3 € que satisfazem x; + xo + x3 = S, T1X9 + xox3 + T3 = Sg €
r1xox3 = P. Defina y = /21 + /22 + /x3. Dessa forma, temos:

Yy = 11+ /22 + /T3, ou seja,
v' = (VI VT2 +T3) = a1+ 22 + 23+ 2 (VT3 + /T3 + /TaT3)

e assim:

y?—5
2

elevando ao quadrado ambos os lados dessa igualdade obtemos:

= \/1'11'2 + \/1'1373 + \/1'255'3

y* — 2Sy% + 52
1 = 179 + 1173 + Tox3 + 24/T 12073 (\/56'1 + /T2 + \/56‘3) ,

ou seja,

yt —25y2 + 5% = 4[x1xo + 2123 + Toxs + 20/T 10973 (VT1 + VT2 + /T3]
" (Sd + 2\/Fy)

= 45, + 8\/Fy
E, finalmente:
yt —28y* —8VPy+S*—45,=0. (1)

Dada a equacdo z* + ax® + bx? 4 cx +d = 0, fagamos uma substitui¢io z = y +¢

de modo que a nova equacdo em y ndo tenha o termo em y°.

(y+t) +aly+t)’ +by+t)+ecly+t)+d = 0=
yt + 35t + 3y3% 4yt + 5t + 3% +
t* + ay® + 3aty® + 3at*y + at® + by + 2ty +bt* +cy +ct+d = 0=
y' + (4t + a)y® + (62 4 3at + b)y® +
(4% + 3at* + 2bt +c)y + (t* +at® + bt +ct +d) = 0
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Para que a equacio acima ndo tenha o termo em 3>, devemos ter t = —%. Assim,
a equacao fica
y' ki ey + ks =0, (2)
onde k; = 6t2 + 3at + b, ke = 413 + 3at> + 2bt + ce ks = t* + at® + bt> + ct + d.

Assim, comparando as equacoes (1) e (2), obtemos:
1

—25 = ky,ouseja, S = 5 (3)
_ . . kQ . . o (]{2)2
—8V'P = ky, ou seja, V'P = —=* 0 que implicaem P = >2 (4)
(k1)* — 4ks

e S? — 45, = ks, ou seja, Sy = (5)

Assim, substituindo (3), (4) e (5) na equagdo z° — Sz + Sgz — P = 0, obtemos
I 2 2
ki o (R)”—dks - (ko)
2 16 64
Resolvendo essa equagio obtemos raizes 1, w2 € x3 tais que y = /T1 + /T2 + /73

>+ = 0.

e que satisfaz a equagdo y* + k1y? + koy + k3 = 0.

Desse modo, para obter as raizes da equacdo z* + ax® + bz + cx +d = 0, basta
diminuir % das raizes de y* 4 k1y? + koy + k3 = 0.

Existem dois valores para /1, dois para /75 e dois para ,/x3, assim existem
8 valores possiveis para /1 + /T2 + /T3, porém apenas para os valores de /71,
VT2 € /T3 tais que /T1,/T2\/T3 = —% teremos que /71 + /T2 + /73 € raiz da

equacao de 4° grau.

Exemplo 3.5. Vamos encontrar as raizes de x* + 423 + 822 — 8z +4 = 0. Fazendo

a substituicdo x = y — 1, obtemos y* + 2y*> — 16y + 17 = 0. Seguindo o método

descrito acima, temos ky = 2, ky = ~16 ¢ ky = 17. A equagdo auxiliar é 1%+ = %+
k1)? — 4k )2

(1)1—6356 - —( 61) = 0= 234 2% — 4o — 4 = 0, cujas raizes sdo r1 = —1,

Tog=—2ex3=2

As raizes quadradas de —1 sdo i e —1, as de —2 sdo V2i e —\/2i e as de 2 sdo \/2
e -\/2 (sabemos que na caso real a raiz de quadrada de x é um niimero real positivo

que elevado ao quadrado resulta em x, mas no caso complexo considera-se a raiz

ko
quadrada de x como todas as solucées em r de r* = x) temos que B 2.
Vamos testar os valores de \/x1, \/Ts € \/T3 para os quais \/T1/Ta\/T3 = 2:
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o para i, \/2i e /2, temos: i(\/2i)(v/2) = —2

* para i, \/2i e —/2, temos: i(\/2i)(—V2) = 2

e parai, —/2i e \/2, temos: i(—/2i)(\/2) = 2

* parai, —/2i e —\/2, temos: i(—/2i)(—/2) = —2

o para —i, \/2i e /2, temos: i(/2i)(v/2) = 2

* para —i, \/2i e —\/2, temos: —i(v/2i)(—V2) = —2

* para —i, —/2i e \/2, temos: —i(—/2i)(v/2) = —2

e para —i, —/2i e —\/2, temos: —i(—/2i)(—/2) = 2

Dessa forma, as raizes da equagdo y*+2y> — 16y +17 = 0 sd@o —v/2+ (1+ \/5) 1,
V2 4+ (1 —V2)i, V2 + (V2 — 1)i e =2 + (=1 — \/2)i e assim, as raizes de
at + 4% + 822 — 8z +4 = 0sdo —1 — V2 + (1 +v2)i, =1 + V2 + (1 — V?2)i,
—1+vV2+ (V2 -1ie—1—V24+ (=1 —2)i.

Observacao 3.3. Para polinomios de grau maior do que ou igual a 5 ndo existe
método ou formulas algébricas para encontrar suas raizes. Isso é o que garante o

teorema de Abel-Ruffini, para o qual existem vdrias demonstracoes, todas usando

matemdtica bastante avancada. (Para mais detalhes ver [14]).
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