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(Johannes Kepler)



Resumo

A Geometria é considerada a ciéncia dos espacos pois através dela podemos visua-
lizar conceitos abstratos com os olhos da mente. Ela é capaz de estimular uma grande
capacidade de deducao e raciocinio. Além disso, através de uma analise de livros dida-
ticos adotados no ensino basico poderemos ter nocao de como tais obras apresentam
e desenvolvem o estudo da circunferéncia. Em uma tabela comparativa, observaremos
por meio de critérios relacionados ao estudo da circunferéncia, de que modo cada livro
aborda o assunto. Evidenciando a abordagem geométrica, revisaremos alguns concei-
tos fundamentais como a construcao da mediatriz de um segmento, a bissetriz de um
angulo, uma reta perpendicular a outra entre outros conceitos basicos. Faremos um
estudo sobre Apolénio, o seu historico e suas contribuicdes para o estudo da Geome-
tria, e algumas solucoes de seu problema para encontrar uma circunferéncia tangente
a trés objetos. O desenvolvimento deste trabalho demonstrara que diferentes aborda-
gens, analitica ou geométrica, podem levar ao mesmo resultado, sendo importante ao

estudante ter acesso e dominar ambas para seu maior aproveitamento escolar.

Palavras-chave

Geometria, Tangéncia, Circunferéncia, Apolonio



Abstract

Geometry is considered the science of spaces because through it we can visualize
abstract concepts with the eyes of the mind. It is able to stimulate a big deduction and
reasoning ability. In this work, we will focus on the study of tangent circumferences.
For this, it is important to know how to find, in an analytical way, a point of tangency
using its equations and how we can study the problem of circumference tangency using
the geometric construction, based on its centers and by a common line. Moreover,
through a brief analysis of textbooks used in basic education we can have an idea
of how such works present and develop the study of circumference. In a comparative
table, we will observe trough the criteria related to the study of the circumference, how
each book approaches the subject. Focusing on the geometric approach, we will review
some fundamental concepts such as the construction of the perpendicular bisector of
a segment, the bisector of an angle, a line perpendicular to another and other basic
concepts. We will make a study about Apollonius, his history and his contributions to
the study of geometry, and some solutions of his problem to find a circumference tangent
to three objects, we can work several different ways to construct it. The development
of this work will demonstrate that different approaches, analytical or geometric, can
lead to the same result and that it is important for the student to have access to and

master both for greater achievement in school.

Keywords

Geometry, Tangency, Circumference, Apollonius
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1 Introducao

H4 anos a Geometria ¢ uma ciéncia que vem sendo apreciada e estudada por sua beleza
e complexidade. A Geometria é considerada a ciéncia dos espacos pois trabalha com
formas e medicoes. Além disso, ela possibilita aos estudantes desenvolver sua capa-
cidade de raciocinar, levantar hipoteses e de visualizar conceitos abstratos. Segundo
os Parametros Curriculares Nacionais 7], o ensino da Geometria tem o objetivo de
proporcionar aos estudantes uma primeira reflexao de situacoes problemas através da
experimentacao, deducao e construcao. Deste modo, a compreensao de tais situagoes
seriam mais autoénomas e carregadas de significados.

Uma vez reconhecida a importancia dos estudos geométricos, é vital analisar quais
abordagens estao sendo ofertadas aos alunos da educagao bésica na atualidade. Pro-
blemas envolvendo situacoes abstratas dispoem de duas perspectivas quanto a sua
resolugao: analitica e construcao geométrica. Nao se pode destacar uma abordagem
como sendo mais eficiente que a outra. Todavia, seria um grande prejuizo ter uma visao
unilateral dessas resolucoes e dar énfase tanto no ensino como nos materiais didaticos,
visto que o objetivo ¢ um completo dominio do raciocinio loégico-matemaético por parte
dos estudantes.

Neste trabalho discutiremos de que maneiras a construgao geométrica apresenta-
se como uma proposta pedagogica eficiente no ensino de Geometria. Utilizaremos o
problema de tangéncia de circunferéncia como referencial nesta analise. Para isso,
apresentamos no Capitulo 2 as abordagens mais comuns para a solug¢ao de problemas
de tangéncia no Ensino Basico.

No Capitulo 3, serd apresentado um estudo comparativo de obras utilizadas nos
sistemas de Educacao Basica brasileiro na disciplina de matematica. Visto que o con-
tetdo referente ao estudo da circunferéncia e os problemas que envolvem sua tangéncia
sao avaliados no tltimo ano do ensino médio, focalizou-se a atencao no volume 3 de
cada colecao. Assim, por meio de uma analise dos livros didaticos pretendemos anali-
sar de que forma cada autor apresenta o estudo da circunferéncia e qual abordagem é
realizada no Ensino Bésico.

No Capitulo 4, apresentaremos alguns conceitos basicos de Geometria que serao
relembrados no decorrer do capitulo, a fim de auxiliar o entendimento geométrico das
situagoes propostas no Capitulo 5, onde, apos um breve historico, apresentaremos dez
solucoes para os problemas de tangéncia de circunferéncias propostos por Apolonio.

Observamos que a solucao dos problemas de Apolonio pode ser uma interessante
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opcao de atividade para o exercicio da construcao de circunferéncias nas salas de aula.

Em suma, este trabalho visa apresentar o problema da tangéncia de circunferéncia
sob diferentes primas. Este conhecimento possibilitard entender as situacoes nao se
restringindo apenas a uma visao analitica mas dando lugar também a abordagem de

construgao geométrica.
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2 Abordagens para o problema de tangéncia de cir-

cunferéncias

Neste capitulo vamos analisar as principais abordagens do estudo da tangéncia de
circunferéncias. Veremos as diferentes perspectivas que o problema da tangéncia de
circunferéncia podem ser estudado, a saber, a abordagem analitica e a construcao
geométrica. Neste contexto, serd apresentada a equacgao da circunferéncia como meio de
representacao dos elementos que a constituem. Em seguida, visualizaremos os mesmos
elementos por meio da construcao geométrica. A compreensao de tais abordagens nos

permite perceber caminhos diferentes para se alcangar o mesmo resultado.

2.1 Abordagem analitica

A abordagem analitica do problema de tangéncia é extensamente utilizada no Ensino
Basico e nos ajuda a estudar valores especificos da circunferéncia. Através das equa-
coes da circunferéncia podemos encontrar valores como: as coordenadas do ponto de
tangéncia, o valor do comprimento do raio ou até mesmo a medida da distancia entre
os centros de duas circunferéncias.

Dizemos que duas circunferéncias sao tangentes entre si, se possuem apenas um
ponto em comum. Observe que, analiticamente, duas circunferéncias podem ser repre-

sentadas pelas equacoes:
)\11 (X — .CEl)Q + (Y — y1)2 = R% [§] )\21 (X — .1'2)2 + (Y — y2)2 = R%

O ponto de tangéncia entre \; e Ay é dado pela resolucao do sistema:

(X —z1)?+ (Y —p1)? = R} (1)
(X = 22)? + (Y —92)? = RS (II)
Resolvendo cada uma das poténcias de ambas as equacoes, (I) e (II) temos:
(1) X2+Y2%2—-2Xz, —2Yy + (23 + 93 — R2) =0
(I1) X2+ Y2 —2Xzy —2Yyo + (23 +y2 — R%) =0
Subtraindo a equacio (I) da equacdo (II), obtemos a equagao da reta 7:
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(r) 2X(wg — 1) +2Y (y2 —9n) + (25 — 23 + 97 —y5 + R — R3) = 0.

Fazendo novamente um sistema entre uma das equacoes das circunferéncias e a

equagao da reta encontrada temos:

(X —2)* + (Y =)’ = R}
2X (zg — 1) +2Y (o — 1) + (2] — 23 + 47 — 453 + R} — R3) = 0.

Fazendo a substituicao da equacao da reta na equacao da circunferéncia encontra-
mos uma equacao quadratica em tnica varidvel. Esta equacgao terd solucao tinica se, e

somente se, o discriminante A for igual a zero.

Exemplo 1. As equagoes (z + 1)> +y> =1 e (x — 2)? + y*> = 4 representam duas
circunferéncias cujos centros estao sobre o eixo das abscissas.
Se existir, o ponto de tangéncia das circunferéncias € obtido através da resolu¢ao
do sistema de equacoes abaixo.
(x+1)2+y? =1, 22+ + 22 =0, 22 +y? + 22 =0,
= =
(x—2)2+9y*> =4 2 +y*—2x=0 r=0

Tomando x = 0, temos a expressao:

P4y +2w=0=>y=0=>2=0 ¢ y=0,

€ o ponto de intersecao.

A Figura 1 representa geometricamente a solucao supracitada no plano cartesiano.

Figura 1: Representagao geométrica da solucao.
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Exemplo 2. (UNIFOR - CE) As circunferéncias de equacdes (1-+2v/2)%+(y—2v/2)? =
4 e 2% + y? = 4 sdio tangentes entre si. Com efeito, as coordenadas de seu ponto de

tangéncia podem ser encontradas resolvendo o sistema abaizo.

(z +2v2)2 + (y — 2v/2)2 =4

2+ y? =4

22+ + 42 — dyv2 = —12

Usando o método da substituicio, encontramos x = —/2 e y = /2. Portanto o ponto
de tangéncia tem coordenadas (—\/5, \/5) Na Figura 2, temos o ponto A que ilustra a

solucao.

"1
NI

Figura 2: Representagao geométrica.

2.2 Tangéncia entre duas circunferéncias usando uma reta tan-

gente comum

Uma vez que se entende analiticamente a situacao problema, é vélido considerar a
percepcao através da construgao geométrica. Esta abordagem permitird a visualizagao
das mesmas situagoes problema envolvendo a tangéncia de circunferéncias, por meio
de figuras geométricas.

Seguindo este raciocinio, e o fato em que uma reta é tangente a uma circunferéncia
quando ela toca em apenas um ponto da mesma, vamos ver algumas situagoes em que

temos uma reta comum tangente a duas circunferéncias.
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Definicao 1. Uma reta que € tangente a duas circunferéncias ao mesmo tempo é
denominada de reta tangente comum. Fssas retas podem ser: retas tangenles comuns

nternas e retas tangentes comuns externas.

Perceba que quando temos duas circunferéncias distintas e que a distancia entre seus
centros é maior que soma dos raios, as retas podem ser comuns internas ou externas,

como vemos nas Figuras 3 e 4.

Figura 4: Retas tangentes comuns externas.

No entanto, temos uma outra situagdo em que as duas circunferéncias sao tangentes
entre si e podemos ter uma reta tangente a ambas no mesmo ponto de tangéncia, como

podemos observar na Figura 5.

Figura 5: Reta tangente comum a duas circunferéncias tangentes.
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Partindo deste ultimo caso, vamos construir circunferéncias tangentes usando como
base uma reta. Entao, dada uma reta e um ponto qualquer pertencente a ela, podemos
construir duas circunferéncias tangentes entre si tendo este ponto em comum.

Geometricamente as posicoes entre as duas circunferéncias podem ser tangentes

externamente ou internamente.

(i) Circunferéncias tangentes externamente:

Tome f uma reta e B um ponto que pertence a esta reta, por B podemos tragar
uma circunferéncia A\; tangente a f. O centro da circunferéncia esté sobre a reta
perpendicular a f passando por B. Observe que no outro semiplano em relagao
a reta f podemos tracar uma nova circunferéncia A tangente a f passando por
B. Assim temos que as duas circunferéncias A; e A possuem apenas o ponto
B em comum ou seja elas sao tangentes entre si. Note ainda que o raio de \;
é perpendicular a reta f em B e o raio de A\; é perpendicular a reta r em B.
Portanto temos que os centros das circunferéncias tangentes e o ponto B sao

colineares, assim observamos na Figura 6.

Figura 6: Circunferéncias tangentes externamente.

(ii) Circunferéncias tangentes internamente:

Tome uma reta f qualquer e B um ponto que pertence a esta reta, podemos
tracar uma circunferéncia A\; tangente a f em B. Para se construir essa circun-
feréncia devemos primeiro construir uma reta g perpendicular a reta f no ponto
B, o centro da circunferéncia \; vai estar sobre a reta g visto que o raio da cir-

cunferéncia forma 90° com a reta tangente. Com centro em A e passando por
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B temos a circunferéncia \; tangente a reta f. Queremos construir uma nova
circunferéncia A\ tangente internamente a circunferéncia A\; no ponto B. Como
a reta g forma 90° com f entdao o centro da circunferéncia A\ pertence a reta g.
Tomando um ponto C' em g de modo que a distancia de C' a B seja menor que
a distancia de A a B, construimos a circunferéncia A de raio C'B. Como o ponto
B é tnico que pertence as duas circunferéncias A\; e A, logo elas sao tangentes
em B. Portanto, temos que os pontos A, B e C sao colineares, como destaca a

Figura 7.

Figura 7: Circunferéncias internas tangentes a uma reta comum.

Exemplo 3. Observe a circunferéncia de centro A(—1,3) e raio 2cm tangente a uma
reta no ponto B(1,3), vamos determinar o contro C de uma outra circunferéncia de
rato 1cm tangente a circunferéncia de centro A no ponto B.

O centro C que queremos encontrar estd sobre a reta que passa por A e B. Assim,
partindo de B trancamos um segmento de comprimento 1cm externo a circunferéncia
de centro A para encontrarmos o ponto C.

Partindo de C, tracamos a circunferéncia de rato 1cm tangente a circunferéncia
de centro A no ponto B. Observe que os pontos A e B possuem a mesma ordenada e
portanto o ponto C que estd sobre a mesma reta também terd. Como a distdncia entre
B e C € de 1ecm concluimos que a abscissa de C € 2.

Portanto as coordenadas do centro da circunferéncia tangente a circunferéncia de

centro A € C(2,8) como ilustrado na Figura 8.
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Figura 8: Circunferéncias tangentes a uma reta comum

Exemplo 4. Dado um ponto C(a,0) por onde passam duas retas tangentes a duas

circunferéncias, poderemos determinar o valor de a, sendo a € R, a # 0.

2 E
D
1
\—m .
NQ
1
-2

Figura 9: Retas passando por um ponto e tangentes a duas circunferéncia.

Como observamos na Figura 9, o segmento CE € tangente as duas circunferéncias
nos pontos D e E respectivamente. Nessas condigoes, temos que os segmentos AD e
BFE sao paralelos e os tridngulos CDA e CEB sao semelhantes. Portanto, utilizando a

semelhanca de tridgngulos temos que:

CA_AD _ CTA 1
CB BE CA+3 2

20A=CA+3=CA=3.

Como a = CA+ 1, temos que a = 4.
Observe que o ponto C(a,0) estd a esquerda do eizo y, conforme observamos na Figura

9, logo a = —4.
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2.3 Tangéncia de duas circunferéncias e a propriedade da co-

linearidade dos centros

Definicao 2. Dizemos que duas circunferéncias sao tangentes externas quando pos-

suem somente um ponto em comum e uma € exterior a oulra.

Definicao 3. Dizemos que duas circunferéncias sao tangentes internas quando pos-

suem apenas um ponto em comum e uma estd no interior da outra.

A propriedade a seguir apresenta uma melhor compreensao na construcao de duas

circunferéncias tangentes.

Propriedade 1. Duas circunferéncias sao tangentes, se e somente se, os centros delas

sao colineares com o ponto de intersecao delas.

Demonstracao 1. Seja \; uma circunferéncia de centro A tangente externamente em
B a outra circunferéncia A de centro C'. Note que por B podemos tracar uma reta g
tangente as duas circunferéncias. Tracando o raio da circunferéncia \i observamos
que ele forma um dngulo de 90° com a reta g no ponto de tangéncia B. O mesmo
acontece se tracarmos o raio da circunferéncia X\, o mesmo € perpendicular a reta g
no ponto de tangéncia B. Portanto, os raios das circunferéncias A\, e A\ pertencem a

mesma reta f. Logo os pontos A, B e C' sao colineares, como na Figura 10.

Figura 10: Tangentes externas.

Demonstracao 2. Seja A\ uma circunferéncia de centro A tangente internamente
em B a outra circunferéncia A\ de centro C. Note que por B podemos tracar uma
reta f tangente as duas circunferéncias. Sabendo que o raio de uma circunferéncia é
perpendicular a reta tangente no ponto de tangéncia, entao os raios das circunferéncias

A1 e X sao perpendiculares a reta f no ponto B. Como os raios das duas circunferéncias
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estao contidos no mesmo semiplano e sao perpendiculares a reta f no mesmo ponto B,
como vemos na Figura 11, entdo os pontos A, B e C sdo colineares, portanto A, B e

C' pertencem a mesma reta g.

Figura 11: Tangentes internas.

Por outro lado, se duas circunferéncias tem um ponto em comum e seus centros sao

colineares a esse ponto, temos duas situagoes:

(i) O ponto de tangéncia esta entre os dois centros:

Sejam \; e ), duas circunferéncias que possuem um ponto P em comum e coli-
neares com seus centros, como na Figura 12. Como P esta localizado entre os
centros das circunferéncias e é o tinico ponto que pertence as duas, logo as duas

circunferéncias A\; e A sao tangentes externamente no ponto P.

Figura 12: Circunferéncias com um ponto comum entre os centros.

Consequentemente, a distancia entre os centros de duas circunferéncias A\; e A

tangentes externamente ¢ a soma das medidas de seus raios.

(ii) O ponto de tangéncia ndo esta entre os dois centros:

Sejam \; e A, duas circunferéncias que possuem um ponto P em comum e coline-

ares com seus centros, como na Figura 13. Como P nao esta localizado entre os
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centros das circunferéncias e ¢ o tinico ponto que pertence as duas, logo as duas

circunferéncias \; e A sdo tangentes internamente no ponto P.

Figura 13: Circunferéncias em que o ponto comum nao esta entre os centros.

Consequentemente a distancia entre os centros de duas circunferéncias A; e A

tangentes internamente ¢ a diferenga das medidas de seus raios.

Os exemplos a seguir demonstram situacoes em que resolvemos problemas envol-
vendo tangéncia da circunferéncia abordagens juntamente com a propriedade de coli-

nearidade dos centros.

Exemplo 5. Seja A\, uma circunferéncia de centro B dada. Neste caso, encontraremos
A1 de centro A tangente a .

Seja A\ uma circunferéncia dada de centro B e raio qualquer. Pela propriedade, se
uma outra circunferéncia N\ de centro A € tangente a A em um ponto, os centros das
duas circunferéncias sao colineares a esse ponto de tangéncia. Neste caso teremos duas
possibilidades, A\ e A sao tangentes externas ou \y e X sao tangentes internas.

A Figura 1/ representa a primeira possibilidade, onde \ € a circunferéncia de centro

B dada e \y € a circunferéncia de centro A construida tangente a A externamente.

Figura 14: Situacao em que o ponto de tangéncia estd entre os centros.
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A Figura 15 representa a seqgunda possibilidade, onde X € a circunferéncia de centro

B dada e \y € a circunferéncia de centro A construida tangente a A internamente.

Figura 15: Situacao em que o ponto de tangéncia nao esta entre os centros.

Exemplo 6. A circunferéncia de centro (0,8) é tangente exteriormente & circunferén-
cia de equacio (x — 5)? + (y + 4)* = 49. Nesta situagdo, as coordenadas do ponto de
tangéncia € obtido resolvendo o sistema abaizo.

Observe que as circunferéncias sao tangentes exteriormente, logo, a distdncia entre
0s centros € a soma das medidas dos raios. Chamando de A o centro da primeira
circunferéncia e de B o centro da sequnda temos que as coordenadas de A sao, A =
(0,8) e B = (5,—4). Portanto, encontrando o raio da primeira circunferéncia podemos
encontrar a sua equagao.

Para determinarmos o raio da primeira circunferéncia, vamos primeiro determinar

a distdncia dag entre seus centros.

dap = /(0 —5)2+ (8 +4)2 = /25 + 144 = 13

Como a distdncia entre os centros é 13 e o raio da sequnda circunferéncia é 7,
temos que o raio da circunferéncia de centro A € 13 — 7 = 6. Portanto, a equacdo da
circunferéncia é r* + (y — 8)? = 62,

Para resolver a sequnda parte do problema devemos formar um sistema com as duas
equacoes das circunferéncias dadas.

(x —5)% + (y + 4)* = 49, 22 +y? — 100 + 8y = 8,
= =
2+ (y — 8)? = 36 22 +y? — 16y = —28
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2?2 + 9% — 102 + 8y = 8,

—10x + 24y = 36
_ 1845 s
Tomando y = =552*, temos a expressao:

18 4+ 52\ 18 + 5z
2
-1 . =
x—i-( G ) 03:—1—8( B > 8 =

r=2,31ey=246.

A Figura 16, ilustra a solugao desse sistema.

N,
>

-10 4

Figura 16: Circunferéncias tangentes externas.

Exemplo 7. Sdo dadas duas circunferéncias, uma de centro (0,5) e a outra de equagao
(—6)?+(y+3)* = 9 tangentes internamente. Calculando a distancia entre seus centros
obteremos a equacdo da circunferéncia de centro (0,5).

Como as duas circunferéncias sao tangentes internas, a distancia entre os centros €
igual ao mddulo da diferenca entre os raios, como vemos na Figura 17. Assim devemos
encontrar primeiro a distdncia entre os centros.

Sendo A = (0,5) e D = (3,2), temos que:
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dap =/ (0-3)2+(5-2)2 =9 +9 =3V2.

Observe que o raio de uma das circunferéncias é 2v/2 e a distancia entre 0s centros
€ 3\/57 logo o raio da outra circunferéncia é R = 2v/2 + 3v2 = 5V/2.
Portanto, a equacao da circunferéncia de centro (0,5) e R=17T é:
2?2+ (y — 5)% = 50.

Figura 17: Circunferéncias tangentes internamente.

Sendo assim, vimos através das diferentes abordagens, caminhos distintos para se
analisar o problema da tangéncia de circunferéncias. E vital apresentar aos estudantes
todas as opcoes disponiveis a fim de ampliar o modo de acessar tais situacoes problema.

Posto isto, no capitulo que se segue analisaremos de que maneira o topico que
envolve o estudo da tangéncia de circunferéncias é inserido no curriculo escolar da
Educacao Bésica. Tal analise serda apresentada através da avaliagao dos materiais

didaticos utilizados nas instituicoes de educacao do sistema ptublico de ensino brasileiro.
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3 Uma analise das abordagens nos livros didaticos

A fim de perceber a recorréncia e aplicabilidade do estudo da circunferéncia na Edu-
cacao Basica, é essencial tracar um panorama dos materiais didaticos utilizados es-
pecialmente no Ensino Médio. Neste capitulo, analisaremos tais abordagens a fim de
reconhecer metodologias atualmente utilizadas para o ensino da circunferéncia.

E digno de nota que as cole¢bes que serdo analisadas ja foram ou estdo sendo
adotadas como material didatico das instituicoes educacionais de ensino publico no
Brasil. Todas sao compostas por 03 volumes bésicos, os quais sao direcionados a cada
ano do Ensino Médio, respectivamente. Todavia, sera focalizada a atencao para o
volume 03 de cada obra onde pode-se identificar a abordagem do estudo de GGeometria
Analitica. Dentro dessa abordagem, observaremos, dentre outros aspectos, situagoes

problemas nas quais se insere o estudo da circunferéncia.

3.1 Matematica: Ciéncia e Aplicacoes de Gelson Iezzi (2004)

MATEMATICA

Ciéncia e Aplicacoes

w
)
=
<)
w
<
w

MINISTERIO

DA EDUCAGAO

GELSON [EZZI
OSVALDO DOLCE
DAVID DEGENSZAJN
ROBERTO PERIGO
NILZE DE ALMEIDA

ﬁ
=
AL

ebioRA

Figura 18: Matematica: Ciéncia e Aplicacdes.

Nesta obra, Iezzi destina um capitulo apenas para o estudo da circunferéncia vide
[3]. O autor, destaca: a equacao reduzida da circunferéncia, a equacdo geral, tangén-
cias, posicoes relativas entre ponto e circunferéncia e posicoes relativas entre reta e
circunferéncia. Apos a abordagem dos topicos citados por meio de exemplos e questoes
resolvidas, lezzi complementa a fixacao do contetdo trazendo questoes de vestibulares

que envolvem o contetido do estudo das circunferéncias.
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O livro Matemdtica: Ciéncias e Aplicagoes esclarece como podemos desenvolver a
equacao reduzida da circunferéncia usando a distancia entre dois pontos, conforme o
autor direciona o entendimento em capitulos anteriores. Em seguida, usando a dis-
tribuicao dos produtos notéaveis, se conduz o leitor ao entendimento da expressao que
conhecemos como equagao geral da circunferéncia.

Evidenciando a atencao nas posicoes relativas entre um ponto e uma circunferéncia,
em [3] se faz um estudo detalhado das trés possiveis posi¢oes existentes. O autor pontua
que ao usar a distancia entre dois pontos e o comprimento do raio como referencial,
pode-se distinguir se um ponto é interno a circunferéncia, se pertence a circunferéncia
ou se 0 ponto é externo a circunferéncia.

Ao longo do desenvolvimento do capitulo, o estudo é semelhante quando se trata
da posicao entre uma reta e uma circunferéncia. Nesse contexto, uma reta pode ser
classificada como: externa, tangente ou secante. O autor destaca que ao calcularmos a
distancia do centro da circunferéncia a uma reta e compararmos com o comprimento
do raio, poderemos concluir qual é a posicao da reta em relacao a circunferéncia.

No entanto, no topico sobre tangéncia, lezzi destaca apenas as situacoes em que
uma circunferéncia é tangente a uma reta ou a mais de uma reta, como vemos nas
Figuras 19 e 20.

o I (S Uld
envolvendo retas e circunferéncias; nelas, a tangéncia
portancia.Tais situagoes serao apresentadas por meio
)s por exemplos.
A uma circunferéncia dada, conduzir as tangentes numa
IMOs escrever as equagdes das retas verticais tangentes a circunferéncia
X 4y +6x—2y+6=0:

Para determinar o centro e o raio da circunferéncia,encontremos sua equacao reduzida,
mpletando os quadrados:

| XA OX ot Y — 2y 6 =0
Ce ’1 X+ OX+ 9 +Yy =2+ 1+6=0+ 9 + 1

5] =3 :/"'r’ = } X X+3V+(y—10W=4=C=31)er=2

Figura 19: Ciéncia e Aplicacoes, pag. 154.

Neste contexto, nao temos uma apresentacao da situacao problema onde duas cir-
cunferéncias sao tangentes. Por outro lado, analisando os exercicios complementares,

encontramos uma grande quantidade de questoes aplicadas em vestibulares as quais
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Problema 2: Conduzir, por um ponto dado, as retas tangentes a uma
circunferéncia dada.

r'—_""_._4\.

ol A A Y

Vamos estabelecer as equagdes das tangentes & circunferéncia A: (x — 102+ + 3=
tragadas pelo ponto P(4, 0):

Figura 20: Ciéncia e Aplicagoes, pag. 156.

abordam situagoes problemas envolvendo o referido tépico, a saber, tangéncias de cir-

cunferéncias, embora nao tenha sido abordado ao longo do capitulo, veja a Figura
21.

m (Unifor-CE) A circunferéncia de equa-
goes (X+2\/>)“+(y 2\/7)' 4 e

x* + y* = 4 sdo tangentes entre si. O
ponto de tangéncia é:

2) 2+/2;-242)
b) (J2;-+/2)
o (=2;2)

D (—ﬁ;ﬁ)
e (=242;2+2)

Figura 21: Exercicio 26, pag. 162.

Sendo assim, identifica-se na obra [3| uma abordagem tradicional. Embora apre-
sente um bom embasamento tedrico sobre as equacgoes da circunferéncia, o autor nao
mostra uma aplicacdo pratica da mesma no cotidiano. Além disso, o estudo esta Foca-
lizado apenas para as situagoes em que envolvem circunferéncias e retas, neste contexto

nao apresenta exemplos envolvendo duas circunferéncias tangentes.
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3.2 Matematica Completa de Giovanni e Bonjorno (2005)

A
Giovanni & Bonjorno

MATEMATICA\
COMPLETA

Figura 22: Matematica Completa.

Analisando a obra Matematica Completa de Giovanni e Bonjorno [5], observa-se que
ha uma divisdo na abordagem da GGeometria Analitica. O referido tépico é introduzido
no volume 03 da colegao e estudada no terceiro ano do ensino médio em trés capitulos:
Pontos e Retas, Circunferéncias e Conicas.

No capitulo sobre circunferéncias, os autores destacam quatro topicos principais:
as equacoes da circunferéncia, posicoes relativas de um ponto e uma circunferéncia,
posicoes relativas de uma reta e uma circunferéncia e as posicoes relativas entre duas
circunferéncias.

Quando se explica sobre a equacao reduzida da circunferéncia, os autores destacam
a distancia entre dois pontos como base para chegar & mesma. Diferente de outras
obras, em [5] se apresentam muitos exemplos resolvidos para trabalhar o assunto em
diversas situagoes.

Partindo da equacgao reduzida e desenvolvendo os quadrados perfeitos existentes
na mesma, tem como resultado a equagao geral da circunferéncia. Os autores usam a
técnica de completar quadrados para verificar se determinada expressao representa a
equacao de uma circunferéncia e para determinar o seu centro e o seu raio.

Com relagao as posicoes relativas de um ponto e uma circunferéncia, existem trés
situacoes provaveis. As possibilidades s@o: o ponto pode ser interno, externo ou perten-
cer a circunferéncia. No entanto, para identificar em qual posicao o ponto se encontra,
este livro segue o mesmo principio ja destacado em outros: calcula a distancia entre o
centro da circunferéncia e o ponto e compara com a medida do comprimento do raio.
Este ¢ um exemplo claro de mais uma situacao em que os autores exploram o uso de

exercicios resolvidos para trabalhar cada uma das posicoes.
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Para as posi¢oes entre uma reta e uma circunferéncia, o processo abordado no livro
é o padrao, até entao constatado: determina a distancia do centro da circunferéncia
a determinada reta e compara com o comprimento do raio da circunferéncia. Neste
aspecto, se o raio for maior que a distancia do centro a reta, a reta é chamada de reta
secante a circunferéncia. Por outro lado, se a distancia do centro a reta for igual ao
raio, ela seré tangente & circunferéncia. Finalmente, se a distancia do centro a reta for
maior que o raio, a reta serd externa a circunferéncia.

Este livro também destaca outros problemas de tangéncias envolvendo uma circun-
feréncia e duas retas, nas quais essas retas sao paralelas ou concorrentes.

No caso em que temos duas circunferéncias tangentes entre si, o livro |5 mostra
que as circunferéncias podem ser externas ou internas. Esta obra destaca que se duas
circunferéncias sao tangentes externamente, a distancia entre seus centros é igual a
soma das medidas de seus raios. Ja no caso em que as circunferéncias sao tangentes

internamente, a distancia entre seus centros ¢ o moédulo da diferenca entre seus raios.

A Figura 23 destaca esta abordagem.

Posicdes relativas entre duas circunferéncias

Duas circunferéncias A, e A,, distintas, podem ter dois, um ou nenhum ponto em comurn,
Assim, podem ocupar, no plano, as seguintes posi¢des relativas:

A, e A, sdo tangentes

externamente internamente

d(C,C) =1, +1, dC.C,) =1, -

2|

Figura 23: Posicoes relativas entre duas circunferéncias, pag. 98.

Vale ressaltar que este livro apresenta uma variedade de questoes que abordam cada
topico do assunto. A Figura 24 representa um exemplo de como sao algumas questoes.
Esta estratégia permite ao estudante um contato mais aprofundado com o contetido

em questao.
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21 (Unicamp-SP) As equacdes (x + 1) + 2 = L e
(x-22+y2= 4 representam duas circunferéncias cujos
CENtros estdo sobre o eixo das abscissas.

a) Encontre, se existirem, os pontos de interseccdo da-
quelas circunferéncias.

b) Encontre o valor de a € R, a # 0, de modo que duas

retas que passam pelo ponto (a, 0) sejam tangentes as
duas circunferéncias,

Figura 24: Exercicio 21, pag. 102.

3.3 Matematica de Manoel Paiva (2009)

Matematica

- Paiva @

=l Moderna

Figura 25: Matematica Paiva.

Para um livro de ensino médio, Manoel Paiva (|9]) apresenta uma versao um tanto
resumida sobre o estudo da circunferéncia. O capitulo que trata deste assunto, tem
como titulo "Equacoes da circunferéncia". Ao deparar-se com esse titulo o leitor é
introduzido ao foco do estudo que serd as equacoes de uma circunferéncia, tanto a
equacao reduzida como a equagao geral.

Com o objetivo de ir além da teoria, o autor inicia o capitulo sobre circunferéncias
mostrando o exemplo de uma ponte elevadica que se movimenta em torno de um eixo.
A ideia transmitida é de que se a equacdo da circunferéncia, que se forma com o
movimento da ponte, for encontrada, poderemos encontrar a altura méaxima de um

ponto fixo na extremidade da mesma no momento em que se eleva.
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Apesar de ofertar uma versao mais direta e compacta do topico sobre circunferén-
cias, Paiva faz uma demonstracao da equacao reduzida usando a distancia entre dois
pontos. Além disso, o autor também usa a técnica de completar quadrados para se che-
gar a equacao geral. Paiva também destaca a importancia de usarmos essas equagoes
para identificar elementos como o centro e o raio da circunferéncia.

Este livro também aborda as posicoes relativas entre uma circunferéncia e um ponto
e entre uma circunferéncia e uma reta. Com relacao a posigao relativa entre uma
circunferéncia e um ponto, Paiva usa a distancia entre o centro da circunferéncia a um
determinado ponto dado, compara com o comprimento do raio e entao identifica se o
ponto é interno a circunferéncia, se ele pertence a circunferéncia ou se é externo.

A teoria é semelhante aos demais autores quando se trata da posicao relativa entre
uma circunferéncia e uma reta, calculando a distancia do centro da circunferéncia a
uma reta qualquer dada e comparando essa distancia ao comprimento do raio. Com
esses dados apresentados, Paiva identifica se a reta é exterior a circunferéncia, se é

tangente ou secante a circunferéncia, como vemos na Figura 26.

a Posigdes relativas entre uma r-eten
e uma circunferéncia

No plano cartesiano, temos trés posicdes relativas possiveis entre uma reta s e uma circunfe-
réncia \:

SES
N b

s é exterior a \ se, e somente se: d,, > R s é tangente a \ se, e somente se: d, = R s é secante a \ se, e somente se: d., < R

ILUSTRAGOES: FAUSTING

Figura 26: Posicoes relativas entre reta e circunferéncia, pag. 84.

Além desta apresentacao teorica, Paiva também trabalha muitos exercicios resolvi-
dos para cada situacao supracitada em relacao a circunferéncia. Paiva oferta em sua
abordagem exercicios propostos e exercicios complementares para estimular a fixacao
do assunto pelo aluno. No entanto, em [9] ndo sao apresentadas as posigoes relati-
vas entre duas circunferéncias. Sendo assim, por nao apresentar o assunto em sua

completude, fica uma lacuna no aprendizado do estudante.
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3.4 Matematica Contexto e Aplicacoes de Luiz Roberto Dante

(2013)

LUIZ ROBERTO DANTE

CONTEXTO &
APLICACOES

VOLUME 3

Figura 27: Matematica: Contexto e Aplicagoes.

Em sua obra, Dante [2]| divide a unidade de estudo da Geometria Analitica em
trés capitulos: um para ponto e reta, outro para circunferéncia e um terceiro para
superficies conicas. O referido autor faz, inicialmente, uma breve apresentacao da
unidade contextualizando o conceito sobre Geometria Analitica dando como exemplo
do quotidiano o uso do GPS (Global Positioning System: Sistema de Posicionamento
Global).

A seguir, o livro apresenta um breve historico sobre as contribuicoes de René Descar-
tes (1596-1650) e Pierre de Fermat (1601-1665) para o desenvolvimento de propriedades
geométricas das curvas em um plano e equacgoes algébricas com duas incognitas. Por
outro lado, é digno de nota nesta apresentagao introdutéria do capitulo as colabora-
coes de Pierre de Fermat para o desenvolvimento da Geometria Analitica, associando
equacoes a curvas e superficies.

Apos apresentar nocoes e aplicacoes sobre ponto e reta, Dante relembra, no capitulo
seguinte, o conceito de circunferéncia. O autor inicia o capitulo destacando pontos altos
sobre o estudo da circunferéncia vistos no Ensino Fundamental de forma superficial.
Para facilitar a compreensao do leitor, Dante relaciona o uso da circunferéncia com
elementos presentes no nosso dia a dia, tais como: a roda de um veiculo ou mesmo a
boca de um copo. Tais objetos representam circunferéncias e ilustram de forma clara a
propriedade fundamental do estudo da circunferéncia, isto é, a equidistancia dos seus

pontos ao centro.
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Em seguida, Dante inicia sua explanagao sobre o estudo da circunferéncia come-
cando pela definicao basica:

Uma circunferéncia com centro O(a,b) e raio r é o conjunto de todos os pontos
P(z,y) do plano equidistantes a O.

Usando a férmula da distancia entre dois pontos, o autor chega a equacgao reduzida
da circunferéncia e, ao desenvolver a equagao reduzida, obtém-se a equacao geral.
Através da equacao geral Dante mostra dois métodos para se determinar o centro de
uma circunferéncia e o seu raio, a saber, o método de completar quadrados e o método
da comparacao. Neste momento, o livro traz exemplos resolvidos utilizando os dois
métodos.

Vale salientar, em relacao aos exercicios propostos, que estes sao distribuidos de
forma gradativa aumentando o seu grau de complexidade, que variam desde a aplica-
cao direta da equacao reduzida a questoes contextualizadas envolvendo figuras. Nos
exercicios resolvidos, por exemplo, o autor procura utilizar questoes de vestibulares,
adaptadas ao nivel do contetido que foi abordado.

Outro fator interessante na colecao, é que quando o autor exercita tais questoes
resolvidas sobre a circunferéncia, ele também d& embasamento para que o aluno sinta-
se capaz de solucionar as questoes, através de exercicios denominados "Resolvido Passo
a Passo". E um topico que chama a atengao pois neste momento o autor interage com o
leitor, trazendo a tona perguntas que estimulam o raciocinio do aluno dando sugestoes
de como seguir um padrao de resolucao baseado nos pilares de: leitura, compreensao,
planejamento, execucao e solucao.

Dante nao limita-se a simples respostas mas estimula uma ampliacao de raciocinio
por levantar indagacgoes hipotéticas em torno da questao-problema em torno da cir-
cunferéncia e por fazer uma conexao com a realidade. Um diferencial desta colegao é
que Dante sempre propoe que tais reflexdes e resolucoes sejam feitas em duplas e em
equipes, destacando dessa forma, a importancia da construcao do saber coletivo.

Na continuacao do capitulo, o autor amplia as nocoes e conhecimentos sobre o
estudo da circunferéncia por pontuar a posicao relativa entre reta e circunferéncia,
problemas de tangéncia e aplicacao a Geometria Plana. Além disso, aprofunda mais
o conhecimento por destacar topicos sobre posicoes relativas de duas circunferéncias.
Neste contexto, Dante apresenta uma propriedade importante sobre duas circunferén-
cias tangentes entre si, ou seja, se duas circunferéncias sao tangentes entre si seus
centros sao colineares ao ponto de tangéncia, como pode ser visto na Figura 28.

E importante ressaltar que todo e qualquer assunto abordado em sala de aula deve
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Posicdes relativas de duas circunferéncias

Duas circunferéncias distintas poder ter dois, um ou nenhum ponto comum. Veja as possiveis
posicoes relativas:
13) Dois pontos comuns:

secantes

22) Um ponto comum:

Fique atento!
No 2° caso, os dois
ou centros e o0 ponto
de tangéncia sao
colineares.

riormente .
tangentes exterio tangentes interiormente

Figura 28: Posi¢oes entre duas circunferéncias, pag. 105.

ter um valor pratico bem esclarecido a fim que o aluno perceba a aplicabilidade dos
contetdos apresentados. Sendo assim, Dante, apds concluir o embasamento teorico,
bem como exercicios resolvidos, Figura 29, apresenta uma segao intitulada "Outros

Contextos".

Determine a equacao da circunferéncia de centro X2=4dx+4+y?+8+16=16+4+16=
em (8,4) e que tangencia exteriormente a circunfe- S-22+ (y+42=36

rénciax> + y> —4x+ 8y —16=0. Entdo, G2, —4) e r, = 6.

Resolugdo: Agora, calculamos a distancia entre os centros
Nesse c'aso, a distancia entre os centros é igual a G2, —4)eC,8,4):

soma dos raios.

Inicialmente, calculamos o centro (C) e o raio (r) d=+6> =8 =100 =10

da circunferéncia dada abaixo:
Comod =r, + r,, podemos calcular o raio r,:

d=r1+r2:»10=6+r2:>r2=4

Aequacao procurada é a da circunferéncia de
raio 4 e centro (8, 4):
(x =82+ (y—4p=4
ou
diC.C)=r+r, X+y?—16x—8y+64=0

Figura 29: Exercicio resolvido, pag. 107.
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Neste momento, o livro faz aplicagoes da circunferéncia aos jogos olimpicos, como
os simbolos da bandeira e esportes como tiro com arco, ciclismo entre outros. As ilus-
tragoes contidas no capitulo ajudam o leitor a visualizar a conexao do evento olimpico
com a circunferéncia, fazendo as associagoes necessérias.

Dada a importancia e existéncia no dia a dia, o autor enfatiza a abordagem do
estudo da circunferéncia aplicando questoes contextualizadas semelhantes as que sao
exigidas no Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM). Uma vez que a proposta deste
exame é conectar conhecimentos através de questoes interdisciplinares, Dante apresenta
questoes que utilizam o contetido programatico sobre a circunferéncia interligado com
as disciplinas de Geografia, Historia e Fisica.

Além disso, o autor sugere que o leitor confira uma secao, ao final do livro, com
questoes que ja foram cobradas no ENEM em exames anteriores abordando aspectos
interdisciplinares que exigem a apropriacao da teoria em torno do estudo da circun-
feréncia para sua resolucao. Por fim, Dante vai mais além ao selecionar questoes ja
apresentadas em vestibulares ao redor do pais. Diferente do ENEM, tais questoes tém
uma abordagem mais tedrica, centrada e direta na aplicagao de regras, equagoes que

envolvem o estudo da circunferéncia.

3.5 Conexoes com a Matematica de Fabio Martins (2016)

CODIGO DA COLEGAO \

0195 18023 )’

WecRo o eorrona oo AQ

Figura 30: Conexoes com a Matematica.

Neste livro [6] percebe-se uma divisao dos contetiidos do volume 3 em 9 capitulos.
O capitulo que trata do estudo da circunferéncia é apresentado em dois topicos ge-

rais, a saber, equagoes da circunferéncia e posigoes relativas. Além disso, exercicios
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complementares sao sugeridos como meio de fixacao do contetdo.

O capitulo destinado a abordagem do estudo da circunferéncia inicia fazendo uma
contextualizacao através da apresentacao do exemplo de um acelerador de particulas
na forma de anel subterraneo, localizado na fronteira Franco-Suica, que possui 26659
metros de circunferéncia. Quando colocado em funcionamento as particulas percorrem
a sua circunferéncia em alta velocidade. Ao propor esse quadro mental, auxiliado pelas
ilustracoes, o autor instiga no aluno a percepgao da aplicagdo da Geometria Analitica
em situacoes reais, presentes no dia a dia.

Algo que é notoério, ainda na introdugdo do capitulo, é uma caixa suspensa de-
nominada "Objetivos do capitulo". Neste quadro, o autor pontua os propoésitos que
sao esperados que o leitor alcance ao final do estudo do contetdo sobre circunferén-
cia. Deste modo, o aluno pode ativar seus conhecimentos prévios sobre o assunto e
orientar seu estudo, levando em conta conceitos sobre a circunferéncia vistos em séries
anteriores.

Ao introduzir o tépico equacoes da circunferéncia, o autor faz um breve comentario
sobre a contribuicao de alguns matematicos e filésofos da antiguidade, como Fuclides
(325-265) que escreveu a obra intitulada Elementos, na qual descreve construgoes com
régua e compasso, ou seja, tracando retas e circunferéncias. Outra pessoa que colaborou
de forma notoria para o desenvolvimento da Geometria Analitica foi René Descartes
(1596-1650), em que ha outro enfoque para o estudo da circunferéncia.

Apos fazer essa abordagem historica, o autor apresenta algumas definicoes essenciais
na Geometria Analitica. Primeiramente, define lugar geométrico e usa esse conceito
para definir circunferéncia.

A partir do calculo da distancia entre dois pontos, o livro mostra a equagao reduzida
de uma circunferéncia de centro C' e raio r. Em seguida, apresenta alguns exercicios
resolvidos mostrando, inclusive, como fica a equagao reduzida de uma circunferéncia
que possui o seu centro na origem do plano cartesiano.

Continuando a explanacao, o autor apresenta a equacao geral da circunferéncia. Tal
equacao é obtida pelo desenvolvimento das operacoes contidas na equacao reduzida,
ou seja, desenvolvendo os quadrados perfeitos que a equacao reduzida apresenta temos
como resultado a equagao geral ou equagao normal da circunferéncia.

Neste mesmo capitulo, o livro destaca a posi¢ao relativa entre: um ponto e uma
circunferéncia, uma reta e uma circunferéncia e entre duas circunferéncias como pode
ser visto na Figura 31, exemplificando por meio de situagoes praticas cada uma das

posicoes relativas.
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Circunferéncias tangentes

exteriores
d=r+r,

‘
i interiores
‘ d= |rl — r2|

y um ponto em comum

Figura 31: Posicao relativa de duas circunferéncias tangentes, pag.147.

Em cada um desses contextos o autor ilustra fazendo referéncia a elementos do quo-
tidiano, para que o aluno, ao fazer a associacao, seja plenamente capaz de visualizar os
conceitos de forma mais concreta. Além dessa variedade de exemplos apresentados, en-
tre exercicios resolvidos e exercicios complementares, como mostra a Figura 32, nota-se
que o autor demonstrou preocupacao em, aos poucos, aumentar o nivel de dificuldades
para a resolucao das questoes.

Ao longo do capitulo, observa-se em sua estrutura, que o autor busca, a todo mo-
mento que o aluno seja autonomo na aquisicao de seu conhecimento. Ao mesmo tempo
em que da o suporte tedrico, o autor insere em quadros suspensos nas laterais, pro-
postas que induzem a reflexao, autoavaliacao, observagoes e desafios. Nesse molde que
dialoga com o leitor, o passo a passo na construgao do conhecimento apresenta-se como
um processo mais acessivel e natural.

Na conclusao do capitulo, ha numa secao chamada "Pesquisa e Acao". A primeira
parte tem como objetivo fazer uma conexao interdisciplinar com a arte. Neste mo-
mento o autor faz uma fusao da arte abstrata em contraposicao com a arte figurativa,
contexto no qual serao inseridas formas geométricas, dentre as quais podemos destacar

a circunferéncia. Na segunda parte o foco é a interdisciplinaridade com a Fisica, atra-

41



10. (Fuvest-SP) A figura representa duas circunferéncias
de raio R e r com centros nos pontos A e B, respecti-
vamente, tangenciando-se externamente no ponto D.

Suponha que:

a) as retas t, e t, sdo tangentes a ambas as circun-
feréncias e interceptam-se no ponto C.

b) areta t, € tangente as circunferéncias no ponto D.

Calcule a area do tridngulo ABC em funcao dos

raios Rer.

Figura 32: Exercicio complementar, pag. 149.

vés da leitura e compreensao de um texto chamado A Mateméatica do GPS. Seguindo
essa linha, o autor demonstra as diversas ramificacoes e aplicabilidades dos estudos da

circunferéncia.

3.6 Consideragoes a respeito da analise dos livros didaticos

Apobs meticulosa reflexao sobre a analise feita de todas as obras supracitadas, é possivel
ter um quadro geral de como a abordagem do estudo da circunferéncia é apresentado
nos materiais didaticos adotados no nivel médio da rede publica de ensino. Veja a
Tabela 1.

Em base comparativa pode-se perceber que cada um dos autores verificados nesta
andlise direcionam o estudo da circunferéncia para sua parte analitica. Isto significa
dizer que o foco estd na apresentacao das equagoes, da posicao relativa entre uma
circunferéncia e um ponto ou a uma reta.

E importante salientar que apesar de nio ser um assunto abordado por todos os
autores, o estudo da posicao relativa entre duas circunferéncias ¢ imprescindivel ao en-

tendimento do estudo da circunferéncia em sua completude. Além disso, compreender
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Tabela 1: Anélise de livros didaticos

lezzi | Giovanni | Paiva | Dante | Martins
Autor

(2004) | (2005) | (2009) | (2013) | (2016)
Definicao da circunferéncia Sim Sim Nao Sim Sim

Introducao da equacao reduzida

) e Sim Sim Sim Sim Sim
da circunferéncia

Reconhecimento da equacao geral } ) . . .

. R q 30 & Sim Sim Sim Sim Sim

circunferéncia

Apresentacao da posicao relativa ) . . - .

p ¢ P (; N Sim Sim Sim Nao Sim

entre um ponto uma circunferéncia

Apresentacao da posicao relativa entre . . . . .

P ¢ POSIG Sim Sim Sim Sim Sim

uma reta e uma circunferéncia

Construgao de uma reta tangente

. N Nao Nao Nao Nao Nao
a uma circunferéncia

Apresentacao da posicao relativa

) o Nao Sim Nao Sim Sim
entre duas circunferéncias

Propriedade de colinearidade

. Nao Nao Nao Sim Nao
dos centros com o ponto de tangéncia

Construcao de circunferéncias

. Nao Nao Nao Nao Nao
tangentes entre si

Questoes envolvendo tangéncias Sim Sim Sim Sim Sim

as propriedades de duas circunferéncias tangentes é essencial pois consta no contetido
programatico exigido em alguns processos seletivos que visam admissao nas Universi-
dades.

Constatou-se também, que no Ensino Médio os estudantes nao tém a oportunidade
de estudar a circunferéncia e suas posicoes relativas utilizando a construgao geométrica.
Uma vez dada aos estudantes a oportunidade de uma imersao no contetido, aplicando
a teoria na préatica, eles serao capazes de visualizar e fixar melhor as relagoes entre a
circunferéncia e suas posigoes relativas.

A formagao continuada dos estudos rumo a Universidade constitui-se como a meta
principal na formacao do aluno do Ensino Médio. Sendo assim, é vital que conste nas
obras de apoio ao processo de ensino-aprendizagem uma abordagem completa e eficaz
do estudo da circunferéncia. Posto isto, o estudante ficara melhor preparado nao s6 em
nivel teérico mas também em nivel pratico, uma vez que as obras contenham propostas
que visem a reflexao e construcao de desenhos geométricos.

Diante da anélise dos livros didaticos que abordam problemas envolvendo a tangén-
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cia entre circunferéncias, fica claro que os materiais em questao preocupam-se em fazer
uma abordagem predominantemente analitica de tais problemas. Isto significa que é
dado prioridade ao calculo dos valores da equacao da circunferéncia, das coordenadas
do centro e do raio, enquanto que a anélise da imagem para reflexao e deducao a fim
de alcancar uma conclusao satisfatoria, sao deixados em segundo plano. Sendo assim,

ao aluno fica excluida a oportunidade de entender geometricamente a situacao.
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4  Construgoes fundamentais no ensino de geometria

Como observamos na Tabela 1, os livros didéaticos analisados nao abordam tépicos
sobre a construcao de circunferéncias tangentes entre si. No entanto, sabemos que a
construcao geométrica pode ser considerada parte integrante das solucoes analiticas,
visto que ela pode revelar passos que nao estao descritos nos enunciados dos problemas.
Além disso, a construcao geométrica também ajuda a desenvolver o raciocinio, contribui
para a organizacao dos dados da situacao problema e representa um importante fator
para o desenvolvimento analitico da solucao.

Sendo assim, nos proximos topicos, serao apresentadas algumas construgoes funda-
mentais e resolucoes de exemplos por meio de construcoes geométricas. As solucoes
desses exemplos proporcionam aos estudantes o exercicio das construcoes fundamentais
e contribui para que os mesmos ampliem seus conhecimentos sobre construcoes geo-
métricas. No entanto, antes de comecarmos a estudar a construcao de circunferéncias
tangentes, ¢ importante relembrarmos alguns conceitos basicos como: mediatriz de um
segmento, segmentos perpendiculares, retas tangentes a uma circunferéncia, bissetriz

de um angulo e centro de homotetia [4], [10].

4.1 Mediatriz de um segmento

Tracar a mediatriz de um segmento qualquer AB dado, equivale a encontrar um seg-
mento que divide o segmento AB em duas partes iguais, com na Figura 33 . Podemos

fazer esse processo seguindo os passos descritos abaixo:

1. Com o compasso centrado em A e com uma abertura maior que metade do

segmento AB, tracamos um arco de um lado e um arco do outro lado do segmento;

2. Com o compasso centrado em B e com a mesma abertura repetimos o passo

anterior;
3. A intercessao dos dois arcos determina os pontos C e D.
4. O segmento CD representa a mediatriz do segmento AB.
Observacao 1. Todo ponto da mediatriz de um segmento dista tqualmente dos extre-

mos desse segmento e reciprocamente, todo ponto que dista igualmente dos extremos de

um segmento pertence a mediatriz desse segmento.
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Figura 33: Mediatriz do segmento AB.

Observacao 2. Como a mediatriz de um segmento intersecta o mesmo em seu ponto
médio, entao podemos sequir esses mesmos passos para determinar o ponto médio de

um segmento.

4.2 Bissetriz de um angulo

Tracar a bissetriz de um angulo, equivale a dividir o angulo em duas partes iguais.
Para encontrar essa reta que divide um angulo dado em dois, basta seguir os passos

abaixo:

1. Seja O o vértice de um angulo de lados OA e OB.

2. Com centro no vértice O, e abertura qualquer, trace um arco que contém os

pontos C' e D na intersecao com os lados do angulo.
3. Com centro em C' e depois em D e mesmo raio obteremos o ponto F.

4. A reta que contém o segmento OF representa a bissetriz do dngulo dado, como

vemos na Figura 34.

4.3 Retas perpendiculares

Tracar uma reta perpendicular a outra equivale a tracar duas retas concorrentes em
um determinado ponto, no qual as retas formam 4 angulos de 90°, conforme Figura 35.

Seja r uma reta qualquer, e P um ponto que nao pertence a r, queremos construir
uma reta ¢t perpendicular a r passando por P. Os passos a seguir nos ajudam a

encontrar tal reta t.
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Figura 34: Bissetriz de um angulo.

1. Com o compasso centrado em P e uma abertura maior que a distancia de P a

reta r, tracamos um arco de circunferéncia que intercepta r nos pontos A e B.

2. Agora, com o compasso centrado em A e com abertura igual ao comprimento do
segmento AP, tracamos um arco fora de r e repetimos o processo, com a mesma

abertura e centro em B. Assim encontramos o ponto ().

3. Trancamos a reta t, passando por P e (), que é a reta perpendicular a r.

Figura 35: As retas r e t sao perpendiculares.

4.4 Retas tangentes a uma circunferéncia

Tracar retas tangentes a uma circunferéncia, equivale a construir retas que passam por

apenas um ponto que pertence a circunferéncia, como podemos ver na Figura 36.
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Seja A o centro de uma circunferéncia dada e B um ponto fora dessa circunferéncia.

Vamos construir as retas que passam em B e sao tangentes a essa circunferéncia.

1. Trace uma reta que liga o ponto A e B.
2. Encontre o ponto médio M do segmento AB.

3. Com centro em M e raio M A, trace uma circunferéncia que intersecta a circun-

feréncia de centro A nos pontos P e Q).
4. Trace uma reta que liga BP e outra que liga BQ.
5. As retas que contém os segmentos BP e B() sao tangentes a circunferéncia dada.

6. Seguem 0s mesmos passos quando o ponto M é interno a Circunferéncia.

Figura 36: Retas tangentes a uma circunferéncia.

4.5 Centro de homotetia

Definicao 4. Dadas duas circunferéncias distintas, seus centros de homotetia sao as
intersecoes das retas tangentes comuns internas (centro de homotetia inversa) e das

retas tangentes comuns externas (centro de homotetia direta)
Os passos abaixo descrevem como podemos encontrar o centro de homotetia inversa.

1. Trace duas circunferéncias distintas, tais que a distancia entre os centros seja

maior que a somo dos raios.
2. Trace o segmento de reta que liga os centros das duas circunferéncias.

3. Encontre o ponto M que é ponto médio do segmento que liga os centros.
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10.

11.

12.

Com centro em M, trace uma circunferéncia auxiliar que passa pelos centros das

circunferéncias dadas.

Usando o centro de uma das circunferéncias, trace uma nova circunferéncia au-
xiliar de modo que seu raio seja a soma dos raios das circunferéncias dadas inici-

almente.

Marque os pontos C' e D que representam as intersecoes das circunferéncias au-

xiliares.
Trace os segmentos AC' e AD respectivamente.

Encontre os pontos E e F' que sao as intersecoes dos segmentos AC' e AD com a

circunferéncia dada.

Trace os segmentos BC' e BD.

Trace uma reta paralela ao segmento BC' passando por E.
Trace uma reta paralela ao segmento BD passando por F.

Essas retas representam as tangentes internas comuns as duas circunferéncias
distintas. Como podemos ver na Figura 37, o ponto GG de intersecao das mesmas

representa o centro de homotetia inversa.

Figura 37: Centro de homotetia inversa.

Agora vejamos os passos que descrevem a construcao do centro de homotetia direta.

1. Trace duas circunferéncias distintas, tais que a distancia entre os centros seja

maior que a soma dos raios.
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10.

11.

12.

Trace o segmento de reta que liga os centros das duas circunferéncias.
Encontre o ponto M que é ponto médio do segmento que liga os centros.

Com centro em M, trace uma circunferéncia auxiliar que passa pelos centros das

circunferéncias dadas.

Usando o centro de uma das circunferéncias, trace uma nova circunferéncia auxi-
liar de modo que seu raio seja o modulo da diferenca dos raios das circunferéncias

dadas inicialmente.
Marque os pontos D e E, que é intersecao entre as duas circunferéncias auxiliares.

Trace a reta que passa pelos pontos A e D e a reta que passa pelos pontos A e
E.

Encontre os pontos G e J.

Trace os segmentos BD e BE respectivamente.

Trace uma reta paralela ao segmento BD passando por J.
Trace uma reta paralela ao segmento BE passando por G.

O ponto L é a intersecao das duas retas e representa o centro de homotetia direta,

como observamos na Figura 38.

Figura 38: Centro de homotetia direta.
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4.6 Exemplos

Uma vez que relembramos conceitos fundamentais no que se refere a construcao geo-
métrica, observaremos a seguir exemplos resolvidos que nos ajudarao a fixar a solugao
de alguns problemas de tangéncias. Consequentemente tais exemplos serao base para

as solucdes do problema de Apolonio que serd abordado no proximo capitulo.

Exemplo 8. Construir uma circunferéncia de centro D tangente a uma reta em um
ponto A(3,2) e passando por um ponto C(5,3) que nao pertence a reta.

Se a circunferéncia de centro D € tangente a reta dada em A, entdo o ponto D estd
sobre a reta perpendicular a reta dada. Sendo assim, o centro D € o ponto de interse¢ao
entre a reta perpendicular e a mediatriz do segmento AC', o raio da circunferéncia que

queremos tem o comprimento do segqmento AD como observamos na Figura 39.
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Figura 39: Tangente a uma reta em um ponto A.

Exemplo 9. No plano cartesiano trace uma reta tangente a uma circunferéncia, de
centro A(6,2), em um ponto B(7,3) pertencente a mesma.

Sendo o ponto A o centro da circunferéncia e B um ponto que pertence a mesma,
tracamos uma reta que contém o segmento AB. Nesta mesma reta encontramos o ponto
D de modo que o ponto B € ponto médio do segmento AD. Por B, tracamos uma reta
perpendicular ao segmento AD. FEsta reta perpendicular representa a reta tangente que

queremos tracar, conforme vemos na Figura 40.
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Figura 40: Reta tangente a uma circunferéncia.

Exemplo 10. Observe a circunferéncia de centro B(8,2) e raio 2cm. Construir duas
retas tangentes esta circunferéncia passando por um ponto A(5,2) erterno a mesma.
Sendo A e B dois pontos dados, vamos tracar o segmento AB e em sequida encon-
tramos o ponto C que representa o seu ponto médio. Com centro em C, tracamos uma
circunferéncia auxiliar que passa por A e B. Marcamos os pontos D e E que represen-
tam as intersecoes das circunferéncias. Observe que os pontos A, B, D e E pertencem
a circunferéncia de centro C e que os triangulos ABD e ABE sao retingulos em D e
E respectivamente. Portanto, as retas que contém os segmentos AD e AFE representam

as retas tangentes a circunferéncia de centros B, como mostra a Figura 41.

Figura 41: Retas tangentes a uma circunferéncia.
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Exemplo 11. Dado um tridngulo ABC de vértices A(6,4), B(4,2) e C(8,1). Tragar
uma circunferéncia inscrita a esse tridngulo.

Seja ABC um tridngulo dado. Tracando as mediatrizes de seus respectivos lados,
encontramos o ponto D que representa a intersecao das mesmas. Visto que, uma cir-
cunferéncia inscrita em um tridingulo possui seu centro na intersecao das mediatrizes
de seus lados, temos que o ponto D representa o centro da circunferéncia que queremos
tracar. Para determinar o raio da circunferéncia, tracamos uma reta passando por D
e perpendicular a um dos lados do tridngulo em E. O comprimento do segmento DE

representa o raio da circunferéncia, como descreve a Figura /2.

I
I
I

i
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Figura 42: Circunferéncia inscrita em um triangulo.
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5 O Problema de Apolbénio

O problema de Apolonio representa um grande marco na histéria da Geometria. Este
problema despertou o interesse de varios matematicos ao longo dos séculos, cada qual
buscando solucoes segundo as mais diversas abordagens que refletiam o instrumental
matematico disponivel em cada época. Neste capitulo, apresentamos o problema de
Apoldnio como uma sugestao de atividades para o exercicio da construcao de circun-

feréncias.

5.1 Breve Histoérico

Durante o primeiro século, aproximadamente, da idade Helenistica, sao dignas de no-
toriedade as contribuicoes de Apolonio de Perga para a matematica grega. Apolonio
foi um matemaéatico e astronomo que viveu, provavelmente, entre os anos 262 e 190
A.C.. E provavel que Apolonio tenha estudado em Alexandria, onde posteriormente,
também chegou a atuar como professor. De acordo com registros, foi especificamente
nessa época, que Apolonio desenvolveu seus melhores estudos, resultando em trabalhos
que foram destaque, o que lhe rendeu uma excelente reputacao que o tornou conhecido
como "O Grande Gedmetra'.

Pouco se sabe sobre a vida de Apolonio. Todavia, um fato que chama a atencao
é que quando ainda era jovem, Apolonio estudou sob a orientacao dos seguidores de
Euclides. E, apesar de alguns relatos surgirem que Apolonio tenha sido considerado
rival de Arquimedes, devido as suas obras, Euclides, Arquimedes e Apolonio, formaram
uma triade que contribuiu de modo extremamente positivo para a matematica grega a
ponto de que o periodo de 300 a 200 A.C., fosse denominado a "Idade Aurea".

Devido a perda de suas muitas obras, o conteudo deixado por Apolonio pode ser
analisado apenas por meio de pontuacoes e referéncias desenvolvidas por outros. Exem-
plificando, alguns casos escritos por Apolonio sao conhecidos devido a uma breve des-
cricdo feita por Papus. E digno de nota que, no século XVII, o costume de reconstruir
livros de Geometria perdidos estava no auge, os tratados de Apoldnio estavam entre os
favoritos.

Entre os tratados de Apolonio restaurados, o tratado sobre Tangéncias foi um dos
que ganhou mais destaques, pois da forma como Papus descreve, vemos o problema
conhecido hoje como "problema de Apolonio", que diz: "Dadas trés coisas, cada uma

das quais podem ser um ponto, uma reta ou uma circunferéncia, tragcar uma circungfe-
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réncia que € tangente a cada uma das trés coisas”. Nao temos as solugoes de Apolonio
mas elas podem ser reconstruidas com base em informacao dada por Papus.

Apesar de sua produtividade cientifica, s6 dois dos muitos tratados de Apolénio
se preservaram em grande parte: Dividir Sequndo Uma Razao e As Conicas. Embora
todas as versoes gregas de Dividir sequndo uma razao tenham se perdido, foi feita uma
traducao arabe que estd na base da traducao latina produzida no ano de 1706, por
Edmund Halley. A obra em questao é constituida por dois livros. Por outro lado, sua
obra de maior relevancia As C'donicas, chegou até nos quase completa e ficou classificada

como uma das melhores obras, uma verdadeira obra-prima.

5.2 Algumas solugoes do problema de Apolonio

Como vimos no topico anterior, o problema de Apolonio diz que: Dados sucessivamente
trés elementos quaisquer entre pontos, retas e circunferéncias, com certas posicoes, tra-
car uma circunferéncia que seja tangente a cada um desses elementos.. Neste caso, a
complexidade da solucao depende do tipo de objeto que estamos considerando, desde
tracar uma circunferéncia tangentes (passando) a trés pontos a tragar uma circunfe-
réncia tangente a trés circunferéncias.

Neste contexto, o problema de Apolonio pode ser dividido em dez situagées (vide

[8]), as quais sao:

1. Trés pontos distintos:

Figura 43: Trés pontos nao colineares.

2. Trés retas distintas:

(i) Concorrentes duas a duas em pontos distintos:
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Figura 44: Trés retas concorrentes duas a duas.

(ii) Duas retas paralelas entre si e concorrentes com uma transversal:

Figura 45: Duas retas paralelas e uma transversal.

3. Uma reta e dois pontos nao pertencentes a essa reta:

Figura 46: Uma reta e dois pontos fora dela.
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4. Duas retas e um ponto fora das duas:

(i) As retas sao paralelas com o ponto interno:

o0

Figura 47: Duas retas paralelas e um ponto interno.

(ii) As retas sao concorrentes com o ponto interno:

Figura 48: Duas retas concorrentes e um ponto.

5. Uma circunferéncia e dois pontos nao pertencentes a ela:

(i) Os dois pontos sao externos a circunferéncia:

Figura 49: Dois pontos externos a circunferéncia.

(ii) Os dois pontos sao internos a circunferéncia:
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Figura 50: Dois pontos internos a circunferéncia.

6. Duas circunferéncias e um ponto:

Figura 51: Duas circunferéncias e um ponto.

7. Duas retas e uma circunferéncia:

(0

Figura 52: Duas retas e uma circunferéncia.

8. Duas circunferéncias e uma reta:
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Figura 53: Duas circunferéncias e uma reta.

9. Um ponto, uma reta e uma circunferéncia:

(i) Uma reta, uma circunferéncia e um ponto pertencente a circunferéncia:

Figura 54: Um poto, uma reta e uma circunferéncia.

(ii) Uma reta, uma circunferéncia e um ponto ndo pertencente as duas:

Figura 55: Um ponto, uma reta e uma circunferéncia.

59



10. Trés circunferéncias:

Figura 56: Trés circunferéncias.

5.3 Construcao das solucoes apresentadas

Veremos 0 passo a passo como podemos construir cada uma das solugoes parentadas.

1. Trés pontos distintos:
Dados trés pontos A, B e C' distintos e nao colineares, existe uma tnica circun-
feréncia que perpassa por eles. Para determinar a circunferéncia que passa por
estes trés pontos distintos, devemos seguir 0s passos:
e Trace os segmentos AC' e BC.
e Trace a mediatriz desses dois segmentos.
e Encontre o ponto D formado pela intersecao das mediatrizes.

e O ponto D determinado pela intersecao das mediatrizes é o centro da cir-

cunferéncia desejada, como podemos ver na Figura 57.

Figura 57: Trés pontos nao colineares.
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2. Trés retas distintas:

Quando temos trés retas distintas, vamos analisar os casos em que as retas sao
concorrentes duas a duas em pontos distintos e o caso em que temos duas retas

paralelas cortadas por uma transversal.
(i) Concorrentes duas a duas em pontos distintos:
e Se trés retas sao concorrentes duas a duas em pontos distintos, entao elas

formam um tridangulo ABC, conforme a Figura 58.

e O ponto D de encontro das bissetrizes dos angulos internos desse triangulo
representa o centro da circunferéncia que é tangente aos seus lados, ou seja,

as trés retas dadas.

e Tracando um segmento passando por D e perpendicular a AC, determina-

mos o raio da circunferéncia.
e Em seguida, tracamos as bissetrizes externas do pontos A, B e C.

e Com as intersecoes das bissetrizes externas, determinamos os pontos F', G
e H.

e Esses pontos representam os centros de trés circunferéncias que também sao

tangentes as retas inicialmente dadas.

e Os raios dessas respectivas circunferéncias sao determinados pela construgao
de um segmento passando pelos seus respectivos centros e perpendiculares

a uma das retas.

e Portanto, neste caso podemos visualizar quatros solucoes.

Figura 58: Trés retas concorrentes duas a duas.
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(ii) Duas retas paralelas entre si e concorrentes com uma transversal:
Quando duas retas sao paralelas e cortadas por uma transversal a solucao ¢ mais
simples.
e Marcamos o ponto médio, M, do segmento AB.
e Por M, tragamos uma reta auxiliar paralela as outras duas retas paralelas.
e Trace as bissetrizes dos angulos internos A e B.

e A intersecdo das bissetrizes dos angulos A e B com a reta auxiliar, determi-
nam respectivamente os centros D e E das circunferéncias que sao tangentes

as trés retas.

e Para determinar o raio das circunferéncias, tracamos duas retas auxiliares

perpendiculares as paralelas e passando por D e F.

e Como mostra a Figura 59, temos duas solucoes distintas.

Figura 59: Duas retas paralelas e uma transversal.
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3. Uma reta e dois pontos nao pertencentes a essa reta:

Para uma reta e dois pontos que nao pertencem a ela, vamos mostrar o caso em

que os dois pontos pertencem ao mesmo semiplano determinado pela reta.

Sejam A e B dois pontos que pertencem ao mesmo semiplano em relacdo a uma
reta dada. Para encontrar a circunferéncia que passa por A e B e é tangente &

reta daremos os seguintes passos.

e Trace uma reta auxiliar passando por A e B e marque o ponto M que

representa a intersecao das duas retas.

e O ponto médio do segmento AB representa o centro de uma circunferéncia

auxiliar que passa por A e B.

e Do ponto M trace as retas tangentes a referida circunferéncia nos pontos GG
e H.

e Em seguida trace uma nova circunferéncia auxiliar com centro em M e

passando por G e H.
e Neste caso ficam determinados os pontos P e () na reta dada.

e Como vimos anteriormente, por trés pontos distintos podemos tracar uma
circunferéncia que passa por eles. Portanto, podemos construir uma circun-
feréncia passando por P, A e B e outra passando por ), A e B. Como
visualizamos na Figura 60, podemos construir duas circunferéncias como

solucao.

Figura 60: Dois pontos e uma reta.

4. Duas retas e um ponto fora das duas:
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Perceba que, quando temos duas retas e um ponto, teremos solugao apenas
quando as retas forem paralelas e o ponto interno e quando as retas forem con-

correntes com o ponto entre elas.
(i) As retas sao paralelas com o ponto interno:

e Sao dadas duas retas paralelas e um ponto D interno as mesmas.
e Vamos construir uma circunferéncia tangente as retas passando por D.
e Trace um segmento AE qualquer perpendicular as retas paralelas.

e Em seguida determine a mediatriz desse segmento. Com centro em D e raio

igual ao comprimento do segmento AF'.

e Construa uma circunferéncia auxiliar e entao marque os pontos G e H na

intersecao com a mediatriz tracada.

e Os pontos G e H representam os respectivos centros das circunferéncias que

passam por D e sao tangentes as retas dadas. Veja a Figura 61.

Figura 61: Duas retas paralelas e um ponto interno.

(ii) As retas sao concorrentes com o ponto interno:
e Dadas duas retas concorrentes em um ponto A e um ponto B interno as
duas retas.

e Existem duas circunferéncias que passam por B e sao tangentes as duas
retas dadas. Os centros dessas circunferéncias estao sobre a bissetriz do

angulo A.
e Por isso, trace a bissetriz de A.

e Por B trace uma reta auxiliar perpendicular a bissetriz de A.
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e Seja o ponto de intersecao da perpendicular com a bissetriz o centro de uma

circunferéncia auxiliar que passa por B.

Observe que B; é simétrico a B em relacao a Bissetriz.

Seguindo os passos da construcao anterior podemos determinar os pontos P
e Q.
e Agsim, as circunferéncias que satisfazem o problema sao as que passam por

P, B e By e B, By e Q respectivamente, como mostra a Figura 62.

Figura 62: Duas retas concorrentes e um ponto.

5. Uma circunferéncia e dois pontos nao pertencentes a ela:

Veja que, quando temos dois pontos e uma circunferéncia, a solucao serd ape-
nas nas condicoes em que os pontos sao ambos internos ou ambos externos a

circunferéncia.
(i) Os dois pontos sao externos a circunferéncia:

e Sejam C e D, dois pontos externos a circunferéncia de centro A dada.

e Para determinar a solucao deste problema devemos inicialmente tracar uma

reta que passa por C' e D.

e Depois trace a mediatriz do segmento C'D. Os centros das circunferéncias

que desejamos encontrar vao estar sobre a mediatriz.

e Com o centro sobre a mediatriz, trace uma circunferéncia auxiliar secante a

circunferéncia dada.

e Pelos pontos de intersecao das duas circunferéncias, trace uma reta concor-

rente no ponto I com a reta que contém o segmento C'D.

e Do ponto [ trace as tangentes a circunferéncia dada nos pontos J e K.
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e Por K trace uma reta que contém o ponto A (centro da circunferéncia dada)

e é concorrente a mediatriz de C'D no ponto L.

e Por J trace uma reta que contém A e concorre com a mediatriz de C'D no

ponto M.

e Os pontos L e M sao os centros das circunferéncias que passam pelos pontos

C e D e é tangente a circunferéncia de centro A, como na Figura 63.

Figura 63: Dois pontos externos a uma circunferéncia.

(ii) Os dois pontos sao internos a circunferéncia:
Sejam C' e D, dois pontos internos a uma circunferéncia de centro A dada. Para
construir uma circunferéncia passando pelos pontos C' e D e tangente a circun-
feréncia de centro A, devemos seguir os seguintes passos:
e Trace uma reta que contém os pontos C' e D.
e Trace a mediatriz do segmento C'D.

e Por um ponto qualquer na mediatriz, construa uma circunferéncia secante

a circunferéncia de centro A.

e Trace uma reta passando pelos pontos de intersecao das duas circunferéncias

e concorrente a reta que contém o segmento C'D em H.

e Por H trace duas retas tangentes a circunferéncia de centro A, encontrando

assim os pontos [ e J.
e De [ trace uma reta que contém A e intercepta a mediatriz de C'D em L.

e Por J trace uma reta que contém A e intercepte a mediatriz de C'D em K.
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e Os pontos L e K representam os centros das circunferéncias que queremos

~,,

Figura 64: Dois pontos internos a uma circunferéncia.

encontrar.

6. Duas circunferéncias e um ponto:

Para determinar uma solucao neste caso, é importante primeiro encontrar o centro
de homotetia entre duas circunferéncias. Aqui faremos apenas o caso em que

temos duas circunferéncias distintas e um ponto externo a ambas.

Uma vez conhecendo a construgao do centro de homotetia, entao seguiremos para

o desenvolvimento da solucao.
Vejamos a construgao de uma circunferéncia que é tangente a duas circunferéncias
de centros A e C' e passa por um ponto E fora delas.

e Trace uma reta que passa pelos centros A e C' das duas circunferéncias.

e Encontre os pontos I e J na intersecao da reta com as respectivas circunfe-

réncias, de modo que os pontos [ e J estejam entre os pontos A e C.
e Trace uma circunferéncia auxiliar que passa pelos pontos I, J e F.

e Encontre o ponto G, que representa o centro de homotetia direta das cir-

cunferéncias dadas.
e Trace uma reta auxiliar que liga o ponto GG ao ponto F.

e Encontre o ponto M que estd na intersecao da circunferéncia que contém os

pontos I, J, F e a reta quem contém os pontos G e E.
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e Trace a mediatriz do segmento M E.

e Trace uma nova circunferéncia auxiliar que contém os pontos M e E e

intersecta a circunferéncia de centro A, formando os pontos P e Q).

e Trace uma reta passando por P e () e encontre o ponto R com a reta que

contém o segmento M E.

e Do ponto R trace uma reta tangente a circunferéncia de centro A e marque

o ponto S.

e Trance uma reta que passa por A e R e intersecta a mediatriz de M E no

ponto T

e Com centro em T trace a circunferéncia que passa por F e é tangente as
circunferéncias de centro A e C simultaneamente. Assim, podemos ver na

Figura 65.

Figura 65: Duas circunferéncias e um ponto.

Duas retas e uma circunferéncia:
Uma das possibilidades pra essa solucao é quando as duas retas sao paralelas e a
circunferéncia de centro A dada esta contida na regido interna das retas.
Como encontrar essa solugao?
e Trace uma reta que contém o segmento EF perpendicular as retas paralelas.
e Trace a mediatriz do segmento EF'.

e Com centro em A, trace uma circunferéncia de raio igual a soma do segmento

FI com o raio da circunferéncia de centro A.

e Os pontos J e K sao respectivamente as intersecoes da circunferéncia com

a mediatriz.
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e Com centro em J e depois em K, trace duas circunferéncias com raios iguais

ao segmento F'I.

e Essas circunferéncias sao simultaneamente tangentes as retas paralelas e a

circunferéncia de centro A.

e Repetindo o processo, agora subtraindo do raio da circunferéncia de centro
A do segmento F'I, encontramos mais duas circunferéncias que satisfazem

essa solucao.

Figura 66: Duas retas e uma circunferéncia.

8. Duas circunferéncias e uma reta:
Vamos mostrar o caso em que temos duas circunferéncias tangentes a uma reta
comum.
e 5ao dadas duas circunferéncias de centros E e F' respectivamente tangentes
em A.
e Seja r uma reta comum as duas circunferéncias e tangentes a ambas em A.

e A reta que passa pelos centros das circunferéncias dadas também passa pelo

ponto A.
e Marque o ponto D na reta que contém os centros das circunferéncias dadas.

e Com raio igual ao comprimento do segmento AD, tracamos uma circunfe-

réncia tangente as circunferéncias de centros E e F' e a reta r.

e Repetido os passos com o ponto C' encontramos uma nova circunferéncia
nas mesmas condicoes. Assim podemos construir infinitas circunferéncias,

conforme a Figura 67.
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9.

Figura 67: Duas circunferéncias e uma reta.

Um ponto, uma reta e uma circunferéncia:

Para este caso, vamos analisar duas possibilidades; a primeira possibilidade é
quando temos uma reta, uma circunferéncia e um ponto pertencente a circunfe-
réncia, a segunda possibilidade é quando o ponto nao pertence a circunferéncia
nem a reta dada.

Uma reta, uma circunferéncia e um ponto pertencente a circunferéncia:

Dada uma circunferéncia de centro C', um ponto D pertencente a mesma e uma
reta f externa a esta circunferéncia.

e Trace por C' uma reta auxiliar perpendicular a reta dada.

e Encontre o ponto I’ de intersecao da reta auxiliar com a circunferéncia,

como mostra Figura 68.
e De F' trace uma outra reta auxiliar passando pelo ponto D.
e Encontre o ponto G de intersecao da reta auxiliar com a reta dada.
e Do ponto G trace uma reta perpendicular a reta dada.
e Trace uma nova reta auxiliar que contém os pontos C' e D.

e O ponto H que representa a intersecao das duas retas auxiliares representa
o centro da circunferéncia tangente a reta f, a circunferéncia de centro C' e

passa pelo ponto D.
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Figura 68: Um ponto, uma reta e uma circunferéncia.

(ii) Uma reta, uma circunferéncia e um ponto ndo pertencente as duas:

Dada uma circunferéncia de centro D, um ponto C' e uma reta f, tais que C nao
pertence a reta f nem a circunferéncia dada e f é externa a esta circunferéncia.
Para tracar uma nova circunferéncia tangentes a circunferéncia e a reta dada

respectivamente e passando pelo ponto C, seguiremos os passos abaixo:
e Trace pelo ponto D uma reta auxiliar perpendicular a reta f em J.

e Encontre os pontos G e F' de intersecao da reta auxiliar com a circunferéncia.

e Do ponto G, trace uma nova reta auxiliar passando por C' e encontrando f
em M.

e Construa uma circunferéncia auxiliar passando pelos pontos J, F e C.
e Seja L o ponto de interse¢ao do segmento MG com a circunferéncia auxiliar.

e Observe que com os pontos C' e L e a reta f e seguindo os passos descritos
na construcao de uma circunferéncia que passa por dois pontos e é tangente
a uma reta, encontramos a circunferéncia que passa por C' e é tangente a
reta f e a circunferéncia de centro D simultaneamente, como podemos ver

na Figura 69.
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Figura 69: Um ponto, uma reta e uma circunferéncia.

10. Trés circunferéncias:

Dadas trés circunferéncias distintas e externas entre elas. Uma solucao pra esse
caso podemos ter por reduzir as trés circunferéncias ao caso em que temos duas

circunferéncias e um ponto.
e Sejam f, j e h, com f > h > j, os raios da circunferéncias de centros A, C'
e I, respectivamente.
e Com centro em A, construa uma circunferéncia auxiliar de raio f — j.
e Com centro em C|, trace outra circunferéncia auxiliar com raio h — j.

e Assim, temos duas circunferéncias auxiliares de centros A e C' e um ponto
E.

e Seguindo os passos para a construcao de uma circunferéncia que contém
um ponto e é tangente a duas circunferéncias, encontramos a circunferéncia
de centro U, que passa por E e é tangente as circunferéncias auxiliares de
centro A e C.

e Seja i o raio da circunferéncia de centro U.
e Ainda com centro em U trace uma circunferéncia de raio ¢ — j.

e A circunferéncia de centro em U e raio ¢ — j é a circunferéncia tangente as
trés circunferéncias de centro em A, C' e E simultaneamente, como mostra

a Figura 70
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Figura 70: Trés circunferéncias.
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6 Consideracoes Finais

De uma forma geral este estudo teve como objetivo demonstrar que dado um problema
existem diversas formas diferentes de chegar a sua solucgao, e que é interessante permitir
que o aluno entre em contato com essas estratégias. Mais que isso, é primordial que aos
alunos sejam possibilitadas experiéncias diversas de contato com o contetido para que
estes possam amadurecer as ideias matematicas e tenham sua capacidade de raciocinio
estimulada.

Este trabalho abordou especificamente o estudo da circunferéncia, pois percebemos
que além da forma analitica, que é a mais tradicional, excelentes resultados podem ser
obtidos também com a construgao geométrica, que por sua vez é pouco abordada no
Ensino Basico.

Conforme observado, o assunto de tangéncia de circunferéncias por si s6 é complexo
e podemos notar a auséncia de uma abordagem mais completa na maioria dos materiais
didéticos utilizados no Ensino Basico. Diante de tais obstaculos, o professor, por vezes
precisara reorganizar seu planejamento didatico com o intuito de suprir a caréncia
das obras utilizadas. Com o objetivo de ajudar o professor nessa tarefa, apresentamos
neste texto uma sequéncia de problemas, conhecidos como Problemas de Apolonio, que
acreditamos ser uma boa oportunidade para o professor estimular no aluno a percepc¢ao

geométrica envolvendo os problemas de tangéncia.
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