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RESUMO

Neste trabalho consideram-se conceitos basicos da Geometria Diferencial, principalmente
as Curvas Planas Parametrizadas. Foram utilizados alguns conceitos e propriedades
deAlgebra Linear, Geometria Analitica, Calculo Diferencial e Integral como prelimina-
res para a abordagem das curvas parametrizadas. O principal objetivo do trabalho é
apresentar o que motiva a parametrizacao das curvas, principalmente seccoes conicas:
circunferéncia, elipse, hipérbole, parabola e a apresentacao de outras curvas parametri-
zadas como Cicléide, Epicicléide, Hipocicldide, Deltdide, Astroide e Cissdide de Didcles.
O estudo também contempla uma breve abordagem sobre curvas no espaco, Triedro de

Frenet, e em particular hélices.

Palavras-chave:Curvas Parametrizadas, Curvas Planas, Referencial de Frenet, Curva-

tura.



ABSTRACT

In this work it is considered basic concepts of Differential Geometry, mainly Parametric
Plane Curves. It was used some concepts and properties from Linear Algebra, Analytic
Geometry, Differential and Integral Calculus as preliminary for the approach of parame-
trized curves. The main aim of this work is to present what motivates the parametrization
of curves, mainly conic sections: circunference, ellipsis, hyperbola, parabola and the pre-
sentation of other parametric curves, like Cycloids, Epicycloids, Hypocycloids, Deltoid,
Astroid and Cissoid of Diocles. The study also contemplates a brief approach about

curves in space, Frenet Trihedral and particular Helices.

Keywords: Parametric Curves, Plane Curves, Frenet Reference, Curvature.
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Capitulo 1

Introducao

O estudo da geometria teve inicio na Grécia, sendo Euclides de Alexandria o res-
ponsavel pela reuniao de grande parte da matematica desenvolvida em sua época com a

obra ”Os Elementos”, a qual apresenta um grande estudo sobre Geometria.

Para a introdugao da geometria diferencial, que é o estudo da geometria com o
auxilio do célculo diferencial integral, e das curvas parametrizadas foram necessarios
alguns conceitos de geometria analitica, dlgebra linear, baseadas em Boldrini [Bol78],
Boulos [Bou05], Lima [Lim10], e fungoes vetoriais baseadas em Tenenblat [Ten88] e

Leithold[Lei94].

Apolonio de Perga teve uma grande contribuicao no estudo das curvas, principalmente
secgoes conicas. Ele foi o primeiro que mostrou ser possivel obter as sec¢oes conicas a
partir de um 1nico cone variando a inclinagao do plano de seccao, superando os trabalhos

de Menecmo, Euclides e Arquimedes, veja Eves [H.04].

As secgoes conicas sao de grande aplicabilidade e estao presentes no cotidiano. Por
exemplo, os planetas do sistema solar, satélites artificiais descrevem Orbitas elipticas; ha
cometas que percorrem trajetorias hiperbdlicas; na orientagao de barcos faz-se o uso das
hipérboles; o trajeto de projéteis é descrito por parabola; também utilizam-se parabolas

para construcao de pontes, entre muitas outras funcoes.

Nem sempre ¢ possivel escrever matematicamente a equagao cartesiana de uma curva,

dai vem a motivacao para parametrizar as curvas. O movimento de uma particula é



descrito por uma curva parametrizada pelo tempo t, logo, aparece em muitas aplicacoes
da Fisica. O traco da curva corresponde ao conjunto de pontos por onde a parti?cula
passa. O intervalo I corresponde ao intervalo de tempo que dura o movimento, ou seja,

¢é descrever uma curva através de uma fungao vetorial.

Em seguida foram tratados os conceitos de curva parametrizada diferencidavel e curva
regular. Ainda, sao apresentadas algumas curvas planas, dentre elas: circunferéncia,
elipse, hipérbole, parabola, cicloide, epicicloide, hipocicloide, Cisséide de Diocles e evolu-

tas. Posteriormente, define-se o referencial de Frenet e suas propriedades. (do Carmo,[dCT71])

Complementando o capitulo anterior, apresentam-se curvas no espaco generalizando
alguns conceitos das curvas planas. Apresentam-se também as férmulas de Frenet-Serret,
as quais sao de grande relevancia nos estudos das curvas no espaco, bem como plano

normal, plano retificante e plano osculador.(O’ Neill,[ON69)).

Esse trabalho se divide em cinco capitulos: o Capitulo 1 refere-se a parte introdutoria;
no Capitulo 2 sao abordados alguns conceitos preliminares de vetores, dependéncia e
independéncia linear, base, produto interno e produto vetorial; o Capitulo 3 é uma breve
apresentacao de funcoes com valores vetoriais; no Capitulo 4 serao consideradas curvas
planas, bem como a parametrizacao de algumas delas; por fim, no Capitulo 5, serao
apresentados curvas no espago, sendo abordados o triedro de Frenet e hélices.(Harle,

[Har73] e O’Neill, [ON69]).
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Capitulo 2

Preliminares

Vetor é uma palavra que provém do latim vehere, que significa transportar (Lima
[Lim10]) e é uma ferramenta importante para o estudo em diversas dreas como na Ma-
temdtica, na Fisica, na Engenharia entre outras. Josiah Willard Gibbs (1839-1903) utili-
zou o conceito de vetor como um segmento de reta orientado para facilitar o entendimento
e aplicabilidade de contetudos dificeis de dominar com rapidez e de aplicar com facilidade

(Eves [H.04)).

Modulo, direcao e sentido do vetor, bem como segmento orientado, equipoléncia, vetor

nulo, vetor oposto e norma serao definidos a seguir e se encontram em Boulos [Bou05]:

Definigao 2.1. Um segmento orientado é um par ordenado (A, B) de pontos do espago.
A ¢é dito origem, B extremidade de segmento orientado. Os segmentos orientados da

forma (A, A) sao ditos nulos. Observe que se A # B, (A, B) é diferente de (B, A)

Definigao 2.2. i. Os segmentos orientados (A, B) e (C, D) tém o mesmo comprimento

se os segmentos geométricos AB e C'D tém o mesmo comprimento.

ii. Suponha (A, B) e (C,D) nao nulos. Entao (A, B) e (C,D) tém mesma dire¢io se
AB//CD.

iii. Suponha (A, B) e (C, D) tém mesma direg¢do.

a) Se as retas AB e CD sao distintas, (A, B) e (C, D) tém mesmo sentido caso 0s
segmentos AC' e BD tenham interse¢io vazia. Caso ABNCD # 0, (A, B) e
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(C, D) tém sentido contrdrio.

b) Se as retas AB e CD coincidem, tome A', B’ tal que A’ ndo pertenca a reta
AB e (A", B") tenha mesma dire¢io, e mesmo sentido que (A, B). Entao (A, B)
e (C,D) tém mesmo sentido se (A", B’) e (C,D) tém o mesmo sentido. Caso

contdrio (A, B) e (C, D) tém sentido contrdrio.

Figura 2.1: Mesmo Sentido

Figura 2.2: Sentido contrario
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Definigao 2.3. Os segmentos orientados (A, B) e (C, D) sdo equipolentes, e indica-se

(A, B) (C, D), se um dos casos sequintes ocorrer:

a) ambos sao nulos;

b) nenhum ¢é nulo, e tém mesmo comprimento, mesma dire¢ao e mesmo sentido.

Em Boulos [Bou05], um segmento orientado (A, B) fixado, chama-se classe de equi-
poléncia de (A, B) o conjunto de todos os segmentos orientados que sao equipolentes a

(A, B), gozando das propriedades reflexiva, simétrica e transitiva.

Definicao 2.4. 1. Um vetor é uma classe de equipoléncia de segmentos orientados de
E? (conjunto dos pontos do espaco tridimensional). Se (A, B) é um segmento orien-
tado, o vetor correspondente serd indicado por 1@ Usam-se também letras latinas

minisculas enunciada por uma seta (@ ,b ,etc)

it. Chama-se de vetor nulo ao vetor cujo representante € um segmento orientado nulo.

Indica-se o vetor nulo por 0 .

iti. Os vetores T e if nao nulos sdo paralelos se um representante de X € paralelo a um
representante de . Se Z//y e & e § tém mesmo sentido (respectivamente sentido
contrdrio) se um representante de T e um representante de i tém mesmo sentido
(respectivamente sentido contrdrio). Considera-se o vetor nulo paralelo a qualquer

vetor.

iv. Chama-se norma (mddulo ou comprimento) de um vetor o comprimento de qualquer
um de seus representantes; indica-se a norma de T por ||Z]|. Se ||Z]| = 1, o vetor &

é unitario.

~ o .
Definicao 2.5. O vetor BA € chamado de vetor oposto do vetor B, que tem o mesmo
comprimento, mesmo direcao e sentido contrario. O vetor oposto do vetor 1@ ¢ indicado

também por —E, o vetor oposto de um vetor I € indicado por —X.
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A

Figura 2.3: Vetor oposto

2.1 Operacoes com vetores

O conjunto de todos os vetores serd indicado por V3.

A soma de vetores e a multiplicacao de um vetor por um escalar serao definidos a

seguir.

2.1.1 Soma de vetores

A soma de vetores podem ser interpretada de duas maneiras. Representa-se 4 = 1@ e
U= B? , por um segmento orientado cujo inicio seja a extremidade final de 4 do primeiro
segmento entao define-se a soma # + ¢ como sendo o vetor 4 4+ v = 1@, figura 2.4. O
outro modo de soma que pode ocorrer é se os segmentos orientados tém o mesmo inicio,
seja U = 1@ ev= /ﬁ entao U+ v = E que serd a diagonal do paralelogramo que tem
dois lados consecutivos iguais AB e AC, figura 2.5 sendo que a segunda maneira s6 faz

sentido se os pontos nao forem colineares.
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Figura 2.4: Soma de vetores (a)

Figura 2.5: Soma de vetores (b)

A soma de vetores em V? satisfaz as seguintes propriedades:

1. Associativa

2. Comutativa

3. Elemento Neutro

1
+
=]
Il
&



4. Elemento Oposto

2.1.2 Multiplicacao de vetor por um numero real
Define-se a multiplicacao de um nimero real a a um vetor v indicado por av, tal que:
i. Se =0 ou =0, entdo av = 0;
ii. Seaw#£0 e ¥ +#0, av é caracterizado por:

a) av/ /v,
b) at' e ¥ tém o mesmo sentido se a > 0 e sentido contrério se a < 0;

c) |ladl]| = |alf|d]]

Sy

Figura 2.6: Multiplicacao do vetor por escalar

Valem as seguintes propriedades de multilicagao de vetor por ntimero real:

Distributiva:
1. a(d+7) = ol + ot

16



2. (a+ B)U = av + f7,

3. Existéncia de identidade para a multiplicagao por um escalar:

10 =1;

4. Associativa:

a(f0) = (af)v = f(av).

2.1.3 Soma de ponto com vetor

Seja um ponto P e um vetor ¥, entdo existe um unico segmento orientado (P, Q)

representante de .

Definigao 2.6. Para cada ponto P € E? e a cada vetor v € V3 associa um tinico ponto

Q de E3, indicado por P + ¥, e é chamado de soma de P com ©. Assim
VPERP VGV P+i=Qo PO =7

donde
P+PO=Q

Segue algumas propriedades dessa operacao:
1. P+0=P VYPeR
2. P+u=P+7=u="1,

3. (P+u)+0=P+(i+7) Va,0eV?® VP eR?

2.2 Dependéncia e Independéncia Linear

Definicao 2.7. Um espaco vetorial real € um conjunto V', nao vazio, com duas operacoes:
soma, VXV — V e a multiplicacao por escalar, R X V — V| tais que, para quaisquer

u,v,w €V ea,beR, as propriedades abairo sao satisfeitas:

17
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i) (il + ) + @

i+ (7 +0);

i) @+ =T+

\.:l

iii) Existe 0eV tal que @+ 0= a;
) a(t + V) = ad + av;

—

v) (a+b)VU = at + bv;

Definicao 2.8. Sejam V um espaco vetorial, vy, v, ...,U, € V e ay,as, ...,a, € R. Entao
o vetor

U= 171@1 —+ 172@2 + ...+ ﬁnan

¢ um elemento de V que € chamado de combinacao linear de vy, Vs, ..., U,.

Definicao 2.9. Sejam V' um espago vetorial e vy, Vs, ...,0, € V. FEntao o conjunto

{¥, Vs, ..., U, } € linearmente independente se a equagao
171&1 + 172(12 + ...+ Unan =0

implica que a; = ay = ... = a, = 0. No caso em que exista algum a; # 0 entdo

{¥, Vs, ..., U, } € linearmente dependente (LD).

Proposigao 2.1. Sejam os vetores u, v no plano linearmente independentes. Entao
qualquer vetor w nesse plano se escreve, de modo unico, como combinacao linear de u e

U, ou seja, W=S-uU+1t-U .

Demonstracao. Geometricamente pode-se obter 4 = A§ ev= A(E segmentos orientados
com mesmo ponto inicial A. Como @ e ¥ nao sao colineares, os eixos AB e AC tém

apenas o ponto A em comum.

Dado um vetor qualquer w no plano, escreve-se w = ﬁ e, pelo ponto P, traca-se

paralelas aos eixos AB e AC no ponto C’ e a segunda corta AB no ponto B’.

s
Como A, B e B’ sao colineares, existe s € R tal que AB' = s - zﬁ

18



—
Analogamente, AC' =t - /@ com t € R.

— -
Como AP é diagonal do paralelogramo AB'PC’, temos ﬁ = AB' + AC’, ou seja,

w=s-uU+t-7. O

Sy
vs)
vy}

'/

Figura 2.7: Escrevendo @ como soma de um miltiplo de @ com um mutiplo de v.

Exemplo 2.1. Qualquer vetor do plano se exprime como combinacao linear dos vetores
@ =(2,-1) e ¥ = (=3,2). E possivel obter o vetor & = (1,1) como wma combinacio
linear W = su + tv? De fato:

(1,1) = s(2,—-1) + (-3, 2)

(1,1) = (2s, —s) + (—3t, 2t)

(1,1) = (25 — 3t, —s + 2t),

2s =3t =1
ou seja . Resolvendo o sistema, obtem-se s = 5, t = 3. Portanto

—s+2t=1
W = 5u + 3U que € a expressao do vetor W como combinac¢do linear de U e v.

2.3 Base

Definigao 2.10. Um conjunto {vi,vs,...,v,} de vetores de um espago vetorial V' serd

uma base se:

19



i. {v1,v9,...,v,} € linearmente independente;
it. [v1, 09, ...,vp] = V.

Em R? qualquer tripla ordenada X = {€}, &, €3} linearmente independente de vetores
forma uma base. Se {€, €3, €3} é uma base de R3, todo vetor ¥ se escreve de modo tinico
como uma combinacao linear de €7, és, €3, isto é, existem escalares aq,as, a3, tais que

U= a1€1 + Clgéé + CL3€3.

ol
8

Figura 2.8: Base de R?
Exemplo 2.2. O conjunto {(1,1),(0,1)} é uma base de V.= R?. Se (0,0) = a(1,1) +
b(0,1) = (a,a+b), entdo a =b=0. Isto € {(1,1),(0,1)} € linearmente independente.
Temos ainda [(1,1),(0,1)] =V pois dado v = (z,y) € V, temos
(z,y) = 2(1,1) + (y — 2)(0, 1),
ou seja, todo vetor de R? é uma combinagdo linear dos vetores (1,1) e (0,1).

Definicao 2.11. Sejam 8 = {v, Vs, ...,U,} base de V e U € V onde U = a1U] + as¥s +
.+ a,v,. Os nimeros ay,as, ..., a, sio chamados de coordenadas de v em relacdo a base

[ e denota-se por

a1

an

20



Definigao 2.12. Os vetores U e U sao ortogonais se um deles € nulo, ou caso contrdrio,

admitirem representantes perpendiculares.

Proposigao 2.2. Os vetores @ e U sio ortogonais se e somente se ||u+0]|* = ||d||>+]|v]|*.

Demonstracao. Trata-se da aplicacao do Teorema de Pitagoras e de sua reciproca. Basta
observar que, tomando O qualquer, @ L v se e somente se os pontos O, O+, O + 4+ v,

sao vértices de um triangulo retangulo. ]

Definigao 2.13. Uma base B = {¢1, €, €3} de R® € ortonormal se €1, €, €3 sao unitdrios

e dois a dois ortogonais.

Proposicao 2.3. Se g = {€},és, €3} € base ortonormal e i = xéy + yés + 2€3 entdo
||ld]] = /a? + y? + 22.

Demonstracao. Considere a aplicagao do Teorema de Pitagoras aos dois triangulos retangulos

destacados na figura 2.9

ZEg

S

Figura 2.9:

Como €3 1 €] e €3 L e, resulta zé3 L xe] +yes. Logo pela proposi¢ao anterior, como
U= (1351 + y€2) + 253,

1all* = l|lvé1 + yéa||* + [ zes]|*.

21



Como também ze; L yés, resulta, pela mesma proposigao, que esta relagao se escreve
1@l* = [lzéu]|* + [lyéa||* + |||

€ Como €1, €o, €3 SA0 unitarios,

lzéy|]* = |of* = 2%

lyéa||* = y* = v*
||z65|° = |2 = 2%

entao segue

|l = v + 32 + 22

2.4 Produto Interno

Observando o item (iv) da defini¢do 2.4 o comprimento de um vetor é representado
por ||7]]. Seja v = AB entdo ||U]] = d(A, B). Em um sistema de coordenadas ortogonais,

se U = (a, 3,7) entdo pela proposicao 2.3, temos

[T]] = Va2 + 32 + 2.

Exemplo 2.3. Calcule o comprimento do vetor v = (—4,5,1).

191l = V/(—4)% + 52 + 12
15 = V16 + 25 + 1
1] = v42.

Definicao 2.14. Seja V' um espaco vetorial real. Um produto interno sobre V' é uma
funcao que associa a cada par de vetores, i,V € V. um nimero real (i,V), chamado de
produto interno de U por ¥ de modo que sejam wvdlidas as sequintes propriedades, para

quaisquer u,v,w € V e a € R:

i. (@,u) >0 e (u,ud) =0 se, e somente se il =0;

22



Definicao 2.15. Seja V' um espagco com produto interno, a morma de um vetor ¥ em

relagdo a este produto interno € dada por ||| = +/(¥, V).

Seja V' um espaco vetorial real com produto interno, para quaisquer u,v em V e

a € R, sao validas as seguintes propriedades:

i. ||d]] >0 e |lu]] =0 se, e somente se @ = 0;
i ||av]| = [l [J2]];
iii. [(@, )] < ||d]] ||7]| (Desigualdade de Schwarz);

iv. ||@ + 0| < ||@]] + ||7]| (Desigualdade triangular).

Demonstracao. 1.
10]] = V{0, 0)

Como (v,7) > 0= ||v]| > 0.

ii.

lad]] = V/{av, at) = /a2(t,7) = |a|\/(v,0) = |a] [|4]].
iii. Desigualdade de Schwarz

Se 4 ou v é nulo, é imediato, pois ambos os membros se anulam. Se @ # 0 e ¥ # 0,

entao para qualquer t € R, temos
(ti + v, tid + ) > 0
isto é,
(i, @)t + 2(i, V)t + (T, T) > 0.

Obtem-se um trinomino do segundo grau que deve ser positivo para qualquer valor de

t. Como o coeficiente (i, @) de t? é sempre positivo, o discriminante A = 4(@, ¥)? —
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(i, @)(, %) < 0.

Isto é, 4(u, v)? — 4(u, u) (v, ¥) < 0, o que implica que |(@, 7)| < ||a]| ||7]].

iv. Calculemos:

(U, 4) + (0, 7)
[+ 911> = ||| + (@, 9 + (&, @) + |71
Como (u, V) = (U, )

= ||+ | = [|@|]* + 2(a, ) + ||7]?

= + 9] = ||a@||* + 2(a, 7) + ||9]]* < ||4]|* + 2|, ©)| + ||9]]*

Mas, pela desigualdade de Schwarz

(@, )| < |[al| - ||v]] = 2|(a, 0)] < 2[a][[|]]
=|la + o] = [[al|* + 2/ |]||2]] + ||7]*
=||@+ 7117 < (|lal] +[|9]])?
=|la + o] < ([lal] + [[7]).

]

Definicao 2.16. Sejam u e ¥ vetores nao nulos. Pela desigualdade de Schwarz, tem-se:

(@, )| < ||]]]|o]|
|

Sl
el
(a,7)
alllall] —
Entao existe um 0 € [0, 7] tal que
KD o0 = (@) = |||l cos 6.
Ieini



Quando (i, v) > 0 o angulo # entre 4 e U é agudo, quando (i, v) < 0 o angulo # entre

@ e U é obtuso, quando (u, V) = 0 @ e U sdo ortogonais.

Definicao 2.17. Seja V' um espago vetorial com produto interno (,). Diz-se que dois

vetores i e U de V' sao ortogonais se (i, V) =0 e escreve-se @ L .

Segue da definicao acima as seguintes propriedades:

i. 0 L « para todo u € V;

ii. ¥ L ¢ implica que v L u;
iii. Se @ 1 ¥ para todo v € V, entao v = 0;
iv. Setl; L U ety L U, entao iy + iy L ;
v. Seu L v e X éescalar, \u L 7.
Proposicao 2.4. 4 1L 7 < (u,7) = 0.

Demonstracao. Se 1 ou ¢ é nulo, é imediato. sendo, decorre de (u,v) = ||dl|||V]|cosb,

que:

oS
]
}_
<y

(U,0) =0 <= cosh =0 < 0=

O

Exemplo 2.4. Usando o produto interno usual de vetores em R™, com @ = (1, xa, ..., Tp)
e U= (Y1,Y2, -, Yn) isto €:
n
<7j> 17> = Z TilYis
i=1

observa-se que os vetores 4 = (—4,5) e ¥ = (10, 8) sdo ortogonais, pois

, 7)

(—4)-10+5-8

Sy

(
(@, 7) = —40 + 40

) = 0.

<L

(@
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2.5 Produto vetorial

Definicao 2.18. Dados @ e T vetores de R? define-se @ x ©,como produto vetorial de i@
e U, da sequinte maneira:
1. seu e v forem linearmente dependentes,
uxv=0
it. se u e U forem linearmente independentes, u X U serd o wvetor com as sequintes
caracteristicas:
a) ||u x 9| = ||u]] ||V]|senb, onde 6 é a medida do dngulo entre @ e .
b) U x U € ortogonal a U e .
c¢) {u, 0,1 x U} € uma base positiva de R3.

Sejam {Z, 7, /2} uma base ortonormal positiva. Se @ = (z1,y1,21) € U = (22, Y2, 22)

relativamente a essa base, entao pode-se demonstrar que

1 ]k
UXV=|21 Y1 21
Ty Y2 z2

onde o determinante formal deve ser interpretado como sendo

Yy 21 |- 21 T1 |- 1 Y1 |-
1+ J+ k.

Y2 22 Z2 T3 T2 Y2

Exemplo 2.5. Calcule @ X ¥ sendo 4 = (1,2,3) e v = (—1,1,2).

~
N Sy
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Capitulo 3

Funcoes com valores vetoriais

Definicao 3.1. Sejam [ e g funcoes definidas em I C R e contradominio R, isto é:
f,g: I CR—=R.

Definimos o : I C R — R?
ou

; onde {1,7} € a base candnica do R?.

A funcdao o é chamada de funcdo com valores vetoriais. As funcgoes f e g sdo deno-

minadas de fungoes coordenadas de c.

Exemplo 3.1. Consideremos a fun¢ao definida por a(t) = VE—2i + (t — 3)’15. Qual
serd o dominio de a?

Tomando f(t) =/t —2 e g(t) = (t—3)"! o dominio de o serd o conjunto em que estardo
definidas as fungoes coordenadas f (t) e g(t). Observe que f(t) estd definida parat > 2 e
g(t) estd definida para t # 3. Portanto o dominio de o € {t|t > 2,t # 3}.

Definicao 3.2. Se a e 8 sao fungoes vetoriais e f uma funcao real definidas em I, com
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I C R, entao as fungoes a+ 3, fa , (a, ), a x 8 sao definidas para todo t € 1.

(a+ B)(t) = a(t) + B(1);
(fe)(t) = f(t)e(t);

(o, B) () = (a(t), B(1));

(< B)(t) = a(t) x B(t).

Definicao 3.3. Se a(t) = f(t)i + g(t)], entio o limite de a(t) quando t tende a ty, serd
definido por

lim a(t) = lim f(t)i + lim g(t);

t—t1 t—t1 t—t1

se limy_yy, f(t), limyy, g(t) existirem.

Exemplo 3.2. Se a(t) = costi + 2¢'], entio

. o . - . £\ 7
11&5 a(t) = (g% cost)i + (g% 2¢")j

lim o(t) =7 + 27.

t—0

Definigcao 3.4. A funcao « com valores vetoriais serd continua em t; se e somente se

as trés condigcoes sequintes forem satisfeitas:

i. a(t) exisite;
ii. limy_y, at) existe;

did. limy_yy, at) = a(ty).

Se a e B sao funcgoes vetoriais continuas em I e f € uma funcao real continua, entdo as

funcgoes a+ 8, fa, {(a, ) e a x B sao continuas.

Definicao 3.5. Se « for uma fun¢ao com valores vetoriais, entdo a derivada de o também

serd uma funcdo com valores vetoriais, denotada por o e definida por

, . a(t+At) —alt
a<f>:£130( Ai &

se esse limite existir.
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alt + At)

Figura 3.1: Vetor tangente

Uma interpretagao geométrica da definigao 3.5 pode ser obtida considerando as re-
presentacoes dos vetores a(t), a(t + At) e o/(t). A curva D é tragada pelo ponto final
da representagao posicional de «(t) quando t assume todos os valores do dominio de
a. Seja (ﬁ a representagao posicional de af(t) e (ﬁ a representacao posicional de
a(t + At). Entao ot + At) — a(t) serd um vetor tendo CB como representante. Se o

L

Ap obtem-se um vetor com a mesma

vetor a(t+ At)—a(t) for multiplicado por um escalar

direc¢do e cujo o médulo é ﬁ vezes o médulo de a(t + At) — «a(t). Quando At tende a

o(t+At)—alt)
At

ponto C'.(Leithold,[Lei94])

Zero, o vetor tende a um vetor cuja representacao ¢ a tangente a curva D no

Definicao 3.6. Uma funcio com valores vetoriais o : I — R? € dita diferencidvel se o

existir para todos os valores de t no intervalo.

Teorema 3.1. Se a e 3 forem funcoes com walores vetoriais diferencidaveis em um in-

tervalo, entao o+ [ serd diferencidvel no intervalo, e
[at) + B(1)] = /(1) + B5'(t).
Demonstragao. Leithold [Lei94], pagina 811. ]
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Exemplo 3.3. Seja a =2 + (t —1)] e 3 = senti + cos tj. Determine [a(t) + 5(t))

Solugao

[a(t) + B(t)] = [t% + (t — 1)7] + [sen ti + cos t]]
[a(t) + B(t)] = [(t* + sent)i + (t — 1 + cos t)])

—

[a(t) + B(t)] = (2t + cos t)i + (1 — sen t)].

Teorema 3.2. Se o e B forem funcoes com valores vetoriais diferencidveis em um in-

tervalo, entao « - B serd diferencidvel no intervalo e
[a(t) - B = /() - B(t) + alt) - B'(1).
Demonstracao. Leithold [Lei94], pagina 811. O

Exemplo 3.4. Sejo o = t% 4 (t —1)j e § = sen ti + cos tj. Determine [a(t) - 5(t)]'
Solucao

—

a(t) - B(t) = (Bsent)i + ((t — 1)cos t)]
[a(t) - B(t)] = (2tsen t)i + (t2cos t)i + (cos t)] + ((t — 1)(—sent))]

—

[a(t) - B(t)]) = ((t+ 1)sen t)i + ((t* + 1)cos t)5.

Teorema 3.3. Se a for uma fungcdo com valores vetoriais, diferencidvel em um intervalo

e se f for uma funcao com valores reais, diferencidvel no intervalo, entao
[f@) - a®)] = ['(H)alt) + f(t)a'(L).
Demonstragao. Leithold [Lei94], pagina 812. ]

Pode-se demonstrar facilmente que:

Sejam «(t) e f(t) diferencidveis, entao (a(t), 5(t)) é diferencidvel e

Proposicao 3.1. Sea : I C R — R? for uma funcdo com valores vetoriais, diferencidvel
em um intervalo e ||a(t)|| for constante para todo t no intervalo, entdo os vetores a(t) e

o/ (t) serao ortogonais.
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Demonstracao. Seja

Derivando

(a'(t), a(t)) + (a(t), o/ (t)) = 0
(a'(t), a(t)) + (/' (1), a(t)) = 0
2(a/(t), a(t)) = 0

(a'(t), a(t)) = 0.

Como o produto interno de «(t) e /() é nulo, segue que a(t) e o/(t) sdo ortogonais. [J

an
NP,

Figura 3.2: vetores ortogonais
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Capitulo 4

Curvas

Neste capitulo, é apresentado o conceito de curva parametrizada diferenciavel e cur-
vas regulares. Contempla também, os exemplos classicos de reta, circunferéncia, elipse,
hipérbole e parabola; que muitas vezes aparecem em problemas relacionados a Fisica, no

Ensino Médio.

Outros exemplos de curvas classicas, como Cicléide, Epicicloide, Hipocicloide, Deltéide

sao abordados, assim como a Cissoide de Didcles.

Os conceitos de comprimento de arco, parametrizacao pelo comprimento de arco e
referencial de Frenet de curvas planas aparecem naturalmente no contexto, e no final do

capitulo é apresentado uma introducao as Evolutas.

4.1 Curvas Planas

4.1.1 Curva Parametrizada Diferenciavel, Curva Regular

Definicao 4.1. Uma curva é uma aplicacao o : I — R™, sendo I um intervalo, I C R.
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Definicao 4.2. Uma curva parametrizada de R* é uma correspondéncia que associa a

cada t de um intervalo aberto (a,b) =1 C R, um ponto P(t) = (x1(t), z2(t)); isto é,

a: ]l CR— R?
Fes a(t) = P(t) = (21(t), 2(t)

As fungoes x1 = x1(t) e xg = x9(t),a < t < b sao diferencidveis de classe C™. As

expressoes 1 = x1(t) e xe = x2(t) sao denominadas fung¢oes paramétricas da curva.

Definigdo 4.3. Seja o : I C R — R? diferencidvel. O wetor o' (t) = (z,(t),5(t)) €

chamado de vetor velocidade de o em t.

Exemplo 4.1. Represente graficamente a curva e elimine o parametro para encontrar
uma equagdo cartesiana da curva x(0) = 2cos(0) e y(0) = sen?(0).
Solugao:

z(0) = 2cos(0)

y(0) = sen?(0)

Lembrando que

sen?(0) + cos*(0) = 1.

De z(6) = 2cos(8) = (%)2 = cos*(0) e y(0) = sen?(0), entdo,

T 2
— :1
y+<2>

Exemplo 4.2. Dada a funcio x(y) = y* — 3sen(y) obtem-se o sequinte conjunto de

equagoes parametrizadas.

Definicao 4.4. Uma curva parametrizada o : I — R® € dita plana, se existe um plano

que contém o(I).

Exemplo 4.3. A curva a(t) = (t, = ’—2> é plana, pois estd contida no plano

r—y+z2z+1=0.
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N'Q\
b

Il

S|

x

Figura 4.1: Curva (2cosf, sen®0)

Exemplo 4.4. Reta
A aplicagdo a(t) = (a+bt, c+dt), comt € R, onde b*+d* # 0, é uma curva parametrizada
diferencidvel cujo trago € uma linha reta passando pelo ponto (a,c) paralela ao vetor de

coordenada (b,d).

Seja o : I C R — R? cujo traco é uma circunferéncia. Como podemos saber se uma
particula, cujo traco é uma circunferéncia, esta se deslocando no sentido horario ou anti-
horario? Essa é uma pergunta natural para os alunos do Ensino Médio. O que responde
a essa pergunta, é o conceito de vetor velocidade, como serd apresentado nos exemplos a

seguir:

Exemplo 4.5. Circunferéncia

Seja o : R — R?, definida por a(t) = (x(t),y(t)) onde
x(t) = rcost

y(t) = rsent.

Tem-se:

a(t) = (rcost,rsent).
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Figura 4.2: Circunferéncia
Considerando uma circunferéncia de raio unitdrio, tem-se

a(t) = (cost, sent)

o' (t) = (—sent, cost),
para

a(0) = (cos0,sen0) = (1,0) = A

B  Sentido anti-horario

Y
\/

Figura 4.3: Particula deslocando-se no sentido anti-horario

35



Tomando outra parametrizacao tem-se 3 : R — R2, com raio unitdrio,
B(t) = (sent,cost)
B'(t) = (cost, —sent),

tem-se

B(0) = (sen0,cos0) = (0,1) = A
B (g) = (sen%,cas%) =(1,0)=1B

>
Q\
=

Sentido horario

dh

Figura 4.4: Particula deslocando-se no sentido horario.

Observa-se que a e 3 tém o mesmo traco, porém percorrem a curva em sentidos

opostos (a tém sentido anti-hordrio e B tém sentido hordrio).

Exemplo 4.6. Elipse
Seja o : I — R? definida por a(t) = (acos(t),bsen(t)); a # 0, b # 0.

Observa-se que o traco de o € uma elipse. De fato, fazendo

x(t) = acos(t)

y(t) = bsen(t),
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tem-se

= cos(t)

L. sen(t),

b

elevando ambos os membros ao quadrado, tem-se:

<E> . cos?(t)

a

<%>2 = sen’(t).

Somando, tem-se a equacao cartesiana da elipse centrada na origem.
N 2 U\ 2
- + <—) =1.
<a> b

O sentido em que a particula se desloca na elipse é determinada de maneira andloga

a da circunferéncia.

b o(t) = (acost, bsent)

Figura 4.5: Elipse a(t) = (acost,bsent)

Exemplo 4.7. Hipérbole

Da Geometria Analitica tem-se que a equacdo cartesiana da hipérbole € dada por:
T\ 2 y)Q
-] = (%) =1
(a) (b
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a cosf
Entao
Ve 1
=== —tg%0 = 1.
2 0 cos?
v=ux(0) =25
Portanto, a hipérbole admite a parametrizacdo 6 € [0, 2n].
y = y(0) = btgb;

Fazendo t = tgg, obtem-se também a parametrizacao

B o (1+?)
x—x(t)—al_tz
2t

=y(t)="> :

Exemplo 4.8. Pardbola
FEsboce a curva dada pelas equacoes parametrizadas x = t?, y = 6 — 3t. Indique o sentido

em que a curva € tragada.

Solugao:
x(t) =t
—00 < t < 4+00.
y(t) =6 — 3t

Figura 4.6: Parébola «a(t) = (2,6 — 3t)
Para observar o sentido tem-se:

aft) = (12,6 — 3t)

(0) = (0,6).
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Aplicando vetor velocidade no ponto t = 0, tem-se:

o(t) = (2t,-3)
a'(0) = (0,-3).

Assim conseque-se determinar o sentido o qual a curva € tracada.

Figura 4.7: Sentido que a parabola é tracada

Exemplo 4.9. Pardbola
Seja o : R — R?, com a(t) = (x(t),y(t)).

Tomando

x=1t>—2t

y=t+1.

O trago dessa curva é uma pardbola.
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Figura 4.8: Pardbola a(t) = (t* — 2t,t + 1)

Exemplo 4.10. A aplicagio o(t) = (t,|t]), t € R, ndo é uma curva parametrizada

diferencidvel, pois |t| nao € diferencidvel para t = 0.

()

Figura 4.9: «o(t) = (¢, |t])

A partir de um problema de quadratura do circulo Charles Bouelles apresentou a
cicléide num trabalho de geometria publicado em Paris, em 1501. A cicloide apareceu
como solucao de alguns problemas como braquistocrona, solucionado por Newton, Leibniz

e Bernoulli, e a tautécrona discutido por Huygens, Newton.

Exemplo 4.11. Seja C um circulo de raio r, s uma reta e P um ponto de C. A curva

descrita por um ponto da circunferéncia de um circulo, conforme esta rola ao longo de
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uma reta sem escorregar é chamada de cicloide.

2r

Figura 4.10: Cicloide

Parametrizacao da Cicloide

Figura 4.11:
Observa-se que

z=O0R-OT,

y=O0R—0Q.

No triangulo OPQ), obtém-se a sequinte relagao:

cosf3 = = 0Q) = rcosf

*18
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PQ

senf = — = PQ = rsenf.
r

Observa-se também que 2m estd para 2mr, assim como B estd para PR, logo PR = fBr,
entdo OR = PR = f3r.
Fazendo as sequintes substitui¢oes obtém-se:

—TR = pr —rsenf =r(B — senf),

—0Q =r —rcosf =r(l — cosp).

8

I
=i
=u| ISV

<
I

Logo a Clicloide estd parametrizada.

Observa-se que a cicloide é obtida por um ponto fixo de um circulo, que rola com
velocidade constante e sem deslizar sobre uma reta. A epicicloide pode ser interpretada

de maneira semelhante com a cicloide, porém, troca-se a reta fixada por um circulo fixo.

A epicicloide e suas combinagoes foram utilizadas por Hiparco, Ptolomeu e Copérnico

para estimar as posicoes da Lua, dos planetas e do Sol.

Exemplo 4.12. Uma Epicicloide € uma curva descrita por um ponto da circunferéncia

de um circulo que rola externamente sobre um circulo fixo tomado como base.
Parametrizacao da Epicicloide

Seja P = (z,y) um ponto qualquer da epicicloide e m1 o raio do circulo fixro tomado

como base e ry 0 raio da circunferéncia que rola externamente sobre o circulo fizo.

r=AB - AC

y=RC+CP=0B+CP,

pois, RC = OB.
Denotam-se os angulos < BOA de a, < CAP de v, < PAQ de f e < CAQ de 6.

sena = = AB = (r, + r3)sena,

1+ 7o

AC  —
cosy = — = AC = rycosy.
T2
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Segue

Segue

Figura 4.12: Epicicloide

x = (11 + ro)sena — rycosy.

cosa = = OB = (r1 + ry)cosa,

1+ 7o

(OF J—
seny = — = C'P = ryseny.
T2

y = (r1 + r2)cosa + rosensy.

Nota-se que arcDQ = arcPQ = ria =1y = [ = :_;O"

Além disso, tem-se f —~vy =60 = 3 — 6 =1.
Do AOBA tem-se a +0 =35 =0 =7 —a.

Logo

1= (5-a) =50
#cosvzcos(ﬁ-l—oz—g):cos(a(lﬁ-:—;—g))

1 s 1
=seny=sen|a|l+—— =) |cosy=sen|a|l+ —
T2 2 T2
71
seny = —cos (a <1+—>).
T2
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Agora pode-se concluir a parametrizacao da Epicicloide com

x = (r1 + ro)sena — rosen (a <1 + ﬁ)) ,

(]

y = (r1 + ra)cosa — rycos (a (1 + E)) ,
T2

com « € R.

Figura 4.13: Parametrizacao da Epicicloide
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Exemplo 4.13. Uma Hipocicloide é uma curva descrita por um ponto da circunferéncia

de um circulo que rola internamente sobre um circulo fixo tomado como base.

1

Figura 4.14: Hipocicloide

Parametrizacao da Hipocicloide

Seja P = (x,y) um ponto qualquer da hipocicloide e r1 o raio do circulo fizo tomado

como base e ry o raio da circunferéncia que rola internamente sobre o circulo fixo.

r=0T - CQ,
y=TC + PQ,
OT = (r, — ry)sena.
TC = (r; — ry)cosa.
CQ = rycosy.
PQ = rysenry.
Define-se os angulos < BOD de o, < PCD de 3, < PCQ de vy e < PCA de 6. Assim

obtém-se as sequintes relagoes entre os angulos.

v=735—0.
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0=p0—a.

Ezxpressando x e y em fungdo de a da sequinte maneira:

x = (r; — rq)sena + rqsen (a (1 — E)) ,
)
™

y = (11 — r9)cosa + rycos <a <1 — —))
]

com a € R.

—
P~ Al
7 D
s |/ |
+

Figura 4.15: Parametrizacao da Hipocicloide

Exemplo 4.14. A imagem obtida quando o raio da circunferéncia que rola internamente

s,

¢ % da externa é a Deltdide.
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Figura 4.16: Deltoide

Exemplo 4.15. A imagem obtida quando o raio da circunferéncia que rola internamente
P ; . L2 2
é i da externa € a Astroide e sua equacao € 3 + ys = 1.

Pode-se parametrizar assim: y(t) = (rcos3t,rsen3t), sendo r o raio da circunferéncia

W

Figura 4.17: Astroide

externa.




Exemplo 4.16. Considere uma circunferéncia de raio dado, e o diametro OB dessa cir-
cunferéncia. Por B traca-se a tangente a circunferéncia e pela origem uma semi reta que
encontre a reta tangente. Chama-se C' a interseccao da semi reta com a circunferéncia e
de D a interseccao da semi reta com a reta tangente. Marca-se no segmento OD o ponto
P tal que CD = OP. O lugar geométrico de P quando a semi reta se desloca no plano

em torno da origem é chamado de Clissoide de Diocles.

Figura 4.18:

Parametrizacao da Cissoide.
Seja 0 =< BOD e ||OB|| = 2a.
Observando os triangulos OBD e OBC' tem-se:

2a
OD|| = )
10D = —
[|OC|| = 2acos.
Portanto
2 2a sen?0
|0P|| = ||OD|| — |0C]|] = =L —2ac0s8 = [|OP|| = 227 — 94 sendtqg0.
cost cost

Note que P € OD, assim P é da forma

P=0+2\ 5ﬁ
10|
= A= |0P].
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Mas OD = (2a,2atgf) e O = (0,0), assim tem-se P da forma:

513 2a senOtgl
P =||0B|| _casen
|0D)||

P = (2asenfcosOtgl,2asenbdcosftg®0)

(2a,2atg@)

Observe que

0cos0 senf cos*0 tg0
senfcost = =
cos (cos?0 + sen?6) 1+ iivsz;g
tgl
senfcosf = _9r
1+tg%0

Portanto define-se P em funcao de 0

2atg*0 2atg0
P =97 29 7
141tg20" 1 +tg%0

Assim definimos uma curva vy descrita pelos pontos P(0) chamando t = tg8.

2at>  2at?
A = (22, 24,
1+t 1+¢

comt € R.

Figura 4.19: Cisséide de Didcles

Definicao 4.5. Uma curva parametrizada diferencidvel oo : I — R? € dita regular se

a/(t) # 0 para todo t € I.

49



Exemplo 4.17. A curva a(t) = (cost, sent) é regular, pois o/ (t) = (—sent, cost) #
(0,0) Vt.

Definicao 4.6. O comprimento de arco de uma curva reqular o : I — R2, a partir de

uma origem ty € 1 é o numero real

L(a) = / o (1) |t

comtel.

Exemplo 4.18. Calcular o comprimento do arco da curva « : [1,2] — R? definida por
a(t) = (z(t),y(t)) sendo x(t) =2t — 1 e y(t) = 3t + 1.

Solugao:

La) = [ lla'(0)de

= L(a) :/\/|2|2+ 3t
= L(a) = V13.

Definicao 4.7. Seja o : I — R? uma curva reqular. A funcdo comprimento de arco de

a relativamente a tg € a fungdo

s(t) = / /(@)

Definicao 4.8. Uma curva reqular o : I — R? estd parametrizada pelo comprimento do

arco se e, somente se, para todo t,ty € I,
L(a)to,tl = ’tl - t0|

Portanto, a esta parametrizada pelo comprimento do arco
t
& s(t) = / |/ (®)||dP =t — t.
to
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Proposigao 4.1. Uma curva reqular o : I — R? serd parametrizada pelo comprimento

do arco, se e sd se, para todo t € I, ||o/(t)]| = 1.

Demonstragao. (=) a estd parametrizada pelo comprimento do arco, entao s(t) =t — tg

para algum %, € I.

= (1) =1 =o' @)]]; V.

t
(<)L(a)yr = / [|o/(®)||dDP = |t — to|VE € 1.
to

Portanto, a estd parametrizada pelo comprimento do arco. O

Exemplo 4.19. Calcule o comprimento de arco da curva o(t) = (e'sen t,e'cos t) com
te[l,4].

a
/ =

(t) = e'senti + e'cost]
) = (e'sent + efcost)i + (e'cost — e'sent)]

o (t

o/ (t)] = \/(etsent + etcost)? + (etcost — etsent)?

pela definicao 4.6, tem-se:
4
/etﬁdt = V2¢']}
1
4

/et\/ﬁdt = V2(e* —e).

1
Exemplo 4.20. A aplicagio o(t) = (acost asent), comt € R, onde a # 0, € uma
curva reqular parametrizada pelo comprimento do arco, pois

t t

alt) = (acos’ asen’ )

a a
1 t 1 t

a(t) = (—a—sen—,a—cos—)
a a a

a

t t
a(t) = (—sen—,cos—) # 0; Vt.

a a
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Portanto o € reqular e

para todo t € R.

Proposigao 4.2. Se a : [ — R? ¢ uma curva regular, e s : I — s(I) C R a fungao
comprimento do arco de o a partir de to. Entao existe a funcdo inversa h de s, definida
no intervalo aberto J = s(I) e f = a o h é uma reparametrizacio de o, onde [ estd

parametrizada pelo comprimento do arco.

Demonstracao. o é uma curva regular, portanto
s'(t) = [l/ ()] > 0,

isto é, s € uma funcao estritamente crescente. Logo existe a funcao inversade s, h : J — I.

Como h(s(t)) =t, tem-se que 2895 = 1 portanto
Oh0s  0Oh
- = =1
osor o5t
oh 1 1

os ~ S0 o)

Definindo a fungao 5 como sendo (s) = aoh(s), s € J, entdo [ é uma reparametrizagao

98 _ dadh _ a'(t)

de e 55 = 5,5 = T

= 1. Portanto pela proposicao anterior § estd parametrizada

pelo comprimento de arco. O

Exemplo 4.21. Considerando a(t) = (at + ¢, bt +d), t € R e a® +b* # 0. Seja s(t) a

fung¢ao comprimento de arco de o a partir de to = 0, isto €,

s@:/ﬁﬁﬁﬁ

0
s(t) = Va? + b%t.

A funcao inversa de s é dada por



s € R. Portanto = a o h, que a cada s associa

s s
B(s) = <a\/m+c,b\/m+d)

¢ uma reparametrizacao de o pelo comprimento do arco.

4.1.2 Referencial de Frenet

Definigao 4.9. Seja a curva regular a(s) = (z(s),y(s)), com s € I, parametrizada pelo
comprimento de arco s. Para cada s € 1 /(s) € uma vetor unitdrio, chamado de vetor

velocidade, e denotado por t(s), isto é,

Seja n(s) um vetor unitdrio ortogonal a t(s), tal que a base ortogonal de R? formada por
t(s) e n(s) tem a mesma orientagio que a base canonica e; = (1,0), eo = (0,1) de R?,

1sto €,

O congunto de vetores {t(s),n(s)} é chamado de referencial de Frenet.

Exemplo 4.22. Considerando a(s) = (as+ c¢,bs +d), t € R e a*> + b* = 1, entdo o

referencial de Frenet é

Seja a curva regular a(s) = (z(s),y(s)) parametrizada pelo comprimento do arco,
isto é, ||&/(s)|| = 1.

Tem-se:

o/(s) = t(s) = (2'(s),4/(5)) = [[t(s)l| = Va'(s)* + 9/ (s)* = 1.

Também

n(s) = (= (s),2/(s)) = [In(s)ll = V/(=/(5))* + 2/(s)* = 1.

Observe que (t(s),n(s)) = 0; isto é t(s) L n(s).
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Sejam oy e i as componentes de t/(s) em relagao a base {t(s), n(s)}, isto é,
t'(s) = ai(s)t(s) + as(s)n(s).
Fazendo o produto escalar entre ¢'(s) e t(s) usando (4.1) temos

<t(s),t(s) >=a1(s) < t(s),t(s) > +aa(s) < n(s),t(s) >

Como t'(s) L t(s),

0=ai(s).1+ as(s).0

Entao a;(s) = 0 para todo s.

Portanto

t'(s) = as(s)n(s).

Definigao 4.10. as(s) = k(s) € chamado a curvatura de o em s.

Andlogamente, tem-se

n'(s) = ar(s)t(s) + da(s)n(s).

Fazendo o produto interno por n(s), temos

<n/(s),n(s) >= ai(s) < t(s),n(s) > +da(s) < n(s),n(s) > .

Como n’(s) L n(s).

0= 071(8)0 -+ dg(S)l

Entao ds(s) = 0 para todo s.

Portanto

n'(s) = ay(s)t(s).
Como as(s) = k(s), calculemos (t'(s),n(s)):

o4

(4.1)

(4.2)



Segue que,

Segue que,
ay(s) = (t(s),a"(s))
ay(s) = (((2'(s), ¥/ (s)), =" (s)2"(s)))
ai(s) = 2"(s)y'(s) — y"(s)2'(s)
Portanto,

Definicao 4.11. Se a : I — R? ¢ uma curva reqular, parametrizada pelo comprimento

de arco s, entao o referencial de Frenet satisfaz as equagoes

que sao chamadas de formulas de Frenet da curva plana «.
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Exemplo 4.23. Seja a(s) = (as + x,bs + y) uma curva regular parametrizada pelo
comprimento do arco cujo traco é uma reta, com a e b constantes e a4+ b* = 1. Como
t(s) = d/(s) € constante entao t'(s) = 0 e portanto k(s) = 0, para todo s € I, ou seja a

curvatura € nula.

s

Exemplo 4.24. Determine a curvatura da curva o(s) = (a + bcosy,c + bseny), com
seReb>0.
Solugao:

Pela definicao 4.9, tem-se:

Pela definicao 4.10, tem-se:

1 1
k(s) = <(—gcosz, —Esen§> , (—cos%, —sen%>>

Ou seja, a curvatura serd igual a % Observe que o traco de o € uma circunferéncia de

centro (a,c) e raio b.

Definicao 4.12. Seja a(s) = (x(s),y(s)) com s € R uma curva reqular, entao define-se

o vetor tangente unitdrio por:




Observe que t(s) é um vetor unitério, pela proposicao 3.1, t'(s) serd ortogonal a
t(s), como t(s) é unitario segue que t'(s) também serd, sendo chamado de vetor normal

unitario, o qual é definido da seguinte maneira:

Definicao 4.13. Se t(s) for o wvetor tangente unitdrio da curva a(s), entdo o vetor
normal unitdrio serd denotado por n(s), sendo

oy = (V)26
(2'(s)* +y/(s)?)2
Exemplo 4.25. Dada a curva a(s) = (x(s),y(s)), com z(s) = s* — 3s e y(s) = 3s%,

determine o vetor tangente unitdario e o vetor normal unitdrio.
Solugao:

Primeiramente obtem-se o vetor tangente unitdrio, seja a equacao vetorial da curva
afs) = (s° — 3s, 35%)

derivando a(s) em relagdo a s tem-se
o/ (s) = (35> — 3,65)

seque

VIS 1y (9 = /B~ )+ (69)°
VISP + Y () = V(s + 257 1 1)

Va'(s)? +y/(s)? = 35" +3

pela definigao 4.12 tem-se,
_ @6).y)
V()2 +y/(s)?

(s) = (s —1,2s)

s2+1
o qual € o vetor tangente unitdrio da curva a(s), para todo s € R.

t(s)

Determina-se o vetor normal unitdrio, pela defini¢ao 4.13,

ats) — V(). 7(5)
NCIORTOE

~ (—6s,35* —3)
) = e
(—2s,8% — 1)
M) =an T

0 qual é o vetor normal unitdrio da curva a(s), para todo s € R.
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Definigao 4.14. Seja a(s) = (z(s),y(s)) com s € R uma curva regular, sua curvatura

serd dada por:

o) — L= 2O + (5 (5)
(s + y/(5)2)}

Exemplo 4.26. Seja a(s) = (acos(s),asen(s)) entdo sua curvatura serd dada por:

| = 2"(5)y/(s) + 2" (s)y" (s)]

k(s) = :
(@ (57 + 9/ (:)?)}
k(s) = lacos(s) - —acos(s) + asen(s) - —agsen(s)]
((asen(s))? 4 (—acos(s))?)2
k(s) | _ag |
k(s) = | _al|'

Portanto a curvatura da curva a(s) no ponto s é dado por %

Exemplo 4.27. Seja a(s) = (e’cos(s), e’sen(s)) entao sua curvatura serd dada por:

| —2"(s)y'(s) + 2'(s)y" (s)|
(a'(5)? + y/(5)%)2
| — (—e’sen(s))e’(sen(s) + cos(s)) + e*(cos(s) — sen(s))2e*cos(s)]
(€25(cos(s) — sen(s))? + e25(cos(s) + sen(s)))?
|22 (sen?(s) + sen(s)cos(s) — sen(s)cos(s) + cos?(s))|
(2e25(cos?(s) + sen?(s)))?

k(s) =

k(s) =

k(s) =

2625
k(S) - /(26235>3
k(s) = \/ﬁ.

4.1.3 Evolutas no Plano

Definigao 4.15. Se k(s) for a curvatura de uma curva o : I — R* em um ponto s e
k(s) # 0, entdo o raio de curvatura de o em s serd definido por

1
[k(s)]

Definigao 4.16. Se o : [ — R? é uma curva com k(s) # 0, entao sua evoluta é a curva

R(s) =

c: I — R? parametrizada por



Como a(s) = (z(s),y(s)), tém-se que as coordenadas de ¢(s) sao:

Logo

(¢1,¢2) sdo chamados os centros de curvatura de a.

A medida que s varia em I, o centro de curvatura descreve uma curva (3, denominada

a evoluta de «.

Exemplo 4.28. Dada a curva parametrizada por a(s) = (acos(t),bsen(t)), com a # 0
e b # 0 cujo trago é uma elipse. Como a nao estd p.p.c.a entao usaremos a proposi¢cao

para cdlculo do Triedro de Frenet para curva requlares planas. Temos:

_ (—asen(t),bcos(t))
) = Vazsen?(t) + b2cos?(t)

_ (—bcos(t), —asen(t))
N = Vazsen?(t) + b2cos?(t)
K(t) = ab

(a2 sen?(t) + b2 cos?(t))?

Agora considere $(t) a evoluta de o

59



B(t) = a(t) + ——N(t)

K(1)
_ (a?sen?(t) + b2cos®(t))*? (—bcos(t), —asen(t))
B(t) = (acos(t), bsen(t)) + " JaZser2(t) § Peost (1)
B(t) = (acos(t), bsen(t)) + (asen (t)ojl_) breos (t))(—bcos(t), —asen(t))

Chamaremos de d = a*sen®(t) 4+ b*sen®(t), entao temos:

B(t) = (acos(t), bsen(t)) + %(—bcos(t), —asen(t))

5(6) = ((a — Deas(), (b~ §)sen(r)

Note que

(a — Cg)cos(zf) = <a —asen (2) — bcos (t)> cos(t) = (a ;b )coss(t)
(b— g)sen(t) = <b —asen (Z) — beos (t)> sen(t) = (b ;a )sen3(t)

Portanto

Note que o traco dessa curva forma um Astroide.
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Figura 4.20: Elipse e sua evoluta

Exemplo 4.29. Dada a cicloide a(s) = (s — sen(s), 1 — cos(s)) tem-se:
o' (s) = (1 — cos(s), sen(s))
a(s) = (sen(s), cos(s))

ats) — V)

T (2(1— cos(s)))
k(s) = | —2"(s)y'(s) + $/(S)g"($)| _ cos(s)—1 3
(/(s)2 + y/(s)2)3 (2(1 = cos(s)))?
c(s) = a(s) + ! (= (s),2'(s))




Entdao a evoluta da curva cicloide € dada por

c(s) = (s + sen(s),cos(s) — 1)

2w

c(s)

Figura 4.21: Cicloide e sua evoluta
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Capitulo 5

Curvas no espaco

Neste capitulo apresentamos as curvas o : I C R — R3 e seus principais aspectos
geométricos, como velocidade e aceleragao. Definimos curva parametrizada regular, com-
primento de arco e o Triedro de Frenet {T'(t), N(t), B(t)}. Definimos curvatura, torgao
e os campos derivados {T"(t), N'(t), B'(t)}. Como exemplo de curvas, apresentamos as

hélices cilindricas e suas principais caracteristicas.

Definicao 5.1. Uma curva parametrizada diferencidvel de R3 é uma aplicacao dife-
rencidvel o, de classe C™ )(isto é, existem as derivadas de todas as ordens de o), de um
intervalo aberto I C R em R3. A varidvel t € I € o parametro da curva e o subconjunto

de R? formado pelos pontos a(t), t € I, € o trago da curva.

A expressao diferencidvel na definicao acima significa que « é uma correspondéncia
que leva cada t € I em um ponto «a(t) = (z(t),y(t), 2(t)) € R? de tal modo que as

funcgoes reais x(t), y(t), z(t) sao diferencidveis.

Definicao 5.2. Uma curva parametrizada diferencidvel o : I — R? ¢ dita reqular se

a'(t) # 0 para todo t € 1.

Exemplo 5.1. O vetor tangente a curva o(t) = (cost,rsent,Qrsen%) €

o (t) = (—sent,rcost,rcos%) #(0,0,0), Vt. Portanto, a curva é reqular.

Definicao 5.3. Uma curva reqular o : I — R3, € dita parametrizada pelo comprimento

do arco, se para o intervalo [t,to] € I, o comprimento do arco da curva o de t a ty €

63



wqual a t — tgy, logo
t
L(t) = / o (8)|dt = t — 1
to

comtel.

Onde ||o/(t)|| = (/(£)% + i/ ()2, #/(t)2)2 indica 0 médulo do vetor o/ ().
Proposicao 5.1. Uma curva reqular o : I — R? estd parametrizada pelo comprimento

do arco se ¥Vt € I, ||/ (t)]| = 1.

Demonstracao. Analoga a demonstracao da proposicao 4.1.

O

Proposigao 5.2. Seja o : I — R® uma curva regular, e s : I — s(I) C R a fungao
comprimento de arco de o a partir de ty. Entao existe a funcdo inversa h de s, definida
no intervalo aberto J = s(I) e f = a o h € uma reparametrizacio de «, onde [ estd

parametrizada pelo comprimento de arco.

Demonstracao. Analoga a demonstracao da proposicao 4.2. O]

5.0.1 Triedro de Frenet

Definicao 5.4. Se o : I — R?® é uma curva regular parametrizada pelo comprimento do

arco, entao a curvatura de o em s € I, € o numero real
K(s) = [|a"(s)l|

Definicao 5.5. Seja o : [ — R3 uma curva reqular parametrizada pelo comprimento do

Seja T(s) = a/(s) e T'(s) = (s).

Como « esta parametrizada pelo comprimento do arco, tem-se:
IT(s)|IP =1 (T(s), T(s)) = 1.

Derivando,

2(T(s),T'(s)) =0=T(s) L T'(s),Vs.
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Define-se entdao a func¢ao

K(s) = [[T'(s)ll;s € I.

K(s) é a curvatura de o em s € I.

Se K(s) #0,Vs (K(s) > 0), entao existe um vetor unitdrio ao longo de «, dado por

T
N = e

chamado de vetor normal (ou campo Normal) de c.
Observa-se que N(s)//T'(s) e que N(s) L T(s).
Define-se agora

B(s) =T(s) x N(s).

B(s) é chamado de vetor binormal (ou campo Binormal) de «.

Observa-se que:

1. B(s) € unitdrio;
2. B(s) LT(s) e B(s) L N(s);
3. B(s) € diferenciavel.

Definicao 5.6. Seja o : [ — R® uma curva regular parametrizada pelo comprimento do
arco tal que K(s) # 0;Vs € I; entao o referencial ortonormal ao longo de « dado por

{T(s),N(s),B(s)} € chamado de referencial de Frenet (ou Triedro de Frenet) de c.

Como estéd definido os vetores T(s), N(s) e B(s) é possivel definir o plano normal,

plano osculador e o plano retificante da seguinte forma:

Definigao 5.7. O plano de R® que contém a(s) e é normal ao vetor T(s) é o plano
normal a curva o em s. O plano que contém «(s) e é normal a B(s) é denominado
plano osculador e o plano que contém a(s) e € normal a N(s) € o plano retificante da

curva o em S.

Definigao 5.8. O nimero real 7(s) definido por B'(s) = —7(s)N(s) é denominado tor¢ao

da curva em s.
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Plano retificante Plano normal

Plano osculador

Figura 5.1: Planos

Proposicao 5.3. Seja o : I — R3 uma curva parametrizada pelo comprimento do arco

com K >0 e {T(s),N(s),B(s)} é o triedro de Frenet de a. Entdo
(

T'(s) = K(s)N(s)

N'(s) =—K(s)T(s)+71(s)B(s)
B(s) = (9N (s)
ou seja,
T'(s) 0 K(s) 0 T(s)
N'(s)| = |—K(s) 0 7(s)| [N(s)
B'(s) 0 —7(s) 0 B(s)

onde T € definido por:

¢ chamada de torcao de .

Demonstragao. Tem-se T'(s) = K(s)N(s) por definigao de K (s).

Como N'(s) é um campo ao longo de «, pode-se escrever como combinagao linear da

base {T'(s), N(s), B(s)}; isto é:
N'(s) = a1T(s) + biN(s) + c1B(s).
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Calcudando aq, by e ¢;.

1. Célculo de a;.
(N'(s),T(s)) = (a1 T(s) + b1 N(s) + c1B(s), T(s))
=(a1T'(s), T(s)) + (b1 N(s),T(s)) + (1 B(s), T(s))
=a1(T'(s),T(s)) + b1(N(s),T(s)) + c1(B(s),T(s))
pois (T'(s),T'(s)) = 1; (N(s), T(s)) = 0 e (B(s), T(s)) = 0.
Mas, (N(s),T(s)) = 0. Derivando, tem-se:
(N'(s), T(s)) + (N(s), T'(s)) =0
=(N'(s), T(s))

—(N(s), T'(s)) = —K(s)
—ay = —K(s).
2. Céleulo de ;.
Analogamente (N'(s), B(s)) = ¢;. Como (N(s), B(s)) = 0, derivando
(N'(s), B(s)) + (N(s), B'(s)) = 0
=(N'(s), B(s)) = —(N(s), B(s)) = 7(s).
3. Célculo de by.
(N'(s), N(s)) = by. Como (N(s), N(s)) = 1, derivando,
(N'(s), N(s)) + (N(s),N'(s)) = 0
=2(N'(s), N(s))

I
o

= (N'(s), N(s)) = 0 = by.

Portanto

N'(s) = —K(s)T(s) + 7(s) B(s).
Calculando B/(s).
Tem-se que:
B/(s) = a5T(s) + byN(s) + c2B(s) = (B'(s), T(s)) = ay.
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. Calculo de a».

Como (B(s),T(s)) = 0, derivando

(B'(s),T(s)) + (B(s), T'(s)) = 0
=2(B'(s),T(s)) =0
=(B'(s),T(s)) = 0 = as.

. Calculo de bs.

Como (B(s), N(s)) = 0, derivando,

. Calculo de cs.

(B'(s), B(s)) = c2. Como (B(s), B(s)) = 1, derivando,

2(B'(s), B(s)) = 0

=(B'(s), B(s)) = 0 = cs.

Portanto

B'(s) = —7(s)N(s).
[

A préxima proposicao nos permite calcular curvatura e torcdo de uma curva, mesmo

ela nao estando parametrizada pelo comprimento do arco.

Proposicao 5.4. Seja o : I — R® uma curva regular de parametro t e B :J — R3 uma

reparametrizagcdo de a pelo comprimento do arco, isto €, B(s(t)) = a(t), para todo t € I.

Sejam K(s) > 0 e 7(s) a curvatura e a tor¢ao de B em s, entdo, pode-se provar que:

K(s(t)) = l2xa @]

[EYOIR

(s(t)) = (xa"@a"w)

llo/(t) <" (£)[?
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Demonstragao. Tenenblat [Ten88| pagina 68. O

Exemplo 5.2. Dada a curva oft) = (e!, e, /2t), com t € R, determine a curvatura e
a torcao.
Tem-se,

O/(t) = (eta _€t7 \/5)

Observe que o (t) nao estd parametrizada pelo comprimento de arco, pois ||/ (t)|| # 1.

' (t) = (', e, 0)

a"(t) = (e, —e,0).

Pela defini¢ao acima, a curvatura é dada por

_ @) x " @)

KO = ol

K(t) _ H<_\/§€_t7 \/§€t72)”
Werr=awi

K= V2

e2t + e—2t + 2’
Pela definicao acima, a tor¢ao é dada por

(a/(t) x a™(t), a" (1))

e’ (t) x ()|
(V2e7t,4/2e!,0), (¢!, e, 0))
(V2e2t 4 2e% + 4)2
V2+ V2
() = 2e72t + 2e2t 4+ 4

T(t) = V2

e—2t + e2t + 2

T(t) =
T(t) =

5.0.2 Hélices

Definicao 5.9. Uma curva reqular o : I — R3 é uma hélice cilindrica <= existe um

vetor unitdrio U tal que (T(s), V) = constante.

Proposigao 5.5. Seja o : I — R? uma curva reqular de curvatura e tor¢ao nao nulas.

Entao o € uma hélice cilindrica se, e somente se, § € constante.
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Demonstra¢ao. Supondo que « é parametrizada por comprimento de arco. Se o é uma
hélice cilindrica, entdo existe um vetor unitario o' tal que (/(s), v) é constante. Portanto,
(o(s),7) = 0 = (K(s)N(s),v) = K(s){(N(s),¥) = 0. Como K(s) # 0, segue que
(N(s),U) = 0, isso significa que ¥ e N(s) s@o ortogonais, logo ¢/ pertence ao plano
determinado por T'(s) e B(s), para cada s € I.

Entao, seja

U(s) = cosf(s)T(s) + senb(s)B(s)

Derivando tem-se

0= —send(s)0'(s)T(s) + cosd(s)T'(s) + cosf(s)0 (s)B(s) + send(s)B’'(s)
Utilizando as férmulas de Frenet segue que

0= —senb(s)0'(s)T(s) + (K (s)cosb(s) — Tsenb(s))N(s) + cost (s)B(s)
Como {T'(s),N(s),B(s)} é L1, Vs € I,

senf(s)f'(s) =0

= q cosb(s)f(s) =0

K(s)cost(s) + 7(s)senb(s) =0

(
As duas primeiras equagoes determinam #'(s) = 0,¥s € I. Com efeito, segue que
sen?0(s)0'(s)*+cos*0(s)8'(s)? = 0 donde vem 6'(s)?(sen?6(s)+cos?*0(s)) = 0 = 0'(s) = 0.
Portanto 6(s) ¢ constante. Além disso, a constante cosf é nao nula, pois caso contrario
7(s)senf = 0 como obrigatoriamente senf # 0 o que resulta em 7(s) = 0 o que contradiz

a hipotese. Segue da terceira igualdade que

K  senf

T cosb

ou seja, % ¢é constante. Reciprocamente, se % ¢é constante, fixa-se 6 tal que tanf = %

Entao seja ¢(s) o campo definido ao longo de a por:
U(s) = cosOT'(s) + senfB(s)

é um vetor unitdrio constante e tal que Vs € I (T'(s), ) = cosf é constante. Portanto «

¢ uma hélice. O
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O mesmo vale se a é regular e nao esta parametrizada pelo comprimento do arco.

Definicao 5.10. Uma hélice cilindrica o : I — R3 é uma hélice circular < a
projecao de o sobre o plano 11, (11 ortogonal a @, tal que (T(s),d) = constante), € uma

circunferéncia.

Proposigao 5.6. Uma curva reqular o : I — R3 com K(t) > 0, Vt é uma hélice circular

& 7(t) = constante e K(t) = constante.

Demonstracao. (=) Seja « uma hélice circular e IT um plano ortogonal a @ tal que
T(t) - i = constante.

Portanto a projecao de « sobre II é uma circunferéncia.

Seja (C, Ey, By, F3) um sistema de coordenadas em R? com origem em C, tal que [Es, F3] =
I[Ie E, =4.

Se B(t) é a projegao de a(t) sobre II, entao

B(t) — C = rcosp(t)Ey + rseng(t) Es

Por outro lado, pode-se escrever

onde

h(t) = s(t)cost
B(t) = a(t) — s(t)icosh

Supondo que « estd parametrizada pelo comprimento de arco, assim tem-se

1B x AW
Bt =" 501

Note que f'(t) = &/ (t) — cosfu
18'(1)]| = 1 — cos®0 = sen?d
Por outro lado tem-se

B'(t) = Ty (t) — cosOu

B(t) = T, (t) = Ka(t)Na(t)
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Portanto

B'(8) x B"(t) = (Ta(t) — cosbid) x Ka(t)Na(t)
B/() % B"(t) = Ka(t)Ba(t) — Ko(t)coshii x Nu(t)
B'(t) x B"(t) = Ko(t)Ba(t) — Ka(t)cost(cosTa(t) + senfBa(t) x Na(t))
B'(t) x B"(t) = Ko(t)Ba(t) — Ka(t)cost(cosBy(t) — senfTy(t))
B'(t) x B"(t) = Ku(t)sen®0By(t) + Ko (t)senfcosdT,(t)
18'(t) x B"(1)|]2 = K2(t)sen*d + K2(t)sen20cos®0

Portanto

15'(t) x B"(t) = Ka(t)|send)|
Note que ||8'(t)|| = |senf], entdo
18w x 8l

Bl =" 501
oty = Kellcnd
KL

Kslt) = |send|?

ou seja: K, (t) = Kg(t)sen?6.

Entao, K, ¢é constante < Kz é constante < (1) esta contida numa circuferéncia. [

Exemplo 5.3. A curva parametrizada diferencidvel a(t) = (acos(t),asen(t),bt), com
teR, a>0,b+#0, tem por traco uma hélice circular de passo 2mb sobre o cilindro
2 +y? = d’

Exemplo 5.4. Para a hélice a(s) = (acosi, asen?, b—cs) com a® + b* = 2, sua curvatura

¢ dada por
, (—a s a s b)
a'(s) = | —sen—, —cos—, -
c c ¢ c
wo [~ s —a s
a'(s) = (;cos—, 5-sen—,0)
Portanto, a sua curvatura é | (s)|| = %
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Figura 5.2: Hélice circular

Exemplo 5.5. Pode-se verificar se a curva a(t) = (e!,e™t, v/2t) é uma hélice.

A curvatura € dada por

_ [e’(t) x ()]

KO = amlp

K(t) = V2e 2t 4+ 2e2 +34
N

() = Y2

eZt + 67215 + 2
A torcao € dada por
(1) = (o (t) x &"(t), " (t))
|la’(£) x o ()[|?

) V242

T e + 2e2t 44
T(t) =

V2

62t + e—?t + 2

Logo % =1, Vt € R, entao o é uma hélice.
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Capitulo 6

Conclusao

Na Geometria, as curvas parametrizadas aparecem naturalmente, descritas geral-
mente como a trajetoria de uma particula, em um intervalo de tempo. Devido a apli-
cabilidade e relevancia do assunto em questao em varias areas da Matematica, Fisica e

Engenharia, esse trabalho contempla alguns conceitos e exemplos de curvas.

Para que fosse possivel a abordagem de curva e suas parametrizacoes, foram ne-
cessarios conceitos preliminares de vetores, como operagoes com vetores, dependéncia
e independeéncia linear, base, produto interno e produto vetorial, assim como fungoes

vetoriais. O estudo destes foram imprescindiveis no desenvolvimento desse trabalho.

Em consequéncia disso, foram apresentadas as parametrizacoes de algumas curvas,
como circunferéncia, elipse, hipérbole e parabola, e algumas curvas especiais e suas pa-
rametrizagoes, tais como Cisséide de Didcles, Cicloide, Epicicloide, Hipocicloide (dentre

elas: Deltéide, Astréide).

Utilizando o referencial de Frenet e suas equacoes, obtém-se informagoes importantes
sobre as curvas planas, tal como a sua curvatura. Foram contemplados conceitos de
comprimento de arco, parametrizacao pelo comprimento de arco de curvas planas, assim
como uma introducao as Evolutas. Em decorréncia do estudo das curvas planas, foi
realizada uma breve abordagem de curvas no espago, o que possibilitou a definicao do
triedro de Frenet e suas férmulas, as quais permitem obter a curvatura e a torcao de uma

curva e verificar se esta representa uma hélice ou nao.
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Esse trabalho foi de grande valia, pois houve a oportunidade de se estudar e ampliar
os conhecimentos sobre curvas e suas parametrizagoes. Além disso, possiblita e contribui
para posteriores estudos cujo objetivo seja aprofundar os conhecimentos referentes a
curvas parametrizadas, seja na adrea da Geometria e/ou sua aplicabilidade em demais

dreas do conhecimento.
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