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Resumo

A importancia dos nimeros primos na matematica é indiscutivel. O fascinio por
esses numeros ocorre desde a antiguidade com Eratdstenes e Euclines se estendendo
até os dias contemporaneos. Apesar de grandes descobertas, relacionadas aos nimeros
primos, ao longo das histéria, ainda ha muitos problemas em aberto na Teoria dos
Numeros. Nessa perspectiva, alguns problemas em aberto podem ser utilizados para
estimular a curiosidade dos alunos, ampliando o seu interesse pela matematica. Nessa
dissertacgao, serao propostas duas sequéncias didaticas a serem trabalhadas com alunos
do Ensino Fundamental II que relacionam o conteido dos niimeros primos com dois
desses problemas em aberto: a conjectura de Goldbach e os primos de Fermat. Essas
sequéncias tem como objetivo geral mostrar aos estudantes que nem tudo esta soluci-
onado na matematica e que ainda ha muitas perguntas sem respostas neste campo do
conhecimento. Desta forma, neste trabalho, sera feita uma revisao bibliografica sobre
os niimeros primos assim como sao trazidos historicos breves de alguns problemas em
aberto dentro desta area. Espera-se que a discussao aqui contida também possa moti-
var o professor a produzir suas proprias sequéncias didaticas para aplicacao em sala de
aula. Finalmente, é esperado, nesse trabalho, que a curiosidade dos estudantes seja re-
almente estimulada durante o processo de ensino-aprendizagem e que eles demonstrem

maior interesse pela matematica.

Palavras-chave: numeros primos; problemas em aberto; conjectura de Goldbach;

nimeros de Fermat; sequéncia didatica; Geogebra.
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Abstract

The importance of prime numbers in mathematics is unquestionable. The fas-
cination with these numbers comes from antiquity with Eratosthenes and Euclines
extending to the present day. Despite major discoveries related to prime numbers th-
roughout history, there are still many open problems in Number Theory. From this
perspective, some open problems can be used to stimulate students’ curiosity, broa-
dening their interest in mathematics. In this dissertation, two didactic sequences will
be proposed to be worked with elementary school students that relate the content of
prime numbers with two of these open problems: Goldbach’s conjecture and Fermat’s
primes. These sequences are intended to show students that not everything is solved
in mathematics and that there are still many unanswered questions in this field of kno-
wledge. Thus, in this work, a bibliographic review of the prime numbers will be made
as well as brief history of some open problems within this area. It is hoped that the
discussion contained herein may also motivate the teacher to produce his own didactic
sequences for classroom application. Finally, it is expected in this paper that students’
curiosity is really stimulated during the teaching-learning process and that they show

greater interest in mathematics.

Keywords: prime numbers; open problems; Goldbach’s conjecture; Fermat numbers;

didactic sequence; Geogebra.
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Introducao

Na Matematica, a importancia dos nimeros primos é indiscutivel. O interesse
pelo seu estudo remete a épocas remotas, ja sendo realizado por matematicos como
Euclides e Eratéstenes na Antiguidade, Mersenne, Fermat e Euler na Idade Moderna,
e se estendendo até os dias contemporaneos.

Com o passar do tempo, grandes descobertas nessa area foram feitas, revolucionando
a Aritmética e a Teoria dos Numeros. Situacgoes como, por exemplo, a quantidade de
nimeros primos existentes e de maneiras de se decompor um nimero natural maior que
1 em fatores primos ja foram esclarecidas. Porém, alguns problemas relacionados aos
nimeros primos ainda continuam sem resposta, instigando os estudiosos e desafiando
varias geragoes.

Nessa perspectiva, esses problemas em aberto podem ser utilizados para estimular a
curiosidade dos alunos, buscando o seu interesse pela pesquisa matematica. Mas quais
sao as metodologias que podem ser aplicadas em sala de aula para criar esse interesse?
A tecnologia pode ser uma aliada no processo de ensino-aprendizagem?

Nessa dissertagao, serao propostas duas sequéncias didaticas: uma para ser tra-
balhada com alunos do 6°/7° ano do Ensino Fundamental, aplicando um método
sistematico para obtengao de ntimeros primos e utilizando uma das conjecturas ma-
tematicas mais antigas e interessantes; a outra, para ser desenvolvida com alunos do
7°/8° ano do Ensino Fundamental, identificando niimeros primos especificos e cons-
truindo poligonos regulares no software gratuiro e multiplataforma Geogebra.

E esperado, nesse trabalho, que a curiosidade dos estudantes seja realmente esti-
mulada durante o processo de ensino-aprendizagem e que eles demonstrem interesse
pela area de pesquisa matematica, em particular pela Teoria dos Ntimeros.

Por motivar a busca pelo conhecimento, a proposta dessa dissertacao busca relacio-
nar o aprendizado, o estudante e o professor, entrelagando-os num contexto que envolva
o comprometimento do docente e o despertar da curiosidade do discente. Pretende-se,
enfim, alcancar a formacao de um pensamento mais critico e a construcao do conheci-

mento, nao apenas com a realizacao as atividades propostas, mas também comparti-
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lhando as experiéncias adquiridas durante todo o processo.

A metodologia utilizada é a pesquisa bibliografica e em sites matematicos, consis-
tindo na teoria sobre os nimeros primos para a consolidacao dos pré-requisitos ne-
cessarios a aplicacao das sequéncias didaticas sugeridas.

No primeiro capitulo, serao apresentados conceitos, propriedades e importantes
teoremas relacionados aos nimeros primos, bem como alguns dos estudiosos que se
empenharam no estudo e na evolucao da Teoria dos Numeros e da Aritmética.

Em seguida, no segundo capitulo, algumas particularidades desses ntimeros serao
discutidas, com a finalidade de se aprofundar o conhecimento sobre o assunto, destacando-
se algumas categorias especiais de niimeros primos.

Posteriormente, no terceiro capitulo, problemas matematicos ainda nao resolvidos
sobre nimeros primos também farao parte da discussao. Sao esses enigmas que servirao
de principal estimulo a curiosidade dos estudantes.

Por fim, no quarto capitulo, serao propostas duas sequéncias didaticas, relacionadas

aos conceitos mais relevantes apresentados nos capitulos anteriores.



Capitulo 1
Fundamentacao Tedrica

Nesse capitulo, para a compreensao do comportamento dos ntimeros primos, de
suas importantes propriedades e de suas particularidades, serao adotados os seguintes

procedimentos:

e realizacao de abordagem histérica, mencionando alguns dos mais importantes

estudiosos que contribuiram para o desenvolvimento da Teoria dos Numeros;
e exposicao das defini¢oes relevantes para a compreensao do tema;

e demonstracao de alguns teoremas, objetivando a consolidagao dos pré-requisitos

necessarios.

1.1 Abordagem Historica

O estudo dos ntumeros primos vem ocorrendo desde a Antiguidade até os tem-
pos mais contemporaneos, tendo sido realizado por estudiosos que entraram para a
Historia pelas suas contribuigoes na area da Matematica. Dentre eles, os seguintes
terdo destaque nessa dissertacao: Euclides (350 a.C.), Eratostenes (276 — 196 a.C.),
Marin Mersenne (1588 — 1648), Pierre de Fermat (1601 — 1665) e Leonhard Euler (1707
—1783). E ainda, apds o século XIX, outros importantes mateméaticos se dedicaram a
estudar o comportamento dos ntimeros primos.

Euclides, um importante matematico da Antiguidade que vivia na Alexandria, é
o responsavel por sistematizar em um tratado chamado Os Elementos quase todo
o conhecimento matematico daquele periodo. Dada a sua relevancia, essa obra se
tornou um verdadeiro norte da Matematica. Com o passar dos tempos, varias edigoes
foram realizadas, até chegar aos dias atuais, nos quais seu conteido ainda é levado em
consideragao [II, 2.

Euclides pode nao ter tido o grande mérito de criar ou descobrir muitos resultados,

mas ele foi o responsavel por estabelecer o rigor matematico nunca antes alcangado
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e ainda utilizado milénios apds esse feito. Sua obra é composta de treze livros, dos
quais dez tratam de geometria e os outros tres, de aritmética. Fuclides tratava os
nimeros utilizando sempre uma visao geométrica, considerando nimeros como seg-
mentos e quadrados de nimeros como areas de segmentos. Desse modo, nos livros
de aritmética de Os FElementos, que sao os Livros VII, VIII e IX, Euclides faz uso
dessa visao geométrica para desenvolver a teoria elementar dos nimeros naturais. No
Livro VII, além da definicao dos conceitos de divisibilidade, nimero primo, nimeros
perfeitos, maximo divisor comum e minimo multiplo comum, encontra-se também o
enunciado da divisao com resto de um niimero natural por outro. Esse procedimento
é conhecido como divisao euclidiana e, por meio de um processo de iteracao desta di-
visao, foi estabelecido o Algoritmo de Euclides, utilizado para se determinar o maximo
divisor comum entre dois ou mais inteiros (Proposigoes 1 e 2). Dessa forma, pode-se
verificar se dois inteiros sao primos entre si. Esse procedimento é utilizado até hoje, de-
vido a sua eficiéncia. O Livro VIII versa sobre propriedades das sequéncias numeéricas
em progressao geométrica. No Livro IX, encontram-se resultados que serao muito sig-
nificativos para o estudo da Teoria dos Numeros. Dentre eles, podemos citar a prova
de que existem infinitos nimeros primos (Proposigao 20) e a demonstragdo do Teo-
rema Fundamental da Aritmética (Proposigao 14), que diz que todo nimero natural
maior que 1 pode ser escrito como produto de primos de maneira tunica, salvo quanto
a ordem dos fatores. Ainda nesse livro, encontra-se um resultado provado que da uma
condigao necessdria para que um nimero natural seja perfeito (Proposi¢ao 35). Além
disso, também ¢ atribuida a Fuclides a conjectura dos nimeros primos gémeos. Tais
conceitos serao estudados com propriedade mais adiante [II 2].

Eratoéstenes, outro notavel estudioso da Antiguidade, natural de Cirene, regiao do
Norte da Africa, dedicou-se nao somente a Matemaética, mas também a outras ciéncias,
como Geografia e Histéria. Um de seus grandes feitos foi calcular o comprimento da
circunferéncia da Terra, por meio de sistema proprio, encontrando o valor de 40.000 km.
Surpreendentemente, dois milénios depois, uma nova medicao, mais precisa e moderna,
resultou em 40.070 km [3].

Sua contribuicao para a Teoria dos Numeros inclui um método de determinacao
de nimeros primos por meio de regras de divisao e, principalmente, multiplicagao.
Esse método, que serd descrito mais a frente, é conhecido como crivo de Eratdstenes e
permite listar todos os niimeros primos menores que um dado nimero natural. Porém,
sua eficiéncia nao é satisfatoria para ordens muito elevadas, pois se torna um processo
que demanda tempo na sua execugao [3].

Marin Mersenne (1588 - 1648) também contribuiu com a Teoria dos Nimeros. Re-
ligioso francés da Idade Moderna, ficou conhecido por realizar a divulgacao da Ma-
tematica por meio de correspondéncias entre estudiosos da época. Mersenne se inte-

ressou muito por uma categoria de nimeros em particular, que posteriormente levaria
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seu nome. Esses sao os nimeros primos que podem ser escritos na forma 27 — 1, com
p primo, chamados primos de Mersenne (apesar de ja terem sido levados em consi-
deragao muito antes por Euclides), denotados por M,. Em seus estudos, afirmou que
um nimero que se encaixasse nessa descrigao seria primo quando p assumisse os valores:
2,3,5,7, 13, 17, 19, 31, 67, 127 e 257. J& para os outros niimeros primos p menores
que 257, o numero M, seria composto. Porém, com o desenvolvimento tecnolégico,
somente muitos anos depois ficou constatado que havia erros nessa afirmacao. Como
exemplos, pode-se citar a inclusao nessa relagao de primos de Mgz, que é um mumero
composto, e a omissao de Mgy, que é um nimero primo. Os primos de Mersenne pos-
suem uma relacao direta com os numeros perfeitos pares, conceito que também sera
estudado mais adiante [2].

Pierre de Fermat (1601 - 1665), jurista francés, foi o principal responsével pelo
renascimento da Aritmética, que ocorreu por volta de 1621. Fermat também realizava
correspondéncia com matematicos da época, lancando desafios em vez de divulgar ou
publicar as demonstracoes dos resultados encontrados, tendo inclusive Mersenne como
um de seus principais correspondentes. Dentre as suas notaveis contribuicoes esta
o Pequeno Teorema de Fermat, que foi apenas enunciado por ele, alegando que sua
demonstracao seria muito longa. Além dessa, vérias outras descobertas foram feitas
por Fermat, mas a que mais instigou os matemaéticos ficou conhecida como Ultimo
Teorema de Fermat, apesar de nao ter sido demonstrado por ele. Em 1637, a margem
do Problema 8, Livro 2, de um de seus livros, Aritmética de Diofanto, foram descritas

2

as infinitas solucoes da equacao pitagérica 2%+ y? = 22 e escritas as seguintes palavras

[, 2]:
“Por outro lado, é impossivel separar um cubo em dois cu-
bos, ou uma biquadrada em duas biquadradas, ou, em ge-
ral, uma poténcia qualquer, exceto um quadrado em duas
poténcias semelhantes. Eu descobri uma demonstragao ver-
dadeiramente maravilhosa disto, que todavia esta margem
nao é suficientemente grande para cabé-la”.

Muitos matematicos se empenharam para descobrir uma prova para a afirmacao de
Fermat, sendo utilizadas diversas abordagens, inclusive computacionais, e até mesmo
oferecidos prémios para quem decifrasse esse desafio. Foram necesséarios trés séculos
para que uma prova fosse dada. Em 1995, o matematico inglés Andrew Wiles realizou
esse feito, deixando no ar apenas a duvida de como seria a demonstracao que Fermat
alegou ter encontrado.

Fermat também se dedicou a determinacao de ntimeros primos que seriam gerados

~ n . . ~ . .
pela expressao 22" +1, com n inteiro nao-negativo, a qual, segundo ele, resultaria sempre
em um numero primo. Os numeros resultantes dessa expressao, denotados por F,,, eram
muito grandes e dificeis de serem fatorados, o que manteve o problema em aberto por

um bom tempo. Apesar da expressao gerar nimeros primos para n = 0,1,2,3 e 4,
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chamados primos de Fermat, essa afirmacao foi refutada quando foi apresentada uma
fatoracdo de 22 +1 por Leonhard Euler. Ainda ho je, perduram alguns questionamentos
sobre a existéncia ou nao de outros primos de Fermat, além dos cinco ja conhecidos.

Leonhard Euler (1707 - 1783) foi, sem divida alguma, uma das mentes mais férteis
e um dos matemaéticos mais notaveis de todos os tempos. Nascido na Suiga, iniciou na
matematica aos 14 anos, quando ingressou na universidade, onde foi aluno de Johann
Bernoulli, outro grande matematico da Idade Moderna. Mas foi com Christian Gold-
bach que Euler passou a investigar os problemas tratados por Fermat, passando, assim,
a contribuir com o desenvolvimento da Aritmética. A Euler é atribuido o grande feito
de resolver um famoso problema da Teoria dos Niuimeros, o problema de Basileia, que
consistia em determinar o valor exato da soma infinita 1 + }l + % + 1—16 + % +---. Seu
célculo resultou no valor exato de %2 [, 2.

Euler apresentou uma fatoragao para F5, que supostamente seria o sexto primo de
Fermat, demonstrou que as equacoes 22+ 12 = 22 e 2+ 4* = 2* nao possuem solucoes
inteiras e positivas, descobriu a relacao da funcao zeta de Riemann com os niumeros
primos e apresentou um resultado que da uma condigao suficiente para que um nimero
natural seja perfeito par, dentre outras contribuicoes que o tornaram um matemaético
de destaque na Teoria dos Numeros e em outras areas da matematica [11, 2].

Mas o que sao os nimeros primos? Com que regularidade esses ntimeros se distri-
buem e por que sao tao importantes? O que sao conjecturas e quais ainda nao tiveram
sua validade provada ou refutada pelos matematicos? E por que tais nuimeros fasci-
nam tanto os estudiosos da Teoria dos Numeros? Essas questoes serao apresentadas e

discutidas nesse e nos préximos capitulos.

1.2 Definicoes e Teoremas Fundamentais

Definicao 1.1 Um numero p € N é denominado primo se p > 1 e se seus Unicos
divisores naturais sao p e 1. O conjunto dos nimeros primos € indicado por P = {p €

N | p € primo}.
Definicao 1.2 Um nimero n € N é denominado composto se n > 1 e n nao é primo.

Exemplo 1.1 O ndmero 5 € primo, pois seus unicos divisores naturais sao: 5 e 1. Do
mesmo modo, o numero 13 também é primo, pois seus unicos divisores naturais sao:
13 e 1.

Exemplo 1.2 Jd o niumero 10 nao € primo; seus divisores naturais sao: 1, 2, 5 e 10.

Ou seja, possui 4 divisores naturais distintos.
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Um nuimero composto pode ser decomposto em fatores primos. O Teorema Fun-
damental da Aritmética diz que essa decomposicao ocorre de forma tnica, a menos de

ordenacao.
Teorema 1.1 Teorema Fundamental da Aritmética.

a) Todo nimero 1 < n € N € produto de nimeros primos, ou seja, existem py, pa,

“.7p7‘€]P)ta/Z.5qu€n:p1 Xp2 X...Xpr'

b) Sepl X P2 XX pp=q X @2 XX (s, COM D1, P2, ***, Pr, q1, G2, "+, s €
P, esepr < po << pp, tal como ¢ < gg <---< g, entdor =sep = q,
P2 =4, -, Dr = Gr.

Demonstragao. (o leitor podera encontrar essa prova do teorema na referéncia [4]).

a) Primeiro deve ser demonstrada a existéncia da escrita de n como produto de
nimeros primos. Se n = p é um ndmero primo, a afirmagao fica clara (r = 1).
A afirmac@o é mostrada para n composto supondo-se sua veracidade para todo
meN coml<m<mn SejaS={teN:t>1etln}. Comon > 1, n €
S, isto é, S # (). Pelo Principio da Boa Ordenacgao [5] existe um p;€ S minimal.
E claro que p; é primo (pois, se nao fosse, poderia ser decomposto e, assim, nao
seria minimal) e m € N, com n = p; x m. Como p; > 1 e n nao é primo, segue
que 1 < m < n. Como a afirmacao ja é valida para este m, existem po, ps, - -,
pr € P, tais que m = py X p3 X --- X p,. Segue, como afirmado: n = p; X m =

P1 X P2 X p3 X+ X Dp.

b) Agora a unicidade dessa escrita também precisa ser provada. Suponha que n
possa ser escrito de duas maneiras diferentes, ou seja, n = p; X py X -+ X p, e
no=qi X qg X X @s. Logo, p1 X pg X+ X pp = q1 X 2 XX (g, cOm
D1 P2, s Pry Q1, Q25 005 s € P e pp < pg <+ < py, tal como gy < go <
< @ Assim, py | g1 Xqa X -+ X ¢, de onde se conclui que p; tem que dividir
algum dos fatores ¢y, g2, -+, ¢s, pois um nimero primo divide um produto se
ele divide um dos seus fatores. Logo, existe k (1 < k < s), com p;|qr. Como p;
e ¢k sdo primos, temos p; = q;> ¢;. Da mesma forma, ¢;|p;, para algum [ (1 <
[ <) esegue que g = p;> py. Assim, p; = ¢1. Agora, de p; X py X -+ X p,
=p1 X g2 X+ X G5, 5€gue que py X - X pp = gz X+ X (.

Por indugao conclui-se que r — 1 = s — 1 (isto é, r = s) € ps = @2, P3 = ¢3,
<o+, pr = q.. Junto com p; = ¢, isto mostra que n se escreve como produto de

primos de forma tunica, a menos da ordem. [ |

E por meio do Teorema Fundamental da Aritmética que se pode escrever qualquer
ndmero natural n > 1 como produto de numeros primos. Para tal, utilizamos o

algoritmo da fatoracao para decompor um nimero natural em fatores primos.
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Capitulo 1. Fundamentagao Teorica

Definicao 1.3 Fuatoracao de um numero natural € a sua decomposicao em um produto

de niumeros primos.

Exemplo 1.3 Decompondo os niumeros 15, 24 e 343 em fatores primos, tem-se que
15=3x5,24=23x3¢e343 = 73.

Quando se realiza a fatoragao de um nuimero natural, é preciso verificar se ele é
divisivel pelos niimeros primos menores que o numero dado. Por exemplo, para fatorar
o numero 12, o correto seria verificar se ele é divisivel por 2, 3, 5, 7 e 11. Essa tarefa
nao se torna tao simples assim quando o nimero a ser fatorado é muito grande, devido
a quantidade de fatores primos a serem inspecionados. Nessa perspectiva, esse trabalho
pode ser amenizado quando se leva em consideragao que nao ¢é necessario verificar se
o numero em questao é divisivel por todos os niimeros primos menores que ele. Ora,
se n é um numero primo, entao nada precisa ser verificado, visto que os seus tinicos
divisores sao 1 e ele mesmo. Se n nao é primo, entao é um numero composto e, desse
modo, pode ser decomposto num produto da forma n = ab. Se a > /n e b > /n,
entdo n = ab > \/n X y/n = n, o que é um absurdo. Portanto, a < y/n ou b <
\V/n, e todo primo p que divide a é tal que p < a, satisfazendo a relagao p < a < /n
e, por conseguinte, p < /n. Ou seja, na decomposigao em fatores primos do nimero
natural n > 1 existe um ntimero primo p tal que p < y/n. Desse modo, fica provado
que ¢ suficiente verificar a divisibilidade de n somente pelos niimeros primos menores
ou iguais a /n, o que reduz significativamente a sua quantidade nessa inspegao. O

leitor interessado em mais detalhes pode consultar [5].

Exemplo 1.4 . O nimero 97 € primo, pois, sabendo-se que V97 = 9,848857801...,
basta verificar se 97 € divisivel pelos nimeros primos menores que 9: 2, 3, 5 e 7. Por
nenhum desses niumeros primos dividir 97, confirma-se a afirmacado inicial.

Por outro lado, o mimero 91 ndo € primo. Tem-se que V91 = 9,53939201)... e,
desse modo, é preciso verificar se 91 é divisivel pelos numeros primos menores que 9:
2,8 5e7 Como % =13 e 7 e 13 sao fatores primos, os divisores de 91 sao: 1, 7,
13 e 91.

Quando se procede a fatoragao de um numero natural n dado, é necessario conhecer
os numeros primos menores que n. Caso o nimero considerado nao seja muito grande,
nao sera uma tarefa dificil determina-los. Porém, para nimeros grandes, a verificacao
consome muito tempo se nao forem utilizados instrumentos de cédlculo que auxiliem
nas divisoes.

Dessa forma, surge uma alternativa viavel para a obtencao de nimeros primos
menores que um dado nimero natural n, utilizando a multiplicacao em vez da divisao.
E o chamado crivo de Eratéstenes, um método desenvolvido pelo matematico grego da

Antiguidade, famoso por calcular a medida do raio da Terra.
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Definicao 1.4 Crivo de Eratéstenes. O crivo de Eratostenes € um método que utiliza
multiplicagoes para determinar todos os numeros primos inferiores a um certo niumero

natural n dado.

Para se aplicar o crivo de Eratdstenes, é necessario observar inicialmente que todo
nimero composto n possui um divisor menor que ou igual a \/n, como jé foi explicado
anteriormente nesse capitulo. Dessa forma, listam-se inicialmente todos os nimeros
naturais de 2 até n, em ordem crescente. Logo apds, determina-se o maior ntimero
primo a ser utilizado no processo, que é o maior niimero primo menor que ou igual a
v/n. O nidmero primo 2 é mantido na relacao e todos os seus multiplos, a partir do 4,
sao descartados. O proximo ntumero da lista sera primo, pois, se nao fosse, teria sido
excluido anteriormente. Esse nimero primo, no caso, serd o 3. O procedimento deve
ser repetido até que sejam descartados os multiplos do maior primo menor que ou igual
a y/n. Os nimeros restantes na lista serao todos primos, pois nao foram retirados em
nenhuma etapa do processo.

Em geral, quando o crivo de Eratéstenes é aplicado e os multiplos de um primo p,
qualquer sao removidos da lista, o proximo nimero que permanecer nela sera primo
também. Pode-se denotar esse nimero primo por p,.1. Se p,.11 fosse composto, ja teria
sido descartado em uma etapa anterior. Dai, a sequéncia de ntimeros primos formada
POr Pr, Pri1,--+ € ps, tal que p, é o maior niimero primo menor que ou igual a \/n,
representard a sequéncia dos nimeros primos menores que n. Em [5], o leitor encontra
mais detalhes.

Nesse ponto, surge uma pergunta: qual é a quantidade de ntimeros primos existen-

tes? O préximo teorema responderd a essa pergunta.
Teorema 1.2 FExistem infinitos numeros primos.

Demonstragao. Essa prova segue o raciocinio de [2]. Inicialmente se supde que existe
uma quantidade finita de nimeros primos, quais sejam: pi, ps2, -+, p,.. Depois,
considera-se o nimero natural n = p; X py X--- X p.+ 1. O Teorema Fundamen-
tal da Aritmética garante a existéncia de um fator primo p na fatoracao de n. Esse
fator s6 pode ser um dos nimeros primos pi, pa, -+, Pr—1 O p,.. O nimero n nao é
primo, pois n é maior que qualquer elemento de P. Se n é composto, o fator primo p
divide o produto p; X py X ---Xx p,. Porém, isso implica que p também divide 1, o
que é um absurdo. Logo, existe uma quantidade infinita de niimeros primos. [

Esse teorema, que se encontra na Proposicao 20 do Livro IX de Os Elementos, de
Euclides, é um dos teoremas mais importantes da Teoria dos Nuimeros e mostra que,
por maior que seja um dado niimero primo, sempre serd possivel encontrar outro maior

ainda.



Capitulo 2
Alguns Niumeros Primos Especiais

Nesse capitulo, serd dada énfase a defini¢oes mais aprofundadas envolvendo niimeros
primos, com o objetivo de se consolidar os pré-requisitos necessarios para a posterior ex-
posicao de alguns problemas em aberto que ainda fascinam e instigam os matematicos.

Com uma base tedrica bem fundamentada, também é possivel apresentar a proposta
de atividades a serem realizadas com os estudantes por meio de uma sequéncia didatica,
tendo em vista o estimulo a sua curiosidade e o incentivo a area da pesquisa matemaética.

Considerando o vasto campo da Teoria dos Numeros, cabe ressaltar que muitas
defini¢oes referentes a diferentes niimeros primos especiais, por exemplos os nimeros
primos palindromicos, os primos de Sophie Germain, de Ramanujan, dentre outros, nao

serao apresentadas nessa dissertagao, o que nao exclui e nem reduz a sua importancia.

2.1 Primos Gémeos

Os primos gémeos sao de particular interesse para a teoria dos niimeros, pois nao

se sabe ainda se existem infinitos niimeros desta forma.

Defini¢ao 2.1 . Um par de nimeros (p, p+2) € denominado um par de primos gémeos

se ambos, p e p+ 2, sao primos.

Exemplo 2.1 Os seguintes pares (3,5), (5,7), (11,13), (17,19), (29,31), (41,43),
(59,61), (71,73) sao os pares de primos gémeos quando p < 97.

No entanto, alguns resultados sobre os ntmeros primos gémeos sao conhecidos e
serao falados mais adiante. Uma de suas propriedades mais basica é dada pela pro-

posicao que segue.

Proposicao 2.1 . Com excegao do par (3,5), todos os pares de primos gémeos sio da

forma (6n — 1,6n + 1), sendo n um niumero natural.
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Demonstra¢ao. Considere um par de primos gémeos (p,p + 2). Pelo algoritmo da
divisao sabe-se que o nimero primo p pode ser escrito em alguma das formas a seguir:
6n — 2, 6n — 1, 6n, 6n + 1, 6n + 2 ou 6n + 3, para algum n € N. Desses nimeros,
apenas 6n — 1 e 6n + 1 podem ser primos, pois os numeros restantes claramente sao
miultiplos de 2 ou de 3. Nota-se que imediato que (6n+ 1) — (6n — 1) = 2. Finalmente,
conclui-se que caso o par (p,p + 2) seja de niimeros primos gémeos, entao ele sé pode
ser da forma (6n — 1,6n + 1). |

Um resultado nada trivial, mas de fundamental importancia é o chamado teorema
de Brun. Nao ¢é sabido ainda se existem infinitos niimeros primos gémeos, no entanto ¢
sabido que se eles forem infinitos entao certamente se tornam cada vez mais esparsos.

O teorema de Brun afirma que a soma dos reciprocos dos primos gémeos

(i)
S (e —) <o
p p+2

p,p+2€P

é convergente [0, [7]. Este resultado permite concluir que o surgimento dos primos
gémeos, caso existam, ocorrem com uma frequéncia baixa, pois a série dada pelo teo-

rema de Brun estd associada a série harmonica que é reconhecidamente divergente.

2.2 Primos de Mersenne

Definicao 2.2 Numeros de Mersenne sao os numeros da forma 2™ — 1, sendo n um

numero natural maior que 1.

Colocando M, = 2" — 1, obtém-se a sequéncia dos numeros de Mersenne:
(3,7,31,63,127,255,511,1.023,2.047,--- ;2" —1,-- - ). Nessa sequéncia, observa-se cla-
ramente a presenca de niimeros primos e € particularmente interessante quando se trata
de ntimeros de Mersenne que também sao primos. Neste sentido, faz-se a seguinte de-

finigao.

Definicao 2.3 . Um primo de Mersenne é um nimero de Mersenne M,, com p € PP,

tal que M, € primo.

O interesse nos numeros de Mersenne primos se da pela relacao entre eles e os
numeros perfeitos que trataremos a seguir. Uma condi¢ao necessaria para que M, seja

primo é dada na proxima proposicao.
Teorema 2.1 Se o numero de Mersenne M, for primo, entao n = p € primo.

A prova dessa proposicao é consequéncia da proposicao que segue.
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Proposicao 2.2 . Sejam a > 2 ek € N. Se a* — 1 for primo, entio a = 2 e k é

primo.

Demonstragao. A demonstracao dessa proposigao também segue as referéncias [2,
4]. Inicialmente, considere a progressao geométrica de (n+1) termos, com n um nimero

natural, primeiro termo igual a 1 e razao igual a a # 1. A soma dos seus termos é dada

por:
an+1 -1
l+at+a®+a®+ .. +a" ' +a" = : (2.1)
a —
Logo,

at —l=(a-1)(1+a+a*+a*+---+a" ' +a"). (2.2)

Fazendo-se n = k — 1 em tem-se:
a*—1=(a—1)1+a+a®+---+ad"), (2.3)

coml+a+2+---+a"1 > 1, pois a, k> 2. Ora, se a* — 1 for primo, conclui-se que
a—1=1, ouseja, a=2.
Agora, por outro lado, suponha que k£ = rs seja composto, com 1 < s < r < k.

Fazendo-se a =2"en+1=sem tem-se a decomposi¢ao
(27) —1=2F-1=(2" —1)(1 42"+ 2% 4 ... + 267y, (2.4)

naqual 2 —1>1e 142" 4+22 4+ ... 426" > 1 pois r,s > 1. Logo 2 — 1 nao é
primo quando k é composto. [

Desse modo, somente os indices k£ = p primos dos niimeros de Mersenne M) sao
provaveis geradores de primos de Mersenne. Essa condicao é necessaria, embora nao
seja suficiente, pois, por exemplo, M;; = 2 —1 = 2.048 — 1 = 2.047 = 23 -89. Ou
seja, para p = 11, o numero de Mersenne M;; é um nimero composto.

Eis a sequéncia dos 7 primeiros primos de Marsenne: 3,7,31,127,8.191, 131.071,
524.287. Até a data da publicacao desta dissertagao sao conhecidos apenas 51 niimeros
primos de Mersenne, sendo que o maior deles é Mgosgg933. Todos os primos de Mer-

senne recentemente encontrados foram através do projeto de busca de grandes niimeros

primos de Mersenne chamado de GIMPS [§].

2.3 Primos de Fermat

Além dos numeros de Mersenne, outro destaque em Teoria dos Numeros sao os

numeros de Fermat.

12



Capitulo 2. Alguns Numeros Primos Especiais

. ~ Ve ~ 7 n . .
Definigao 2.4 Nimeros de Fermat sio os niimeros da forma 22" + 1, sendo n inteiro

nao-neqativo.

Definindo F,, = 22" 41, obtém-se a sequéncia dos ntimeros de Fermat: 3, 5, 17, 257,
65.537, 4.294.967.297, - - - ). Nessa sequéncia, assim como na sequéncia dos nimeros de
Mersenne, observa-se a presenca de nimeros primos.

Em 1.640, baseando-se no fato de que Fy = 3, F} = 5, I, = 17, F3 = 257 e
Fy = 65.537 sao todos nimeros primos, Fermat escreveu em uma de suas cartas para
Mersenne que acreditava que todos os niimeros dessa forma eram primos, acreditando
ter descoberto uma férmula geradora de primos. Porém, em 1.732, Euler conseguiu
mostrar que Fy = 4.294.967.297 ¢é divisivel por 641 e, portanto, é composto. Desse
modo, a afirmacao de Fermat foi refutada. De fato, os tinicos primos de Fermat que
sao conhecidos até o momento da publicacao desta dissertagao, sao: 3, 5, 17, 257 e
65.537.

E sabido que se 2F + 1 é um ntmero primo impar, entdo necessariamente k deve
ser uma poténcia de 2 |2, 4]. Portanto, hé grande interesse nos possiveis nimeros de
Fermat primos. Porém, ainda nao se sabe se existem outros nimeros de Fermat fora

os cinco conhecidos. Esse assunto sera tratado com mais detalhes no proximo capitulo.

2.4 Numeros Perfeitos

Antes de proceder a definicao de niimero perfeito, que esta relacionada diretamente
aos numeros primos, inicialmente sera estabelecida uma férmula para a soma de todos
os divisores de um nimero natural n maior que 1. Para tal, denote por S(n) a soma
de todos os divisores de n, donde S(0) nao estd definido e S(1) = 1.

Proposicao 2.3 Seja n = pi* x --- X p& um nimero natural tal que py < --- < p, e
ay, -, o, € N. Sen' € um divisor de n, entdon' = pfl X xpPem que 0 < B < ay,
para 1 =1,---,r.

Demonstracao. Essa prova segue os argumentos de [2]. Seja n’ um divisor de n
e seja p”? a poténcia de um ntiimero primo p que aparece na decomposicio de n/ em
fatores primos, cuja existéncia e unicidade sao garantidas pelo Teorema Fundamental
da Aritmética. Como n’ divide n, p? também divide n e, consequentemente, essa
poténcia p® divide algum p{" da fatoracdo de n por ser primo com os demais p?j . Logo,
p=p; e0<p < q. Generalizando para todos os casos de poténcias de primos que

figuram na decomposicao de n’ em fatores primos, n’ = p’f Ux-oxpPonde 0 < B < ay,

parat=1,--- 7. [ |
Proposicao 2.4 Sen = pi* x --- x p&, em quegl, <o, Pp 8GO NUMETOS PTIMOS €
aq ar+1
~ . . . ~ —1 r _
aq, -+, Qp Sao inteiros positivos, entdao, S(n) = p1p171 NSRRI prp—fll
.
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Demonstragao. Essa demonstragdo também segue os argumentos de [2]. Seja n’
um divisor de n. Pela Proposicao 2.4, n’ = p{h x -+ x p onde 0 < 3 < q, para
1 =1,---,r. Dessa forma, a soma de todos os divisores de n é dada pelo somatério
ST pit x -+ x pPr, variando cada 3; no intervalo 0 < 3; < a,., para i = 0,--- ,r. Esse
somatorio é justamente igual ao produto (1+p;+---+pJ*) X - x (14+p,+---+p27), em

que cada fator representa a soma dos termos de uma progressao geométrica de razao

o1+l ar+tl
= bk -1 Dr -1
pr, para k =1,--- . r. Logo, S(n)= o X X B ]

A Proposigao 2.4 fornece, entdo, uma expressao para S(n) em funcao da decom-

posicao de n em fatores primos.

Definicao 2.5 Funcao aritmética € toda fung¢ao matemdtica definida no conjunto dos

numeros inteiros positivos.

Definicao 2.6 Funcdao multiplicativa € toda funcdao aritmética f ndo-nula tal que

f(mn) = f(m)- f(n), para mde(m,n) =1 (ou seja, m, n relativamente primos).
Segue imediatamente da definicao de funcao multiplicativa o seguinte coroldrio.

Corolério 2.1 A fun¢do S(n) € multiplicativa, isto €, se mdc(n,m) = 1, entao S(nm)

=8(n)-S(m).

Exemplo 2.2
s@=2"1-4
S(6) = S(2-3) = 222__11 : ?;;__11 =3.4=12
S(18) = S(2-3%) = 222__11 : 23__11 =313 =39
S(28) = S(2*-7) = 223__11 : 772__11 =7-8=56
S(45) = S(32-5) = ?;)3__11 : 552__11 =13-6="18

Note que S(18) = 39 # 48 = S(3) - S(6), pois (3,6) = 3#1. Logo, a conclusdo do
corolario nao vale se mdc(n, m)#1.

Como ja foi definida uma expressao para a soma dos divisores de um nimero natural
n maior que 1, em funcao da sua decomposicao em fatores primos, agora também pode

ser dada a definicao de nimero perfeito.
Defini¢ao 2.7 . Nidmero perfeito é um nimero natural n, n > 1, tal que S(n) = 2n.
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Um nimero perfeito possui a propriedade de ser igual a metade da soma dos seus
divisores. Pode-se dizer também que um nimero perfeito é igual a soma dos seus
divisores préprios, ou seja, ¢ igual a soma dos divisores distintos dele proprio. Esse
fato fascinava os gregos antigos, que viam a perfeicao nos niimeros por acreditarem que
esse seria o conceito mais fundamental do universo. Curiosamente, os niimeros perfeitos
conhecidos sao todos pares. Os dois menores nimeros perfeitos sao: 6 = 1+2+ 3 e
28 = 14+2+4+47+14. Algumas culturas reverenciavam esses niimeros por considerarem
que Deus criou o mundo em 6 dias e que a Lua tem um ciclo de 28 dias em sua volta

completa ao redor da Terra.

Lema 2.1 Seja n um ndmero inteiro positivo. Tem-se que S(n) = n+1 se, e somente

se, n € um numero primo.

Demonstracao. Essa prova segue da referéncia [2]. Suponha que S(n) = n + 1. Como
S(1) = 1, n é necessariamente diferente de 1. Logo, n > 1 e os tnicos divisores de
n sao 1 e n; logo, n é um numero primo. Reciprocamente, se n é primo, entao, pela
2
n2_

férmula da soma dos divisores de n, S(n) = 2=t =n + 1. [

O teorema seguinte, atribuido a Euclides e a Euler, fornece uma condicao necessaria
e suficiente para um nimero natural par ser perfeito, relacionando-os diretamente aos

primos de Mersenne definidos anteriormente.

Teorema 2.2 (Fuclides—Euler). Um nimero natural n é um nimero perfeito par se,

e somente se, n. = 2P~1. (2 — 1), onde 2P — 1 é um primo de Mersenne.

Demonstracao. A prova desse teorema segue os argumentos de [2]. Suponha que
n=2r1. (27 — 1), onde 2 — 1 é um primo de Mersenne. Logo, pela Proposicao 2.2,
p também é primo e, consequentemente, p > 1 . Desse modo, n é par. Como 2P — 1 é
fmpar e 2P~! s6 possui o fator primo 2 em sua decomposicao em fatores primos, tem-se
que mdc(2P~1,2P — 1) = 1. Logo, pela Proposicao 2.4, pelo Corolério 2.1 e pelo Lema
2.1, segue que S(n) = S(27- (27 — 1)) = S(2°) - S(277') = 2= - 22 = 2n. Portanto, n ¢
um numero perfeito.

Reciprocamente, suponha que n é perfeito e par. Pode-se escrever n = 2P~ . b,
com b impar e p > 1. Logo, analogamente ao que ja foi dito na primeira parte da
demonstragao, mdc(2P~1,b) = 1 e, pela Proposicao 2.4 e pelo Coroldrio 2.1, segue que
S(n) = S(2r71) - S(b) = (2 — 1- S(b). Como n é perfeito, S(n) = 2n e segue que

(20 — 1) S(b) =27 - b. (2.5)

Dai, segue que 2P — 1 deve dividir b, pois, por serem nimeros consecutivos, mdc(2?,
2P — 1) = 1. Logo, existe ¢ € N, com ¢ < b, pois p > 1, tal que

b=c- (20— 1). (2.6)
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Substituindo [2.6] em [2.5], segue que
S(b) = 2Pc. (2.7)

De [2.5 tem-se que ¢ e b sao dois divisores distintos de b. Somando ¢ a ambos os lados
dessa equagao, segue que ¢ + b = 2P¢ e, portanto, S(b) = ¢+ b. Dai, conclui-se que ¢
e b sao os unicos divisores de b. Particularmente, ¢ = 1 e, de e[2.7 conclui-se que
S(b) = b+ 1. Pelo Lema 2.1, b é primo e, por como b+ 1 =27, b = 27 — 1. Portanto,
n=2P"1.(27 — 1), sendo 2” — 1 um primo de Mersenne. |

Na terceira coluna da Tabela temos como exemplo alguns ntmeros perfeitos,

associados aos respectivos primos de Mersenne geradores, representados na segunda

coluna.
P 2P — 1 n=2°r"1. (27 - 1)
2 3 n==~06
3 7 n = 28
5 31 n = 496
7 127 n = 8.128
13 8.191 n = 33.550.336
17 131.071 n = 65.536 x 131.071
19 524.287 n = 262.144 x 524.287
31 231 1 n = 2%0(231 — —1)
44497 ‘244‘497 -1 7’L — 244.496(244.497 o 1)

Tabela 2.1: Numeros perfeitos pares

A primeira parte da demonstragao desse teorema, que dd uma condi¢ao necessaria
para que um numero natural seja perfeito par, é atribuida a Euclides e pode ser encon-
trada em Os Elementos (Proposigao 36, Livro IX), enquanto a reciproca, que fornece
uma condic¢ao suficiente para que um nimero natural seja perfeito par, s6 foi apre-
sentada no século XVIII por Euler. Note que a cada primo de Mersenne esta asso-
ciado um numero perfeito par. Como ainda nao se sabe se a quantidade de primos
de Mersenne ¢ finita ou infinita, a mesma questao se aplica a quantidade de nimeros
perfeitos pares existentes. Até a Idade Média, somente eram conhecidos 5 niimeros
perfeitos: 6, 28, 496, 8.128 e 33.550.336. Atualmente, mais alguns deles sao conhe-
cidos, sendo que, a cada numero perfeito descoberto, a quantidade de algarismos au-
menta significativamente. Como exemplo, o sexto nimero perfeito par, 8.589.869.056,
possui 10 digitos, o sétimo, 137.438.691.328, possui 12 digitos, enquanto o oitavo,
2.305.843.008.139.952.128, possui 19 digitos. Voltaremos a esse assunto no proximo

capitulo.
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Capitulo 2. Alguns Numeros Primos Especiais

2.5 Distribuicao dos Nimeros Primos

Em Teoria dos Niumeros, um dos mais importantes resultados é o Teorema dos
Numeros Primos, que versa sobre a maneira como esses nimeros se distribuem. Para
que ele seja enunciado, é necessario definir a funcao contagem dos niimeros primos,

denotada por 7(z).

Definigao 2.8 . A funcao contagem dos nimeros primos € a fungio w(z) = |{p € P :
p < x}|, para todo 0 < x € R.

Claramente, essa funcao determina a quantidade de niimeros primos menores que

ou iguais a um numero x qualquer dado.

Exemplo 2.3 7(z) =0, se 0 <z < 2; 7w(z) =1, se 2 < z < 3; w(x) = 2, se
3<x<b Emageral, se py =2, p2 =3, p3 =05, ps =7, p5 =11, -+, po5s =97, ---
sGo os termos da sequéncia dos numeros primos em ordem natural, entdo m(x) =r, se
pr<x<p1 (r=12,3---).

Uma das grandes descobertas do final do século XIX ¢ atribuido os matematicos
Hadamard e de la Valee Poussin. Ambos demonstraram esse resultado de forma inde-

pendente em 1986 através da fungao zeta de Riemann [0, [10].

Teorema 2.3 (Teorema dos Numeros Primos) Seja m(x) a fungdo contagem dos nimeros

primos. FEntao vale o limite

Isso significa que, se o nimero x é suficientemente grande, a quantidade dos niimeros

primos menores que ou iguais a x é dada, com aproximacao cada vez melhor, pela funcao

x_
Inz °

Esse teorema esta sendo citado sem que seja apresentada a sua mais profunda de-
monstragao. Varias versoes da demonstracao deste teorema surgiram ao longo dos
anos, sendo que as primeiras elementares sao atribuidas a Erdos (1949) e Selberg
(1950) [11, 12].

Ainda ha muito mistério envolvendo a distribuicao dos ntimeros primos, sendo as-

sociados a ela alguns problemas em aberto, que serao tratados no préximo capitulo.
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Capitulo 3

Historico de Alguns Problemas em
Aberto

Nesse capitulo serao apresentadas brevemente o histérico de alguns problemas rela-
cionados aos niimeros primos que ainda se encontram em aberto e continuam instigando
a curiosidade dos matematicos.

Conjectura matematica é uma proposicao que os matematicos acreditam ser ver-
dadeira, porém ainda nao conseguiram obter sua demonstracao. Conjecturas podem
ser ou nao verdadeiras. Para que uma conjectura se torne um teorema, deve ser en-
contrada uma prova que assegure a sua completa validade. Observa-se que isso nem
sempre acontece. A conjectura de Fermat, que afirmava que todos os nimeros de Fer-
mat sao primos, é sabidamente falsa. Finalmente, pode-se dizer que as conjecturas na
matematica sao, entao, problemas em aberto.

As ideias envolvidas e as ferramentas utilizadas para a demonstracao de uma con-
jectura matematica ou a resposta para um problema em aberto serao sempre muito
luteis para o desenvolvimento da Teoria dos Niimeros e da area de pesquisa matematica.

No Congresso Internacional de Matematicos de 1912, foram estabelecidos quatro
problemas sobre ntimeros primos considerados inatacaveis até aquele momento, dadas
as condigoes cientificas que ainda nao haviam sido desenvolvidas. Esses problemas sao

chamados de Problemas de Landau. Sao eles:
e conjectura de Goldbach;
e conjectura dos primos gémeos;
e conjectura de Legendre;

e H4 infinitos nimeros primos da forma n? + 1, para n € N.

Até a publicacao desta dissertacao todos os problemas acima continuam em aberto,

porém muitos progressos em direcao as solucgoes destes foram obtidas. Nas secoes que
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seguem alguns detalhes de cada problema, e alguns resultados, serao de forma breve

tratados.

3.1 Conjectura dos Primos Gémeos

Conforme definido na Se¢ao 2.1, dois nimeros primos sao gémeos se p € p + 2 sao
primos. A conjectura dos primos gémeos diz que o numero de pares de primos cuja
diferenca é igual a 2 é infinito. Essa conjectura é atribuida por alguns a Euclides,
tornado-a um dos problemas ainda sem solu¢ao mais antigos da Matemaética.

Goldston, Pintz e Yildirim provaram que a diferenca entre dois niimeros primos con-
secutivos pode ser arbitrariamente pequena em comparacao com o intervalo médio [13].
Antes, ja haviam proposto uma demonstragao condicional, sobre a conjectura de Elliott-
Halberstam, para uma versao fraca da conjectura dos primos gémeos, que diz que ha
uma quantidade infinita de ntimeros primos p tais que 7(p + 20) — w(p) > 1, onde
7(x) a fungdo de contagem dos nimeros primos menores que ou iguais a z, conforme
Definigao 2.9 [14]. Na conjectura dos primos gémeos, o nimero 20 dessa expressao é
substituido por 2. Apesar de representar um consideravel avango, a proposta apresenta
um problema: que depende de uma conjectura, que obviamente ainda nao provada.

Em 2013, o matemético chinés Yitang Zhang esbocou uma prova da “versao fraca”
da conjectura dos nimeros primos, que independe de outras conjecturas, ao contrario
da demonstracao condicional que foi feita por Goldston, Pintz e Yildirim para a versao
fraca da conjectura dos primos gémeos. Esse resultado incondicional mostra que ha in-
finitos pares de primos consecutivos cuja diferenca é menor que 70 milhdes de unidades
uns dos outros. Isso significa que nao importa o quao raros se tornem os niimeros primos
no universo dos nimeros gigantescos, sempre havera um par de primos consecutivos
cuja diferenca sera menor que 70 milhoes. Isso mostra que os intervalos entre niimeros
primos consecutivos nao continuam crescendo para sempre. Para mais informacoes, o
leitor pode consultar [15].

Recentemente o Projeto Polymath foi instituido com o objetivo de tentar diminuir
o limite superior encontrado por Zhang [16]. Através do trabalho de James Maynard
foi possivel diminuir o limite superior proposto por Zhang para N = 246 [17]. Desta
forma, foi provado que existem infinitos nimeros primos consecutivos cuja distancia
entre eles é inferior a 246.

Os maiores primos gémeos conhecidos até o momento formam o par (2.996.863.034.895
x 21290000 1 9 996.863.034.895 x 21-290:000 4 1) FEsses primos tém 388.342 digitos e
foram descobertos em setembro de 2016. Para consultar outros enormes primos gémeos,
o leitor podera consultar [18].

Ressalta-se que apesar dos enormes avancos a conjectura ainda estd em aberto, isto
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é, nao se sabe se existem infinitos primos consecutivos de tal forma que a distancia
entre eles é 2. Alguns resultados bésicos sobre os primos gémeos e suas generalizagoes

podem ser encontrados na referéncia [7].

3.2 Conjectura de Legendre

Esta conjectura é mais um dos Problemas de Landau, afirmando que sempre existe
um nuimero primo entre dois quadrados perfeitos consecutivos. Isto é, para cada n € N
a conjectura afirma que existe pelo menos um niimero primo p tal que n? < p < (n+1)%
E possivel ver na Tabela que para os primeiros intervalos na forma (n?, (n + 1)?)
essa afirmacao é claramente verdadeira. Observamos que se a conjectura de Legendre
for verdadeira, entao o intervalo entre dois niimeros primos consecutivos, p, € Pnii,
serd da ordem O(p'/?), em que p é um niimero primo e a funcao O indica que a razio

(Pnt1 = pn)/ p711/2 ¢ assintoticamente limitada.

n|n*<p<(n+1)7?] pprimo

1 l<p<4 2,3

2 4<p<9 5, 7

3 9<p<16 11, 13

4 16 <p <25 17,19, 23
5 25 <p <36 29, 31

6 36 < p <49 37, 41, 43, 47
7 49 < p <64 53, 59, 61
8| 6d<p<8l |67,71 73 79
9 Sl<p<l100 83, 89, 97

Tabela 3.1: Verificacao da conjectura de Legendre para os primeiros 9 intervalos na
forma (n?, (n +1)?).

Apesar da conjectura de Legendre ainda se encontrar em aberto, na data de pu-
blicagao deste trabalho, ha varios teoremas associados a forma em que os nimeros
primos se distribuem em intervalos. Por exemplo, o Teorema de Chebyshev, provado
pela primeira vez pelo russo Pafnuty Chebyshev [19], garante que sempre existe um

nimero primo entre dois niimeros naturais especificos.

Teorema 3.1 (Teorema de Chebyshev). Para m > 2 com m € N, temos que sempre

existe um primo p, com m < p < 2m.

Este teorema prova o que é conhecido como conjectura de Bertrand. Além disso, a
demonstracao desse teorema ¢é longa, nao elementar e foge do objetivo desse trabalho.
A mesma, em sua versao original, pode ser encontrada na referéncia [19]. Observa-
se que ha demonstracoes elementares deste teorema, sendo a primeira realizada por

Srinivasa Ramanujan [20].
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Mas, se por um lado, o Teorema de Chebyshev garante a existéncia de nimeros
primos em um intervalo de comprimento determinado, por outro, existem intervalos
de comprimento arbitrario n livres de nimeros primos. Isso porque, para todo n € N,
existe um k,, € N tal que os nimeros consecutivos k, + 1, k, +2, ---, k, +n sao todos
compostos. Para isso, dado n € N, basta escolher k, = (n+ 1)! +1. Como (n + 1)!
é divisivel por 2, 3, ---, e (n + 1), consequentemente k,, + 1 = (n + 1)! 4 2 é divisivel
por 2, k, +2 = (n+ 1)l +3 é divisivel por 3, ---, ek, +n = (n+ 1+ (n+1) é
divisivel por (n + 1). Ou seja, todos esses nimeros consecutivos sao compostos e o
intervalo que compreende esses n nimeros ¢ isento de primos. O leitor interessado em
mais informagoes pode ainda consultar a referéncia [2].

Apesar da conjectura de Legendre ainda nao ter sido provada, resultados parciais
notaveis relacionados com esta conjectura ja foram apresentados na literatura. Dentre
eles cita-se o trabalho de Jing Run Chen que afirma que sempre existe entre n? e (n+1)?
um numerp p que é primo ou semiprimo, lembrando que um semiprimo é um nimero
composto formado pelo produto de apenas dois niimeros primos nao necessariamente
distintos [2I]. Outro resultado interessante que se relaciona com a distribuigao de

nimeros primos em intervalos curtos foi obtido por Henryk Iwaniec e Matti Jutila, em
4

n
177Inn’
onde % < 0 < 1[22]. Observamos que a conjectura de Legendre, em termos da fungao

1984, e afirma que para n suficientemente grande vale que 7(n) —7(n —n?) >

7(z), pode ser reescrita como 7((n + 1)?) — w(n?) > 1, para todo n € N. Desta forma,
podemos citar um ultimo resultado de 2006 apresentado por Mehdi Hassani que afirma

que existem infinitos nimeros naturais n tal que a desigualdade

#((n+1)?) — 7(n?) > f (<n+1>2 n? ) ) msz

2\In(n+1) Inn Inlnn

¢ verdadeira [23].

3.3 Conjectura de Goldbach

Essa conjectura diz que todo nimero par maior que 2 pode ser representado como
a soma de dois numeros primos. Foi proposta pelo matematico Christian Goldbach
(1690 - 1764), em sua correspondéncia com Euler, em 1742. Esse problema em aberto
ainda desafia os matematicos, que tentam a todo custo demonstra-la.

A conjectura ja foi verificada ser valida para nimeros extremamente grandes por
vérios estudiosos. Desboves (1885) confirmou a conjectura para nimeros até a ordem
10* [24]. Pipping (1938), Stein (1965) e Granville (1989) confirmaram-na para niimeros
até a ordem 10°, 10% e 10'°] respectivamente [25] 26, 27]. Mais recentemente, através

do Projeto Goldbach conjecture verification, Tomés Oliveira e Silva et al. verificaram a
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conjectura de Goldbach para nimeros até 4-10'® [28]. Para consultar mais avangos nas
verificagbes numéricas da conjectura de Goldbach, o leitor pode consultar a referéncia
[29].

Apesar da demonstragao efetiva da conjectura de Goldbach ainda nao ter sido
obtida, alguns avancos em direcao a prova da conjectura foram alcancados, apesar de
serem resultados mais fracos, assim como os avancos obtidos na tentativa de se provar
a conjectura dos primos gémeos.

Em 1930, o matematico soviético Lev Schnirelmann provou que todo niimero natural
pode ser representado como soma de até 20 nimeros primos [30]. J& em 1937, outro
matematico soviético Ivan Vinogradov provou que todo niimero impar, suficientemente
grande, pode ser escrito como soma de até 3 nimeros primos [31]. Apesar de nao se
saber a partir de que numero o resultado é valido, a descoberta de Ivan mostrou na
época a possibilidade da versao fraca da conjectura de Goldbach, que afirma que todo
nimero impar maior que 5 pode ser representado como soma de 3 ntimeros primos,
distintos ou nao, ser verdadeira. Mais recentemente, em 1973, o matemético Chen Jing
Run provou que todo nimero par suficientemente grande pode ser escrito como a soma
de um ntmero primo com outro nimero, produto de, no maximo, dois primos. Por
exemplo, 112 = 97+ 3-5. Este resultado é hoje conhecido como teorema de Chen [32].
Finalmente, em 2013, o matematico peruano Harald Helfgott conseguiu demonstrar a
conjectura fraca de Goldbach. O problema havia permanecido sem solugao por mais
de 200 anos. Para mais informacoes sobre a demonstracao desta versao fraca, o leitor

pode consultar a referéncia [33].

3.4 Problema em Aberto sobre Numeros Perfeitos
fmpares

Ainda nao se sabe se existem ou nao numeros perfeitos impares. O que é fato é
que os numeros perfeitos conhecidos sao todos pares, mas nada impede que existam
numeros perfeitos impares também. No livro Elementos, Euclides fornece um método
para construir ntmeros perfeitos, no entanto o método apresentado sé possibilita a
construcao de nimeros perfeitos pares, conforme Secao 2.4. Desta forma, desde a Grécia
antiga ja havia o interesse pelos nimeros perfeitos [34]. No entanto, j& é esperado pela
comunidade matematica que niimeros perfeitos impares nao sejam possiveis.

O matematico Carl Pomerance apresentou um argumento heuristico de que os
nimeros perfeitos sdo improvéveis [35]. Cabe ressaltar que o Dr. Carl Pomerance
¢ um reconhecido pesquisador da teoria dos nimeros sendo premiado e reconhecido
por suas contribuicoes na fatoracao de niimeros primos, criptografia e testes de prima-

lidade. Sua tese de doutorado versa sobre os niimeros perfeitos impares e nela ele prova
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que se existir um numero perfeito impar, entao ele deve ser divisivel por no minimo
sete primos distintos [36].

Apesar de ainda nao estar provado se ha ou nao numeros perfeitos impares e pes-
quisadores, como Dr. Carl Pomerance, acreditarem nao haver nimeros desta forma,
h& na literatura diversas verificacoes numéricas que sugerem o fato de que nao existem
nimeros perfeitos impares. Ja foi mostrado, através de métodos numéricos e compu-
tacionais que se esses nimeros existirem entdo eles devem ser maiores do que 10'°%
e possuir no minimo de 101 fatores primos, nao necessariamente distintos [37]. Além
disso, foi mostrado que o seu maior fator primo deve ser maior que 10%2.

A titulo de curiosidade e sem a devida demonstracao, também é fato que, se existir
um numero perfeito impar, entao ele serd representado pela soma de dois quadrados
perfeitos [34].

3.5 Problema em Aberto sobre os Primos de Fer-

mat

Ainda nao se sabe se existem outros primos de Fermat na sequéncia de nimeros de
Fermat, além dos 5 ja conhecidos. Como ja foi dito na Secao 1.1 e na Secao 2.3, sendo
F,, um ntimero de Fermat, para n inteiro nao-negativo, os primos de Fermat conhecidos
sao apenas aqueles para os quais n = 0,1,2,3 e 4.

Até o momento, com o auxilio de métodos computacionais, sabe-se que, para
5 < n < 32, com n natural, F,, é composto. Porém, sé sao conhecidas as fatoracoes
completas de F), para 1 < n < 11 e ainda na data de publicacao desta dissertacao nao
sao conhecidos fatores de Fyy e de Fyy.

Varios outros nimeros de Fermat sao comprovadamente compostos. H& muitos
grupos de pesquisa buscando, através de métodos computacionais, fatores de nimeros
de Fermat suficientemente grandes. Em 13 de fevereiro de 2015, por exemplo, Paran-
galan, Reynolds, Penné e Fougeron do grupo PrimeGrid descobriu que 267 - 2266209
divide Fhgp20ss [38]. Em um resultado ainda mais recente, datado de 23 de margo de
2019, Gary Gostin mostrou que 332436749 - 29865 1 1 divide Fygg3. Observamos, com
isso, que ha uma grande preocupacao com a busca dos ntimeros de Fermat através
de métodos computacionais. Uma tabela compilada e atualizada sobre os ntimeros de
Fermat pode ser encontrada nas referéncias [39], 40].

A seguir, sdo apresentadas algumas curiosidades (sem demonstragao):

1. (Euler) Todo nimero de Fermat composto, F, = 22" 4+ 1, admite decomposicao

em fatores primos na forma k - 2" 4+ 1, com k positivo [41];

2. (Goldbach) Dois numeros de Fermat distintos sdo primos entre si [41];
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3. Para n > 2, o algarismo das unidade de um nimero de Fermat é sempre igual a
7 |41, 42

4. (Gauss) Se F,, é primo, entao é possivel construir com régua e compasso o poligono
regular de F;, lados. Desse modo, é possivel construir um heptadecdgono regular
(poligono com 17 lados iguais), um poligono regular de 257 lados e até mesmo
um poligono regular de 65.537 lados [41]

A descoberta de uma solucao para o problema em aberto sobre a quantidade de
primos de Fermat nao significaria o fim, mas o inicio de uma nova busca por outras
respostas. Ou seja, se forem finitos os primos de Fermat, quantos serao? E se forem
infinitos, serao os numeros de Fermat compostos finitos? Assim, podemos perceber que
a busca pelo conhecimento é um processo continuo, que fascina matematicos a todo
instante. Para mais curiosidades, propriedades e detalhes sobre os niimeros de Fermat,
o leitor podera consultar as referéncias [41].
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Capitulo 4
Proposta de Sequéncias Didaticas

Nessa etapa da dissertacao, estabelecendo conexao com os capitulos anteriores,
serao propostas duas sequéncias didaticas relacionadas com defini¢oes, teoremas, pro-
blemas em aberto e curiosidades sobre os ntimeros primos.

Uma sequéncia didatica, diferentemente de um plano de aula, nao trata apenas
de uma aula. Nela, um determinado tema é trabalhado por completo, com base em
um conjunto de atividades atreladas ao conteido e com foco nos objetivos a serem
alcancados e ja definidos no seu planejamento.

A primeira sequéncia didatica proposta abordard a conjectura de Goldbach e a
segunda, construgoes geométricas intimamente relacionadas com os primos de Fermat.

Essas sequéncias didaticas propostas serao devidamente planejadas e poderao ser
utilizada pelo professor em sala de aula, idealizando a aprendizagem do estudante.

Ambas as atividades propostas se enquadram no documento da Base Nacional Co-

mum Curricular [43].

4.1 Sequéncia Didatica sobre a Conjectura de Gold-
bach

A seguir, serd apresentada uma proposta de sequéncia didatica, que poderd ser
utilizada para identificar e reconhecer, de forma dinamica, os niimeros primos, propor-

cionando ao estudante a integragao e o estimulo a curiosidade.

e Disciplina, nome do professor e série/ano: Essa sequéncia didatica de ati-
vidades de matemaética é sugerida para ser aplicada em turmas de 6°/7° ano do

Ensino Fundamental.

e Tema: nimeros primos e a conjectura de Goldbach.
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Conteudos: dividem-sem em conteuidos conceituais, procedimentais e atitudi-
nais. O conteudo conceitual a ser tratado sao os nimeros primos, considerando
que os alunos ja tenham sido apresentados aos conteudos conceituais de niimeros
naturais e operagoes, multiplos e divisores. Os contetidos procedimentais sao:
desenvolvimento de estratégias de utilizacao das operacoes de adicao e multi-
plicagao, composicao e decomposicao de numeros, utilizacao de diferentes es-
tratégias de célculo e utilizagao da histéria da matemética para compreensao dos
conceitos matematicos e sua evolucao. Os conteidos atitudinais sao: interesse e
curiosidade para aprender matematica e motivacao para a aprendizagem, reco-
nhecimento da importancia da matematica, utilizacao e valorizacao de estratégias
satisfatorias, revisao dessas estratégias quando os resultados nao satisfizerem e

aplicagao correta de algoritmo.

Objetivos: estudar os niimeros primos, familiarizar os estudantes com problemas
ainda sem solucao e despertar o interesse dos alunos através de atividades que

fogem do uso tradicional da sala de aula.

Habilidades: compreender o conceito de niimeros primos e de niimeros compos-

tos através da conjectura de Goldbach.
Tempo de duragao: previsao de quatro aulas de 50 minutos cada.

Material necessario: livro didatico, caderno, lapis, caneta, borracha e compu-

tadores com acesso a internet.

Primeira aula

Organizacao da turma: os alunos estarao organizados individualmente em

fileiras na sala de aula, nao sendo necessario separa-los em grupos.

Introducao: nessa parte da aula, o professor definira niimero primo e niimero
composto, apresentando alguns exemplos, com o auxilio do livro didatico uti-
lizado pela turma. A partir dessa explicacao, ele podera utilizar a historia da
matematica para citar importantes matematicos que estudaram os nimeros pri-
mos, como, por exemplo, Euclides, Eratostenes e Goldbach. Também cabe fazer

referéncia a suas contribuigoes.

Nesse ponto, o professor ja podera relatar aos alunos sobre a unicidade da decom-
posi¢cao dos niimeros compostos em fatores primos, sem demonstrar o Teorema
Fundamental da Aritmética e sem introduzir o dispositivo de fatoragao completa
dos nimeros compostos, visto que o objetivo dessa sequéncia didatica é apenas

a identificagao dos ntimeros primos e dos niimeros compostos.
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e Desenvolvimento: o professor apresentara aos alunos uma relagao de ntimeros
naturais, para classificacdo em primo ou composto pela turma. Nessa etapa,
espera-se que o aluno perceba algumas particularidades dos ntimeros naturais.
Por exemplo, que todo niimero par maior que 2 e todo niimero maior que 5 e

terminado em 5 é composto. Ou que todo nimero primo diferente de 2 é impar.

Também podera realizar uma atividade com os alunos, solicitando que escrevam

0S numeros primos menores que 25.

e Conclusao: para encerrar a aula, o professor poderd corrigir a atividade rea-
lizada, verificando quais foram as dificuldades dos alunos na determinacao dos
nimeros primos menores que 25. Como atividades para casa, ele podera solicitar
aos alunos que classifiquem outros niimeros naturais em primo ou composto e

que escrevam os numeros primos menores que 40.

e Avaliagao: nesse primeiro momento, a avaliacao devera ser feita por meio de
observacao e anotagao do professor, registrando as dificuldades encontradas pela

turma.
Segunda aula

e Organizacao da turma: no primeiro momento, os alunos estarao organizados
individualmente em fileiras na sala de aula. No momento do desenvolvimento da

atividade do crivo de Eratéstenes, os alunos formarao duplas.

e Introducao: inicialmente, o professor procedera a correcao das atividades para
casa. Logo apds a correcao, descrevera o método do crivo de Eratdstenes, com o

uso do livro didatico e do quadro negro.

Nessa etapa, é importante verificar se os alunos sabem realmente determinar os
multiplos de um nimero natural. Desse modo, poderd chamar alguns alunos ao
quadro negro para escreverem os multiplos de alguns niimeros naturais, para que

possam obter éxito no desenvolvimento da atividade do crivo de Eratdstenes.

e Desenvolvimento: nessa parte da aula, o professor realizara uma atividade cujo
objetivo serda determinar os nimeros primos menores que 125, por meio do crivo

de Eratdstenes, organizando os alunos em duplas nas fileiras.

e Conclusao: nos momentos finais da aula, o professor realizarda a correcao da
atividade, comparando os resultados obtidos pelas duplas e verificando os erros

cometidos pelos alunos.

O professor deve enfatizar que o aluno nao precisa decorar todos os nimeros
primos encontrados na atividade, mas que é preciso compreender esse conceito e

saber identifica-los.
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e Avaliagao: a avaliacao novamente devera ser feita por meio de observagao e

anotacao do professor, registrando as dificuldades encontradas pela turma.
Terceira aula

e Organizacao da turma: no primeiro momento, os alunos estarao organizados
individualmente em fileiras na sala de aula. No momento do desenvolvimento da

atividade da conjectura de Goldbach, os alunos formarao duplas.

e Introducgao: o professor utilizara o quadro negro para listar os niimeros primos
menores que 125 encontrados na atividade da aula anterior. Logo apds, descrevera

a conjectura de Goldbach para os alunos.

e Desenvolvimento: o professor realizara uma atividade cujo objetivo é testar a
conjectura de Goldbach para os niimeros pares maiores que 3 e menores que 41,
organizando os alunos em duplas nas fileiras da sala de aula e enfatizando que

eles poderao utilizar os nimeros listados no quadro negro.

e Conclusao: o professor realizard a correcao da atividade, comparando os resul-
tados obtidos pelas duplas. Como alguns niimeros pares podem ser representados
de duas ou mais maneiras diferentes como soma de dois primos, o professor po-
derd verificar possiveis respostas corretas, mas distintas, e as respostas erradas

dadas pelos alunos.

e Avaliagao: a avaliacao novamente serd feita por meio de observacao e anotacao

do professor, registrando as dificuldades encontradas pela turma.
Quarta aula

e Organizacao da turma: os alunos formarao duplas, trios ou grupos maiores

na sala de informatica, dependendo da quantidade de computadores disponiveis.

e Introducao: essa aula sera totalmente dedicada ao jogo da conjectura de Gold-
bach, disponivel em na referéncia. Importante notar que o software pode ser bai-
xado para ser utilizado offiine em locais onde nao se possui internet disponive]lr]
[44]. No inicio, o professor distribuird os alunos em grupos nos computadores,

acessando o jogo e instruindo os alunos sobre suas regras.

O jogo consiste em uma tabela contendo os niimeros naturais de 1 a 25 (Fig.
ou os numeros naturais de 1 a 100 (Fig. . Os ntimeros primos sao apresentados
em circulos verdes, os niimeros pares maiores que 2, em circulos vermelhos, e os
nimeros impares que nao sao primos, em circulos de cor rosa. Apenas os circulos

nas cores verde e vermelha podem ser selecionados.

"http://nautilus.fis.uc.pt/mn/p_index.html

28


http://nautilus.fis.uc.pt/mn/p_index.html

Capitulo 4. Proposta de Sequéncias Diddticas
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Figura 4.1: Jogo da conjectura de Goldbach para os niimeros naturais até 25.
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Figura 4.2: Jogo da conjectura de Goldbach para os ntimeros naturais até 100.

O jogador devera primeiramente selecionar um dos nimeros pares maiores que 2

constantes na tabela. Logo em seguida, deverd escolher dois niimeros primos cuja
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soma resulte nesse niimero par selecionado. Na tela do jogo, serd computada a

quantidade de erros e de acertos do jogador (Fig. |4.3]).
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Figura 4.3: Jogo da conjectura de Goldbach: contagem de erros e acertos.

Nessa etapa, é importante constatar se os alunos realmente compreenderam o
funcionamento do jogo, para que o bom andamento da dinamica nao seja com-
prometido. O professor utilizara a opcao de jogo que disponibiliza os primeiros

25 nimeros naturais para a instrugao e estimulo inicial aos alunos.

e Desenvolvimento: de forma divertida, os alunos testarao novamente a conjec-
tura de Goldbach, utilizando agora, no computador, a opcao de jogo que dispo-

nibiliza os primeiros 100 niimeros naturais.

O professor podera sugerir que o grupo vencedor sera aquele que representar
corretamente mais somas no menor tempo ou aquele que representar primeiro

todas as somas corretamente.

e Conclusao: o professor realizara a conferéncia para verificar se o provavel grupo
vencedor realizou todas as somas do jogo. Caso nao tenham sido realizadas todas

ainda, o jogo continuara, até que algum grupo tenha completado a atividade.

Para concluir a atividade, o professor enfatizara aos alunos que, mesmo que todos

os numeros pares do 4 ao 100 possam ser representados como soma de dois primos,
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isso nao significa que essa regra vale para todos os niimeros pares maiores que 2.
E, desse modo, o problema continua em aberto até o momento.

e Avaliagao: a avaliacao mais uma vez sera feita por meio de observacao e anotagao
do professor, além de registro por parte dos alunos das dificuldades encontradas

durante todo o processo, bem como o aprendizado adquirido por eles.

4.2 Sequéncia Didatica sobre Construcoes Geométricas

Relacionadas com Primos de Fermat

A seguir, sera apresentada outra proposta de sequéncia diddtica, que podera ser
utilizada para identificar primos de Fermat e construir poligonos regulares que mantém
relacao com esses nimeros, conforme provado por Gauss, utilizando o software gratuito

GeogebraP possibilitando o acesso do estudante a novas tecnologias.

e Disciplina, nome do professor e série/ano: Essa sequéncia didatica de ati-
vidades de matemaética é sugerida para ser aplicada em turmas de 7°/8° ano do

Ensino Fundamental.
e Tema: o tema serd niimeros primos e construgoes geométricas.

e Conteudos: dividem-sem em contetidos conceituais, procedimentais e atitudi-
nais. O conteiido conceitual a ser tratado sao os niimeros primos e os poligonos
regulares, considerando que os alunos ja tenham sido apresentados ao conteido
conceitual de potenciacao e de poligonos. Os conteidos procedimentais sao: uti-
lizacao do software Geogebra e utilizacao da historia da matematica para com-
preensao dos conceitos matemaéaticos e sua evolucao. Os contetdos atitudinais
sao: reconhecimento da importancia da matematica e motivagao para a apren-
dizagem, interesse por utilizar as diferentes representacoes matematicas que se
adaptam com mais precisao e funcionalidade a cada situacao-problema, utilizacao
e valorizacao de estratégias satisfatorias, revisao dessas estratégias quando os re-

sultados nao satisfizerem.

e Objetivos: compreender e aprofundar o conceito de primos e compostos através
do numeros de Fermat. Relacionar os ntimeros primos de Fermat com a cons-
trugao de poligonos regulares. Desenvolver novas habilidades com réguas e com-

passos virtuais através do Geogebra.

’http://www.geogebra.org
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e Habilidades: fixacao e compreensao dos conceitos de ntimeros primos e com-
postos; capacidade de inter-relacionar conceitos matematicos de diferentes dreas;

desenvolver habito e pratica de utilizacao de softwares matematicos.
e Tempo de duracao: previsao de quatro aulas de 50 minutos cada.

e Material necessario: livro didatico, caderno, lapis, caneta, borracha, calcula-

dora e computadores com acesso a internet.
Primeira aula

e Objetivo: Revisar o conteudo referente aos nimeros primos.

e Organizacao da turma: os alunos estarao organizados individualmente em

fileiras na sala de aula, nao sendo necessario separa-los em grupos.

e Introducao: nessa parte da aula, o professor farda uma revisao sobre nimero

primo e numero composto, apresentando alguns exemplos.

e Desenvolvimento: o professor apresentard aos alunos uma relagdo de niimeros
naturais, para classificagao em primo ou composto pela turma, e realizard uma
atividade com os alunos, solicitando que escrevam os niimeros primos menores
que 50. Sera apresentado também o crivo de Eratéstenes para auxiliar os alunos

nas atividades de busca de niimeros primos.

e Conclusao: para encerrar a aula, o professor podera corrigir a atividade rea-
lizada, verificando quais foram as dificuldades dos alunos na determinagao dos
numeros primos menores que 50. Como atividades para casa, ele podera solicitar
aos alunos que classifiquem outros numeros naturais em primo ou composto e

que escrevam os numeros primos menores que 100.

e Avaliagao: nesse primeiro momento, a avaliacao devera ser feita por meio de
observagao e anotacao do professor, registrando as dificuldades encontradas pela

turma.
Segunda aula

e Objetivo: Introduzir os nimeros de Fermat e algumas de suas propriedades.

e Organizacao da turma: no primeiro momento, os alunos estarao organiza-
dos individualmente em fileiras na sala de aula. No momento da atividade dos

nuameros de Fermat, formarao duplas.
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e Introducao: inicialmente, o professor procedera a correcao das atividades para
casa. Logo apds a correcao, ele podera utilizar a histéria da Matematica para
fazer referéncia a Fermat e as suas contribuigoes e definir formalmente nimero
de Fermat e também algumas de suas propriedades. O professor pode instigar
os alunos a de fato verificarem que F3 é um numero primo utilizando o crivo de

Eratéstenes.

e Desenvolvimento: o professor realizarda uma atividade na qual os alunos, em
duplas, determinarao os seis primeiros termos da sequéncia de nimeros de Fer-

mat, com e sem o uso da calculadora.

Ao término da atividade, o professor realizara a correcao, informando aos alunos
que os cinco primeiros termos da sequéncia obtida sao primos, sendo que esses
sao os unicos numeros primos conhecidos nessa sequéncia, e que sao chamados

de primos de Fermat.

O professor podera realizar uma breve atividade solicitando aos alunos que verifi-

quem que o sexto nimero de Fermat é divisivel por 641 e, portanto, é composto.

Finalmente, o professor devera falar do apelo geométrico entre a sequéncia de

nimeros de Fermat primos e os poligonos regulares.

e Conclusao: nos momentos finais da aula, o professor realizard a correcao da
atividade, comparando os resultados obtidos pelas duplas e verificando os erros

cometidos pelos alunos.

e Avaliagao: a avaliacao novamente devera ser feita por meio de observagao e

anotacao do professor, registrando as dificuldades encontradas pela turma.
Terceira aula
e Objetivo: Familiarizar os alunos com o software Geogebra.

e Organizacao da turma: os alunos formarao duplas, trios ou grupos maiores

na sala de informatica, dependendo da quantidade de computadores disponiveis.

e Introducao: esta aula serd dedicada ao software Geogebra. No inicio, o professor
distribuira os alunos nos computadores, informando que eles aprenderao a utilizar

alguns comandos do Geogebra.

e Desenvolvimento: o Geogebra é um programa matematico desenvolvido para
ser utilizado em sala de aula. Nessa ferramenta sao utilizados varios concei-
tos geométricos, como: pontos, retas, segmentos, angulos, poligonos e circulos.

Também ¢ possivel utilizar comandos algébricos, como: equacoes, coordenadas e

fungoes (Fig. [4.4).
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Figura 4.4: Interface Grafica do Geogebra.

Para tracar um segmento, é suficiente clicar no terceiro icone e selecionar Seg-
mento. Surgird na tela uma instrugao solicitando que sejam escolhidos dois pontos
delimitadores do segmento, conforme Figura [4.5
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Figura 4.5: Tracando Segmentos de Reta no Geogebra.
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Para construir uma circunferéncia, existem varias opcoes. O aluno clicard no
sexto icone e selecionard Circulo dados Centro e um de seus Pontos. Surgira na
tela uma instrucao solicitando que seja selecionado o centro e um ponto do circulo
(Fig. [4.6)). Se o raio da circunferéncia tiver sido dado, serd usado o comando
Compasso, que se encontra no sexto icone do Geogebra. Surgird na tela uma
instrucao solicitando que sejam selecionados um segmento ou dois pontos para

definir o raio e depois, o centro (Fig. @
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Figura 4.7: Ferramenta Compasso no Geogebra.
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Para marcar um ponto, basta clicar no segundo icone e selecionar Ponto. Surgira
na tela uma instrucao solicitando que se clique na janela de visualizagao ou em um

objeto. Dessa forma, é possivel marcar um ponto de intersecao de dois objetos,

destacando-o, conforme Figura [£.8]
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Figura 4.8: Marcando pontos no Geogebra.

Para tracar a mediatriz de um segmento, que é a reta perpendicular ao segmento
passando pelo seu ponto médio, clica-se no quarto icone e se seleciona Mediatriz.
Surgird na tela uma instrugao solicitando que sejam selecionados os dois pontos

delimitantes do segmento ou ele proprio (Fig. |4.9)).
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Figura 4.9: Tracando Mediatrizes no Geogebra.

Esses sao os comandos que os alunos devem compreender para que possam cons-
truir os poligonos regulares da atividade no Geogebra. O professor poderd, jun-
tamente com os alunos, realizar alguns tracados de segmentos, de mediatrizes de
segmentos, algumas construgoes de circunferéncias e marcacoes de pontos como

atividade.

e Conclusao: nos momentos finais da aula, o professor realizarda a correcao da
atividade, comparando os resultados obtidos pelas duplas, trios ou grupos e ve-

rificando os erros cometidos pelos alunos.

e Avaliagao: a avaliacao novamente devera ser feita por meio de observacgao e

anotagao do professor, registrando as dificuldades encontradas pela turma.
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Quarta aula

e Objetivo: Construir poligonos regulares, relacionados com os numeros de Fer-

mat, utilizando o Geogebra.

e Organizacao da turma: os alunos formarao duplas, trios ou grupos maiores

na sala de informatica, dependendo da quantidade de computadores disponiveis.

e Introducao: o professor fard uma breve revisao dos comandos ensinados na aula
anterior. Logo apds, mencionara os primos de Fermat e relataréd que se o nimero
de Fermat é primo, entao é possivel construir com régua e compasso o poligono
regular cuja quantidade de lados é dada pelo primo de Fermat considerado (con-
forme curiosidade constante no item 4 da segao 3.5). Desse modo, informara aos
alunos que essas construcoes podem ser realizadas no Geogebra. Vale ressaltar
aos alunos que os poligonos regulares possuem lados de mesma medida e angulos

internos iguais.

e Desenvolvimento: como primeira atividade, o professor solicitara que os alunos
escrevam os cinco primos de Fermat conhecidos no caderno. No final da ativi-
dade, o professor informara aos alunos que eles receberao um passo a passo para
construcao do poligono regular de 3 lados e do poligono regular de 5 lados, que

sao os poligonos regulares correspondentes aos dois primeiros primos de Fermat.

Segue o passo a passo para construcao de um triangulo equildtero e de um
pentagono regular, utilizando o Geogebra, para a realizagao da préxima ativi-

dade.
Triangulo equilatero ABC [45].

1° passo: tracar o segmento AB de comprimento f.

2° passo: construir a circunferéncia de centro A e raio f.

3° passo: construir a circunferéncia de centro B e raio f.

4° passo: marcar em um dos dois pontos de intersecao das circunferéncias o ponto
C.

5° passo: tragar o segmento AC.

6° passo: tragar o segmento BC (Fig. .
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-1

-2

Figura 4.10: Triangulo Equilatro Construido Utilizando os Passos.

Pentagono regular DHJKI [45] [46].

1° passo: construir a circunferéncia de raio r, com centro em A.

2° passo: tracar o diametro BC, de comprimento f = 2r.

3° passo: tracar a mediatriz do segmento BC.

4° passo: marcar nos pontos de intersecao da circunferéncia e da mediatriz do
segmento BC os pontos D e E.

5° passo: tragar a mediatriz do segmento AB.

6° passo: marcar no ponto de interse¢cao do segmento AB e da sua mediatriz o
ponto F, que é o ponto médio de AB.

7° passo: tracar o segmento DF', de comprimento i.

8° passo: construir a circunferéncia de raio i, com centro em F.

9° passo: marcar no ponto de intersecao dessa circunferéncia com o segmento BC
o ponto G.

10° passo: tracar o segmento DG, de comprimento j.

11° passo: construir a circunferéncia de raio j, com centro em D.

12° passo: marcar nos pontos de intersecao da circunferéncia com centro em A e
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da circunferéncia com centro em D os pontos H e 1.

13° passo: com auxilio do compasso do Geogebra, construir a circunferéncia de
raio j, com centro em H.

14° passo: marcar no ponto de intersecao da circunferéncia com centro em A e
da circunferéncia com centro em H o ponto J, sendo J ponto distinto de D.

15° passo: com auxilio do compasso do Geogebra, construir a circunferéncia de
raio j, com centro em J.

16° passo: marcar no ponto de intersecao da circunferéncia com centro em A e
da circunferéncia com centro em J o ponto K, sendo K ponto distinto de H.

17° passo: tracar os segmentos DH, HJ, JK, KI e ID (Fig. |4.11)).

Ny

7 6 5

\_/

Figura 4.11: Pentagono Regular Construido Utilizando os Passos.

e Conclusao: o professor verificard se os alunos realizaram a atividade correta-
mente. Para terminar a aula, informara aos alunos que também é possivel cons-

truir um poligono regular de 17 lados seguindo um passo a passo no Geogebra,
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disponivel em [45]. Ele poderd sugerir aos alunos que realizem essa atividade em

casa como desafio, entregando a eles o passo a passo para realizagao.

e Avaliagao: a avaliacao mais uma vez serd feita por meio de observacao, anotagao
do professor e atribuindo nota a ultima atividade realizada, além de registro por
parte dos alunos das dificuldades encontradas durante todo o processo, bem como

o aprendizado adquirido por eles.
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Capitulo 5
Consideracoes Finais

O presente trabalho apresentou, de forma tedrica, relatos historicos, definigoes,
teoremas, problemas em aberto e curiosidades, relacionados com os ntmeros primos,
possibilitando a construgao do conhecimento através do seu estudo. Para a parte
pratica, foram sugeridas duas sequéncias didaticas envolvendo um problema em aberto
e uma curiosidade, com o objetivo de compreensao e identificacao de ntimeros primos
e de nimeros compostos pelos alunos, além da determinacao de primos de Fermat e da
construcao de poligonos regulares de 3 e de 5 lados.

Pretende-se, entao, que as sequéncias didaticas apresentadas, quando colocadas
em pratica pelo professor, possam contribuir para o processo de ensino-aprendizagem,
motivando os alunos na busca pelo conhecimento, estimulando sua curiosidade e apri-

morando a capacidade de argumentacao nas situacoes ligadas ao saber matematico.
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