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Resumo: Neste trabalho abordamos os niimeros metalicos e temas relacionados. Serao ex-
ploradas a ligagao com as equacoes do segundo grau, sequéncias de Fibonacci, interpretagoes
geométricas e outras correlagoes. O principal resultado, Teorema 6.1, mostra que nao é
possivel obter o nimero de bronze como a razao entre uma diagonal qualquer e o lado de um
poligono regular. Apresentamos o conceito de area metdlica e exibimos uma férmula para
seu calculo como uma aplicacao no ensino fundamental e médio. A linguagem utilizada tem
a pretensao de ser acessivel aos professores do ensino fundamental e médio.

Palavras-chave: Numeros metalicos, equagoes quadraticas, sequéncias de Fibonacci.

Abstract: In this study, we approach the metallic numbers and its related themes. It
will be explored the link with the second degree equations, Fibonacci sequences, geometric
interpretations and other correlations. The main result, Theorem 6.1, shows that it is not
possible to obtain the bronze number as the ratio between any diagonal and the side of a
regular polygon. We introduce the concept of metalic area and we display a formula for its
calculation as an application in elementary and high school. The language used is intended
to be accessible to elementary and high school teachers.

Keywords: Metallic numbers, quadratic equations, Fibonacci sequences.

1 Introducao

Em 1997, no artigo LA FAMILIA DE NUMEROS METALICOS Y EL DISENO, Vera W.

de Spinadel [1], define a familia dos Numeros Metdlicos cujos primeiros elementos recebem

nomes de metais como ouro %5, prata 1+ /2, bronze ¥43 cobre 2, niquel 2212 etc.
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Neste trabalho estudamos toda a “familia genealégica” do nimero de ouro. Ou seja, a familia
dos nimeros metalicos

{reR|2*>—pr—qg=0ex>0comp, q€Z;}.

A proposta principal é estudar os nimeros metalicos e as suas relagoes com outros temas
da matematica. Em particular, pretendemos proporcionar mais uma forma para o professor
introduzir e trabalhar as equagoes do segundo grau. Além de outros conteidos abordados no
final do ensino fundamental e no primeiro ano do ensino médio.

O primeiro e mais famoso nimero metélico é a proporcdo durea que foi definida por
Euclides [2] como uma proporcao derivada da simples divisao de uma linha que ele chamou
de sua “razao extrema e média”. A razao durea pode ser obtida ao dividir um segmento em
dois satisfazendo a seguinte proporcao

a a+b
b a

Figura 1: Proporcao aurea

Dividir um segmento em duas partes e calcular a razao entre eles pode parecer pouco in-
teressante. Contudo desde Euclides de Alexandria (300 a.C) até os tempos atuais algumas
dessas relagoes atraem a atencao da humanidade, e de forma surpreendente surgem em diver-
sos contextos. Também conhecida por Niumero de Ouro, Proporgao Aurea, Nimero Aureo
Seccao Aurea, dentre outros, ¢ o nome dado a constante real algébrica irracional denotada
pela letra grega ¢ = 1*‘[ (phl) em homenagem ao escultor Phidias (Fidias), que a teria
utilizado para conceber o Partenon. Para os gregos, esse nimero representava harmonia,
equilibrio e beleza. Ao longos dos séculos escultores, matematicos, cientistas e artistas es-
tudam suas relacoes geométricas e algébricas. Podemos encontrar no livro Razao Aurea -
A histéria de fi (veja [4]) uma explanagdo das ocorréncias da razao durea com excelentes
imagens e explicagoes e conteido matematico acessivel a todos.

O texto é organizando da seguinte maneira: na segunda se¢ao apresentamos a definicao
dos niimeros metalicos e demonstramos a propriedade aditiva 2.1 para todos os niimeros dessa
familia. Na terceira secao exploramos a relagao entre os niimeros metélicos e as sequéncias
secundarias de Fibonacci. Em particular, calculamos os limites das razoes entre termos
consecutivos destas sequéncias [5]. Na quarta segao estudamos o retangulo metélico, propor-
cionalidade e fractais em uma interpretagao geométrica para os membros de uma subfamilia
metélica (veja [6]). Na secao cinco calculamos a razao entre as diagonais de um poligono
regular e o seu lado, verificando que os Numeros de Ouro, Prata e Cobre sao determinados
por duas destas razoes (veja Teoremas 5.1, 5.3 e 5.2). Continuando o estudo sobre a razao de
uma diagonal por um lado de um poligono regular, verificamos que o niimero de bronze nao
pode ser obtido por uma razao entre a diagonal e o lado de qualquer poligono regular, Teo-
rema 6.1. Este resultado aparece pela primeira vez no artigo ([7]). Neste texto, o resultado



é reescrito com mais detalhes e sem lacunas na demonstragao. Por fim, na sétima secao bus-
camos aproximar nosso trabalho do cotidiano de professores e alunos do ensino fundamental
IT e Médio. Apresentamos o conceito de darea metalica juntamente com uma solugao criativa
para o calculo da area entre uma parabola e uma reta.

2 Generalidades

Um nimero metdlico o, , é a solucao positiva de uma equacao quadratica da forma
a? —pr —q=0,

onde p e ¢ sao inteiros positivos. Ou seja, o conjunto dos niimeros metélicos é o subconjunto
{reR|2*—pr—g=0ex>0comp, ¢ € Z:} dos nimeros reais.

Observe que o nimero de ouro ¢ é a raiz positiva da equacao 22 —x — 1 = 0. Ou seja,

¢ o numero metdlico ;7. O Numero de Ouro (¢ = 011 = 1+2\/5) e o Numero de Prata

(0ag=021=1+ \/5) sao os primeiros elementos da subfamilia

op1={r€R|2*—pr—1=0ex>0comp€cZ,}

x2—x—1=0 x2—x—2=0 x2—x—q=0
x2—2x—1=0 x2=2x—-2=0 x2=2x—q=0
x2=3x—-1=0 x2=3x-2=0 x2=3x—q=0
x2—px—1=0 x2—px—2=0 x2—px—q=0

Figura 2: Subfamilias dos Nimeros metéalicos

Na secao 5 Teorema 5.1 mostramos que ¢ é igual a razao entre uma diagonal e o lado * do
pentagono regular.

Figura 3: Proporcao aurea no pentagono regular

40 lado de um poligono também é considerado uma diagonal neste trabalho



O ntimero de prata, ¢ o nome dado a raiz positiva da equagdo #? —2x —1 =10, 091 = 1+ V2,
sendo representado pelo simbolo d4,. Nao tao popular quanto o nimero de ouro, mas objeto
de estudo nos circulos académicos, apresenta varias propriedades numéricas tao interessan-
tes quanto as do seu “irmao” mais famoso, o nimero de ouro. Podemos encontrar um belo
estudo sobre esses nimeros em [18], [19].

Para obter o nimero de prata devemos dividir um segmento na seguinte razao

2a—|—b_a
a b

Figura 4: Proporcao de prata

Usando o método empregado no pentdgono podemos encontrar essa razao no octégono (ver
Secao 5 ).

E F

Figura 5: Diagonais de um octégono regular

Além dos nimeros de ouro e de prata existem mais alguns elementos dessa familia que rece-
bem nomes especificos de metais.

p | q | Simbolo | Nome Valor
1|1]¢ouoy; | Numero de Ouro %5
2111021 Ntumero de prata 1++2
3111031 Ntumero de Bronze 3+Tﬁ
12012 Numero de Cobre | 2
13013 Ntdmero de Niquel 1+g/ﬁ
22| 099 Nimero de Platina | 1 4+ v/3

Esta lista contém somente os niimeros mais usuais e nao é completa, pois na verdade, nao
PR .. . .
h4 limites para as possiveis combinacoes de p e ¢ € Z% em 0, .

Propriedade Aditiva
Ao escrevermos uma sucessao de valores numéricos em que cada termo, a partir do segundo,



¢ o produto do anterior por um valor £ dado obtemos uma sequéncia denominada Progressao

Geométrica.

n
a, ak, ak,... ak™,...

onde a é dito primeiro termo, ak™ é o (n+1)-ésimo termo e k a razao da progressao geométrica.

Considere a progressao geométrica onde ¢, o nimero de ouro, é o primeiro termo e a razao.
Ou seja,

¢7 ¢27¢37

Esta sequéncia satisfaz a seguinte propriedade aditiva
¢n+1 — ¢n + gbn—l

De fato, se n = 1 temos que ¢*> = ¢ + 1, por definicdo. Agora suponha, por hipétese de
inducao, que ¢Ft! = ¢F 4+ ¢*~1 para k > 2. Vamos verificar que o resultado também vale
para k + 1. Note que

(b(kJrl)Jrl :¢¢k+l

(H.L)

= (" + ")
— ot 4 gk

Portanto a propriedade segue por inducao.

Esta propriedade nao é exclusiva do Niumero de Ouro e pode ser ampliada para todos os
niumeros metalicos.

Teorema 2.1. Seja 0, , um nimero metdlico. Entao
n o __ n—1 n—2
Tpq = POpg + 99,4
para todo inteiro n > 2.

= . : = _ 2 _
Demonstragao: Vamos provar por indugdao. Para n = 2 temos o, , = po,, + g, por

definicao. Suponha que 0}’;7(1 = paﬁgl + qaﬁf para algum k > 2. Multiplique a hipdtese de
inducao por o, , e temos
k41 _ .k k—1
Opq = POpg + 994 -
verificando assim o resultado. 0

Esta propriedade mostra que os nimeros metalicos estao diretamente ligados as regras de
proporcoes, onde podemos ver uma interpretacao geométrica na secao 4.

3 Sequéncias de Fibonacci

Sequencias generalizadas de Fibonacci sao sucessoes de niimeros naturais onde os n primeiros
termos sao dados
FFs ... F,€Z,,

e os termos termos seguintes sao obtidos por recorréncia

Froi1 =k By + koFy + ks EFs + - - + ko F,



onde ki, ko, ks, ..., k, € Z,.

Podemos classificar as sequéncias de acordo com a quantidade de termos anteriores somados.
Uma sequéncia F;, serd denominada secundéria, quando cada termo for uma combinagao
linear dos dois tltimos, ou seja F,, o = k1 F,, 11 + ko F), com F) e F, dados, uma sequéncia F,
serda denominada terciaria quando cada termo for uma combinacao linear dos trés ultimos
Foi3=FkF, o+ kF,.1+ ksF, com Fy, Fy e F3 dados, e assim por diante.

Exemplo 3.1. Considere Iy = 1, Fy =2, F3 =4 e F, 3 = 2F, o + F,,1 + 3F,. FEntao
temos uma sequéncia tercidria de Fibonacct

1,2,4,13,36,97,...

O nosso interesse esta nas sequéncias secundarias, dado que estao intimamente ligadas aos
numeros metélicos, principal objeto de estudo deste trabalho. Ao longo da histéria percebe-
mos que sempre houve um enorme interesse da ciéncia nas aplicagoes dos niimeros de Fibo-
nacci [4] [20]. Os niimeros de Fibonacci sdo os termos da sequéncia 1, 1,2, 3,5,8,13,21, 34, ...
em que cada termo é soma dos dois anteriores. Comecando por F; = 1, F5 = 1, temos que
F,.o = F,.1+ F,. Por outro lado a razao do termo posterior pelo termo anterior convergem
para um valor, ao qual mostraremos que ¢ ¢.

Teorema 3.1. Seja F,, uma sequéncia secunddria de Fibonacci tal que Fy = a, Fy = b, com
a,b, ki, ko € Zy e Fryo = k1 Fy1 + ko F,. Entdao o limite

1. Fn+2
1m

n—oo n+1

existe.
Demonstracao: Veja Apéndice 10.2. OJ
Teorema 3.2. Seja F1 =1, Fo=1¢ F,,o = F, .1+ F, paran > 1. Entdao

1. F n+2
1m

= 0,

onde ¢ = 1+2*/5 ¢ o numero de ouro.

Demonstracao: Segue do Teorema 3.1 que existe um nimero k tal que

F,

lim =2 = k.

n—oo n+1
Agora visto que F,, o = F,, 11 + F, temos que ?”ﬁ = ?"ﬁ + FFL. Fazendo n — oo na ultima
igualdade temos

F F,
lim =2 — iy + lim n
r 1
= lim 1+ lim ( ”“) .
n—00 n—00 F,

Substituindo o valor de cada limite obtemos

k= 1+k1



S

E assim k? = k + 1. Resolvendo a equagdo do segundo grau k = Y2 ou k = 352, Como

F /7 ~ v . .

F”Jj ¢ uma sucessao crescente de ntimeros positivos, temos que k = 1+2*/5 = ¢. |
n

Analogamente, dada a sequéncia F; = a, F} = be F,o = 2F, 1 + F,, com a e b inteiros
positivos, podemos verificar que
lim Fn+2

=021
n—0o0 7’L+1

onde oy 1 = 1+ v/2 é o nimero de prata. Este resultado pode ser generalizado para sequéncias
secundarias de Fibonacci.

Teorema 3.3. Seja Fy = a, Fy =b e F,.o = pF,1 +qF,, onde a, b, p,q € N en > 1.
Entao

1. Fn+2
1m

= 0.
n—00 [y 11 PO

. p /- ~ 2 o
onde oy, 4 € 0 nimero metdlico dado pela equagdo x* — pxr — q = 0.

- . ~ F, .
Demonstracgao: O limite da razao entre F—ﬁ existe pelo Teorema 3.1, logo temos
n

1. Fn+2 o
1m = w

n—oo n+1

n+2

Segue da igualdade F), o = pF,11 + qF), que Ii "

Frga F, Assi
= . Assim temos
1 pFn+1 + an+1

F, F,
lim —*2 lim L 4+ g lim ==
Fo\
= plim 1+¢q lim ( n+) .
n—00 n—00 F,
Visto que o limite existe, obtemos
w = p+quwt
E assim w? = pw + ¢. E a solugdo positiva w é o nimero metélico o, . O

4 Retangulo Metalico

Nesta secao estudamos a relagao entre certos niimeros metalicos e retangulos.
Dizemos que dois retangulos sao semelhantes quando a razao entre os comprimentos de lados
correspondentes é sempre a mesma.



A B A B

Figura 6: dois retangulos semelhantes

Suponha que os retangulos da figura 6 sejam semelhantes. Entao existe um nimero real k
tal que

AB BC CD AD

AB ~ BC' T~ C'D AD
O numero k é denominado razao de semelhanca entre os retangulos ABC'D e A'B'C'D’.

=k.

Um retangulo metdlico R, ¢ qualquer retangulo ABC'D com a seguinte propriedade: se
dele suprimirmos uma quantidade p de quadrados, o retangulo restante sera semelhante ao
retangulo original.

Vamos estudar a familia dos retangulos R, que estao relacionados com os ntiimeros metélicos
op1- Vejamos alguns exemplos

O retangulo de ouro R,

Figura 7: Retangulo de ouro

Se a+b e a sao os comprimentos dos lados do retangulo original, a definicao acima se traduz
na relacao:
a
a+b

Podemos aplicar a propriedade de fragoes % = Z entao g = Z:j na relagao acima, obtendo

SHRSY




a b a-b
a+tb a (a+b)—da
logo
b a—b
a b

a-b

E D

Figura 8: Retangulo de ouro CDEF

Mostrando que, se o retangulo de lados a 4+ b e a é um retangulo de ouro, entao o retangulo
de lados a e b também é.

O mesmo raciocinio pode-se aplicar para o retangulo CDEF,

a—b b—(a—0)

a b a—b
é_2b—a
a a-—>b

Para o retangulo CFGH,

D
E

Figura 9: Retangulo de ouro CHGF

E assim por diante.
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Figura 10: Retangulos de ouro

Colocando essas relagoes em uma sequéncia de igualdades:

a b a—b_Qb—a_Qa—Bb

at+b a b a—b 2—a

e de acordo com os calculos efetuados podemos observar o seguinte padrao recursivo:

a+b
a
b
a, = a—2>b
a3 = b—ay=2b—a
as = a9 —as3=2a—3b
as = ag—a4:5b—3a
Qp = Ap—2 — Qp—1

Em [16], vemos que a equagao caracteristica desta recorréncia de segunda ordem é dada pela
equacao 22+ — 1 = 0, com solucdo z; = — <%3> e Xy = — (1—2\/5>

Onde z; é o simétrico aditivo do niimero de ouro ¢.

O retangulo de prata Ry,
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Figura 11: Razao de prata

Se 2a+b e a sao os comprimentos dos lados do retangulo original, a definicao inicial se traduz
na relacao:

a b

2a+b a
Retirando dois quadrados de lado b do retangulo EFGH

a a E b H
a-2b
b
a
b
@
F G

Figura 12: Razao de prata EFGH

temos a relagao

b a—2b

a b
Mostrando que se o retangulo de lados b e a é um retangulo de prata, entao o retangulo de
lados a — 2b e b também é.

Podemos continuar essa razao indefinidamente, dentro desse retangulo,
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Figura 13: Retangulo de prata

a b a—2b_5b—2a

B S5a —12b 290 — 12a
2a+b a b a—b  5b—2a  Ha—12b "
e mais uma vez podemos observar o seguinte padrao recursivo

2a+b
a
b
ays = a—2b
az = b—2ay=>5b—2a
as = a9 — 2a3 =5a — 12b
as = a3z — 2a4 =290 — 12a

ap = QAap—2 — 2an—1
Novamente temos uma recorréncia de segunda ordem associada a equacao z? + 2z — 1 = 0,

com solucio 71 = —(1 4+ v2) e 1y = —(1 — V/2).
Observe que x; é o simétrico aditivo do nimero de prata og ;.

Retangulos metalicos R,

Figura 14: Razao metéalica

Se pa+0b e a sao os comprimentos dos lados do retangulo original, a definicao inicial se traduz
na relacao:
a
pa+b a

Y
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Seguindo os passos utilizados no retangulo de ouro e prata, chegamos a:

b a—pb
a b

Mostrando que se o retangulo de lados pa + b e a é um retangulo metalico, entao o retangulo
de lados a e b também é.

Podemos continuar essa razao indefinidamente, dentro desse retangulo,

a b a—-pb b—pa+p2b_a—2pb+p2a—p36_ b—2ap+2p2b—ap3+p4b_
pa+b a b  a—pb b — pa + p2b  a—2pb+pla—p3b T

e mais uma vez podemos observar um padrao recursivo

pa+b
a
b
as = a—pb
as = b—pas=Db—pa+p°b
ay = ay—pas = a—2pb+p’a—p°b
as = ag— pas=b— 2ap+ 2p*b — ap® + p*b

Qp = QAp—2 — PAp—1

Analogamente, a equacao caracterfstica desta recorréncia de segunda ordem é 22 +px—1 = 0,
com x; e xy raizes da equagao, sendo uma das raizes igual ao simétrico aditivo do niimero
metalico oy, 1.

Este raciocinio estabelece que quaisquer dois elementos consecutivos desta sequéncia sao os
lados de um retangulo metélico.

Este processo de retirar quadrados de retangulos metélicos conduz a uma sequéncia infinita
de retangulos, com dimensoes cada vez menores. Essa caracteristica de repetir padroes infini-
tamente, mostra que nossos retangulos metalicos também geram estruturas fractais. Fractal é
uma estrutura geométrica similar em varios niveis de escala, ou seja, nao altera o seu formato
quando aumenta ou diminui o seu tamanho, e repete esse padrao infinitamente.

5 As razoes entre Diagonais e Lado

Nesta se¢ao estudaremos as razoes cujos numeradores sao os comprimentos das diagonais de
um poligono regular inscrito em uma circunferéncia, e o denominador é o tamanho do lado
deste poligono. O objetivo é estudar a relacao destas razoes com os ntimeros metalicos.

Com o intuito de facilitar a leitura do texto, o termo poligono refere-se a poligonos requlares.
A definicao de diagonal também sera adaptada, veja a figura abaixo



14

Diagonal 1
Diagonal 3 K

Diagonal 4

Figura 15: Diagonais

Uma diagonal é qualquer segmento que liga um vértice a outro. Fixado um vértice A; enu-
meramos os outros seguindo o sentido anti-horario.

As demonstracoes referentes aos comprimentos dos lados e das diagonais de um poligono
estdao no Apéndice 10 e serao usadas como base para os resultados a seguir. No Teorema
10.1 mostramos que o comprimento do lado de um poligono pode ser calculado pela formula
l, = 2Rsen (%), e no Teorema 10.2 mostramos que o comprimento de uma diagonal de um
poligono pode ser calculado pela féormula dp, = 2Rsen (’jl—”) Observando a semelhanga entre

as duas férmulas anteriores vamos escrevé-las em uma tnica notagao:

k
dp = 2sen (—W) ,
n

onde n significa o nimero de lados do poligono e k indica qual diagonal estamos calculando.
Consideramos R = 1, pois os resultados independem do tamanho do raio.

Observe que com esta notacao temos o tamanho do lado ¢ dado ¢é representado por d,,; ou
seja, o lado é a primeira diagonal.

De forma geral, o tamanho da diagonal é dado por d,, , comn >4el <k <n-—1.

Exemplo 5.1. Temos que o lado do heptdgono € denotado por d;; = 2sen (%) .
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A, P Diagonal 1

Figura 16: Diagonal 1 - d7,

Agora vejamos a notagao para a sequnda diagonal do heptdgono, d; o = 2sen (27”)

Figura 17: Diagonal 2 - d7 5

Algumas observacoes devem ser feitas:

Quando o ntumero de lados é par a diagonal maior é o préprio diametro da circunferéncia
circunscrita. Podemos calcular qual a posicao da maior diagonal da seguinte maneira:

numero de lados

Diagonal maior (par) = 5

Figura 18: Poligonos pares
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Quando o nimero de lados do poligono é impar a maior diagonal é determinada pelo seguinte
calculo:

numero de lados -1
2

Diagonal maior (fimpar) =

Figura 19: Poligonos impares

Prolongando OA; é possivel observar a simetria das diagonais em relagao a esse segmento.

Para nao repetir valores das diagonais na razao %, precisamos somente de um parcela

de todas diagonais. Para calcular a quantidade de diagonais basta k variar de 1 até [%] °.

Figura 20: Eixo de simetria

Vamos iniciar nossa busca pelos nimeros metélicos em poligonos regulares. Os exemplos

abaixo exibem os cédlculos e ilustram geometricamente a razao % :

Quadrado

°|x] maior inteiro menor que z.
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Figura 21: Quadrado

Comecamos pelo quadrado, temos que

E v/2 nao é um ntiimero metélico.

Pentagono

Figura 22: Pentagono

Agora, no pentagono, podemos enunciar o seguinte teorema:

Teorema 5.1. A razdio entre a medida da sequnda diagonal pela primeira diagonal (lado) de
um pentagono reqular € igual a %5

Demonstragao:
2

Temos que ds 5 = 2sen (g) ¢ a segunda diagonal e ds; = 2sen (%) é o lado. Calculando a
razao

ool
+
ol 5

@ B 2sen (2—”)

5
dsq  2sen (%)

1++5

oo|t
|
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temos o numero de ouro.

O

Por simetria, podemos observar que a terceira diagonal tem a mesma medida que a sequnda,
tornando desnecessario o calculo.

Hexagono

Também temos um ntmero metalico associado ao hexagono.

Figura 23: Hexagono

Calculando a razao da segunda diagonal pela primeira

@:23671(%”) :gz\/g
ds 1 2sen (%) %

E v/3 nao é um nimero metélico.

Mas calculando a razao da terceira diagonal pelo lado, podemos enunciar o seguinte teorema:

Teorema 5.2. A razdo entre a medida da terceira diagonal pela primeira diagonal (lado) de
um hexagono reqular é igual ao nimero de cobre, 2.

Demonstracao:
Calculando a razao

3
de.3 _256n(6) _1_2
= =g =
dei  2sen (g) 5
vemos que esta razao esta associada ao ntmero de cobre. O

Heptagono

No heptédgono também calculamos as razoes da segunda e terceira diagonal em relacao a

primeira.
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Figura 24: Heptagono

dry _ 2sen (%) 0,781831

drg 2sen (T) ~ 0,433884

drs  2sen (%F) 0,974928

drg 2sen (T)  0,433884

Nao encontramos nenhum numero metalico associado aos resultados.

~ 1,80193

~ 2, 24698

Octégono

No octogono a razao entre a terceira diagonal e o lado é igual ao nimero de prata. As outras
razoes nao correspondem a numeros metalicos.

Figura 25: Octégono

dy _2sen(¥) @
(®)

dg.1  92sen 2—v2
2

)

Teorema 5.3. A razao entre a terceira diagonal e o lado (primeira diagonal) de um octdgono
reqular € igual ao nimero de prata, /2 + 1.

3

Demonstracao: Sabemos que dg 3 = 2sen (g

o lado. Calculando a razao

) ¢ a terceira diagonal e dg; = 2sen (%”) é

@: 25671(%“) - 2+2\/i V241
dsy  2sen (%) 2-v2

temos o ntmero de prata. O
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6 A busca pelo niimero de Bronze

Ja relacionamos, o nimero de ouro ao pentdgono, o nimeros de cobre ao hexdgono e o
niumero de prata ao octégono. Considerando esses casos € possivel criar alguma expectativa
em relacao ao nimero de bronze, e por seguinte aos proximos ntimeros metalicos. Continuar
essa busca testando a razao % em todos os poligonos até encontrar um resultado seria
um trabalho exaustivo, e podendo ser um trabalho inexequivel. Por isso vamos recorrer a
outras ferramentas matematicas, a fim de desenvolver um método de pesquisa para verificar

se existe solucao para este problema e se podemos reutilizd-lo na busca de solucoes para

outros numeros metalicos.
km
dy i = 2sen | —
n

Com o objetivo de pesquisar a existéncia de diagonais em algum poligono regular com n > 4
que possam estar relacionadas ao nimero de bronze, vamos estudar a seguinte familia das
fungoes periddicas:

Temos

£.(2) 2sen (’;—“”) sen (%)
n xTr) = =

2sen (%) sen (%)
Podemos observar que todas as funcgoes dessa forma possuem periodo T = 2n. De fato, visto
que sen (%) se comporta como uma constante em f,(z), fixando n

comn>4execlR

fu(z) = #sen <E>

sen( ) n

T
n
E preciso analisar apenas o periodo de sen (’Tn—x)

Como a funcao seno é periddica com periodo fundamental 7" = 27, basta calcular o periodo
da seguinte maneira:

T
7T—:27r
n

Logo
T =2n

Temos aqui alguns exemplos graficos:

=3
vl
w

Figura 26: f5(z)



21

|
nd[:s
Figura 27: fs(x)
n=7
e
= N
\s 4 2 6 8 0 Vz 24 26
. NG

Figura 28: f7(x)

Também devemos estudar o maximo da funcao, lembrando que ao multiplicar uma funcao
seno por uma constante altera-se a amplitude desta funcao.

A funcao ¢ continua no intervalo [0,2n]. E o méximo da funcao ocorre no ponto §. Ou seja,

o maximo de f,(x) no intervalo [0,2n] ¢ f, (%) = Senl(ﬂ).

Vejamos alguns exemplos graficos.
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3 n=5
[ S ——
25
2
1/sen(n/5)
- T
1.5 t
I
I
1 1
I
I
0.5 !
I
I
I
-0.5 0.5 1 U5 2 25 3 315 4 4.5 55 6 6.5 7 75
-0.5
fn
1
Figura 29: Maximo f5(x)
3 n=6
@
2.5
1/sen(n/6)
2P e T
I
I
1.5 t
I
I
1 |
I
|
05 !
|
|
|
-0.5 0.5 1 1.5 2 25 3 315 4 4.5 5 5.5 6 6.5 7 7.5
-0.5
fﬂ
-
Figura 30: Maximo fs(x)
3 n=7
- S ——
25| 1/sen(n/7)
L O et e el e B
I
2 I
I
I
15 |
I
I
1 !
I
I
0.5 !
I
I
I

Figura 31: Maximo f7(x)

Perceba que quando o nimero n de lados ¢ fixado, a funcao assume valores correspondentes
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ao intervalo [0, n], obtidos pela razao %, contudo precisamos apenas considerar a pri-

meira metade deles, pois temos uma simetria em relacao ao diametro, por isso sé precisamos
considerar o intervalo [0, ]:

Observando o gréfico abaixo, podemos ver que o maximo para n < 9 é inferior a 3.

=% - -2 2 4 6 8 1o 12 1a

Figura 32: f,(z), com n € {5,...,9}

— -2

Figura 33: Maximos

Como o numero de bronze tem valor ?’JFT VI3 ~ 3,30277563... nossa busca deve ocorrer nos
poligonos regulares com o ntimero de lados n, maiores que 9, n > 10. Observe no grafico que
para n < 9 o valor maximo da funcao é inferior a 3.

Vamos verificar os valores na Tabela abaixo, organizada com todos os quocientes da razao

—di‘llgszal para poligonos com lados 4 < n < 17:
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4 5 6 U 8 9 10
1 | 1,0000000 | 1,0000000 | 1,0000000 | 1,0000000 | 1,0000000 | 1,0000000 | 1,0000000
2 |1,4142136 | 1,6180340 | 1,7320508 | 1,8019377 | 1,8477591 | 1,8793852 | 1,9021130
3 2,0000000 | 2,2469796 | 2,4142136 | 2,5320889 | 2,6180340
4 2,6131259 | 2,8793852 | 3,0776835
5 3,2360680
6
. wOs
11 12 13 14 15 16 17
1 | 1,0000000 | 1,0000000 | 1,0000000 | 1,0000000 | 1,0000000 | 1,0000000 | 1,0000000
2 |1,9189859 | 1,9318517 | 1,9418836 | 1,9498558 | 1,9562952 | 1,9615706 | 1,9659462
3 | 2,6825071 | 2,7320508 | 2,7709121 | 2,8019377 | 2,8270909 | 2,8477591 | 2,8649445
4 | 3,2287074 | 3,3460652 | 3,4389051 | 3,5135188 | 3,5743292 | 3,6245098 | 3,6663805
5 | 3,5133371 | 3,7320508 | 3,9070415 | 4,0489173 | 4,1653521 | 4,2619726 | 4,3429623
6 3,8637033 | 4,1481149 | 4,3812863 | 4,5743292 | 4,7356503 | 4,8716497
7 4,5743292 | 5,0273395 | 5,2344390
8 5,4189757

Observando a Tabela, podemos ver que os valores por coluna apresentam uma sequéncia
crescente. Podemos generalizar esse resultado com o lema abaixo 6.1:

Lema 6.1. Seja n um inteiro positivo, com n > 4. Entdo f,(k) < fu.(k+ 1) para todo k tal
que k+1 < 3.

Demonstracao: Note que 0 < % < 7, para todo 0 <4 < 7. Entao temos

sen (7]“) (x) SEN ( (krjrl))
n k)= = Jn+1 k
fn(F) sen (3) = sen (E) fsa (k)

A desigualdade (), é valida quando 0 <k <k +1 < 7, pois a funcao sen(x) é crescente no
intervalo [0, 7]. O

Observando a Tabela mais uma vez, podemos ver que os valores por linha também apresentam
uma sequéncia crescente. Podemos generalizar esse resultado com o lema abaixo 6.3:

Lema 6.2. A funcio f(x) = sen(z)

0< B <a<m/2implica que

¢ decrescente no intervalo (0,7/2). Em particular,

asen(f) — Bsen(a) > 0.
Demonstracao: A funcao f é decrescente visto que f'(z) < 0 em (0,7/2). De fato,

_ zcox(x) — sen(x)

f(x) < 0.

A tltima desigualdade é decorréncia de que zcox(x) < sen(x), no intervalo (0,7/2) [8].

xr2
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sen(«) _ 367;(/3)

asen(f) — pBsen(a) > 0.

Visto que f(z) é decrescente, temos que . E assim

0J

Lema 6.3. Seja k um inteiro positivo tal que k < n/2. Entao f,(k) < fur1(k) para todo n.

mk
, sen (=
Demonstracao: E suficiente verificar que a fungao g(x) = f.(k) = —(;’i) é crescente no

sen (Z)
intervalo (0, 7). Ou seja, ¢'(x) > 0 no intervalo (0, 7). De fato,

I x x x
(1) T 1 (k;w 7T> 1 (lmr 7T> k (7? k:7r> k (7r kw)}
=————~ |zsen| — + — +§Sen — —— ] —=sen E—l—— ——sen | — — —

T T T T T 2

@ 7 '1—k8€n((k+1)7r>+k+1sen (u)}

~aZsen? (Z) | 2 T 2 T
1 _ _
_ (K 1)7r8€n (k+ D)m n (k+ 1)7r8€n (k—1m
2zsen? () x x x x
>0.
Na igualdade (2) utilizamos que 1 — k = —(k — 1) e o fato da fungao sen(z) ser impar. A
igualdade (1) segue da identidade sen(x)cos(y) = 3sen(x+y)+ 3sen(z —y). A desigualdade
segue do Lema 6.2 considerando o = @ e = @ |
X sen(k—") -
Lema 6.4. Seja f,(k) = Sen(z) onden >3 ek >0. Entao

lim £, (k) = k.

n—oo

T i

T [1 (k+1)m 1 (k—1Dm k (k+1)m k (1—Kk)
=————~|zsen | —— ) +=sen | ——— | — —sen | ——— ) — —sen [ ————
x?sen? (T) 2 T 2 T 2 x 2 T

)
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Demonstragao: Visto que f,(k) = wen(2) temos que

lim f,(k) = lim —2&~

n—00 n—00 Sen( )
k

I

)
)
)

)
cos (3)

—
3|=|

(1) —cos
= lim
n—00 —COS

kcos (

n—>oo cos (
cos (57)

|§3E:I§§.§

=k hm

—k(1) = k

3I>l§

Na igualdade (1) usamos a regra de L’Hopital (veja Proposicao 3.46 [11] ). O

Teorema 6.1. Nao existe poligono reqular tal que o nimero de bronze seja a razao entre
uma diagonal e o seu lado.

Demonstragao: Lembre que o niimero de bronze tem valor :”T V13 o4 aproximadamente

3,3027756. Segue da Tabela 6 que f,(k) < 3 quando n < 10. Assim devemos examinar os
valores de f, (k) para n > 10.

Visto que f11(5) = 3,513 segue dos Lemas 6.1 e 6.3 que paran > 11 e k > 5 f,(k) é
sempre maior do que o numero de bronze. Segue do Lemas 6.1 e 6.4 que

fu(k) <3

para todo n e k < 3. Logo nao temos o ntimero de bronze nesta faixa da tabela. Resta
examinar quando n > 10 e k = 4. Observe na tabela que fio(4) = 3,07768..., f11(4) =
3,2287..., fi2(4) = 3,34606... > %ﬁ e segue do Lema 6.3 que f,(k) é sempre diferente do
nimero de bronze para n > 10 e k = 4. Portanto, f,(k) é sempre diferente do nimero de
bronze para todo n e todo k. [

7 A area metalica - Uma aplicacao para o ensino médio

Com o intuito de relacionar nosso tema com o ensino basico, vamos propor uma atividade
que mescla assuntos abordados no ensino basico com nossos nimeros metalicos.

No ensino fundamental e médio aprendemos sobre fungoes, principalmente a funcao afim e
quadratica. Também aprendemos sobre areas e volumes nas aulas de geometria. Mas como
relacionar todas essas coisas com os nimeros metalicos? Aqui sugerimos uma proposta para
trabalhar com os discentes.

Os alunos, em geral, desde o inicio da sua vida escolar trabalham com &reas e volumes.
Vamos entao, nesta secao propor o conceito de drea metalica, como sendo a area delimitada
no primeiro quadrante pela parédbola g(z) = z? e pela reta f(z) = pz + ¢q. Para facilitar
vamos usar a notacao A, , para denotar a drea metalica.

Ao propor o estudo de areas entre fun¢ées no ensino médio, mesmo que de forma rudimen-
tar, temos a possibilidade de analisar problemas tedricos ou praticos que normalmente sao
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abordados no ensino superior, pois requerem conhecimento do calculo integral para a solucao.

Primeiramente vamos precisar calcular a drea A; delimitada pela funcao afim. Ou seja, dado
um intervalo [z1, xs] e uma funcao afim f(z) = pr + ¢, com p e ¢ nimeros reais. Qual a area
entre o grafico de f(z), as retas © = x1, * = x5 e 0 eixo das abcissas?

Figura 34: Area abaixo de uma funcao afim

Pela Figura 34 podemos ver que a area que desejamos determinar tem o formato de um
trapézio, uma area com uma formula bastante conhecida

(Base Menor + Base Maior) x Altura

At: 9 )

logo

A, = [(f(lj) — 301) + (f(2:1:2) — 3:2)](352 _ 3;1)

Exemplo 7.1. Vamos calcular a drea delimitada pelo grifico da funcao f(x) = 2x+4, x =0,
x =06 e o eixo das abcissas.

-10 -5 0 5 10 15

Figura 35: Area do trapézio

Substituindo na formula

A YO -0+ -6E-0_ @+100_,,,

determinamos o valor da drea.
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Figura 36: Area abaixo de g(z) = 22

Agora precisamos aprender a calcular a area da regiao compreendida entre o grafico da funcao
g(z) = 2? e 0 eixo z, para x variando em [0, a].

Na Revista do Professor de Matematica vol. 59 podemos encontrar um pequeno artigo [21],
que mostra uma maneira intuitiva de calcular essa area. Para tanto, vamos considerar uma
partigdo do intervalo [0, a] no eixo x, em n sub-intervalos iguais, constituida pelo conjunto
0,21, 29, ...,x, = a]. Dessa maneira ficam determinados n sub-intervalos, cada um da forma
[z;_1,2;], com 1 < i < n.

Figura 37: Retangulos abaixo de g(x) = z*

Sendo assim a area procurada é aproximada pela area de n retangulos. Sendo estes retangulos

* 2 . x ..
com base Ar = r; —x; 1 = £ e altura z; , para todo 1 <7 <n, onde z; é o extremo direito

de cada sub-intervalo Axz. Agora observe cada particao, ou cada retangulo, de base Ax e
.2

altura x; pode ser interpretado como um prisma de base quadrada z; e altura Az.

it

Figura 38: Prima de lado z; e altura Az

Quando fazemos crescer indefinidamente o nimero de pontos de particao, isto é, fazemos
n — oo,0obtemos uma soma de infinitos prismas que quando sobrepostos formam uma
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piramide de base quadrada a.

Figura 39: Piramide de base quadrada a

E assim temos um método que utiliza apenas ferramentas e conteidos do ensino basico capaz
de calcular a drea abaixo da curva g(z) = 2% no intervalo [0, a]. Visto que a drea procurada
é numericamente igual ao volume da piramide de base quadrada a e altura a. Ou seja,

Exemplo 7.2. Vamos calcular a drea delimitada pelo grifico da funcio g(x) = z*

T =4 e o eixo das abscissas.

)x:())

Substituindo na formula

43
A, = —.
P 3
64
Ap:§ua

Desta forma, calculamos o valor da drea.

7.1 A area de ouro

Agora vamos calcular a area dourada. Temos que o nimero de ouro é a solugao positiva da
equagao r?> = x + 1. Chamando f(z) = 2?2 e g(x) = x + 1, qual seria a drea no primeiro
quadrante entre essas duas fungdes? Observe primeiro que z € [0, ¢].
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Figura 41: Area de Ouro

Para calcular a drea abaixo de g(z) = x + 1, usamos a férmula da drea do trapézio com base

1+v5
2

)= %5, base menor igual a 1 e altura igual a ”2‘/5, logo

3+/5 145
(1+252) (47)

maior igual a g(

At = 2
5+ 3Vv5
A, = +—\/—
4
Usando o férmula para calcular a drea abaixo da parébola 22 e acima do intervalo [0, 1+2‘/5] ,temos

CEIED

P 3

A _2EVE

E portanto,

é a area de ouro.

7.2 A area Metalica

Neste trabalho as solucoes positivas das equacoes 22 — px — g = 0 com p e ¢ inteiros positivos
sdo os numeros metalicos. Logo temos que [0,4,p0,, + ¢] ¢ um ponto de interse¢do entre a
pardbola f(z) = 2? e a reta g(z) = pr + ¢q. A 4rea metélica é a drea delimitada por g(z) e
f(@).

Utilizando a férmula apresentada para calcular a area abaixo de uma funcao afim, vamos
determinar a drea delimitada pelas funcao g(x) = pxr + ¢ e o eixo z no intervalo [0, g, 4].
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Q@ — = — =
Sl
Qo

Figura 42: Area Metélica

Pela férmula de Baskhara temos que o0, , = p+;/z’ onde A = p? + 4p. Os ntimeros metélicos

também possuem a propriedade aditiva, logo

U;:q =DPopgtaqe Ui,q = paﬁ,q 1T qopq = p2‘7p,q +qopg +Ppqg = Up,q(p2 +q) + pq.

. . _ o 2
Visto que a base menor mede ¢, a base maior mede g(0,,) = f(0,,4) = 0, € a altura mede
0p,q- Podemos substituir esses valores na férmula para calcular a drea de um trapézio

(g + Ug,q)ap,q

—y

Utilizando a férmula para calcular a drea abaixo da funcgao f(z) = 2%, vamos calcular a 4rea
delimitada pela fungao f(z) = 2% e o eixo x no intervalo [0, 0,,].

At:

Sendo a area da base da nossa “pirémide”aﬁ 4 € Opg & altura, vamos calcular esse “volume”

2 3
4 _ Tpa%ra _ %ha
- _ .
3 3

A area procurada, A, ,, ¢ igual a diferenca, A; — A,, entre estes valores

e e T

logo
Op,q (p2 +q) +pq + 3q0,,4 Up7q(p2 +4q) + pq

A — =
P 6 6

e portanto a area metélica A, ,, associada ao numero metalico o, ,, ¢ dada pela férmula

1
Apg = A (0p.gA +pq) -

O conceito de funcao desempenha papel importante para descrever e estudar o comporta-
mento de certos fenomenos fisicos, geograficos, quimicos, bioldgicos, economicos, sociais entre

outros.
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Além das tradicionais maneiras de abordar as equagoes e fungoes do segundo grau em sala
de aula, como raizes, estudo de sinal, maximos e minimos, propomos uma maneira de es-
tudar intuitivamente a interpretacao de integral como a area abaixo de uma curva usando
conceitos palpaveis aos alunos do ensino médio. Podendo-se criar vérias situacoes problemas
a partir da técnica apresentada, levando o aluno a adquirir certa flexibilidade para lidar com
o conceito de funcao em situacoes diversas.

8 Consideracoes Finais

Ao estudarmos os nimeros metélicos, percebemos que existem diversas possibilidades de se
abordar e interligar conceitos matematicos ensinados no ensino basico e médio. Estabelecer
pontes entre a geometria e algebra, interligar contetidos que parecem desconexos quando
ensinados no ensino médio, e levar nossos alunos a apreciacao da verdadeira matemaética, nao
de conceitos e férmulas decoradas, mas sim de solugoes criativas utilizando o que aprendemos
como ferramentas na construcao da solugao de problemas.

9 Agradecimentos

Agradego a minha esposa Juliana, companheira de todos os momentos. Agradeco aos meus
pais por todo apoio e ao meu sobrinho Danilo, pela motivagao. Agradeco aos amigos, colegas
de trabalho e colegas do PROFMAT turma 2017. Agradeco a CAPES e SBM por tornarem
possivel a realizacao do curso. Agradego aos professores do PROFMAT pela disponibilidade
em compartilhar sabedoria, em especial ao meu orientador, Professor Doutor Marcelo Oliveira
Veloso, pela disponibilidade, paciéncia, dedicacao, compromisso, presteza, pelos ensinamentos
que contribuiram decisivamente para a conclusao deste trabalho.

10 Apéndice

10.1 Poligonos Regulares
POLIGONO

Sejam n > 3 € N e (A, As, ..., Ay,) pontos distintos do plano, dizemos que (A4;As...A,,) é um
poligono (convexo) se, para 1 > i > n, a reta A;A;;; ndo contém nenhum outro ponto A;,
mas deixa todos eles em um mesmo semiplano, dentre os que ela determina (aqui e no que

segue, Ao = AnyAn—&—l = A1 e An+2 = Ag)
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Figura 43: Exemplo - Eneagono regular

POLIGONO REGULAR

Um poligono convexo é regular se tem todos os seus lados congruentes e todos os seus angulos
congruentes. (equildtero e equiangulo).

VERTICES

Os vértices de um poligono regular inscrito sdo os pontos (Ay, As, ..., Ay).

LADOS

Os lados de um poligono regular inscrito sao os segmentos A As, AsAs, ..., Ay 1A, A AL

DIAGONAL

A diagonal de um poligono é qualquer segmento A;A; cujo extremos sejam vértices do
poligono.

ANGULO CENTRICO

O angulo céntrico de um poligono regular de n lados é o angulo cuja medida é %’r, onde n > 3.

n(n—3)

Lema 10.1. Todo n-dgono convexo possui exatamente diagonazis.
Demonstragao: Se n = 3, nao ha nada aprovar, dado que um triangulo nao possui diagonais

e —"("273) =0.
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Figura 44: Triangulo

Vamos supor para n > 4. Tracando os segmentos de reta do vértice A; aos n — 1 vértices

restantes (Ag, As, ..., A,), obtemos n — 1 segmentos de reta. Mas A; A, e A A, sdo lado,

assim sobram n — 3 diagonais. Podemos repetir esse raciocinio para todos os outros vértices

seguintes. Se de cada n vértice temos (n—3) diagonais, temos um total de n(n—3) diagonais.

Mas cada diagonal foi contada duas vezes: uma quando contamos a que parte de A; em direcao

a A, e a outra que sai de A; em direcao a A;. Para obter o nimero correto de diagonais,
n(n—3)

basta dividir por 2, chegando a —5—

Figura 45: Diagonais de um poligono

O

Exemplo 10.1. No Hezdgono (veja Figura 46) os lados sao os segmentos Ay As, AsAs, A3Ay,
AyAs, A5 Ag, AgA1 e suas diagonais os segmentos A1As, A1 Ay, A1 As.
Observe na imagem abaizo as diagonais partindo de A;.
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Figura 46: Hexagono

Lema 10.2. O arco de uma circunferéncia de raio R com angulo central o tem comprimento

2Rsen (%) .

Demonstra@: Seja AB a corda do circulo C' e raio R (veja 47 ). Denote por D o ponto
médio da corda AB. Temos que os ANAOD e ABOD sao congruentes, com OD mediatriz e
bissetriz (Basta verificar o caso LLL).

Figura 47: Corda de uma circunferéncia

Como o angulo AOB = a, AOD = BOD = 5 temos:
AB = AD+ DB
= AOsen (%) + OBsen (%)
= Rsen (%) + Rsen (%)
= 2Rsen <%>



36

OJ

Teorema 10.1. Dado um circulo C' de centro O e raio R, o comprimento, l,, de qualquer
lado de um poligono regular inscrito em C' com n lados é:

l,, = 2Rsen <E> )

n

Demonstracao: Dado um poligono regular, todos os seus lados A;A;y1, possuem o
mesmo tamanho e o seu angulo céntrico é 27” pelo lema 10.2 temos:

27
l, =2 o
n Rsen(2)

l, = 2Rsen <E>

n

O

Teorema 10.2. Dado um circulo de centro O e raio R, o comprimento das diagonais, dy,
de um poligono regular inscrito € dado por

d, = 2Rsen (k—W)
n

onde n € o numero de lados do poligono e k =2,3,...,n — 3.

Figura 48: Diagonal 2 partindo de A,

Demonstracao: Fizando o vértice Ay, pelo Lema 10.1 podemos ver as diagonais A1 As, A1 Ay, ..., A1A,_1,
e temos que a distancia angular entre um vértice e outro é dado por 27” Devemos considerar
k=23,4,...n—1, pois para k =1 e k = n temos A1 Ay e A, Ay que por definicdo sao lados

de um poligono.

Assim o comprimento das diagonais A A; estd relacionado com um angulo multiplo de 27”

Procedendo da mesmo forma que no teorema 10.1 podemos marcar um ponto médio D; em
qualquer segmento A1 A; de forma que:
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= A,0sen <@) + A;Osen (k (22%)>

= Rsen (kg) + Rsen (kﬁ>

n
= 2Rsen <k£>
n
OJ
10.2 Demonstracao do Teorema 3.3
Vamos provar aqui o Teorema 3.3. Esta demostracao foi encontrada em
http : / /Jwww.mi.sanu.ac.rs/vismath/spinadel /.
Teorema: Dada uma sequéncia secunddria de Fibonacci a,b, pb + qa, p(b+ qa) + gb, . .. tal

que G(n+1) = pG(n) +qG(n—1) com p,q € Z* , entdo o limite de Gé"(:)l) = 0,4, sendo o,

um numero real positivo.

Demonstracao: Primeiro vamos encontrar uma expressao para o enésimo termo da sequéncia
secundaria de Fibonacci. Reescreva a equagao G(n + 1) = pG(n) + ¢G(n — 1) na forma
G(n+1) =pG(n)+qH(n), onde H(n+ 1) = G(n). Esta ultima equagao pode ser escrita na
forma matricial

Seja

-

Entao ¢ facil verificar que [G(n + 1)] = A[G(n)]. Ou seja

(6] = (10 (6™):

Supondo G(0) = G(1) = 1 para facilitar os calculos temos que [G(1)] = <i> Assim temos

[G(n+ 1)] = A" [G(1)]. Vamos resolver este caso particular. Para calcular a enésima poténcia
da matriz A.

A equacao caracteristica de A é (p I A _q)\) =N —p\—q=0

p+4/p?+4q ;_ p—\/P*+4q

com dois autovalores o = 5 eo = 5

Colocando A na forma PA"P~!, fazemos A, = (g (?,) e fazendo a mudanca de base
o o
P = (1 1), temos que

A" = (PA,P~V)" = PA"P™' = P <‘(’] 3,) P
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: +1 m-+1 !( ~In n
o' —o oo'(c" —0o
Chegamos a A" = —1 n_ m / l(n—l n)fl
g0 o —o oo’ (gt — o)

G(n—l—l)za !

— 0

- [0'”“(1 — o) =" - 0)} :
Substituindo o — o’ = \/p? +4q e o' = —Z, temos

Un+1 + (_g)n+1

lim —G(n—i— D) = lim

n—00 G(n) n—00 o" + (-%)n ¢

E a demostragao estd completa para a sequéncia 1,1,p+ ¢,p(p+q) +q, . . ..

Se, em vez de escolhermos G(0) = G(1) = 1, comegarmos com dois valores arbitrarios a e b ,
é facil provar que o resultado é o mesmo. De fato, dado a sequéncia secundaria de Fibonacci:
a,b, pb + qa, p(pb+ qa) + gb, . .. temos que avaliar a razao
Gn+1 G G(n — phais +qa
n+1)  pG(n)+qaGn—1) PGy n—c
_ = _ = 0.
G(n) pr(n - 1) + an(n - 2) pb + G(?zfl)

G(n—2)
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