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Resumo: O presente trabalho tem como objetivo apresentar aos alunos do ensino médio
algumas aplicacoes das matrizes, especialmente das matrizes circulantes e de sua im-
portancia do ponto de vista computacional. Apesar de sua aparente simplicidade, ma-
trizes circulantes conectam assuntos muito diferentes na paisagem da matematica. Nesse
trabalho também temos a oportunidade de mesclar as matrizes circulantes com geometria
utilizando o Geogebra. Passamos uma breve ideia sobre os niimeros complexos, para que
possamos calcular os autovalores de uma matriz circulante qualquer. Falaremos também
das funcoes hiperbdlicas generalizadas, e demonstraremos algumas propriedades dessas
fungoes usando matrizes circulantes.
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have the opportunity to merge the circulant matrices with geometry using Geogebra. We
pass a brief idea about the complex numbers, in order to calculate the eigenvalues of any
circulant matrix. We will also talk about the generalized hyperbolic functions, and prove
some of its properties employing circulant matrices.

Keywords: Matrices, Circulant Matrices, Diagonalization, Geogebra, Generalised Hy-
perbolic Functions.

! Aluno do Mestrado Profissional em Matemética em Rede Nacional, Turma 2017
Instituigdo: Universidade Federal de Sdo Jodo Del-Rei - UFSJ
E-mail: edinpaf@hotmail.com
2QOrientador do Trabalho de Conclusdo de Curso
Departamento de Estatistica, Fisica e Matematica - DEFIM, CAP-UFSJ
E-mail: jeottoni@ufsj.edu.br
3Coorientador do Trabalho de Conclusdo de Curso
Departamento de Estatistica, Fisica e Matematica - DEFIM, CAP-UFSJ
E-mail: veloso@ufsj.edu.br



1 Introducao

A Matematica esta em tudo, entretanto muitas pessoas sequer tentam desenvolver os
mais elementares raciocinios matematicos por medo de errar, pelo medo da Matematica.
Mas observando mais atentamente, a matematica é praticada todos os dias e, as vezes,
nao nos damos conta disso. Com um pouco de analise, estudo e pratica, é possivel mostrar
que a matematica nao é tao dificil quanto parece ser, ou seja, a base da matematica nao
¢é a repeticao mecanica e a simples memorizacao de férmulas e fatos, mas a aprendizagem
constante e a pratica atenta.

Este trabalho abordara a definicao do conceito de matriz e algumas de suas classi-
ficagoes. A intencao aqui é formar um alicerce bem seguro para o desenvolvimento de
operacoes matriciais, tema de grande importancia. O ensino da matematica deve buscar
novas metodologias para alcangar seus objetivos e proporcionar aos alunos condicoes de
perceber e entender a aplicagao dos diversos conteudos.

O professor de matematica deve procurar, nos dias atuais, tentar diminuir os proble-
mas encontrados no ensino, atuar de forma mais dinamica e tentar despertar o espirito de
investigacao dos alunos. Grandes ferramentas pedagogicas, como os computadores, celula-
res e tablets, sao utilizadas no ensino da matematica, tornando as aulas mais dinamicas e
interativas e amenizando possiveis dificuldades ao longo da aprendizagem da matemaética.
O Geogebra é um aplicativo gratuito que nos permite mesclar dlgebra com geometria.
O software permite realizar construgoes geométricas de uma, duas ou trés dimensoes e
também nos permite construir graficos de diversas fungoes.

O presente trabalho aborda o conceito de matrizes, algumas de suas operacoes e a
associacao de um numero real a uma matriz quadrada, o qual chamamos de determinante.
Sera apresentado também uma ideia breve do conjunto dos nimeros complexos, com o
objetivo de nos auxiliar nos calculos dos autovalores de uma matriz circulante.

Este estudo objetiva o ensino de Matrizes Circulantes, discutindo-se e aplicando as ma-
trizes circulantes junto com o Geogebra, bem como a importancia das matrizes circulan-
tes para a determinacgao simples de algumas das propriedades das chamadas Fungoes Hi-
perbdlicas Generalizadas. As funcoes hiperbdlicas sao definidas em um triangulo retangulo
associado a uma hipérbole equilatera, assim como as funcoes trigonométricas sao definidas
em um circulo. As matrizes circulantes nos ajudarao a obter resultados importantes de
algumas funcoes que sao generalizacoes elegantes dessas funcoes hiperbdlicas cléssicas.

2 Conceitos preliminares - Matrizes

Para auxiliar a representacao de informacoes ou facilitar célculos complexos, é co-
mum a utilizagao de tabelas numéricas retangulares. Essas tabelas, compostas de certa
quantidade de linhas (fileiras horizontais) e colunas (fileiras verticais), sdo chamadas na
Matemaética de matrizes [1].

As matrizes sao amplamente utilizadas em diversas areas, como na Computacao
Gréfica, em Engenharia, Fisica e Administracao. As matrizes oferecem meios para a
solugao de sistemas lineares, resolucao de equagoes polinomiais e também representam as



transformacoes lineares entre espacos vetoriais, além de diversas outras aplicacoes.

Defini¢ao 2.1 Uma matriz de ordem m X n (m por n), em que m e n sao nimeros
naturais nao nulos, € toda tabela composta de mn elementos dispostos em m linhas e n
colunas.

Exemplo 2.1 ) i
1 2 2

A=|1 2 -8

1 0 3 |

(1 2 2]

B:_1 2 -8

Representaremos genericamente uma matriz A de ordem m X n da seguinte maneira

ajx Qa2 apz -+ Qip

Q21 Q22 A23 -+  Q2p

A= | G31 az2 ass -+ dasp
L Am1 Qm2 Am3 - Amn |

Um elemento genérico dessa matriz pode ser expresso por a;;, onde 7 e j sao a i-ésima
linha e a j-ésima coluna, respectivamente, em que esse elemento se encontra.

Exemplo 2.2 Dado uma matriz A qualquer, asy € o elemento da sequnda linha e primeira
coluna, azy € o elemento da terceira linha e sequnda coluna.

2.1 Alguns tipos de matrizes

Apresentaremos alguns tipos de matrizes que possuem nomenclatura diferenciada, por
apresentarem certas caracteristicas.

1) Matrizes quadradas: E toda matriz A de ordem m X n, em que m = n, ou seja, o
niumero de linhas ¢ igual ao niimero de colunas.

Exemplo 2.3
A= [ 2 }1><1 matriz quadrada de ordem 1.

B= L2 matriz quadrada de ordem 2.
2 1 2x2



1 2 2
cC=|1 2 -8 matriz quadrada de ordem 3.

1 0 3 ],.,

ail Q2 @iz - dim

Q21 Qg2 Q23 -+  d2m

D= | ax a3 az -+ a3m matriz quadrada de ordem m.
m1 OGm2 Am3 - Gmm
L 4 mXm

Em uma matriz quadrada de ordem m, os elementos a;;, em que ¢ = j, formam a
diagonal principal. E os elementos em que i + j = m + 1 formam a diagonal secundaria.

2) Matriz diagonal: E toda matriz quadrada em que os elementos acima e abaixo da
diagonal principal sao nulos, ou seja, se 7 # j entao a;; = 0.

Exemplo 2.4

I
O O =
O = O
ot O O

3) Matriz triangular: E toda matriz quadrada em que todos os elementos acima ou
abaixo da diagonal principal sao nulos.

3.1) Matriz triangular superior: E toda matriz triangular cujos elementos nulos estao
abaixo da diagonal principal.

Exemplo 2.5

O =N
oo

3.2) Matriz triangular inferior: E toda matriz triangular cujos elementos nulos estao
acima da diagonal principal.

Exemplo 2.6

O = O
o O O



4) Matriz identidade: E toda matriz quadrada em que todos os elementos da diagonal
principal sao iguais a um e os demais sao nulos, ou seja, se ¢ = j entao a;; = 1 e se ¢ # j
entao a;; = 0.

Exemplo 2.7

1 0

L=l Y]

1 0 0

13: 1 0

0 0 1
(1.0 0 0
010 0
I[,=|0 01 0
(000 -+ 1]

5) Matriz coluna: E toda matriz que possui apenas uma coluna.

Exemplo 2.8 )
A=,
42x1
L
B=1|14
7 4 3x1

6) Matriz linha: E toda matriz que possui apenas uma linha.

Exemplo 2.9



7) Matriz transposta: Dada uma matriz A de ordem m X n, a matriz transposta
indicada por AT, é a matriz n x m, cujas linhas sao iguais as colunas da matriz A
ordenadamente.

Exemplo 2.10

1
AT = 7
0

(2 B NI

8) Matriz simétrica: E quando a matriz A é igual a sua transposta, ou seja,
A = AT. Note que a matriz sé serd simétrica se ela for uma matriz quadrada.

Exemplo 2.11

1 3 2
A=13 1 4
2 4 1
1 3 2
AT=13 1 4
2 4 1

2.2 Operacoes com matrizes
E possivel definirmos algumas operagoes algébricas entre matrizes [2].
Definigao 2.2 (Igualdade de matrizes) Duas matrizes Ay, € By, sao iguais se

m=p en =q e setodos 0s seus elementos correspondentes sao iguais,ou seja a;; = b;;,
para todo 1 <1 < m e para todo 1 < j < n.

Exemplo 2.12
x 3 4 3
0 z+y | |0 1

T =
r+y=1
4+y=1
y=1—-4



Portanto, A = B se, e s¢ se, x =4 ey = —3.

Defini¢ao 2.3 (Multiplicagao de um nimero real por uma matriz) Dada uma ma-
triz A = [a;;], de ordem m xn e um nidmero real k, temos que k- A € uma matriz também
de ordem m X n, tal que todo elemento da matriz A € multiplicado por k.

Exemplo 2.13

k.A:?)-H —3]:{3 ‘g}

Definicao 2.4 (Soma de matrizes) Dadas duas matrizes de mesma ordem m x n, a
soma de A = [aijlmxn € B = [bijlmxn, denotada por A + B € a matriz C = [¢;j]mxn de
mesma ordem de A e B tal que c¢;; = a;; +b;; para todo 1 < i < m e para todo 1 < j < n.

Exemplo 2.14

611:a11+b11:1+2:3 621:G21+b21:3—1:2
012:(112+b12:3+1:4 022:a22+b22:1+1:2

013:a13+613:2+022 023:a23—|—b23:4+1:5
Definigao 2.5 (Subtragao de matrizes) Dadas duas matrizes de mesma ordem mxmn,
a diferen¢a de A = [a;j|mxn € B = [bijlmxn, denotada por A —B € a matriz C = [¢;j|mxn
de mesma ordem de A e B tal que ¢;; = a;; — b;j para todo 1 < i < m e para todo
1<j<n.

Exemplo 2.15

cn:an—bll:l—(—i—Z):—l 621:a21—b21:3—(—1):4

cig=ap —ba=3—(+1)=4 Cop = agy — by =1—(+1) =0



Dada uma matriz A = [a;j], define-se a matriz oposta de A, como a matriz —A.
Observe que a subtracao de matrizes nada mais é do que somar a primeira com a oposta
da segunda.

Quando trabalhamos com matrizes, pode surgir a necessidade de efetuarmos operagoes
com seus elementos de tal maneira que facilite a interpretacao de uma situagao. Observe
a situacao a seguir:

Exemplo 2.16 Em uma empresa, dois funciondrios embalam dois tipos de produtos, va-
mos designar x e y os funciondrios e A e B os produtos embalados por cada funciondrio
e a parcela do total de cada produto embalado em um determinado més estao nas tabelas
a Sequir.

Tabela 2.2.1: Propor¢ao de produtos embalados

Funcionarios\Produto A B
X 0,30 0,75
y 0,70 0,25

Tabela 2.2.2: Quantidade de produtos embalados

A 700
B 1200

Podemos calcular o total de produtos embalados pelos funciondrios x e y nesse meés
em questao, da sequinte maneira.

Funciondrio x : 0,3 - 700 + 0,75 - 1200 = 1110
Funciondrio y : 0,7 - 700+ 0,25 - 1200 = 790

Dessa maneira podemos ver os rendimento de cada funciondrio conforme a tabela a
Sequir.

Tabela 2.2.3
Funcionario Quantidade
T 1110
Y 790

O que acabamos de fazer foram os cdlculos que corresponde a multiplicagcao de matrizes.



Definicao 2.6 (Multiplicacao de matrizes) Sejam A, € By, duas matrizes. O
produto A - B, € definido como a matriz C,,x, tal que

n
Cij = g Qikbg; = anbij + ... + Qinby;
k=1

para todo 1 <1 < m e para todo 1 < 5 < p.

Em outras palavras cada elemento ¢;; é obtido multiplicando-se ordenadamente os
elementos da linha 7 de A e da coluna j de B, e adicionando as parcelas correspondentes
aos produtos das multiplicagoes. No exemplo anterior, isso corresponde a multiplicacao
entre as matrizes abaixo:

0,30 0,75 ' 700 1 0,30-700+40,75-1200 ~ | 1110
0,70 0,25 |, 1200 ~ 1 0,70- 700 + 0,25 - 1200 — | 790
X2 2x1 2x1 2x1

Note que, pela definicao apresentada, o produto de duas matrizes A e B existe se,
e somente se, o numero de colunas de A for igual ao niimero de linhas da matriz B. A
matriz C = [¢;;], resultante do produto AB, tem o nimero de linhas de A e o nimero de
colunas de B.

Amxn : Bn><p = Cjm><p

A seguir mostraremos algumas propriedades da multiplicacao de matrizes:

I- Associativa
(Aan : anp) : Cp><7’ = Axn - (anp ’ CPXT)

II- Distributiva

(Amxn + Bmxn) : Cnxp = Am><n : Cnxp + Bm><n : Cnxp

I1I- Elemento neutro
Amxn : In - Amxn ou Im : Amxn - Amxn

Definigao 2.7 (Matriz inversa) [2/ Dada uma matriz quadrada de ordemn, chamamos
de inversa de A a matriz quadrada B de ordem n tal que

A-B=B-A=1,

Note que nem toda matriz quadrada possui uma inversa.



Exemplo 2.17 Vamos tentar determinar a inversa da matriz
0 O
A= [ ) } |
Se A possui inversa, existe uma matriz B tal que AB = 1.
0O O ja b|_|1 0
1 2 c d| |0 1

O0a+0c 0b+0d | |1 O
a+ 2c b+2d | |0 1

0 0 1 0
[CH—QC b+2d]7é{0 1}

10

Logo nao existe a matriz B, tal que AB = 1. Portanto a matriz A nao possui inversa.

Se uma matriz A possuir uma inversa, entao essa inversa ¢ tinica e escreveremos A1,

Suponhamos que B e C sao duas inversas de A. Entao

AB=1¢e¢ AC=1

Assim pela associatividade, temos
C=CI=C(AB)=(CA)B=1IB=B
o que mostra que a inversa é unica.

Vejamos algumas propriedades das matrizes inversas.
Sejam A e B matrizes quadradas de ordem n.

I- Se A ¢ invertivel, entao A~ é também invertivel e (A7) ™! = A.

De fato, uma matriz B é a inversa de A~! se
A'B=BA'=1,.
Como A~! é a inversa da matriz A, entao

AAT'=ATA=1,.

Sabemos que a inversa ¢ tinica, entdao B = A é a inversa de A™!, ou seja, (A™1)~?

A.
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I1- Se A e B sdo invertiveis, entao AB é invertivel e (AB)™' = B~'A~L.

De fato, basta mostrar que os produtos (AB)(B~!A™1) e (B"*A~!)(AB) sao iguais
a matriz identidade,
(AB)B'A)=ABB HA ' = AT, A
=AA =1,

(B'AY)(AB)=B'(A'A)B=B'I,B
=B 'B=1,.
As matrizes inversas tem uma grande aplicacao na solucao de sistemas lineares. Dado

um sistema linear com n equagoes e n incognitas,

a1 + A12%9 + + -+ + ATy = bl

A21T1 + Q22X + * + + + Aop Ly = b2

Ap1T1 + Gp2X2 + +++ + AppTy = bn

cuja representagao matricial desse sistema linear é

a1 A2 - Qin A by
Q21 Qg2 -+ A2p X2 by
An1 Ap2 - Ann Tp bn

AX = B, se soubermos que a matriz A é invertivel e calculando sua inversa, entao o
sistema linear se resolve efetuando apenas a multiplicacao da matriz A~ com B, pois

AX =B
X=(A"A)X=A"1AX)=A"'B.
Exemplo 2.18 Vamos determinar a inversa da matriz

a1

Seja
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entio AA~ =1, ou seja,

[a+2¢ b+2d 10
| 2a4c 20+d 10 1

Utilizando igualdade de matrizes temos os dois sistemas para resolver

2% =1
{a+ ‘ — a=-1/3 e c=2/3

2a +c=0
b+2d =0
* S b=2/3 e d=—1/3
2b+d=1

Portanto,

P

2.3 Determinante de uma matriz

Para toda matriz quadrada de ntimeros reais é possivel associar um nimero real deno-
minado determinante. O determinante estd associado ao estudo de sistemas lineares, ele
também nos ajuda a descobrir se uma matriz possui ou nao uma matriz inversa, falaremos
sobre isso mais adiante.

Indicaremos o determinante de uma matriz A por det A.

Definigao 2.8 (Determinante de uma matriz de ordem 1) Em uma matriz de or-
dem 1, por defini¢ao, o determinante € o prdprio elemento da matriz. Se A = [ay1], entao

det A = aiq.

Exemplo 2.19 Dada a matriz A = [8], entao det A = 8.

Defini¢ao 2.9 (Determinante de uma matriz de ordem 2) Em uma matriz de or-
dem 2, o determinante é dado pela diferenca do produto dos elementos da diagonal prin-
cipal e o produto dos elementos da diagonal secunddria.
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aix  G12
det A = = Q11022 — A1202].
o1 U 11022 12021
Exemplo 2.20 Dada a matriz
1 2
St
Temos que,
detA:’ é ? ‘:1-1—2~2:1—4:—3.

Definicao 2.10 (Determinante de uma matriz de ordem 3) Em uma matriz de or-
dem 3, o determinante € obtido por meio dos sequintes cdlculos.

a1; a2 as
det A = 91 Q929 Q923

a31 dasz2 a33

= Q11022033 + Q12023031 + G13G21032 — G31022013 — (32023011 — A33021G12.

Essa regra para o célculo do determinante de uma matriz quadrada de ordem 3 é
conhecida como Regra de Sarrus.

Exemplo 2.21 Dada a matriz

1 2 3
A=13 1 2
2 3 1
Temos que,
1 2 3
detA=(3 1 2|=1-1-14+2-2-243-3-3—-2-1-3—-3-2-1—-1-3-2
2 3 1
Ou seja,

det A=1+8+4+27T—-6—-6—-6=36—-18=18
Portanto, det A = 18.

Definicao 2.11 (Determinante de uma matriz de ordem maior do que 3) O de-
terminante de uma matriz quadrada A de ordem n € dado por
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det A = Z aij(—l)”j - det A—i,—j7
j=1

onde A_; _; € a submatriz que € construida com a matriz A excluindo-se a linha i e
a coluna j.

Essa expressao para o calculo do determinante de uma matriz de ordem n é chamada
de desenvolvimento de Laplace [2].

Exemplo 2.22 Dada a matriz

1 2 3 0
0 1 2 3
A_3012
2 3 0 1

Podemos calcular det A. Desenvolvendo o determinante pela primeira linha obtemos:

det A = aiq (—1)1+1 . det(A_L_l) + aqo - (—1)1+2 . det(A_17_2>+

arz - (=)' det(A 1 3) +aps - (1) det(A_; _y).

Entao,
1 2 3 0 2 3 0O 1 3 0 1 2
detA=1-]0 1 2|—-213 1 2|+3|3 0 2|—-03 0 1
3 0 1 2 0 1 2 3 1 2 3 0

detA=1-4—-2-(—4)+3-28—0-20=4+8+84—0=096.
Portanto, det A = 96.

E facil ver também, através do cdlculo do determinante pelo desenvolvimento de La-
place, que qualquer que seja a ordem, o determinante da matriz identidade é sempre igual
aum, det I, = 1, e que o determinante de qualquer matriz triangular (superior ou inferior)
¢ o produto dos elementos de sua diagonal principal.

E finalmente, é importante destacar, no estudo de determinantes, os dois teoremas a
seguir [1]:

Teorema 2.1 (Teorema de Jacobi) Se adicionarmos a uma linha (ou coluna) de uma

matriz quadrada A, outra linha (ou coluna) previamente multiplicada por um numero real,
obtemos uma matriz B tal que det A = det B.

Exemplo 2.23 Dada a matriz
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Temos que,
4 7 1
detA=| 2 6 —4|=—-48+284+0+6+0+28=14
-1 0 =2

Se por exemplo, adicionarmos a 2% linha da matriz A a 3* linha multiplicada por 2,
obtemos a matriz

4 7 1
B = 0 6 -8
-1 0 =2

Agora calcularemos o determinante de B, temos:

4 7 1
detB=| 0 6 -8 |=-48+456+0+64+0+0=14
-1 0 =2

O que mostra que o teorema de Jacobi foi vélido, pois det A = det B.

Teorema 2.2 (Teorema de Binet) Dadas as matrizes quadradas A e B de mesma
ordem, temos que:

det (AB) = det A det B.

Esse teorema é importantissimo para mostrar se uma matriz possui ou nao uma matriz
inversa.

Exemplo 2.24 Dadas as matrizes

temos:
AB = { ?0++1§ (152++1g ] B { 12 1(75}
det (AB):‘ 12 ig ’:289—256:33
detA:‘; ?‘:1—4:—3
detB:‘?5 2‘225—36:—11

det A det B = (—3) - (—11) = 33
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Portanto, de acordo com o teorema de Binet, det (AB) = det A det B = 33.

Como corolario, podemos demonstrar que uma matriz quadrada A ¢é invertivel se, e
somente se, det A # 0:

De fato, da defini¢ao de matriz inversa temos que AA~! =T, logo det (AA™!) = det I,
e utilizando o Teorema de Binet, podemos escrever

det (AA™Y) =det Adet A™' = det L.

O determinante da matriz identidade é, como sabemos, igual a um, assim obtemos

1
det A~ = .
¢ det A

Entao, se det A = 0, a matriz A nao possui inversa, por nao existir divisao por zero.
Podemos portanto concluir que uma matriz A é invertivel se, e somente se, det A # 0 [2].

2.4 Autovalores e Autovetores

Antes de falar sobre autovalores e autovetores vamos falar um pouco sobre Bases e
Dimensoes. Isso nos ajudara a entender melhor o conceito de autovalores e autovetores.

Seja o = {vy, vg, ..., v, } um conjunto ordenado de vetores de um espago vetorial nao
nulo V. Dizemos que o é uma base de V' se as seguintes condigoes sao verificadas [2]:

i) os vetores de « sdo linearmente independentes;
it) V = span{a}.
Teorema 2.3 Sendo o = {vy, v, ...,v,} um conjunto ordenado de vetores de um espago

vetorial nao nulo V. As sequintes afirmacoes sao equivalentes:

i) o € uma base de V' ;

it) Cada vetor v em V pode ser escrito de modo inico na forma

V= a1V + aoUy + ... + a, Uy,

Demonstracao: Suponhamos que o é uma base de V. Tomemos v € V. Como « gera
V' existem numeros reais aq, as, ..., a, tais que

V= a1v; + AUy + - - + Ay U (1)

Para mostrar que a combinagao linear em (1) é uinica, suponhamos que existem by, b, ..., b,
em R tais que



17

vV = 1)11)1 + b2v2 +-- bnvn. (2)
De (1) e (2) segue-se que
(CLl — bl)Ul + ((12 — bg)?}g 4+ 4 (CLn — bn)Un = 0. (3)

Como « é independente, a equacao (3) é satisfeita somente se a; — b; = 0 para todo
1 < j < n, ouseja, se b; = a; para todo 1 < j < n. Como v € V foi tomado de modo
arbitrario, conforme (ii) . Suponhamos agora que « tem a propriedade de que cada vetor
v em V pode ser escrito de modo tnico como combinacao linear dos elementos de a.
Claramente « gera V' e para mostrarmos que « ¢ independente, consideremos a equagao

k‘l’Ul +k2?}2+ +kn’0n =0.

Como tem-se que 0 = Ov; + Ovy + --- 4+ Ov, e esta escrita é Unica, segue-se que
/ﬁ:kg::kn:O

g

Quando a transformacao linear for de um espaco vetorial V' nele mesmo, ela sera
chamada de operador em V. Um operador linear em V', onde V' tem dimensao finita,
pode ser representado por uma matriz. Sendo as matrizes diagonais as mais simples do
ponto de vista das operagoes matriciais. Dizemos que um operador definido sobre um
espago vetorial V' de dimensao finita é diagonalizavel, quando for possivel representé-lo
por uma matriz diagonal em alguma base de V' [2].

Seja T' : V. — V um operador linear. Um nimero real A sera dito um autovalor
de T se existir um vetor nao nulo v em V tal que T'(v) = Av. O vetor v é chamado de
autovetor de T associado a \.

Observemos que se v é um autovetor de um operador 7' associado a um autovalor A,
entao todo multiplo escalar de v é também um autovetor de T associado a A\. Mais ainda,
se A(N) ={v eV; T(v) = v}, entdo A(\) é um subespago vetorial de V', chamado auto
espaco de T associado a A.

Proposicao 2.1 Seja T : V — V um operador linear e sejam Ay, Aa, -+ , A, autovalores
distintos de T'. Se v1,vq, -+ , v, sao0 autovetores associados aos autovalores A, Xa, -+ , A,
respectivamente, entao {vy, v, - ,v,.} € linearmente independente.

Demonstracao: A prova sera feita por inducao em r. O resultado é vélido para r = 1,
pois se T': V' — V ¢é um operador linear com autovalor A\; se v; ¢ um autovetor de T’
associado a A; entao {v;} é linearmente independente, pois v; # 0.

Suponhamos o resultado vélido para r — 1 e vamos prova-lo para r, r > 2. Para isto,
consideremos a equacao:
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a1v1 + agvy + - -+ 4+ a,v,. =0 (4)
onde ay,as, -+ ,a, sdo nimeros reais. Aplicando T em (4), obtemos
al()\lvl) + CLQ()\Q'UQ) +---+ CLT()\T»UT) =0 (5)

ja que T'(v;) = A\jv;, para todo 1 < j <.
Por outro lado, T' possui pelo menos um autovalor nao nulo. Sem perda de generali-
dade, suponhamos que A, # 0. Multiplicando (4) por A, obtemos

a1 (A\vr) + ag(Apva) + -+ + ap(Au) =0 (6)
de (5) e (6)
al()\l — )\T)Ul + ag()\Q — )\T)Uz + -+ ar,l()\r,l — )\T)UT,1 =0 (7)
Pela hipé6tese de inducao, {vy, va, - -+ ,v,_1} é linearmente independente. Portanto, de (7),
segue-se que
a;(Aj—A) =0, V 1<j<r. (8)
Como os autovalores de A, Ag,- -+, A, sdo todos distintos, de (8) obtemos a; = 0 para

todo 1 < j <r — 1. Substituindo estes valores em (4), concluimos que a, = 0 também, ja
que v, # 0.
Portanto, {vy, vg, -+ ,v,} é independente.
O

O numero de elementos de uma base de um espaco vetorial nao nulo V' de dimensao
finita é chamado de dimensao de V' e denotado por dimV'.

A Proposigao 2.1 nos permite concluir que, se a dimV = n e T possui n autovalores
distintos, entao V' possui uma base formada por autovetores de 7.

Se A for uma matriz n X n, entao um vetor nao nulo v em R” é denominado autovetor
de A se Av for um multiplo escalar de v, isto é,

Av =)\

com algum escalar \.

Nosso préoximo objetivo é elaborar um procedimento geral para encontrar autovalores
e autovetores de uma matriz A de tamanho n x n. Comecamos com o procedimento para
encontrar os autovalores da matriz A. Inicialmente, observe que a equacao
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Av=)v
pode ser reescrita como
Av = Mo,
ou equivalentemente como,
(AI—A)v =0.

Para que A seja um autovalor de A, essa equacao deve possuir alguma solugao v nao
nula. No entanto isso ocorre se, e s se, a matriz de coeficientes A\I — A tem determinante
nulo. Assim, temos o seguinte teorema.

Teorema 2.4 Se A for uma matriz n X n, entao A € um autovalor de A se, e so se, A
satisfaz a equagdo

det(AI — A) = 0.

Essa equacao é chamada equagdo caracteristica da matriz A.[3]
A seguir vamos encontrar os autovalores e os autovetores da matriz

=[5 4]

Segue que os autovalores de A sao solucoes da equacao

det(AI-A) =0
que pode ser escrita como
A—3 0
‘ —8 A+1 ' =0
Da qual obtemos
(A=3)(A+1)=0. (9)

Quando o determinante det(AI — A) do lado esquerdo de (9) é expandido, resulta um
polinémio Pa () de grau n denominando polindémio caracteristico de A.

Pa(A)=(A=3)A+1)=X—-21-3
que é um polinomio de grau 2.

Em geral o polinémio caracteristico de uma matriz A, de ordem n, é da forma

Pa(A) = X"+ by A" by oA by



20

onde bo, bl, ce ,bn,1 € R, [2]
Como um polinomio de grau n tem, no maximo, n raizes distintas segue que a equagao

Pa(A) = A"+ by g A" by 9N by =0

tem, no maximo, n solucoes distintas e, consequentemente, que uma matriz n X n tem,
no maximo n autovalores distintos. Como algumas dessas solugdes podem ser nimeros
complexos, é possivel que uma matriz tenha autovalores complexos, mesmo se a propria
matriz tiver somente entradas reais. Vamos encontrar agora as bases dos autoespacos da
matriz

Vimos que a equacao caracteristica de A é

A=3)A+1)=0

da qual obtemos os autovalores \y = 3 e A\; = —1. Assim, temos dois autoespacos de A,
cada um associado a um autovalor. Temos

-]

que é um autovetor de A associado a Ay = 3 se, e somente se, vy é uma solucao nao trivial

de (A\I — A)yy = 0, ou seja
A-3 0 ] =] _To
8 A+1 y 1= 1o

Se A\g = 3, essa equacao ¢ dada por
0O O x| _|0
-8 4 y| |0

Ox+0y | |0
—8x+4y | |0

—8r+4y =0
—8xr = —4y
r=12

2

Cuja solugao geral é {[,t]"|t € R}. Fazendo ¢t = 1, temos

o[
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que é uma base do autoespaco associado a A = 3.

Agora para Ay = —1, temos que encontrar um vetor
S
tal que (A\I — A)v; = 0. onde v; é também solugao nao trivial. Substituindo A\; = —1 na

equagao temos
—4 0| jz|_1]0
-8 0 y| |0
—4x+0y | |0
—8x+0y | | 0|

O que implica, —4x = 0 e logo z = 0. Nesse caso, a solucao geral é {[0,¢]T|t € R}.
Fazendo t = 1, temos
10
1 = 1

que é uma base do autoespaco associado ao autovalor A\; = —1.

A defini¢ao e a proposicao que seguem, servirao de suporte para a demonstracao do
Teorema de Cayley-Hamilton [2].

Definig¢ao 2.12 Dada uma matriz A = (a;j) quadrada de ordem n, seja detA_;_; o
determinante da matriz quadrada de ordem n — 1 que surge ao eliminarmos a i-ésima
linha e a j-ésima coluna da matriz A. A matriz de cofatores de A ¢é de tamanho n xn
e definida por B = (b;;) com b;; = (—1)"detA_;_;. A matriz adjunta de A é a matriz
transposta de B. Cuja notagao,

adj(A) = B”.
Proposicao 2.2 Seja A uma matriz quadrada de ordem n. Entao
adj(A)A = det(A)L,.
Em particular, se det A # 0, seque
-1 _ adj(A)

det(A)’

Teorema 2.5 (Teorema de Cayley-Hamilton) Seja A uma matriz quadrada de or-
dem n e seja Pa(X) o polinémio caracteristico de A. FEntio, Pa(A) = 0, onde 0 € a
matriz quadrada nula de ordem n.
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Demonstracao: Como Pa () é um polinémio moénico de grau n em A, podemos escrever

PA(A) = )\n + bnfl)\ni1 + bn72)\n72 + -+ bl)\ + bO; (10)

onde b, by, -+ ,b,—1 sdo nimeros reais. Seja C(\) a matriz adjunta da matriz A\I — A.
Como C(A) é, por definigdo, a transposta da matriz cujas entradas sdo cofatores de
(AI — A), logo sao polinémios em A de grau menor ou igual a n — 1. Assim, podemos
escrever

CA)=C, A" - £ CA + C, (11)

onde Cy, Cq, - -+, C,_1 sao matrizes quadradas de ordem n, que nao dependem de A. Pela
proposicao 2.2, temos

(AL, — A)C(N) = PA(M1,,
ja que, por definigdo, Pa(A) = det(Al, — A). De (10) e (11) temos

(AL, = A)(Cp N P CIA+C) = (V" + b A"+ o A + b)) L.

Da igualdade anterior, obtemos

( Cn—l = In

Cn—2 - Acn—l = bn—lIn
Cn73 - ACan = banIn

Co— AC, =41,

. —ACO == bOIn
Multiplicando cada uma das equacoes acima por A" A"! ... A I, respectiva-
mente, temos
(A"C,_, = A"

An_lCn—Q - Ancn—l = bn—lAn—l
An_ZCn73 - An_lcan = bn72An72

ACQ - A201 = blA
L —ACO - bOIn

Somando membro a membro as equagoes acima, resulta

Po(A) = A"+ b, A" o 4 by A 4 bol, = 0.
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Exemplo 2.25 Vamos considerar a matriz do exemplo anterior

3 0
U
cujo o polinomio caracteristico é

Pa(\) = A\ =2\ — 3.

Pelo Teorema de Cayley-Hamilton, Px(A) = 0.
Vamos agora verificar esta igualdade diretamente. De fato,

Pa(A) = A% —2A - 31, =

3 0 2_2 3 0 3 L of_[9 0] |6 O ( |3 0]_]10 0
8§ —1 8 —1 0O 1] |16 1 16 -2 0 3] |0 0
Uma consequéncia imediata do Teorema de Cayley-Hamilton é que a poténcia

A" de uma matriz A quadrada de ordem n, pode ser escrita como combinacgao linear das
potencias de A com os expoentes menores do que n, pois se

Pa(A) = A" 4 by g A" 4 by oA T2 e by A by,
entdo Pao(A) =0, o que é equivalente a

A" = b, A" — o — b A — bl,,.

2.5 Diagonalizacao

Definicao 2.13 Dizemos que uma matriz quadrada A € diagonalizavel, se existe uma
matriz P invertivel tal que P~*AP = D, com D diagonal.

Para descobrirmos as matrizes D e P, vamos precisar utilizar os autovalores e auto-
vetores da matriz A.
Exemplo 2.26 Vamos diagonalizar a matriz
1 1
A = .

Vamos Primeiro descobrir os autovalores da matriz A.
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‘A—l -1

-1 A—l':Q

A=1(A=1)—1=0
M-A=-A+1-1=0
M —20=0
AA—2)=0
M=0 ou A =2

Para Ao = 0, encontramos o autovetor

EERHEH

T =y

Cuga solugao geral é {[t,—t]"|t € R}. Fazendot =1, temos

o[ 1]

Para Ay = 2, encontramos o autovetor

EEEHEN

r—y=0
r=y
Cuga solugdo geral é {[t,t]T|t € R}. Fazendo t =1, temos

w-[1]

A matriz D, sempre serd formada pelos autovalores da matriz A. E a matriz P, sempre
serd a matriz dos autovetores da matriz A e estao dispostos em colunas esses autovetores.
Devemos ter atencao que a ordem que os autovetores aparecem em P respeita a ordem
que os autovalores aparecem em D, [2].

o3 8] < e-[ 4 1)
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Se tivermos n autovetores linearmente independentes ou se todos os autovalores forem
distintos, a matriz ¢ diagonalizavel. Note que a reciproca nao é valida. Nem toda matriz
diagonalizavel tem autovalores distintos.

Podemos escrever nossa matriz A diagonalizdvel da seguinte maneira A = PDP~1
que chamamos de decomposicao espectral. Tal maneira de escrita da matriz A facilita o
calculo de poténcias dessa matriz. Observe:

A? = AA = PDP 'PDP ! = PDIDP ! = PDDP ' = PD?*P!

A% = A%A = PD?P'PDP ! = PD?IDP ! = PD?DP! = PD3P!

A*=A*A =PD*P'PDP ! = PD’IDP ! = PD?*DP ! = PD*P!
Por indugao:

A" = PD"P!

A poténcia da matriz D é facil de se calcular, pois D é uma matriz diagonal e sua
poténcia é a matriz diagonal onde cada elemento é o elemento correspondente da matriz
D elevado ao expoente em questao.

3 Matrizes Circulantes

Segundo Davis [4], os fatos bésicos sobre matrizes circulantes e sua relagdo com a
Transformada Discreta de Fourier foram redescobertos repetidas vezes. As matrizes circu-
lantes téem um papel importante nas aplicagoes do ponto vista algébrico, analista numérico,
combinatorialista e fisico. Agora as matrizes circulantes sao vistas como instancias espe-
ciais de matrizes estruturadas ou padronizadas mais gerais.

Matrizes circulantes é o principal novo ingrediente de alguns algoritmos de melhorias
de imagens, pois podem modelar regularidades naturais comumente encontradas em con-
juntos de dados de visao computacional. Essas matrizes sao matrizes quadradas com um
padrao deterministico simples, que serd explorado ao longo do restante desse trabalho.

Apesar de sua aparente simplicidade, as matrizes circulantes conectam assuntos muito
diferentes na paisagem da matematica. Seus usos na engenharia incluem a caracterizagao
dos limites de sistemas lineares invariantes no tempo no processamento de sinais, recu-
peracao de sinais esparsos com matrizes de detecgao de circulantes em sensoriamento
comprimido e métodos de desfocagem no processamento de imagens. Elas sao um tépico
importante em criptografia, sendo usados para construir cédigos de correcao de erros.
Na fisica, as matrizes circulantes estao relacionadas com as representagoes de grupos em
mecanica quantica discreta e podem ser usadas para obter solucoes de equacoes diferen-
ciais parciais. As matrizes circulantes também produziram resultados importantes no
estudo de rafzes de equagbes polinomiais [5].
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No entanto, pode-se argumentar que as matrizes circulantes sao objetos matematicos
interessantes por si mesmos.

Definicao 3.1 Uma matriz circulante de ordem n é uma matriz quadrada da forma

Qo ap Gz -+ Qp-1

ap—1 QG G -+ QAp-2

A = circ(ag,ar,a9,...,a4,_1) = | @n—2 Qdn-1 Qo -+ Gn-3
ay as as - Qo

Observe que o padrao deterministico é totalmente especificado pelo vetor gerador que
aparece na primeira linha ou na primeira coluna da matriz circulante. Cada uma das
linhas restantes é apenas a linha anterior deslocada para a direita por um elemento, e o
elemento mais a direita aparece como o primeiro elemento da proxima linha. Referimo-nos
a esta operagdo como uma mudanga ciclica [4].

A matriz de Toeplitz, é uma generalizacao da matriz circulante. Contudo, as matrizes
de Toeplitz nao mantém muitas das boas propriedades das matrizes circulantes, como
a relagao direta com a Transformada Discreta de Fourier (DFT). A matriz de Toeplitz
é uma matriz em que cada diagonal descendente da esquerda para a direita tem valor
constante, como mostramos abaixo:

Qg a_q1 Q_9 --- e a_n+1

aq Qo a_q

Q2 ai
T =
a_q a_o
aq Qo a_q
an—l DY ... a2 al CLO

Note que toda matriz circulante é uma matriz de Toeplitz, mas nem toda matriz de
Toeplitz é uma matriz circulante.

Exemplo 3.1
1 2 3 45
012 3 4
T=|16 01 2 3
76 01 2
8§ 7 6 0 1

3.1 Operacoes com Matrizes Circulantes

1) A soma de matrizes circulantes resulta em uma matriz circulante.
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Observe o caso de matrizes de segunda ordem:

ab+cd_a+cb—|—d
b a d c¢| |b+d a+c

HH MR

2) A subtragdo de matrizes circulantes também resulta em uma matriz circulante.

Exemplo 3.2

Observe, mais uma vez, o caso de matrizes de segunda ordem:

R e

HHEEE N

Sejam as matrizes circulantes A = circ(ag, aq, ag, ..., an—1) € B = cire(bg, by, by, ..., by—1),
a soma ou subtragao delas resulta em um matriz C, tal que C = circ(ag £ by, a; £ by, a2 £
ba, ..., @y_1 £ b,_1), pois a matriz resultante da soma de duas matrizes circulantes de
mesma ordem terd na primeira linha, em cada elemento, o resultado da soma/subtracao
dos elementos correspondentes das matrizes A e B, e todas as outras linhas serao copias
transladadas, da maneira ja prescrita, dessa primeira linha.

3) A multiplicagdo de uma constante por uma matriz circulante também resulta em
uma matriz circulante.

No caso de matrizes de segunda ordem:

cnei; - [ 2

Exemplo 3.3

b a kb ka

De maneira geral, para uma matriz circulante qualquer A = circ(ao, ai, az, ..., a,—1),
de ordem n, ao multiplicarmos ela por uma constante k, temos uma nova matriz com
todos os elementos de A multiplicados por k, e portanto, essa é também uma matriz
circulante.

k- A = circ(kag, kay, kag, ..., ka, 1)

Exemplo 3.4
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4) Sejam A e B duas matrizes circulantes de mesma ordem, entdao o produto delas é
uma matriz circulante e é comutativo, ou seja, AB = BA.

Faremos, nesse trabalho, apenas a demonstracao para matrizes de terceira ordem.

Demonstracgao:
a b c d e f
c a b fd e | =
b ¢ a e f d
ad+bf +ce ae+bd+cf af+be+cd
cd+af+be ce+ad+bf cf+ac+bd | =
bd+cf +ae be+cd+af bf+ce+ad
d e f a b c
f d e c a b
e f d b ¢ a
O
Exemplo 3.5
1 2 3 4 5 6
3 1 2 6 4 5| =
2 3 1 5 6 4
1-442-6+3-5 1-54+2-443-6 1-6+2-54+3-4 31 31 28
3-44+1-6+2-5 3-5+1-442-6 3-6+1-5+2-4 | =128 31 31
2:4+3-64+1-5 2-54+3-44+1-6 2-6+3-5+1-4 31 28 31

Algumas observacoes interessantes podem ser feitas sobre os determinantes das ma-
trizes circulantes de ordem 2 e 3.

No que se segue, vamos considerar a,b,¢c € R. O determinante de uma matriz real
circulante de ordem 2 ¢ igual a zero se, e somente se, o vetor gerador for composto de
elementos com os mesmos valores em modulo:

a

det A = b

b ‘:a2_b2

O determinante sera zero, a? — b* = 0, se, e somente se a®> = b2, ou seja, se a = *£b.
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Exemplo 3.6

a b ¢
detA=|c¢c a bl=ad+b+c—3abe
b ¢ a

A expressao que nos da o valor do determinante de uma matriz circulante de ordem 3
pode ser reescrita da seguinte maneira apds ser fatorada:

a® + b+ ¢ — 3abc = (a + b+ c)(a® + b* + ¢* — ab — be — ac)
Dessa maneira, o determinante de uma matriz circulante de ordem 3 ¢ igual a zero se

(a+b+c)=0ouse (a>+b*+c*—ab—bc—ac) = 0. A segunda parte podemos reescrever
da seguinte maneira:

(a®> +b* +c* —ab — bc — ac) = (2a* + 2b* + 2¢* — 2ab — 2bc — 2ac) /2
e, reorganizando
(a® +b* — 2ab + b* + & — 2bc + a® + ¢* — 2ac)/2 = [(a — b)* + (b — ¢)* + (c — a)?]/2

como a expressao ¢ uma soma de 3 quadrados e estamos considerando apenas nimeros
reais, ela s6 pode ser zero se cada termo entre parénteses for zero, portanto, se, e somente
sea=0b=c.

Concluindo, o determinante de uma matriz circulante real qualquer de ordem 3 é zero,
se e somente se, os elementos do seu vetor gerador forem todos iguais, ou se a soma deles
for zero.

Exemplo 3.7
A = cire(4,6,—10)

4 6 —10
det A =] —10 4 6 | =0
6 —10 4

poisa+b+c=44+6—10=0.

Dessa maneira fica mais facil determinar se uma matriz circulante de ordem 2 e de
ordem 3 possui ou nao uma matriz inversa. Para fazer isso basta apenas olhar para o
vetor gerador dessa matriz e conferir as condicoes descritas acima. Relembrando que
uma matriz quadrada qualquer possui inversa se, e somente se, o determinante dela for
diferente de 0.
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3.2 Numeros Complexos

Antes de falar dos autovalores e autovetores de uma matriz circulante, vamos falar
brevemente de nimeros complexos, pois os nimeros complexos serao uma ferramenta
muito util para os calculos dos autovetores e autovalores de uma matriz circulante, prin-
cipalmente de matrizes circulantes onde o vetor gerador tenha pelo menos 3 elementos.
Isso ficara claro mais adiante.

Definicao 3.2 Um niumero complexo pode ser representado por uma expressao da forma
z = a+ bi onde a e b sao niumeros reais e i € um simbolo com a propriedade de que

i = —1, e seu mddulo ¢ definido como |z| = va? + b [6].

No numero complexo z = a + bi, a é a chamada parte real de z e b é a parte
imaginaria.

O médulo |z|, ou valor absoluto, acima definido, de um ntimero complexo, pode ser
interpretado geometricamente como a distancia do ponto z = (a, b), no plano dos nimeros
complexos (o chamado plano de Argand-Gauss), até a origem, e pode ser, portanto,
calculado com o teorema de Pitagoras.

Exemplo 3.8 Vamos calcular o modulo do nimero complexo

z2=24+3

2| = Va2 + 2 =v22+32=4+9=V13

Outra maneira bastante 1til de representarmos os ntmeros complexos é através da
chamada forma polar. Sabemos que qualquer nimero complexo z = a + bi pode ser
considerado como um ponto (a,b) no plano de Argand-Gauss, e que esse ponto também
pode ser representado em coordenadas polares (r,6) comr > 0e —w < 6 < +.
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Im

a = rcosf

b=rsend

B P S R EE RN N W RN OEE WM WM W W W Em W

Figura 1: Numero complexo na forma polar

De fato,

a=rcos 0 e =rsen 0

O angulo 8 é chamado argumento de z. Precisamos também dar um significado para
a expressao € quando z = x + yi for um numero complexo. Usando a série de Taylor
[7], para e*, definimos

on 22 23
7_1+z+m+§r+ (12)

o0
=0
Se fizermos z = iy, onde y é um numero real, na equagao (13), e usarmos o fato

Y=1,it=q ?=—1, d=—i, it=1 P =i, ..

obtemos

2 3 4 5 2 4 6 3 5
=1y L il (1_y_+y__y_ .._>+Z-<y_y_+y_ )
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Reconhecendo os termos entre parénteses como as férmulas das séries de Taylor das
~ . 2 4 6
fungobes cos y e sen y, respectivamente, cos y = (1 -5 +5 -5 ) e sen y =

< — %—? + %—? + ), o resultado é a famosa féormula de Euler:

e = cos y + isen y.

Um resultado curioso ocorre se fizermos y = 7 na férmula de Euler: e™ = cos 7 +
isen T, ou seja, e™ = —1, que é considerado uma das mais belas equacoes da matematica,
por reunir as mais importantes constantes, de maneira bem simples, em uma tnica ex-
pressao.

3.3 Autovalores e Autovetores de Matrizes Circulantes

Podemos calcular os autovalores e autovetores de matrizes circulantes de duas maneiras
diferentes. Para ilustrar, seja uma matriz circulante qualquer, de ordem 2, A = cire(2, 1),
e calculemos, primeiramente, seus autovalores e autovetores da maneira padrao. A matriz

A é:
2 1
-2 1]

Os autovalores de A sdo as solugdes da equagao det(AI — A) = 0, que pode ser escrita
como

’)\—2 -1

-1 A-2 ‘:0‘

(A=2P2—=(-1)*=0
N4 \+4-1=0
A —4\+3=0

Calculando o discriminante dessa equacao do segundo grau, temos
A= (4?2 —4+1)(+3) =16 —-12 =4
entao

4V 4x2
22

A

Portanto, os autovalores de A sao Ay = 3 e Ay = 1. Vamos determinar o autovetor v
para A\g = 3 e v; para A\; = 1. Para o célculo de vy resolvemos o sistema abaixo:
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[—11 _11}{;]:{8}

o que resulta em x —y = 0, e portanto, x = y. Logo, a solugao geral desse sistema é dada
por {[t,t]"|t € R}. Fazendo ¢t = 1, e normalizando temos o autovetor

-5l1)

Analogamente, vamos determinar o autovetor v; para A; = 1 resolvendo o sistema

A

o que resulta em —x —y = 0, e logo, x = —y. Portanto, a solucao geral do sistema acima
¢ dada por {[t,—t]"|t € R}. Fazendo t = 1, e também normalizando, temos o segundo
autovetor

a4

Apos os calculos dos autovalores e autovetores conseguimos determinar as matrizes D

e P, que nesse caso sao:
3 0 1 1
SR LS Y

Observe que o det D = det A = 3 e que a matriz P é invertivel, pois det P = —2 # 0.

Os autovalores e autovetores de qualquer matriz circulante podem ser calculados como
mostramos anteriormente mas também podem ser calculados da maneira que explicaremos
a seguir [5].

Representemos por C,, a matriz circulante especial, de ordem n, dada por C, =
cire(0,1,0, ...,0), ou seja,

010 - 0

001 - 0
Cn: .

1 00 0

Uma importante caracteristica dessa matriz é que seus autovalores sao as n raizes
n-ésimas complexas da unidade:
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Teorema 3.1 Seja C,, = circ(0,1,0,...,0), entdo seu polinémio caracteristico é dado por
Pg, (z2) = 2" —1.

Demonstragao:
[ 2 —1 0 0 0]
0 =z -1 0 0
P, (z) = det(2I — C,,) = det :
0o 0 0 z —1
-1 0 0 -0 =z

Usando o desenvolvimento de Laplace para calcular o determinante, considerando a
n-ésima linha, temos

[ -1 0 o0 0 ] [z 1 0 0

z =1 0 - 0 0 =z —1 0

Pc, (2)=—-1(-1)""det | 0 2z =1 -+ 0 |4z(-1)""det |0 0O 2z --- 0
00 0 - -1 (0 0 0 - 2

observando que as duas matrizes menores acima sao triangulares, e que portanto, como ja
salientado anteriormente, o determinante de cada uma delas é o produto de seus elementos
da diagonal principal, segue que

P, (2) = —1(=1)" (=)t 4 (=)t =2" — 1

Assim, podemos concluir que o conjunto dos autovalores de C,, sao as n raizes n-ésimas
da unidade:

m
Zm =€ comm=0,1,2,...n— 1.

Proposicao 3.1 Qualquer que seja a matriz circulante C = circ(ag, aq, ag, ..., an_1), vale
que o polinomio q(z) = ag + a1z + ax2? + azz® + ... + a,_12"" ! satisfaz

C =¢(C,) = aol +a,C, + a;C? + a3C? + ... + a,,_,C" .

Demonstragao:

E facil ver que,
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[ a  ay ay o a,q | 100 .- 0] 010 --- 0]
Qp—1 Qo ay -+ Ap—2 010 0 0 01 0
Gnoo Gno1 Qo 0 Gpeg | =qg| 0 0 1 <+ 0| 44,000 -+ 04
| ay a9 as - -- Qo ] _0 00 --- ]._ _]. 00 --- 0_
[0 0 1 0| [0 0 0 1]
000 -+ 0 100 -+ 0
a | 000 - 0|4.iqg 010 -+ 0
(010 0 | (000 0 |
ou seja,

C = aoI,, + a1C,, + agcire(0,0,1,...,0) + ... + a,_1cire(0,0,0, ..., 1)
circ(0,0,0,1,...,0) = C3

n’

e finalmente, observando que circ(0,0,1,...,0) = C?

n’

circ(0,0,0,...,1) = C*! podemos concluir que C = ¢(C,,)

etc, até

g

Exemplo 3.9 Sejam

a b ¢ 0 1 0 1 0 0
A=|c a b|,C3=|0 0 1|, I=]0 1 0] eq(z)=a+bz+c*
b ¢ a 1 0 0 0 0 1
Temos que,
1 0 0 0 1 O 0 0 1
q(C3) =al+bC3+cC5=a |0 1 0| +b|0 O 1|+c|1 0 O
0 0 1 1 0 0 0 1 0
ou seja,
b ¢
qC3)=1c¢c a b |=A
b ¢

Proposicao 3.2 Sejam A uma matriz quadrada de ordem n, v € C* e A € C. Se
Av = v, entao A"v = \"v, V n € N.
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Demonstracgao:
Essa propriedade pode ser verificada pelo Principio de Inducao
(I) A propriedade é vélida para n = 1, pois Av = Av.
(IT) Suponha a propriedade valida para n = k:
AFy = ey,
Vamos provar que a mesma vale para n = k + 1, de fato

Ay = AF(Av) = AF(w) = M(AR) = A(\Fo) = Nty
Logo, a propriedade é valida para todo n € N. O

Teorema 3.2 Sejam ag,aq,as,...,a,—1 € R e C = circ(ag, ay,ag, ..., an—1) uma matriz
circulante real qualquer. Entdo, todos os autovalores de C sdo da forma q(zn), onde

-

Zm =¥ (m=0,1,2,...,n—1), sdo os n autovalores de C,, e q(z) = ap+ a1z + as2> +
asz> + ...+ ap_12" N

Demonstracgao:

Seja z,, um autovalor de C,, e seja v, o autovetor associado ao autovalor z,,, ou seja
(zmI — Cp)v, =0 < Cuup = 20Uy, Podemos ver que ¢(z,,) é autovalor de C, pois

[4(zm)T = Clom = [q(zm)T = (a0l + a1 Cy, + 02CL + a3C)) + - + a1 C) 7)oy

= Q(Zm)vm — ((IOI +a1C,, + GQCEL -+ a3Ci 4+ an_lcz—l)vm

= q(2m)Vm — (aUm + a1C Uy + asC2vp, + a3C30,, + - + a1 C" oyy,)

n—1

2 3
= q(2m)Vm — (QoUm + a1 2V + Q225U + 325 UV + <+ Qp_12) Up)

= q(2m)Vm — (a0 + @12 + ag22, + azz>, + -+ ap12 V= ¢(2m)Vm — ¢(2m)Vm

E, portanto [q(zm)I — C} v, = 0. Visto que, como vimos
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_ 2 2 3 _ .3 n—1 _ . n—
Covm = 2nm, CoUm = 2,0m, Covm =2,0m, -, Cr oy =20 Up.

Esse teorema nos permite concluir que os autovalores de uma matriz circulante sao
Cm }
exatamente \,, = q(z,,) = q(e*™" ), ou seja

n—1
Am = Zake%i%, 0<m<n-1) (13)
k=0

Uma propriedade surpreendente das matrizes circulantes é que, quaisquer que sejam
as matrizes circulantes de uma mesma ordem determinada, os autovetores sao sempre os
mesmos, devido a proposicao 3.1 e ao teorema 3.2, de maneira que se encontrarmos
os autovetores de uma matriz circulante qualquer, de uma ordem fixa, encontramos os
autovetores de qualquer matriz dessa mesma ordem. E facil ver que isso é verdade, da
seguinte maneira: Seja v,, o autovetor da matriz C,, correspondente ao autovalor z,,
dessa matriz. Multiplicando a esquerda a matriz C em v,,, e usando a propriedade dada
pela proposicao 3.1, temos Cu,, = (aol + a;C,, + a2C2 + a3C3 + ... + a,_1C" v, e
consequentemente Cv,, = (AgUnm + @12mUm + A222,00m + 325 1V + o + Q125 o),
logo Cv,, = (ap + a12m + a222, + az23, + ... + an_12")vm = q(2m)vm. Mas como, pelo
teorema 3.2, 0s q(z,,) = A, sao autovalores de C, podemos concluir que os v, também
sao os autovetores de C, correspondentes aos autovalores A,,.

Podemos escolher encontrar, portanto, os autovetores da matriz C,, de ordem n.
Para encontrar os autovetores dessa matriz, basta resolver o sistema C,v,, = z,Upn,
onde z,, = €>™% é um autovalor qualquer de C,, e fazendo v,, = (zo, 71,72, ..., Tp_1)",
precisamos encontrar a solucao da equacgao matricial

(00100 - 0] [ zo | [ 2 ]
Ooo010 --- 0 T T
0001 -+ 0f.| 2 | =z | 2
_1000 O_ _.len,1_ _anfl_

que, escrita em termos de um sistema de equacoes lineares

(01’0 + 11’1 + 01’2 + 01’3 + -+ Ol’n_l = ZmTo
Oxg + 0x1 4+ 1l + 023 + - - - + 021 = 2,21
< Oxg + 027 + 020 + 13+ -+ - + 021 = 222

{1z + 021 + 0xg 4 023 + - - - + 021 = 21 Tp—1
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resolvendo o sistema, colocando zy = 1, segue que T, = 2, To = 22, T3 = 20, ..,
Tn_1 = 2" 1. Portanto, os autovetores de qualquer matriz circulante C, correspondente

aos autovalores A, dessa matriz, sdo dados por (devidamente normalizados em C"):

271'2‘m
27 2

e 0<m<n-—1) (14)

o= m
n

Os autovalores sao diferentes para cada matriz circulante, mas como conhecemos os
autovetores, elas sao facilmente diagonalizaveis.

Teorema 3.3 Se A € uma matriz circulante, ela é diagonalizavel.

Demonstragao: Pela equagao (14) os autovetores de uma matriz circulante sao linear-
mente independentes, fazendo com que ela seja diagonalizavel.

O produto escalar de dois autovetores quaisquer v, e v;, em C" é dado por

* _ 1 2 —omi orit —27ri2 27rz —QWZM o (n=LL
v, U= | —= (1+e ne ' e W bete e " )
NG

2(l n)

(1) n>)

ou seja v}, - v = (1 + e2mi® + ST -+ e , 0 que pode ser escrito

como

1
U U= (L + 2am + 2my + -+ 2050 )

onde (0 < m,l <n—1). Por fim, é facil ver quese m =1, v}, -v; = %(1+1—|—---—|—1) =1,
em # [, v} v = 0, por que o produto escalar ¢ proporcional a soma de todas as n-ésimas

raizes complexas da unidade, que é zero.
0

Em matematica, a transformada de Fourier é uma transformada integral que ex-
pressa uma fungao em termos de fungoes senos e cossenos. Existem diversas variacoes
relacionadas desta transformada, a que esta mais intimamente relacionada com as matri-
zes circulantes é a chamada transformada discreta de Fourier (DFT). A DFT age
em sequéncias, em vez de agir em fungoes de variavel continua, e corresponde a amostra-
gens igualmente espacadas em frequéncia [9].

A DFT é uma das transformadas discretas mais importantes, é usada para executar a
analise de Fourier em muitas aplicagoes praticas em tempo discreto. E também usada no
processamento digital de sinais, em sinais de radio e processamento de imagens. A DFT
também pode ser usada para resolver equacoes diferenciais parciais.
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A equagao (13) indica que os autovalores de uma matriz circulante qualquer sao dados
exatamente pela Transformada Discreta de Fourier do vetor gerador da matriz circulante
A = circ(ag, ar,ag, ..., ay_1).

Vamos agora calcular os autovalores da matriz A = cire(2,1) com o método da Trans-
formada Discreta de Fourier, que é a outra maneira de calcular os autovalores de uma
matriz circulante, a que referimos anteriormente.

Utilizando a Equacao (13), temos (n =2 e m =0,1)

Mo =ape’ +a1e®°=2-1+1-1=3

1-1

M o=ape’ Fae™z =2-1+1-(-1)=1

Portanto A\g = 3 e A\; = 1 que sao os mesmos valores achados anteriormente pelo outro
método. Os autovetores da matriz A, correspondentes a esses autovalores, podem ser
calculados diretamente através da equagao (14).

SRR AN
’U = — .0 = — = —
0 \/§ e2miy \/§ 0 \/5 1
alemi | =7l ] - A
'Ul _- —F= 271'1'1 = — - [ep—
V2 | e V2 e V2 [ -1
Encontramos a mesma base do método anterior, porém normalizada.
No préoximo exemplo calcularemos os autovalores de uma matriz circulante de ordem
3 utilizando as duas maneiras descritas anteriormente e calcularemos os autovetores uti-
lizando a equagao (14).

Exemplo 3.10 Encontrar os autovalores e autovetores da matriz circulante A = cire(0, 1, 2)

A=

_= N O

1
0
2

O = DN

Seque que podemos calcular os autovalores de A, com o método padrao, encontrando
as solugoes da equagdao caracteristica det(A\I — A) =0

A =1 =2
—2 A =1 !=XN=-6)1-9=0
-1 -2 A

Que € uma equagao cibica (equagio de Cardano), que em geral nao é simples de
acharmos as raizes. Por tentativa e erro podemos calcular uma das raizes (3) e reescrever
o polinomio da sequinte maneira:
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A=3) (AN +3X1+3)=0
Portanto, uma das solugoes € A\g = 3 e as outras duas raizes sao as solugoes da equacao
de seqgundo grau N> + 3\ + 3 = 0, cujas raizes sio

-3 +iV3 —3—iV3
M=—— € N=——
2 2
Vale notar por esse exemplo que, mesmo que uma matriz circulante tenha apenas
entradas reais, 0s seus autovalores podem ser niumeros complexos.

Vamos utilizar agora o outro método, o método da DF'T para acharmos os autovalores
de A (equagao 13):

Xo = ape’ + a1’ +ae® =0+14+2=3

T T 2 2 4 4
Al = aoeo + ale2T + age4T =0-1+4+1 (003?7r + isen—W) + 2 (cosér + isen—W)

3 3
)\1_< 1—2\/_>

871 87T

47 8
Ao = ape® + ae 5 —I— ase 3 =0-1+ (cos— + Zsen?) + 2 (cos? + zsen?>
1

Finalmente, os autovetores de A podem ser computados diretamente através da equacao

(14):

2—1—21\/_) —3+iV3
2

2—2N’) -3-iV/3
2

1
1 0 1 1 1 1
Vo = — e27rz3 - 60 - 1
\/g 6271'2'% \/§ 60 \/§ 1
R _ _ _ 1 -
1 ezmé 1 e% 1 —1-i/3
Ul = — s = — = — —_—
V3 o2mi2 V3 o2 V3| s
L . L . L 2 m
1 L 1 i ] 1 | ! ]
_ 2mi2 _ dmi _ —1+iv3
Uy = —= e ""3 = — e’ 3 = — 1o
V3 o2 V3 ot V3 71721'\/5
L . L E L 2 .
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O calculo dos autovetores da matriz A, da maneira tradicional, envolve resolver um
sistema linear 3 x 3 com coeficientes complexos. Isso acarreta calculos consideravelmente
mais dificeis, o que mostra as vantagens de se utilizar diretamente a equagao (14).

Agora vamos pensar, do ponto de vista computacional, as vantagens de se usar esse
método para calcularmos os autovalores e autovetores de uma matriz circulante de ordem
mais alta. Uma matriz circulante de ordem n tem um polinomio caracteristico também
de grau n, e encontrar os autovalores dessa matriz, da maneira tradicional, implica em
encontrar as n raizes desse polinomio, o que pode ser algebricamente bem dificil, ou mesmo
computacionalmente pesado, em geral. Portanto, para ordens mais altas, o método da
DFT pode ser significativamente vantajoso.

4 Funcoes Hiperbdlicas Generalizadas

As matrizes circulantes, como vimos, aparecem em diversos ramos da matematica
pura e aplicada. Uma instancia interessante onde elas podem aparecer é no estudo das
propriedades das chamadas fungoes hiperbdlicas generalizadas [10].

Para qualquer par de inteiros (n,r), n >2e 0 <r <n— 1, a fungao inteira no plano
complexo C, definida como

nk+r

Z; nk+r) (15)

¢ denominada funcao hiperbdlica de ordem n e tipo r. Essa familia de fungoes
englobam, como caso especial, as fungoes hiperbdlicas classicas, bem conhecidas do célculo
diferencial e integral.

De fato, para o caso de ordem n = 2, temos duas funcoes, referentes ao tipor =0 e

r = 1; e podemos ver que Hyo(2) = cosh z = 3(e*+¢e %) e Hy(2) = senh z = 3(e" —e™7):

o0 ZQ]C Z2 Z4 26
k=0
o0 2k:+1 23 25 27
H271(Z):Zm —|—§+5'+ﬁ—|—
k=0

que sao exatamente as séries de Taylor das fungoes cosh z e senh z, respectivamente. O
— 1, mais simples, Hyo(z) = 32°, 2 = ¢7 ¢ a funca ial
caso n = 1, mais simples, Hyo(2) = ) _,_, %7 = €” € a funcao exponencial.
Uma das propriedades mais importantes e interessantes dessas fungoes ¢ a propriedade
abaixo, que mostra que a derivada de uma funcao hiperbdlica de ordem n é outra funcao
hiperbdlica de mesma ordem, mas de tipo menor:

d
EHM«(Z) =H,,1(2), (16)
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a prova é direta, dada uma ordem n > 2 qualquer, considerando por enquanto apenas as
funcoes de tipos 1 <r <n —1:

d N 2 O (nk )
_Hnr ANV T T nk4r—1
dz #(2) = dz[r'—i_; nk+r)! } rl +Z(nk—|—r)!z

de modo que,

d ZT—l o0 an+r—1 0 an+r—1
_Hnr = —— —_—— -— 0 = H’I’L r—
g o (2) (r—l)!+k_1 (nk + 7 —1)! ;(nmr—m r1(2)
enquanto que, para a funcao de ordem n > 2 e tipo r = 0:
d d e an 0 an—l
—H, =—11 —| = —_—
2z 1tno(?) dz{ 2 (nk)!} DIy —T
k=1 k=1
que, fazendo a substitucao k = [ + 1, no tltimo somatoério, resulta em
i - i nl+n—1 @
T N Hn,nfl z
— (nk —1)! lo(nl+n—1)!
o que indica que podemos fazer simbolicamente a identificacdo H, —1(z) = Hpn-1(2).

Mais ainda, podemos estender a defini¢ao de H,,.(z) para qualquer inteiro r, da seguinte
maneira

Hn,r(z) - Hn,r(mod n)(z)a

E possivel mostrar que o conjunto das n fungoes hiperbdlicas de ordem n, H,, .(z), (r =
0,1,2,...,n—1), forma um conjunto de n solugoes linearmente independentes da equagao
diferencial ordindria linear:

To2) _
2 6(e). (1)

Uma grande variedade de propriedades das funcoes hiperbdlicas pode ser estudada
com auxilio de uma matriz construida com essas fung¢oes como elementos. Seja H,(z2) a
matriz n x n tal que Hy(2) = (a;;), onde a;; = H,, ;—i(2), (i, =0,1,2,...,n—1):

Hn,O(z) Hn,l(z) Hn,2(2> Hn,n—l(z)
Hn,n—l(z) Hn,()(z) Hn,l(z) Hn,n—2(z)
H,(z) = Hyp2(2) Hpp-1(2) Hpo(2) Hppn3(2) ,z € C.
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A matriz Hy,(2), (n > 2), referida doravante como a matriz hiperbdlica de ordem
n, € uma matriz de tipo muito especial, uma matriz circulante, e seu determinante é o
Wronskiano da equagao diferencial (17). Com ela, e usando o teorema abaixo [10], que
afirma algumas propriedades dessas matrizes, podemos deduzir muitas das mais impor-
tantes identidades envolvendo as fungoes hiperbdlicas generalizadas.

Teorema 4.1 Seja Hy(z), (n > 2), a matriz hiperbdlica de ordem n, entao

detHyu(2) =1, (z€C), e Hu(z1+ 20) =Hpu(21) - Hu(22), (21,22 € C),

No que se segue, faremos uso frequente desse teorema para explorarmos as propriedades
das funcoes hiperbdlicas de ordem n = 2 e n = 3, e mostraremos a seguir, apenas para
essas ordens, os resultados det Hy(2) = 1 e det H3(z) = 1.

Demonstracgao:

Primeiramente, provemos o resultado det Hy(z) = 1. Notemos que det Hy(2) é a
funcao:

_ | Hao(z) H2a(2)
HQJ(Z) H270(Z)

derivando essa funcao, e lembrando que Hy,(z) = Hzo(2) e Hy(2) = Hy1(z) de (16),
temos

det Hy(2) = Hjo(2) — Hy,(2)

(det HQ(Z))/ = 2H2’0<Z)H271(2) — 2H2’1<Z)H2’0(Z) = 0,
de tal forma que det Hy(z) = constante e, finalmente, dado que Hs¢(0) = 1, ¢ Ho1(0) = 0:

Hyo(0) Hyq(0 Lo
det Hy(2) = det Hy(0) = Hj?g(); nggog ‘ - ‘ 01 ‘ =1

A prova de que det H3(2) = 1 é também simples e segue o mesmo raciocinio, mas um
pouco mais elaborada. A funcao det Hs(z) é:

H370(Z) H371(Z) H3’2(Z)
det H3(Z) = H372(Z) H370(Z) H371(Z) = Hg’O(Z)Ao(Z> — H371(Z)A1(Z) + H&Q(Z)AQ(Z)
Hs1(z) Hsa(z) Hso(z)

onde Ag(z), A1(z) e Ag(2) sao os determinantes das matrizes menores:

_ | H3o(2) Hzu(2) _ | H3a2(2) Hza(2)

| Hso(2) Hsp(z)
o H372(Z) H370(Z) ’7 A1<2)— H371(2) Hgvo(Z)

Ag(z) | Hza(2) Hsa(2)

) A2(Z)
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Derivando o determinante det H3(z), temos
(det Hy (=) = Hjo(2)Aol2) — Hy, (2)A(2) + Hy (=) (2)

+H30(2)A0(2) — Hsn(2)A1(2) + Hs2(2)A5(2)
de (16) sabemos que Hj,(z) = H31(2), H3,(2) = Hzo(2) e Hyo(2) = Hz(z), e portanto:

Hé,O(Z)AO — H§71(Z)A1 + Hég(Z)AQ = ngg(Z)Ao — Hgvg(Z)Al + H371(Z)A2
que pode ser reconhecido como o determinante da matriz abaixo

Hs35(z) Hso(z) Hsa(z)
Hso(z) Hso(z) Hsi(z) |=0
H371(Z) H3’2<Z) Hg’()(Z)

que ¢é nulo, pois a primeira e segunda linhas sao iguais. Também, podemos ver que, dado
que

Bo(z) = | 03 T | = Ho(e) — Haa(2)Haal)
S =] ) o | =) )l
Ba(e) = | 13 T | = Halo) = Haole) Haal)

as derivadas dessas fungoes sao:

AY(2) = 2H30(2) Hyo(2) — Hyo(2) Hzo(2) — H3 1 (2) = A (2)
N(2) = —2Hy 1 (2) Hao(2) + Haa(2) Hyo(2) + H2(2) = As(2)
Ny(2) = 2Hy 2(2) Hy 1 (2) — Hyp(2)Hy 1 (2) — H3o(2) = —Qo(2)
portanto,

Hj0(2)A) — H31(2)A] + H39(2) Ay = Hyo(2) Ay — H31(2)As — Hs9(2)Ao,
ou

H3’0<Z)A6 - Hg’l(Z)All -+ H372(Z)A/2 = —(H372(Z)A0 - H3,0<2)A1 + Hg’l(Z)AQ)

que é o determinante da mesma matriz acima, com sinal trocado, e portanto também
nulo:

H3’2(Z) H&Q(Z) H3’1(Z)
— H3’2(Z) ngo(Z) H3’1(Z) =0
H371(Z) H372(Z) H370(Z)
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Portanto, (detH3(2)) = 0 — 0 = 0, de onde podemos concluir que det H3(z) =
constante, e finalmente, dado que H3(0) = 1, H31(0) =0 e H32(0) = 0:

H3o(0) Hs1(0) Hsa(0) 100
det Hg(Z) = det Hg(O) = H372(O) Hg,[)(O) Hg}l(()) =01 0]|=1
H371(0> H372(0) H370(O) 0 0 1

Como dissemos anteriormente, podemos usar os dois resultados do teorema 4.1 para
extrairmos importantes identidades envolvendo as fungoes hiperbdlicas de ordem n = 2 e
n=3.

Para n = 2, det Hy(z) = 1 implica que

cosh z senh z

= cosh’z — senh?z = 1
senh z cosh z

det Hy(2) =

que é a relacao fundamental envolvendo as funcgoes senh z e cosh z. As relagoes que
resultam da soma dos argumentos das fungoes senh z e cosh z podem ser deduzidas de

Ha(z1 + 22) = Ha(21) - Ha(22):

cosh (z1 + z2) senh (z1+22) | | cosh zy senh z . cosh zo senh zo
senh (z1 + z2) cosh (z1+22) | | senh 2y cosh z senh zy cosh z

| cosh zicosh zy + senh zisenh zp  cosh zisenh z + senh zicosh z;
cosh zysenh zy + senh zicosh zo cosh zycosh zo + senh zysenh zy

De onde podemos retirar as duas identidades hiperbdlicas da soma de argumentos:

cosh (z1 + z2) = cosh zicosh zy + senh zisenh zy
senh (21 + z3) = cosh z1senh zy + senh zicosh zy

e as identidades envolvendo a subtragao seguem naturalmente dai, levando em conta a
simetria das fungoes: cosh (—z) = cosh z, senh (—z) = —senh z. Logo,

senh (z1 + z9) = senh zycosh zy £ senh zycosh z
cosh (z1 & z3) = cosh zycosh zy £ senh zsenh zo
Todas as identidades hiperbdlicas abaixo podem ser extraidas dessa mesma maneira,
com o uso iterado de Ha(2z 4 2) = Ha(2) - Ha(2):
senh 2z = 2senh zcosh z

cosh 2z = cosh® z + senh? z
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senh 3z = 3senh z + 4senh®z

cosh 3z = 4cosh®z — 3cosh z

senh 4z = 8senh® zcosh z + 4senh zcosh z

cosh 4z = 8cosh* z — 8cosh?® z + 1

Os graficos do cosseno hiperbdlico e do seno hiperbdlico, respectivamente, estao esbogados
nas figuras 2 e 3:

0.5 1 15 2 25 3 35 4

Figura 2: Cosseno Hiperbdlico
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-5 -4.5 -4 =35 -3 -2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 0.5 1 25 3 3.5 4 4.5 5

senh(z)

Figura 3: Seno Hiperbdlico

Para n = 3, det H3(z) = 1 implica que:

H3o(2) + H3 () + H3 5(2) — 3Hs0(2) Hy 1 (2) H32(2) = 1

que é a relacao fundamental envolvendo as fungoes hiperbdlicas de terceira ordem. As
relagoes que resultam da soma dos argumentos dessas funcoes podem ser deduzidas de
H3<Zl + 22) = H3(Z1) . H3(22):

Hso(z1) Hsi(z1) Hso(z1) Hso(22) Hsi(z2) Hso(22)
H;(21)Hs(22) = | Hsa(z1) Hso(z1) Hzi(z) Hjo(2) Hso(za) Hsi(22)
H3,1<Zl) H3,2(21) H3,0(21) H3,1(22) H3,2(Z2) H3,0(Z2)

Hs (21 + 22) = Hso(21)Hs0(22) + H31(21)Hs 2(22) + Hs 2(21)Hz1(22)
Hs (21 + 22) = Hs0(21)Hs1(22) + Hs1(21)Hs0(22) + Hs2(21)Hs 2(22)
Hjo(21 + 22) = Hso(21)Hs2(22) + H31(21)Hs1(22) + Hs 2(21)Hs0(22)

Pode-se mostrar que as trés fungdes hiperbdlicas de ordem 3, Hz o(2), H31(2) € H32(2),
também podem ser escritas em termos da funcao exponencial

1
Hao(2) = 5(€* + h* + ™)

1
Hs3q(z) = g(ez + qre?? + qpe®?)
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1
H372(Z) — §<€z _|_ QQeqlz _|_ Q1€q2z),

onde ¢ = (=1 +iv3)/2 e ¢o = (=1 — i\/3)/2 sdo as duas raizes ciibicas nio reais da
unidade. Equivalentemente, as fungoes hiperbdlicas de terceira ordem podem ser escritas

como

3
V3 27T>:|’

1
Hjo(z) = 3 [ez + 2¢7*/% cos <7z + =

1 3 2
H31(z) = 3 {ez + 2e7%/2 cos (%_z - —7T>]

3

de onde podemos notar que, para argumentos reais puros z = x, todas as trés funcoes
H;,.(x), r = 0,1,2, aproximam-se assintoticamente de e*/3 para x — oo, e oscilam
rapidamente para r — —oc.

Os gréficos das trés fungoes descritas acima estao representados na figura 4, para

argumentos reais:

05 1 15 2 255 3 35 4 45

-05

Figura 4: Fungoes hiperbdlicas de ordem 3 com argumentos reais
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5 Uma aplicagao geométrica de uma matriz circu-
lante

O uso da tecnologia é indispensavel na atualidade em salas de aula. A informatica
possibilita o ensino da matematica com mais dinamica. Os recursos disponibilizados a
partir da tecnologia, como os softwares educacionais, instigam a participagao dos alunos,
auxiliam a tomada de decisao e possibilitam fazer analogias no processo de ensino e
aprendizagem.

Nesse momento vamos utilizar Geogebra para fazer o esbogo de alguns triangulos que
serao descritos a seguir:

Considere o triangulo ABC', com vértices A(0,0), B(6,0) e C(3,5), ilustrado na figura
5. Os comprimentos dos segmentos a, b e ¢ e a drea (t1) do triangulo ABC sao fornecidos
pelo software Geogebra, conforme a figura 6.

-2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8

Figura 5: Triangulo ABC
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Ponto Segmento Triangulo

© | A=(0.0) @ :-58 @ u-15
@ B=(.0 @ bv-=58
Q@ | c=@35) @ =56

Figura 6: Valores fornecidos pelo Geogebra

Considere também a matriz circulante A = cire(1/2,1/2,0), e a matriz T composta
pelos vértices do triangulo ABC'. Ao multiplicar a matriz A com a matriz T vamos obter
os pontos médios dos segmentos a, b e ¢, [4].

Vamos entao fazer a multiplicacao de A por T:

12 1/2 0 0 0 30
0 1/2 1/2|-16 0|=1]45 25
12 0 1/2 3 5 1,5 2,5

que sao exatamente os valores fornecidos pelo Geogebra conforme a tabela que mostra as
coordenadas dos pontos médios dos lados do triangulo em questao (figura 8):

" 4
-2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7

Figura 7: Triangulo DEF



51

Ponto Segmento Triangulo

© |p=@o Q | d4-3 O w=37m
@ | E=(4525) O | e=2@
Q@ F=01529 Q =292

Figura 8: Valores fornecidos pelo Geogebra

Vamos realizar o mesmo procedimento com o triangulo formado pelos pontos médios
dos segmentos a, b e ¢, temos entao

1/2 1/2 0 30 3,75 1,25
0 1/2 1/2|-|45 25 |=| 3 25
/2 0 1/2 1,5 2,5 2,25 1,25

Figura 9: Triangulo GHI
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Ponto Segmento Triangulo

© |- (3.75, 1.25) @) g = 1.46 O | 13=09%
Q@ | H=(3.25) © | h=15
@ | '=(2512) @ | i=14

Figura 10: Valores fornecidos pelo Geogebra

Podemos realizar esse procedimento iteradas vezes para encontrar os pontos médios
do novo triangulo gerado pelos pontos médios do triangulo anterior. Se formos fazendo
esse procedimento sucessivas vezes o conjunto de triangulos converge para o Baricentro
do triangulo incial com rapidez geométrica. O Baricentro por sua vez tem coordenadas
[11]:

a (1‘1—1-562-1-903 3/1+y2+ys>
3 ’ 3

Dado um triangulo Ty de vértices A, B e C' e um inteiro positivo k, o triangulo de
ordem k é T, = AXT | onde AKX é a poténcia da matriz circulante A = circ(1/2,1/2,0) e
T ¢é a matriz composta pelas coordenadas do triangulo 7.

Para valores de k muito grandes nao fica tao facil calcularmos as coordenadas do
triangulo em questao, mas lembrando do Teorema 3.3 que afirma que toda matriz circu-
lante é diagonalizavel, é mais facil calcular suas poténcias utilizando a matriz diagonal e
a decomposicao espectral.

O que foi descrito para os triangulos acima, também pode ser descrito para um poligono
qualquer, o que vale ressaltar é que o tamanho da matriz circulante varia conforme a

quantidade de lados do poligono. Se o poligono tiver 4 lados a matriz circulante serd
A = cire(1/2,1/2,0,0), e assim por diante.
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Consideracoes Finais

Neste trabalho, dedicamos nosso estudo a alguns conteidos de matrizes, e em es-
pecifico, das matrizes circulantes e a abordagem de alguns problemas praticos. Alguns
tépicos matematicos, como o das matrizes circulantes, sao pedras preciosas que clamam
por serem admiradas e estudadas com diferentes técnicas ou perspectivas. Acreditamos
que o trabalho desenvolvido possa ajudar aos professores da Educacao Basica, possibili-
tando a participacao dos alunos no processo de construcao do conhecimento. No caso do
uso do Geogebra, agucando a criatividade e facilitando o desenvolvimento do aluno.

O estudo feito recorre a ferramentas de Geometria Analitica e de Algebra Linear e
serve como exemplo de uma atividade possivel de ser desenvolvida com alunos do 2° ano
do ensino médio. E muito importante que os professores consigam estabelecer relacoes
entre os conteudos da sala de aula com o mundo real. Desta forma, o desinteresse dos
alunos pela Matematica pode ser minimizado.
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