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RESUMO

Desde que a prova do ENEM tornou-se o principal acesso as Universidades Federais do
Brasil, o ensino da Matematica ganhou novos contornos na sua abordagem. Ao longo
das dez edicoes que fizeram deste exame a principal forma de ingresso em universidades
e programas de financiamento estudantis promovidos pelo governo federal, vimos que al-
guns contetudos tém um forte apelo e predominancia nesse formato de avaliacao, devido
a sua maior capacidade de contextualizacao com outras areas, o que nao significa ser
necessariamente uma aplicacao da Matematica nessa area. Devido a esse fato, contetidos
que outrora tiveram bastante peso nas antigas provas de Matematica dos vestibulares
tradicionais perderam espaco com o surgimento deste exame. Neste trabalho, fizemos
um levantamento de todos os contetidos cobrados na prova do ENEM e em cima de tais
resultados mostraremos a importancia dos contetidos menos cobrados (ou até nao cobra-
dos) nesta prova, citando sua relevancia em diversas areas da ciéncia e sua importancia
no desenvolvimento da sociedade. Além disso, apresentaremos algumas aplicagoes desses
contetidos em vestibulares, deixando claro para estudantes e professores do Ensino Médio
que a relevancia da Matematica nao se d4 meramente & incidéncia de contetidos na prova
do ENEM. Esperamos que este trabalho inspire professores e alunos de Ensino Médio, a
enxergarem a Matematica sob uma nova oOtica, de tal forma que eles vejam que a beleza

desta disciplina esta além das propriedades de seus conteiidos mostradas em sala de aula.

Palavras-chave: ENEM, Conjuntos, Numeros complexos, Matrizes, Logaritmos.



ABSTRACT

Since the ENEM test became the main access to the Federal Universities of Brazil, the
teaching of Mathematics gained new contours in its approach. Throughout the ten edi-
tions that have made this exam the main form of entrance into universities and student
financing programs promoted by the federal government, we have seen that some con-
tents have a strong appeal and predominance in this format of evaluation, due to its
greater capacity of contextualization with other areas , which does not necessarily mean
an application of Mathematics in this area. Due to this fact, other contentes that were
once widely explored in the old Mathematics tests of the traditional vestibular are no
longer relevant with the appearance of this exam. In this paper, we made a survey of
all the contents charged in the ENEM test and based on these results we will show the
importance of the contents less charged (or not charged) in this test, citing their relevance
in several areas of science and its importance in the development of society . In addi-
tion, we will present some applications of these contents in vestibular, with the purpose
of clarifying to students and teachers of high school that the relevance of mathematics
is not merely the incidence of content in the ENEM test. We hope this work inspires
teachers and high school students to look at Mathematics from a new perspective so that

they see that the beauty of this subject is beyond the properties of their classroom content.

Keywords: ENEM, Sets, Complex numbers, Matrices, Logarithms.
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1 INTRODUCAO

Atualmente, o Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM) é a principal forma
de ingresso nas Instituicoes de Ensino Superior do pais. Devido a isso, muitas escolas
direcionam o seu contetido programético de acordo com os contetidos mais cobrados do
ENEM. Consequentemente, os contetidos menos cobrados sao muitas vezes menosprezados
e tendo sua relevancia diminuida. Essa situacao dificulta o trabalho do professor em
destacar tais contetdos, pois sem uma justificativa direta, fica dificil despertar o interesse
dos alunos em aprender algo que nao ird lhes proporcionar um beneficio imediato.

O principal objetivo deste trabalho é mostrar a importancia dos contetdos de
Matematica que estao sendo pouco cobrados no ENEM, apresentando aplicacoes que im-
pactam diretamente o nosso dia a dia em diversas areas de conhecimento. Com isso,
espera-se motivar os professores a abordarem tais contetidos aos alunos destacando apli-
cacoes dos mesmos na sociedade, fazendo-os perceber que tais assuntos nao estao tao
distantes assim da nossa realidade.

Analisando as dez tltimas edigbes do ENEM (desde que se tornou o principal
processo seletivo do pais), percebe-se que contetidos como Conjuntos, Numeros Comple-
xo0s, Matrizes e Logaritmos, pouco ou quase nao aparecem nas questoes do exame. Esse
fato chama atencao pois areas de conhecimento tais como a Engenharia Elétrica, a Ma-
tematica Financeira, e a Computacao sao influenciadas diretamente ou tém suas bases
teoricas fundamentadas nesses contetdos. Diante disso, fica a questao: Por que contetdos
que influenciam diretamente nossa sociedade, possuem diversas aplicagoes, estao sumindo
do principal exame de acesso as universidades do pais? O fato é que eles sao importantes
e é isso que destacaremos aqui.

Este trabalho esta dividido como segue: no Capitulo 2 apresentaremos um breve
historico da origem do ENEM, destacando sua importancia nos seus primeiros anos, e
de como o Governo Federal se valia de seus resultados. Em seguida, mostramos quais
contetidos de Matematica foram mais e menos abordados desde que o ENEM passou a valer
como exame de acesso das principais universidades federais do pais. Nos Capitulos 3, 4, 5 e
6 destacaremos quatro contetdos “esquecidos” pelo ENEM; sao eles: Conjuntos, Nimeros
Complexos, Matrizes e Logaritmos. Para cada conteido apresentaremos defini¢oes e um
breve histoérico, destacando suas propriedades bésicas e, principalmente, a importancia
desses temas em diversas areas de conhecimento. Além disso, apresentaremos algumas
questoes de vestibulares que ainda abordam tais contetddos em suas provas. Consideracoes

finais serao feitas no Capitulo 7.



2 A MATEMATICA NO ENEM

Neste capitulo, apresentaremos um resumo do Exame Nacional do Ensino Médio
(ENEM), fazendo um breve histérico sobre sua implantacdo nas universidades. Além
disso, faremos um estudo detalhado sobre a prova de Matematica deste exame em todas
as suas edicoes validas como prova de acesso nas universidades federais, estabelecendo um

levantamento dos contetidos mais abordados e menos abordados ao longo dos anos.

2.1 Sobre o ENEM

O Exame Nacional do Ensino Médio foi criado pelo Ministério da Educagao e
Cultura (MEC) em 1998, visando avaliar o nivel de conhecimento sobre os contetidos
estudados durante a vida escolar; principalmente contetidos dos tltimos anos do ensino
fundamental e também de todo o Ensino Médio. Os resultados desse exame serviam de
parametro para o governo estabelecer politicas educacionais.

A partir de 2009, o ENEM passou a ser uma avaliacao que seleciona alunos
de todo o pais para o ingresso em instituicoes de ensino superior, substituindo assim os
vestibulares tradicionais que cada universidade federal realizava anual ou semestralmente.
A nota do ENEM também se tornou o principal parametro para selecionar alunos a
programas do Governo Federal como o SISU (Sistema de Sele¢ao Unificada), PROUNI
(Programa Universidade Para Todos) e FIES (Fundo de Financiamento Estudantil do
Ensino Superior). Como podemos verificar em [5], as institui¢oes de ensino superior tém
toda autonomia de escolher como vao utilizar a nota do ENEM em seu processo seletivo.
Porém, verificamos que a maioria das universidades federais aderiram SISU como tinica
forma de ingresso ao ensino superior (ou seja, ter o ENEM como unica forma de acesso),
outras de forma parcial, onde a nota do ENEM é um dos critérios no processo de ingresso
na universidade. A partir de 2014, o ENEM passou também a valer como ingresso em

algumas universidades em Portugal como podemos verificar em [2].

2.2 A Matematica na prova do ENEM

A prova do ENEM, é distribuida em quatro areas de conhecimentos, onde cada
area abrange algumas disciplinas que sao estudadas ao longo do ensino médio. Cada area
de conhecimento possui 45 questoes, perfazendo um total de 180 questoes aplicadas em
dois dias, onde em cada dia abrange duas areas de conhecimento.

A Matematica é a tnica area de conhecimento que possui apenas uma disciplina

em sua prova, dando um “peso’ significativo na nota final do processo. A prova de
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Matematica é aplicada junto a outra area de conhecimento totalizando 90 questoes com
duracao maxima de 05 horas, desse modo, temos uma média de pouco mais de trés minutos
para cada questao. A prova de Matematica representa 25% de toda nota do ENEM.

Na tabela a seguir, apresentaremos a quantidade de questoes cobradas por con-
tetido em cada ano desde que a prova do ENEM passou a ser critério de selecao para as

universidades ou seja, a partir de 2009 até a sua ultima edicao em 2018.

Tabela 2.1: Quantidade de questoes por conteiido na prova de Matematica do ENEM no
periodo 2009-2018

Contetudo 2009 | 2010 | 2011 | 2012 | 2013 | 2014 | 2015 | 2016 | 2017 | 2018
Razdes/Prop. 11 10 14 11 11 12 2 9 11 12
Aritmética 5 1 1 3 2 5 8 2 3 5
Funcoes 2 4 5 5 3 1 2 4 1 2
Progressoes 0 2 1 1 2 0 1 1 0 1
Geom. Plana 4 4 3 5 6 4 7 3 4 3
Geom. Espacial 5) 10 3 4 3 7 5) 5) 5) 2
Geom. Analitica 0 1 1 0 2 1 2 3 3 4
Trigonometria 2 2 1 0 1 0 1 0 3 3
Combinatoria 1 1 1 2 3 1 1 3 3 1
Estatistica 4 4 2 3 3 4 2 7 3 4
Probabilidade 4 2 4 3 3 1 3 1 3 3
Exp./Log. 1 0 1 1 1 0 1 2 1 1
Eq. e sistemas 2 2 0 0 1 1 0 0 0 2
Graficos/Tabelas 1 2 3 3 2 6 6 4 3 0
Matriz/Det. 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1
Analise de figuras 2 0 1 0 1 0 0 0 1 0
U. de medidas 1 0 2 1 1 1 2 0 0 0
Conjuntos 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0
Mat. Financeira 0 0 0 0 0 0 1 0 1 1
Sist. de Num. 0 0 1 2 0 1 0 1 0 0
N.Complexos 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Total 45 45 45 45 45 45 45 45 45 45

Fonte: Autor

Através da Tabela 2.1, identificamos que alguns contetidos tiveram uma maior
incidéncia ao longo dos anos, como por exemplo: Razoes e Proporcoes, Geometria Es-
pacial e Plana e Aritmética. Esses trés conteudos somados abrangem 51,08% de todas
as questoes cobradas ao longo de todas as provas do EMEM no periodo mencionado na
tabela. Em contrapartida, percebe-se tais ou nenhuma incidéncia de contetidos classicos
da base curricular do Ensino Médio como: Logaritmos, Matrizes, Nocoes de Conjunto e
Niumeros Complexos. A proxima tabela, destaca a distribuicao percentual de contetidos

ao longo desses dez anos, dando-nos o do total de questoes e a porcentagem de incidéncia
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por contetidos cobrados no periodo 2009-2018.

Tabela 2.2: Total de questoes por contetido em porcentagem

Conteado Total | Porcentagem(%)
Razoes e Proporcoes 103 22,88
Aritmética 35 7,77
Fungoes Polinomiais 29 6,44
Sequéncias e Progressoes 9 2
Geometria Plana 43 9,55
Geometria Espacial 49 10,88
Geometria Analitica 17 3,77
Trigonometria 13 2,88
Anaélise Combinatoéria 17 3,77
Estatistica 36 8
Probabilidade 27 6
Exponencial e Logaritmo 9 2
Equacoes e sistemas 8 1,77
Graficos e Tabelas 30 6,66
Matriz e Determinante 2 0,44
Analise de figuras 5 1,11
Unidades de medidas 8 1,77
Conjuntos 2 0,44
Mateméatica Financeira 3 0,66
Sistema de numeracao 5 1,11
Nimeros Complexos 0 0
Total de Questoes 450 100

Fonte: Autor

Desse modo, fica mais facil verificar o que foi afirmado anteriormente sobre a
incidéncia de contetdos nas provas do ENEM no periodo citado. Note a forte incidéncia
do conteudo Razoes e Proporgoes, visto nas séries finais do Ensino Fundamental onde foi
englobado: regra de trés, escalas e porcentagem. Devido a isso, professores de Matematica
veem dando grande importancia a esses temas na composicao do seu plano anual de
curso. Todavia, a pouca frequéncia de contetidos como conjuntos, logaritmos, nimeros
complexos e matrizes desperta pouca ou nenhuma curiosidade dos alunos do Ensino Médio
em estudar esses contetdos, o que torna um grande desafio para os professores mostrar

sua importancia.



3 CONJUNTOS

3.1 Nocoes iniciais

Conjunto, elemento e pertinéncia entre elemento e conjunto, sao alguns dos con-
ceitos primitivos fundamentais para o entendimento e compreensao da Teoria de Con-
juntos. O conceito matematico de conjunto é a mesma de agrupamento ou cole¢ao.
Convenciona-se dar nomes aos conjuntos por letras maitsculas e aos seus elementos por
letras mintdsculas. Dado um conjunto A e um elemento a, dizemos que a pertence ao
conjunto A (denotamos a € A) quando a é um elemento do conjunto A; a ndo pertence
ao conjunto A (denotado por a ¢ A) se a nao é um elemento de A.

Basicamente ha trés formas principais para se representar um conjunto: represen-
tacao tabular, pelo diagrama de Venn e por uma propriedade que define os elementos do
conjunto. Na representacao tabular, escrevemos os elementos do conjunto entre chaves,
por exemplo, o conjunto dos nimeros naturais pode ser expresso como N = {1,2,3,...}.
O diagrama de Venn (John Venn, 1834-1923), é usado quando os elementos sdo internos

de uma regiao plana delimitada por uma linha fechada. Veja a figura a seguir.

Figura 1: Diagramas de Venn

Podemos perceber pela Figura 1 que o conjunto A é formado pelos elementos 1,
2,3,4,5, 6, que o conjunto B é formado pelos elementos 5, 6, 7, 8, 9, 10. Pelo diagrama,
é facil perceber que os elementos 5 e 6 sao comuns aos dois conjuntos.

Por fim, uma propriedade pode definir um conjuntos quando todos os elementos
do conjunto possuem uma propriedade comum a todos. Por exemplo, o conjunto A =
{z € N | 2 ¢ um ntimero natural entre 1 e 100} ¢ definido por uma propriedade comum
aos nameros 2,3,...,99. Note que esse conjunto também pode ser definido na forma
A=1{23,...,99}.

Existem trés conceitos ou exemplos especificos de conjuntos com relagao a sua
estrutura: o conceito de unitdrio, vazio e universo. O conjunto é dito unitdrio se possuir
apenas um elemento; vazio (denotado por () ou { }) se ndo possui nenhum elemento;
universo quando abrange todos os elementos relacionados a um determinado campo de

estudo.
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Para definir relagoes entre conjuntos, precisamos da no¢ao de implicancia (=) e
equivaléncia (< ). Dizemos que uma proposigao é sentenca declarativa, seja ela expressa de
forma afirmativa ou negativa, na qual podemos atribuir um valor logico “V” (verdadeiro)
ou “F” (falso). Uma proposi¢do p implica uma proposi¢do ¢ quando a veracidade de p
garante a veracidade de ¢q. Notacao p = ¢. Uma proposicao p é equivalente a uma
proposicao ¢ quando ocorrem as duas implicacoes p = g e ¢ = p ao mesmo tempo. Essa

equivaléncia é representada por p < q.

Definigao 1 (Subconjuntos) Um conjunto A é subconjunto de um conjunto B se dado

x um elemento qualquer de A, entao x € um elemento de B.

Usa-se o simbolo C, denominado sinal de inclusao, para indicar que “A esta con-

tido em B”, que quer dizer que A é subconjunto de B. Em simbolos:
ACB& (reA=xe€B).

Para dizer que um conjunto A nao é subconjunto de um conjunto B, usamos a

notacao A ¢ B, (lé-se: A nao esta contido em B).

Defini¢ao 2 (Conjuntos iguais ) Dois conjuntos A e B sao iguais quando todo ele-
mento do conjunto A, pertence ao conjunto B e, da mesma forma, todo elemento do

conjunto B pertence ao conjunto A.

Em simbolos:
A=B& (recAsxeB).

Isto ¢, A C Be B C A, dessa forma podemos representar também a igualdade entre dois

conjuntos por:

A=B& (ACBeBCA).

Existem intimeras propriedades fundamentais na Teoria de Conjuntos que facili-
tam o entendimento de certos problemas encontrados diariamente. Por exemplo, uma das

propriedades mais bésicas é a seguinte: se A, B e (' sdo trés conjuntos quaisquer, entao

(AcCBeBC(C)=AcCC.

Tal propriedade pode ser usada para o entendimento de uma ideia logica chamada
Silogismo, veja [18]. Silogismo é uma argumentacao logica formada por trés proposi¢oes
que se relacionam de tal forma que das duas primeiras, chamadas premissas, é possivel
deduzir a terceira dita conclusao. Aqui a utilizacao da Teoria de Conjuntos se da na
adaptacao dos diagramas de Venn para uma compreensao visual do silogismo, e dessa

forma torné-lo mais simples de se entender. Por exemplo:
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“ Todos os aracnideos sao artropodes, e todos os escorpioes sao aracnideos. Logo,
todos os escorpioes sao artropodes.”

Vamos dividir esse silogismo em trés conjuntos, (A) dos aracnideos; (T") dos artro-
pode e (E) dos escorpides. Utilizando os diagramas de Venn e a defini¢do de subconjuntos,
vamos analisar se o silogismo é verdadeiro ou falso. Quando ¢é dito que “ Todos os arac-
nideos sao artropodes”, concluimos que o conjunto formado por todos os aracnideos é
subconjunto do conjunto dos artrépodes. Logo em linguagem matemética, A C T. O

diagrama de Venn dessa inclusao esta representado abaixo.

Figura 2: Diagrama A C T

Quando é dito que “Todos os escorpioes sao aracnideos”, podemos afirmar que
o conjunto dos escorpioes ¢ um subconjunto do conjunto dos aracnideos. Em linguagem

matematica temos, £ C A. Veja o diagrama de Venn abaixo.

Figura 3: Diagrama E C A.

Dessa forma, é facil ver que, £ C A C T. Temos entao:

A

Figura 4: Diagrama E C ACT
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Com a utilizacao dos diagramas de Venn verificamos que o silogismo ¢ verdadeiro,

e mais ainda, pelos diagramas podemos visualizar essa situacao.

3.2 Uniao e interseccao de conjuntos

Dois conceitos sao de certa forma uma base na Teoria dos Conjuntos: wunigo
e intersecao. 'Tais definicoes trazem ideias novas e ajudam a compreender problemas
diversos existentes na Matemaética. A seguir, apresentaremos as definicoes formais de

uniao e interseccao de conjuntos.

Defini¢ao 3 (Unido de Conjuntos ) Dados dois conjuntos A e B, a uniao dos con-
juntos A e B (denotado por AU B) € o conjunto formados pelos elementos que pertencem

ao conjunto A ou ao conjunto B. Assim,
AUB={z|xz € Aoux € B}.

Na Figura abaixo, a regiao hachurada representa a unido dos conjuntos A e B.

A B

Figura 5: Unidao de Conjuntos.

Defini¢ao 4 (Intersecdo de Conjuntos) Dados dois conjuntos A e B, a intersecio
dos conjuntos A e B (denotado por AN B) é o conjunto formado pelos elementos que

pertencem simultaneamente aos conjuntos A e B. Assim,
ANB={x|x € Aexc B}

Na figura abaixo, a regiao hachurada é a intersecao dos conjuntos A e B.

A B

Figura 6: Intersecao de conjuntos.
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O conceito de uniao e interseccao de conjuntos tem varias aplicagoes na Matemé-
tica. Podemos por exemplo utilizar esse conceito em um levantamento estatistico sobre
uma pesquisa de opiniao publica.

Vejamos uma situacao hipotética: Em um grupo de 500 alunos de uma escola,
120 jogam basquete, 260 jogam futebol e 30 jogam basquete e futebol. Se um aluno desse
grupo for escolhido ao acaso, qual a probabilidade desse aluno jogar basquete ou futebol
e qual a probabilidade desse aluno nao jogar nem basquete e nem futebol? Esse tipo
de problema pode ser expresso com linguagem de conjuntos, facilitando o entendimento.
Chamaremos o conjunto formado pelos alunos que jogam basquete de B, e o conjunto
formado pelos alunos que jogam futebol de F'. Dai temos as seguintes quantidades de
elementos por conjunto: B possui 120 elementos, F' possui 260 e BN F' possui 30. Usando

os diagramas de Venn, temos,

Figura 7: Diagrama dos conjuntos B e F

Observando o diagrama, ¢ facil perceber que o niimero de alunos que nao jogam
nem basquete e nem futebol é 500 — 90 — 30 — 230 = 150 alunos. Portanto, 350 alunos
jogam basquete ou futebol (unido dos dois conjuntos B e F'). Assim, respondendo as
perguntas do problema temos: 350 alunos jogam basquete ou futebol de um total de 500
alunos, o que nos da 0,7 ou 70% do total de alunos; de forma complementar 150 alunos
nao jogam nem basquete e nem futebol de um total de 500 alunos, o que nos da 0,3 ou
30% do total de alunos.

Assim percebemos a importancia do conhecimento sobre Teoria de Conjuntos

para compreender tais problemas.

3.3 Questoes de vestibulares

Nesta se¢ao, apresentaremos questoes de vestibulares tradicionais ver [21] espa-
lhados pelo Brasil, para destacar a importancia desse contetido para a aquisicao de vagas

em universidades que nao usam o ENEM como prova de acesso.

1. (Mackenzie—2018). Em uma pesquisa com 120 pessoas, verificou-se que 65 assistem

ao noticiario A, 45 assistem ao noticiario B, 42 assistem ao noticiario C, 20 assistem
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ao noticiario A e ao noticiario B, 25 assistem ao noticiario A e ao noticiario C', 15

assistem ao noticiario B e ao noticiario C' e 8 assistem aos trés noticiarios.

Entao o niimero de pessoas que assistem somente a um noticiario é

(a) 7 (b) 8 (c) 14 (d) 28 () 56

Solucao: Inicialmente, organizaremos a informacoes dos conjuntos A, B e C' em

diagramas de Venn, como mostra a figura abaixo:

A

N

Q
J

Dai, pode-se verificar que o ntimero de pessoas que assistem apenas um dos noticia-
rios é 28 + 10 + 18 = 56.

2. (Unicamp—2017). Sabe-se que, em um grupo de 10 pessoas, o livro A foi lido por 5

pessoas e o livro B foi lido por 4 pessoas. Podemos afirmar corretamente, que nesse

grupo,
a) pelo menos uma pessoa leu os dois livros.

b) nenhuma pessoa leu os dois livros.

¢) pelo menos uma pessoa nao leu nenhum dos dois livros.

d) todas as pessoas leram pelo menos um dos dois livros.

Solucao: Para solucionar essa questao, vamos supor que dessas dez pessoas, cinco
delas leram o livro A e outras quatro pessoas distintas leram o livro B, o que d4 um
total de nove pessoas que leram algum livro. Dessa forma, tem-se que uma pessoa

nao leu nenhum dos dois livros.

3. (URCA—-2018.1). Sejam A, B e C conjuntos quaisquer. Assinale a alternativa
CORRETA.

a) (AUB)N(C)=AU(BNC);
b) Se AC Be C C B, entao A C C;

¢c) Se ANB=0e BcCC,entao ANC =
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d) Se ANB=0eC C B, entaio ANC = {;

e) SeC C (AUB),entao C C Ae C C B.

Solucao: A partir das afirmacdes acima, vamos justificar as alternativas, para iden-

tificar se ocorre algum erro de emprego das propriedades de conjuntos.

I) Vamos representar a afirmacao da alternativa a) através dos diagramas de Venn.
Assim, (AUB)N (C) = (AN B)U (BNC) esta representado na figura a seguir:

A

E a sentenca AU (BNC)=(AUB)N(AUC) é representda pela figura abaixo

A

Logo, (AUB)N (C) # AU (BNC). Sendo assim, a alternativa a) é falsa.

IT) Sejam os conjuntos A = {1,2,3,4}, B = {1,2,3,4,5,6,7} e C = {3,4,5,6}.
Perceba que, A C Be C C B, porém A ¢ C. Logo, a afirmativa do item b) é falsa.
IIT) Para mostrar que o item c) esta incorreto, vamos usar um contra exemplo.
Sejam os conjuntos A = {1,2,3,4}, B ={5,6,7,8,9} e C = {3,4,5,6,7,8,9}, note
que ANB=0eBcCC,mas ANC ¢ 0.

IV) Na letra e) quando diz que se C' C (AU B) entdo C' C Ae C C B o erro esta no
emprego do conectivo “e”. Pois pela defini¢cao de unido de conjuntos, se C C (AUB)
entao C C Aou C C B.

Podemos concluir por exclusao que a alternativa d) é a correta.



4 NUMEROS COMPLEXOS

4.1 Historico

Um jovem estudante que se depara com a expressao i2 = —1 pela primeira vez

na vida, sem qualquer aviso prévio, certamente chegard a conclusao de que existe algo
de errado acontecendo. “Um numero elevado ao quadrado igual a um negativo?” Esse
sentimento de duvida e descrenca ¢ frequente a quem estuda pela primeira vez esse con-
junto de ntimeros, pois até a terceira série do ensino médio, s6 se conhecia os niimeros
reais e era comum os proprios professore até esse ponto afirmar que nao existiam raizes
de nimeros negativos.

Por ter como uma das principais propriedades o fato onde raizes de ntmeros ne-
gativos fazem sentido, os ntimeros complexos parecem sempre distante da realidade em
que vivemos. A maneira como sempre sao ensinados nas escolas, geralmente provoca um
sentimento de que tais nimeros nao tém aplicacao pratica. Mas na realidade, os niimeros
complexos tém um grande papel no desenvolvimento de diversas areas de estudo. Por
exemplo, ao longo dos anos, diversos fatores contribuiram para que a energia elétrica se
tornasse uma das formas de energia mais utilizadas. O desenvolvimento da sociedade
como um todo, deu-se em grande parte pelo dominio da capacidade de distribuir energia
elétrica adequadamente. O que pouca gente sabe é que os ntimeros conhecidos na Mate-
méatica como complexos tém um papel fundamental no desenvolvimento de tecnologias de
transporte de energia. Mas voltaremos a esse tema mais adiante.

Historicamente, os nimeros complexos nao tiveram vida facil no seu processo de
aceitagao. De acordo com [20], durante séculos os mateméticos travaram uma relagao
de amor e 6dio pelos niimeros imaginérios (que em 1831 Gauss os batizou de nimeros
complexos), pois muitos viam com estranheza o fato de se elevar um nimero ao quadrado
e o resultado ser negativo. As primeiras aparicoes desses niimeros foi na obra prima de
Girolamo Cardano intitulado Ars Magna (“A Grande Arte”) de 1545 onde ele descobriu
um novo tipo de niimero e classificou “tao sttil como intatil” e logo desconsiderou a ideia.
Porém, neste livro encontraremos métodos para resolver equacoes de terceiro e quarto
graus. Mesmo Cardano nao dando muita importancia a esse “novo nimero” descoberto
por ele, sua aparicao despertou o interesse imediato de Rafael Bombelli que em 1572
publicou L‘Algebra onde seu principal objetivo era tornar clara as ideias de Cardado
sobre a nova descoberta.

Os resultados de Bombelli foram encarados com desconfianca pelos matemaéticos
da época, que devido a influéncia helenistica que predominava na Matematica, onde so-

bressaiam os trabalhos de Euclides e Arquimedes que desenvolveram a Geometria, nao se
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via com bons olhos resultados que nao apresentassem significados geométricos. Podemos
citar Newton e Descartes como opositores dos niimeros “imaginarios”, como passaram a
ser chamados. Eles nao aceitavam o fato de algum nimero cujo quadrado fosse menos um,
para eles isso s6 poderia ser um nimero imaginario e logo nao seria solugao. Por outro

lado, conforme [20] podemos citar Leibniz que de modo visionério escreveu em 1702:

“QO espirito Divino encontrou uma sublime manifestagdo naquela ma-
ravilha de anélise, naquele prodigio do mundo ideal, naquele anfibio entre ser

e nao ser, que chamamos de raiz imaginaria de uma unidade negativa”.

Contudo, s6 depois de pouco mais de dois séculos do seu surgimento, os nimeros
complexos alcancaram o seu reconhecimento pelos matematicos. Esse fato foi devido a
representacoes geométricas publicadas por trés mateméaticos em curto intervalo de tempo:
Caspar Wessel em 1797, Jean-Robert Argand, em 1806 e Carl Friedrich Gauss, em 1811.
Os niimeros imaginarios passaram a ser aceitos pelos matematicos e como ja se conhecia a
sua praticidade de simplificar calculos, passaram a ser indispensaveis para a Matemaética
e para a ciéncia de modo geral.

Os matematicos do século XIX descobriram que os nimeros complexos e suas
propriedades podiam resolver equagoes diferenciais na Fisica e na Matematica, podiam
fazer aplicacOes na eletricidade estatica, magnetismo e mecanica dos fluidos. A partir dai
os nimeros complexos passaram a ser um dos principais instrumentos de todo cientista
na composicao de suas pesquisas e na divulgacao de seus resultados. Podemos citar por
exemplo, que na segunda metade do século XX, esses ntimeros estavam tao diretamente
relacionados com mecanica quantica que se via como impossivel a evolucao dessa area
sem eles.

Com o dominio dos nimeros complexos e suas propriedades, podia-se provar
padroes desconhecidos nas leis fisicas, analisar ondas, resolver equacoes diferenciais, e
transformar formas em outras formas usando equagoes complexas. De modo que diante
da indiscutivel importancia da aplicacao desses nimeros, é que atualmente todo curso
de engenharia ensina entre suas especialidades, a usar a andlise complexa para resolver
problemas préaticos.

Formalmente, define-se o conjunto dos niimeros complexos, denotado por C, como
sendo o conjunto formado por todos os pares ordenados z = (a,b) (veja a Figura 8), onde
a e b sao nimeros reais, e as operacoes de adicao e multiplicagao de niimeros complexos

sao definidas por:
(a,b) + (c.d) = (a+ c,b+d) (4.1)

(a,b) - (c,d) = (ac — bd,bc + ad) (4.2)

Pode-se escrever qualquer nimero real a como o niimero complexo (a,0), dessa forma,

podemos considerar o conjunto dos niimeros reais R como um subconjunto de C. Além
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Figura 8: Representagao geométrica de um niimero complexo.

disso, se definirmos ¢ = (0,1), tem-se (a,b) = a + . Esta ¢ a forma mais usual de
escrever um nimero complexo, conhecida como forma algébrica de um niimero complexo.
Utilizando a defini¢do de produto de niimeros complexos, é facil ver que i = —1, uma
das identidades mais conhecidas e emblematicas do conjunto dos niimeros complexos.

A forma algébrica dos nimeros complexos nos permite ver as identidades (4.1) e

(4.2) da seguinte forma:
(a+1ib) + (c+1id) = (a+c) +i(b+d) (4.3)

(a+1ib) - (¢ +1id) = (ac — bd) + i(bc + ad) (4.4)

Escrevendo-se z = a + ib (a,b € R), os niimeros a e b sdo conhecidos como parte
real e parte imagindria, respectivamente, do nimero complexo z, denotados por a = Re(z)
eb=1Im(z).

Encontraremos outras importantes definicoes, teoremas e suas demonstracoes em

19]-

4.2 Aplicagoes

Como destacamos inicialmente, os ntimeros complexos tém um grande papel no
desenvolvimento de diversas areas de estudo. Tais areas tém papel fundamental no de-
senvolvimento de tecnologias que foram e sao fundamentais para o desevolvimento da

sociedade atual. Dentre elas podemos citar:

4.2.1 Engenharia elétrica

Nimeros complexos sao muito usados em engenharia elétrica. Para nos ajudar a
ter uma ideia clara de como eles sao utilizados e o que eles significam, podemos olhar para

um exemplo mecanico, como a distribuicao de energia elétrica nas residéncias. Encontrar
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uma maneira segura e eficaz de transportar energia elétrica sempre foi um grande desafio.
Todo aparelho eletronico existente esta sujeito 4 uma quantidade limitada de energia que
pode receber da rede elétrica. O que esta por tras de tudo isso sao as chamadas correntes
alternadas, que sao fontes de energia elétrica em que tensao e a corrente mudam com o
tempo. Mais de 99% da energia usada diariamente é produzida por geradores elétricos na
forma de corrente alternada. Tais correntes garantem a eficicia na transmissao da energia
para o uso didrio. Mas o que isso tem a ver com ntmeros complexos? Para calcular a
intensidade adequada dessas correntes elétricas, faz-se uso da equacao diferencial
R-i(t) + Lﬁl—@ = V2V, sen(wt).
ot

Com a utilizagao de niumeros complexos, podemos reescrever a expressao acima
como a seguinte equagao algébrica: I = V/R+jwL, onde V e I sdo nimeros complexos que
representam; tensao e corrente elétrica respectivamente, L é a impedancia que dificulta a
mudanca de corrente, R resisténcia elétrica inicial, w é frequéncia angular e j é a unidade
imaginaria.

Para diferenciar i da corrente elétrica utilizada na fisica e na engenharia do ¢ da
unidade imaginaria dos ntmeros complexos como se usa na Matemaética, ¢ adotado na
engenharia o nimero j como unidade imaginaria para os niimeros complexos.

Podemos concluir que com a utilizacao dos nimeros complexos, ¢ possivel deter-
minar a corrente elétrica de um circuito de uma maneira mais facil, deixando os calculos
mais factiveis. Sao essas correntes que sao usadas nas instalagoes residenciais. O processo
de como as equagoes diferenciais sao convertidas em equacoes algébricas para o calculo da
corrente elétrica alternada, e outras aplicacoes da engenharia elétrica, podemos encontrar

nas referéncias [17] e [6].

4.2.2 Engenharia de controle e automacao

Esse ramo da Engenharia objetiva a automatizacao de processos industriais.
Grandes industrias vém buscando automatizar seus sistemas para diminuir ou substituir
a mao de obra humana em situagoes de estresse mental e esforco fisico. Isso pode ser visto
facilmente na industria automobilistica, na indistria agricola e sistemas de distribuicao
de agua.

Por exemplo, de acordo com [4], vamos mostrar um sistema de controle da quan-
tidade de &dgua que entra em um reservatorio ou tanque e da taxa de saida dessa agua
para outro tanque e desse para outro, e assim por diante de acordo com a quantidade de
tanques que formam o sistema de armazenamento e distribuicao de dgua. Para isso, exis-
tem valvulas instaladas nesses tanques que funcionam através de mecanismos elétricos,
que controlam a entrada de dgua em um dado tanque e a saida dessa dgua para um outro,

ligando e desligando automaticamente. Esse processo tem como consequéncia a diminui-
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¢ao do consumo de energia elétrica, pois automatizando o ato de ligar e desligar faz com
que os picos de correntes diminuam. Desta forma, podemos verificar uma maior eficiéncia

no sistema automatizado. A Figura 9, representa um modelo desse tipo de distribuicao

de 4gua em um sistema de tanques interligados:

Figura 9: Modelo da entrada e saida de 4gua de um tanque para outro

Fonte: sites.google.com /site/matematicacomplexa

Existe um modelo mateméatico que controla a quantidade de agua nos tanques,
abrindo ou fechando as valvulas através de estimulos elétricos que trabalha segundo esse
modelo matematico, para assim manter o nivel de dgua adequado nos tanques. O modelo
matematico de funcionamento desse sistema tem como base as raizes complexas de uma

funcao, que se comporta de acordo com os graficos mostrados na figura a seguir:

Fatzes complexas com parte
real negativa

Resposta
Resposta

Raizes complexas com parte
real positiva

Tempo Tempo

Figura 10: Modelo da entrada e saida de agua de um tanque para outro

Fonte: sites.google.com /site/matematicacomplexa

Podemos entender pela Figura 10 que se a raiz complexa da funcao for tal que a
parte real seja negativa, significa que com o passar do tempo a resposta da funcao vai se

estabilizando, convergindo para um valor definido. E se a raiz complexa da funcao tiver a
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parte real positiva, entao como podemos perceber, com o transcorrer do tempo a resposta

da funcao oscila e diverge.

4.2.3 Geometria fractal

Os fractais sao representacoes geométricas de uma figura que pode ser dividida
em pequenos pedacos, sendo que cada um dos pedacos é uma miniatura da figura inteira.
Nessas formas geométricas abstratas, usa-se nimeros complexos na sua cria¢do, com pa-
droes que se repetem indefinidamente em escalas cada vez menores, mesmo em areas
restritas. O termo fractal surgiu em 1975 por Benoit Mandelbrot, matematico francés,
que descobriu a Geometria Fractal e deu esse nome devido ao adjetivo latino “fractus”,
do verbo frangere, que significa quebrar. Foi diante da dificuldade de se calcular e definir
certos fené6menos da natureza ou objetos que nao possuem formas definidas, que surgiu a
Geometria Fractal. De acordo com (MANDELBROT,1977, p.14)

“As nuvens nao sao esferas, montanhas ndo sao cones, as costas nao

sao circulos e casca nao é suave, nem relampago viaja em linha reta.”

Conforme Mandelbrot, estas formas nao podem ser explicadas pela Geometria
Euclidiana, pois apresentam uma maior complexidade devido a possuirem infinitas vari-

acoes. Veja a Figura 11.

Figura 11: Representagao em Fractais.

> rhe
AAL LS ST

(a) Triangulo de Sierpinski (b) Esponja de Menger (c) Curvas de Kock

Fonte: (a)pt.wikipedia.org, (b) www.educ.fc.ul.pt e (c)http://curious-math.blogspot.com

Dentre os diversos tipos de fractais, podemos citar os fractais conhecidos como
Conguntos de Julia. Os Conjuntos de Julia foram criados pelos matematicos Pierre Fatou
e Gaston Julia em 1919. Esses conjuntos sao obtidos por iteracoes no plano complexo,
devido a curiosidade de se saber o que aconteceria com um nimero complexo z quando
a este fosse submetida a iteragoes repetidas em uma funcao complexa. Por varios anos
esse questionamento tinha uma resposta limitada, apenas com o surgimento de modernos
computadores foi possivel visualizar a beleza dos graficos de tais funcoes. Os graficos

obtidos pelos Conjuntos de Julia sao utilizados em varias areas de estudos cientificos
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Figura 12: Fractais na natureza.

(a) Estrutura dos alvéolos (b) Bréssica oleracea- (c) Flocos de neve visto de
pulmonares Couve um microscopio

Fonte: (a) lounge.obviousmag.org, (b) paisagismodigital.com e (c) roseflores.blogspot.com

como na Biologia, Botanica e Medicina. Podem-se também identificar e definir corpos
sem uma forma geométrica conhecida (ver Figura 12)
Mais aplicacoes em outras ciéncias onde se faz uso da Geometria Fractal podem

ser encontradas em |7] e [3].

4.3 Definicoes e propriedades

Nesta secao apresentaremos algumas defini¢oes e propriedades dos ntimeros com-

plexos.
Definigdo 5 Se z = a+ib (a,b € R), define-se

a) o valor absoluto (ou mddulo) de z, como sendo o nimero real
|z] = Va? + b?;

b) o conjugado de z por Z = a — ib.

Note que |z|? = 2Z, e em particular, se z # 0 tem-se 1/z = Z/|z]|?>. Geome-
tricamente, |z| mede a distancia da origem a z e Z representa o complexo simétrico ao
complexo z em relacao ao eixo = (como podemos ver Figura na 13).

As seguintes propriedades basicas de médulo e conjugado sao de facil verificacao

e sao uteis em varias situacoes problema existentes. Se z € C, tem-se

Re(z):'z;z e ]m(z):Z;Z,Z

Além disso, se z,w € C,

i) (z+w)=Z+1w,
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y A
z=ua-+1ib
y A
z=a+ib
b e
»
¥
B
* >
0 a ¥ Z=a—1ib

Figura 13: Mddulo (a esquerda) e conjugado (a direita) de um nimero complexo

w
g

i)

iii) |zw| = |z|Jwl,

=z,

iv) [2] =[],

v) |z/w| = |z|/|w|, w #0.

A representacao algébrica z = a + ib de um ntimero complexo z nao é a unica
maneira de representa-lo. Em algumas situacoes ¢ mais conveniente escrever um nuimero
complexo em sua forma polar. Uma vez que uma niimero complexo z = a+1ib pode ser re-
presentado como um ponto de coordenadas (a, b), este, por sua vez, pode ser determinado
através de suas coordenadas polares (p,6). Com efeito (ver Figura 14), se 6 é o angulo

formado pelo eixo z e pelo segmento de reta de comprimento p, tem-se
a=pcosf e b= psend.
Assim, é sempre possivel representar z na forma
z = p(cosf + isend), (4.5)

onde, |z| = p, uma vez que p mede a distancia de z a origem.

O angulo 6, é chamado de argumento principal de z e denotado por arg(z) = 0. A
representagao do complexo z em (4.5) é chamada, entre outras variacoes, de forma polar
ou forma trigonométrica de z. Tal representacao mostra-se 1til em diferentes situacoes,
principalmente quando se deseja efeutar operacoes basicas com nimeros complexos.

Se z = p(cosf + isenf) e w = A(cos B + isen ) sdo as formas polares de dois
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y A

z=ua+th

Figura 14: Argumento de z.

complexos nao nulos z e w, pode-se verificar que
z-w=p-X-[cos(f+ A)+isen(d + N\)] e - g[COS(Q—B) +isen(fd — )] A #0.
w

Com a multiplicagdo na forma polar podemos determinar uma expressao para
poténcias de expoente inteiro n em que sua base é um nimero complexo diferente de zero.
O autor dessa expressao foi o matemaético e probabilista Abraham De Moivre (1667-1754),

dai denominou-se por Formula de De Moivre a equacao:
2" = p"[cos(nf) + isen(nh)).

Tal identidade simplifica o calculo de poténcias de niimeros complexos. Vejamos

o seguinte exemplo:

Exemplo 1 Para obter o valor de (1+iv/3)'%, basta escrevermos o complezo z = 1+iv/3

em sua forma polar. Com efeito, z tem mddulo p = 1/(1)2 + (v/3)2 = 2 e argumento

6 = 1/3, uma vez que cos® = 1/2 e senf = \/3/2. Assim, pela Formula de Moivre,

1 1
(14iv3)1°0 = 21 <cos (%) + ¢sen (g)) .

Como,
cos ((1007)/3) = cos(m/3 + 33mw) = cos(n/3 + m) = — cos(7/3)
sen ((1007)/3) = sen(w/3 + 337) = sen(w/3 + ) = sen(n/3),
obtem-se,

(144V/3)100 = 20 <— cos (g) + isen (g)) :
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Portanto,

1
(1+iy/3)10 — 2100 _E—H?

Além de facilitar o cédlculo de poténcias, podemos usar a forma polar de um
nimero complexo para calcular suas raizes n-ésimas. Chamamos de raiz enésima de z e
denotamos por {/z a um ntmero complexo z;, de tal forma que 2z = z. Em representagio
matematica temos:

Ve =z = 2 = 2.
k k

Diante dessa equivaléncia, podemos nos perguntar: E quantas serao as raizes n-
ésimas de um dado nimero complexo 2?7 E como podemos determina-las? A resposta para
essa pergunta é a féormula da extracao das raizes n-ésimas de um ntmero complexo, que

alguns autores gostam de chamar de Sequnda Formula de Moivre dada pela expressao:

0 + 2k 0+ 2k
2= /p (COS (%) + isen (:)) ,
n

onde, k =0,1,...,n—1, p=|z| > 0 e 0 = arg(z). Podemos concluir que todo nimero

complexo nao nulo possui n raizes enésimas distintas.

Exemplo 2 Através da Sequnda Formula de Moivre, determinaremos as raizes cibicas

de z = —27i. Nesse caso, temos que p = |z| = 27 e como cosf = 0 e senf = —1, temos

3 ‘
que arg(z) = 0 = g Logo, ¥/z = ~/27 = 3. Dai, para k = 0,1,2 temos as segquintes

raizes:
, 3v3  3i 3v3  3i
20=3, 2n=————7, Z=-— — —.

2 2 2 2

Uma importante consequéncia da extracao das raizes n-ésimas de um ntumero
complexo, é que a soma de todas essas raizes é zero. Dessa forma, seja a, uma raiz

n-ésima de z, entao temos que:
n

Zai:().

i=1
Note que {/z pode assumir n valores distintos porém todos com o mesmo modulo.
Assim em representacao geométrica, as raizes enésimas sao pontos de uma circunferéncia,
com centro na origem do plano de eixos coordenados e raio {/p, sendo {/p = |z|, formando
assim poligonos de n lados com angulo central igual a 27 /n.
As demonstracoes dessas formulas, bem como das operacoes citadas aqui neste

capitulo podemos encontrar em [12].
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4.4 Questoes de vestibulares

Como falamos no inicio deste capitulo, mostraremos algumas questoes de vesti-
bulares que encontraremos em [21] como forma de aplicar as propriedades dos nimeros
complexos, mostrando a importancia de se dominar tais regras com o intuito de conquistar

uma das vagas ofertadas por essas universidades.

1. (PUC-SP.2018) Considere os niimeros complexos 2y = a +bi e 20 = —b+ ai e
z3 = —b+ 3¢, com a e b niimeros inteiros. Sabendo que z; + 29 + 23 = 0. O valor de

(20/21)° & igual a
(a) 1 (b) —1 (c) —i (d) i
Solugao: De z; + 23 + 23 = 0 temos que (a — 2b) + (a + b+ 3)i = 0, que nos da o
a—2b=0
a+b+3=0
Resolvendo, temos a = —2 e b = —1. Dessa forma, temos que
%\ (1-2\® [1-2 —2+44i\° L
- — — . =1 = —1.
21 —2—1 —2—1 =241

2. (ITA-2019). Sabe-se que —2+ 2i é uma das raizes quartas de um ntimero complexo

seguinte sistema:

z. Entao, no plano de Argand-Gauss, a area do triangulo, cujos vértices sao as raizes

cubicas de z, é igual a
(a) 4(v/3+1) (b) 633 (c) 8(v3—1) (d) 10v/3 (e) 12V/3

Solugao: Como (—2 + 44) é uma raiz quarta de z, entdo z = (—2 + 44)*, escrevendo
esse niimero na sua forma trigonométrica temos z = (2v/2 cos 37/4 + i sen 37 /4)%.
Aplicando a formula de Moivre segue que z = 2%(cos 37 + isen 37), que podemos
ainda escrever como z = 43(cos 3w + isen 37).

3

A raiz cibica de z, é um niamero w de tal forma que z = w”®. Desse modo temos

que w? = 43(cos 3w + isen 37), portanto w = 4(cos 7 + i sen 7).

O triangulo, cujos vértices sao as raizes cubicas de z estd representado na figura

abaixo:

2m
Perceba que o triangulo ABC ¢ dividido em trés triangulos is6sceles com angulo —

entre os lados iguais. Assim podemos calcular a area do triangulo ABC' da seguinte

forma:

1 2
AABc:3'§-4~4'sen§:12\/§.

Dai temos que a area do triangulo formado pelas raizes de z é 12+/3.
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Fonte: https://www.sprweb.com.br/mod-app/index.php

2 2
3. (URCA-2016.2). Seja z = \/7_ + z% O valorde 1+ 2z +---+ 2 &

a 2 c) 0 e) —1
()\/§+2z’ (c) , (e)
(b) 2

W Arive

Solucao: Para melhorar a resolucao dessa questao, vamos converter o nimero z

. . 7r s N
para sua forma trigonométrica, note que, - = sen 1= coS T Entao, desse modo,

temos,
T . ™
Z = COS — +1sen —.
4 4

16 pela Formula de De Moivre, segue que,

Agora fazendo a poténcia z

20 = cos <16 . Z) + 7 sen <16 . Z)

= cos4r + isendr

= 1.

15

A expressao 1 + z + - -- + 2° corresponde a uma soma de PG de 1° termo a; = 1,

razao ¢ = z e n = 16 termos, assim,
ai(¢"—1) 1(z'%—1)

STL: =
qg—1 z—1

Como 2% = 1, segue S, = 0.



5 MATRIZES

5.1 Breve historico

As matrizes possuem grande importancia na Matematica e no cotidiano da huma-
nidade, utilizadas em areas como Economia, Engenharia, Fisica, Biologia, Computagao,
entre outras. Uma situacao pratica sao os pixels da tela de um computador, tomando
como exemplo uma tela com 640 x 480 pixels, onde o modelo matematico de localiza-
cao dos pontos dessa tela é uma matriz. Numa outra situacao, podemos usar cadeias
de Markov para calcular estimativas e previsoes de periodos de chuva e de seca de uma
certa época do ano em uma dada regiao; ou para avaliar o custo de um dado produto
na compra deste em determinadas quantidades. Outra aplicacao das matrizes ocorre no
estudo de migracoes populacionais e crescimento demografico. Também podemos usar
matrizes como modelo matemético para codificar e decodificar mensagens criptografadas.
Essas aplicacoes e outras podemos ver com mais detalhes em [10], [21], [13] e [14]

Como podemos ver em [22|, o primeiro uso da noc¢do de matriz foi quando La-
grange, em 1790, reduziu a caracterizagao dos maximos e minimos, de uma funcao real de
varias variaveis, ao estudo do sinal da forma quadratica associada a uma matriz. Antes
fungoes como essas sempre eram expressas na forma escalar e Lagrange conseguiu escrevé-
las na notacao matricial. Depois da aplicacao de Lagrange, ja no século XIX, a Teoria
das Formas Quadraticas chegou a ser um dos assuntos mais importantes em termos de
pesquisas, principalmente no que se refere ao estudo de seus invariantes. Essas investi-
gagoes tiveram como consequéncia a descoberta de uma grande quantidade de resultados

no estudo sobre matrizes.

5.2 Definicoes e resultados

Nesta secao, veremos alguns conceitos e operacoes basicas fundamentais ao estudo

de matrizes.

5.2.1 O conceito de matriz

Dados m e n € N, definimos uma matriz real de ordem m por n (m x n), como
uma sequéncia de elementos de R dispostas em m linhas e n colunas. Estes elementos de
R sao chamados entradas da matriz.

Cada elemento de uma matriz, é da forma a,j, onde, ¢ indica a linha do elemento

e j a coluna do elemento. Representamos uma matriz qualquer A = [a;j]nx, da seguinte
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forma,
aiy a12 N AT
A1  QAg2 ... d2p
A=
Am1 Am2 ... AOmn

mXn
Dependendo dos valores de m e n, uma matriz m X n tem denominacoes especi-

ﬁcas, COmo veremos a Seguir:

1. Matriz Linha: Dado n > 1, se m = 1, obtém-se uma matriz com uma linha e n

colunas. Assim,

A= a1 a2 ... Qi
1xn

2. Matriz Coluna: Se n = 1 e m > 1, teremos a uma matriz com m linhas e uma

coluna. Ou seja,

3. Matriz Transposta: Dada a matriz A = [a;j]mmxn, chama-se Matriz Transposta a

matriz A" = [a];],xm tal que a}; = aj;, para todo i e todo j.

4. Matriz Quadrada: E a matriz que possui o mesmo ntumero de linhas e colunas, isto

é, quando se n = m. Neste caso,

ay; a2 ... QAip

ag91 A2 ... QAg2n
A=

ap1 Ap2 ... Qpp

nxn

Numa matriz quadrada, a diagonal formada pelos elementos, onde ¢ = j , é
chamada diagonal principal da matriz. Existe uma matriz quadrada especial em que
todos os elementos da diagonal principal tem valores iguais a 1 e os demais elementos sao

nulos. Esta matriz é denominada matriz identidade e denotada por I,, com n > 1. Assim:

nxn



MATRIZES 34

5.2.2 Operagoes entre matrizes e propriedades

Entre matrizes, pode-se efetuar as seguintes operagoes:

1. Adigao: Se A = [a;j] e B = [b;;] sao duas matrizes de mesma ordem m x n, entao a
soma dessas matrizes, denotada A + B, é a matriz S = [s;;] de ordem m x n de tal

forma que s;; = a;; + b;; para todo 1 <7 <m e para todo 1 < j < n.

2. Multiplicacao por escalar: O produto de um numero real k& por uma matriz A =
[@i]mxn, que denotamos por kA, é a matriz P = [p;j]mxn de tal forma que, p;; =

k- Qjj.

3. Produto entre duas matrizes: Sejam duas matrizes A = [aijlmxn € B = [bjk]nxp,

chama-se produto AB a matriz P = [pig}mx, tal que

n
Pik = Qi1+ big + Qig - b + @z - bag + -+ + Qi - by = Zaij “bj-
j=1

Para definir o produto de A por B, é necessario que o ntimero de colunas da
matriz A seja igual ao nimero de linhas da matriz B. Dessa forma, a matriz produto AB
terd ordem m x p.

Veremos a seguir algumas propriedades:

Igqualdade de matrizes: Dizemos que duas matrizes A = [aijlmxn € B = [bij]mxn,
de mesma ordem, sao iguais, pondo A = B, quando a;; = b;; para todo 1 < ¢ < m e para
todo 1 < j < n.

Matriz Oposta: Dada uma matriz A = [a;;], chamamos matriz oposta de A a
matriz em que todos os elementos da matriz A sao multiplicados por —1, obtendo assim
a matriz —A = [—a;;].

Com as defini¢oes de adicao de matrizes e matriz oposta, podemos definir sub-
tracao de matrizes como a soma algébrica das matrizes A com a oposta da matriz B, em
que as matrizes possuem a mesma ordem m X n. Assim, A — B = A+ (—B).

A seguir apresentaremos a definicdo de matriz inversa.

5.2.3 Matriz inversa

Seja A uma matriz quadrada de ordem n. Dizemos que a matriz A é inversivel
se existir uma matriz B tal que AB = BA = I,,. Se A nao é inversivel, dizemos que A é
uma matriz singular (que ndo admite inversa).

Se A é inversivel, entao sua inversa é unica a matriz B tal que AB = BA = I,.

Veja [8] e [19] para mais defini¢Ges e propriedades de matrizes.
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5.3 Aplicacoes

Nesta secao, veremos algumas aplicagoes da teoria de matrizes em situacoes di-

versas.

5.3.1 Crescimento Populacional

A Algebra Matricial é uma ferramenta de grande importancia para a analise do
crescimento populacional, veja [13|. Vejamos um exemplo desse tipo de situagdo. Uma
certa popula¢do de individuos pode ser subdividida em grupos etarios, ragas e/ou classes
diferentes. Buscaremos determinar como a populacao se modifica ao longo de um certo
periodo (ano, por exemplo).

A situcao mais trivial é a analise populacional homogénea, com origem no tempo
t = 0 e P, individuos crescendo ou decrescendo a uma taxa anual fixa. Desse modo, existe
um numero a, denotado fator multiplicativo, de tal forma que apdés um ano a populacao
serd P, = aP, , apos dois anos serd P, = aP; = a®P, e assim sucessivamente. De maneira
recursiva podemos afirmar que

Pn = a"PO.

Ou seja, ap6s n anos, a populagao inicial Py foi multiplicada pelo fator a, n vezes.

Se uma populacao estiver subdividida em grupos, a populacao P, sera repre-
sentada por um vetor py em que os elementos representam o nimeros de individuos nos
diferentes grupos. O fator multiplicativo a seréd substituido pela matriz de transicao A tal
que o vetor populacao de cada ano seja multiplicado pela matriz A, para se obter o vetor

populacao do ano seguinte segundo a equagao
p—r: = A" 2767
onde pg é o vetor populacional inicial.

Exemplo 3 A populacdo total de um municipio de 10 milhoes de pessoas foi dividida em
quem mora na cidade e quem mora nos subiurbios. Denotaremos por C,, a populacao que
vive na cidade e por S,, a populacao suburbana apds n anos. A distribuicao da populagdo

entre cidade e suburbios depois de n anos € descrita pelo vetor populacao:

Considere que, a cada ano, 20% da populacao da cidade migre para o subirbio e
que neste mesmo ano, 15% da populacao do subirbio mude para a cidade. Com estes dados

podemos afirmar que no ano n + 1, a populacao da cidade e do subirbio serd determinado
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por:
Chpi1 =0,80C, + 0,155, e  Spi1=0,20C, + 0,859,

para n > 0.

Em forma matricial, tem-se

Coi1 | ] 0,80 0,15 C,
Seer | 10,20 0,85 S,

Portanto, neste caso, a matriz de transicio A é

0,80 0,15
0,20 0,85

Voltando as informacoes dadas no inicio do exemplo vamos determinar a popula-
cao na cidade e nos suburbios nos trés primeiros anos considerando que no ano ng existam
7 milhoes de pessoas na cidade e 3 milhoes nos subirbios. Desse modo, Cy = 7.000.000
e So = 3.000.000. Aplicando na equagcao matricial obtida, tem-se para n = 0,1,2 os
sequintes resultados:

Paran =0,

G

Sy 0,20 0,85 3.000.000

B [0,80 0,15] [7.000.000]

Efetuando os cdlculos devidos temos que C7; = 6.050.000 ¢ S7 = 3.950.000.

Paran =1,

Cs
So

10,8 0,15 6.050.000
10,20 0,85 3.950.000 |

Seque que Cy = 5.432.500 e Sy = 4.567.500.

Paran =2,

Cs
S3

10,8 0,15 5.432.500
10,20 0,85 4.567.500 |

Temos portanto, C3 = 5.031.125 e S3 = 4.968.875.
Podemos entao concluir que nesse intervalo de trés anos, a populacao da cidade

diminuiu ano o ano e de subidrbio aumentou.
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5.3.2 Cadeias de Markov

Uma outra aplicagao do estudo de matrizes, ver [14], sao os célculos de probabi-
lidades para um comportamento futuro de um processo conhecendo o seu estado atual,
sendo que o resultado dessa probabilidade nao é influenciado pelo comportamento anterior
desse processo. Para esse tipo de calculo, usamos as Cadeias de Markowv.

Definiremos uma cadeia de Markov da seguinte forma: Seja E = {ej,es,...,€,}
um conjunto de estados discretos (finitos). O processo tem inicio em um desses estados
e desloca-se sucessivamente de um estado para outro. Cada movimento é chamado de
passo. Se a cadeia estd atualmente no estado e;, entao ela move-se para o estado e; no
proximo passo com uma probabilidade denotada por p;;, de modo que esse resultado nao
depende dos estados ocupados nos passos anteriores, somente do estado atual.

O valor de p;; ¢ chamado de probabilidade de transicao de um estado para outro,
sendo que na transicdo, o processo pode permanecer no estado que se encontra e isso
ocorre com probabilidade p;. Por exemplo, p» é probabilidade do processo mudar do
estado e; para o estado ey, assim como pyy, € a probabilidade do processo manter-se no
estado e, durante a transicao.

De maneira pratica, podemos representar as probabilidades de transicao em uma
matriz P = [p;;]mxn, chamada matriz de transicao da cadeia de Markov, ou simplesmente
matriz de Markov. Onde os elementos dessa matriz sao nao-negativos e a soma dos valores

de cada linha é igual a 1, por se tratar de probabilidades. Entao temos as seguintes somas:
Pit+Dio+ps+--+pe=1 keN 0<p; <1 e (1<i45<k).

Vejamos a seguir uma situagao onde podemos aplicar o modelo matematico das
Cadeias de Markov.

Exemplo 4 Numa determinada loja temos trés produtos a venda do mesmo setor, a cada
periodo de uma semana podemos notar que 50% dos compradores continuam comprando
o mesmo produto. Dos que compravam o produto A, 40% passam a comprar o produto
B e 10% o produto C. Dos que compravam o produto B, 20% passam a comprar o
produto A e 30% passam a comprar o produto C. E dos que compravam o produto C,
30% passam a comprar o produto A e 20% passam a comprar o produto B. Note que,
essa situacao € uma cadeia de Cadeia de Markov, pois o estado futuro nao depende do
estado anterior, que o estado é discreto, pois a quantidade de valores é finito, pois vamos
observar uma quantidade finita de clientes. Podemos descrever tal evento utilizando uma
matriz (Pij)sxs, onde cada elemento p;; representa a probabilidade de um comprador do

produto v trocar para o produto j, assim:
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0,50 0,40 0,10
P=10,20 0,50 0,30
0,30 0,20 0,50

Supondo 80 compradores destes produtos, onde inicialmente 40 compram o pro-
duto A, 20 compram o produto B e 20 compram C, quantos compradores em média temos
dos produtos A, B e C' apds uma semana?

Para responder essa pergunta, montaremos uma matriz linha que chamaremos de

Q com os numeros iniciais de compradores, assim:

Q:[40 20 20]

Em sequida, faremos o produto entre as matrizes P e @,

0,50 0,40 0,10
40 20 20}- 0,20 0,50 0,30 :[30 30 20].
0,30 0,20 0,50

A matriz obtida representa os valores médios dos 80 compradores apds uma se-
manda.
Portanto, a media semanal de compradores, € de 30 para o produto A, 30 para o

produto B e 20 para o produto C.

5.3.3 Mensagens criptografadas

Conforme [13] podemos citar o funcionamento de um importantissimo sistema
de codificacao e decodificacdo de mensagens chamado de Mensagens Criptografadas, cuja
finalidade é assegurar o sigilo de uma mensagem de tal forma que s6 o remente e o
destinatario conhecam o seu contetdo.

A necessidade de proteger mensagens secretas de modo que somente as pessoas a
que elas destinam-se possam decifra-las, vem desde que a humanidade passou a viver em
sociedade, até os dias de hoje. A Criptografia é um conjunto de técnicas que nos possibilita
escrever mensagens em codigos de modo que apenas o remetente e o destinatério tenha

ferramentas para decifra-las.

Exemplo 5 Vejamos a sequinte tabela, onde associaremos cada simbolo a um nimero.
Note que o niimero 37 representard um espaco vazio entre palavras ou no fim de uma frase
caso seja necessdrio. Também representamos por nimeros alguns sinais de pontuacao. O
principio bdsico da Criptografia € a conversao de simbolos em niumeros, onde palavras,
frases e textos sao convertidos em sequéncias numéricas. Vamos adotar esta tabela de

conversao, para realizar criptografias.
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Tabela 5.3: Conversao de letras em nimeros

a|blc|d]el| f | g|h|[i]]
11 (12|13 |14 15|16 |17 |18 | 19| 20
k|1l | m|n|lo|pl|qgql|Tr]|s]|t
21122 123124 |25 |26 |27 ]28|29 |30
ul|v | w|x|y|z . , !
311323334 |35 |36 |37]38]|39 |40

Fonte: Autor

Um método bastante simples para codificar e decodificar mensagens faz uso de
dlgebra linear, que envolve apenas uma matriz A,yy e sua inversa AL | cujos elementos
devem ser niumeros inteiros.

Neste caso, o remetente usard a matriz A para codificar a mensagem e o destina-
tdario usard a matriz A~ para decodificar. A finalidade deste método é que a mensagem
seja codificada em pares de caracteres, de modo a dificultar a decodificacao para qualquer
idividuo que nao seja o destinatdrio. Para que isto ocorra deve existir uma tabela de
correspondéncia, onde possamos converter as letras do alfabeto em nimeros.

Digamos que uma mensagem de um celular para outro foi realizada com criptogra-
fias segundo os dados da tabela acima. Usando essa tabela de conversao vamos codificar

e transmitir a mensagem: Gosto de filmes. Sendo a matriz codificadora

A[3]

Essa matriz € conveniente para o nosso problema, pois seus elementos sao niume-
ros inteiros, bem como o0s da sua matriz inversa.

Primeiramente escreveremos a matriz M correspondente de cada letra ou simbolo
ao seu numero associado. Sendo a matriz A do tipo 2 X 2, organizaremos a matriz M

com duas linhas:

M= 17 25 29 30 25 37 14 15
|37 16 19 22 23 15 29 38 |

A matriz codificada N encontrada fazendo o produto A x M = N ¢é

v | 88 91 106 112 134 57 83
|71 66 77 82 97 43 68

Logo a mensagem codificada que chegard ao celular de destino serd:

88 91 106 112 134 57 83 71 66 77 82 97 43 68



MATRIZES 40

Para que a mensagem seja decodificada e portanto lida no celular do destinatdrio,

este aparelho deve usar a matriz decodificadora A~ que é a matriz inversa de A, logo

Alzl 1 -1

A decodificacio € feita realizando o produto A™' x N. Assim:

Al x N =

17 25 29 30 25 37 14 15
37 16 19 22 23 15 29 38 |

Logo, A=Y x N = M. Portanto, a mensagem que foi decodificada no celular de destino

possut 0s sequintes numeros:
17 25 29 30 25 37 14 15 37 16 19 22 23 15 29 38

Convertendo esses niumeros em simbolos de acordo com a tabela de conversao temos a

mensagem recebida “Gosto de filmes”.

5.4 Questoes de vestibulares

Mostraremos nesta secao, aplicacoes das operacoes e propriedades de matrizes
onde colocaremos em pratica o dominio de técnicas matematicas desse contetido em ques-
toes de vestibulares ver [21], para que alunos de Ensino Médio tenham como referéncia

modelos de exercicios em que essas técnicas sao utilizadas.

1. (Fatec—2019). Jodo, Silvia e Pedro sdo funcionérios de uma empresa. Considere as

matrizes:
95 40 12 32
A:(m 12 8) e B=| 15 22 30 30 |,
30 25 25 18
em que:

- a matriz A representa o valor, em reais, recebido por hora trabalhada de Joao,
Silvia e Pedro, respectivamente;

- a matriz B representa a quantidade de horas trabalhadas por semana dos mesmos
funcionarios, em cada uma das quatro primeiras semanas no més de julho de 2018;
- na matriz B as linhas 1 a 3 sao para Joao, Silvia e Pedro, respectivamente; e as
colunas de 1 a 4 sao, nessa ordem, para as quatro primeiras semanas do més de
julho, de modo que, por exemplo, o elemento b3 ¢ a quantidade de horas que Joao

trabalhou na terceira semana desse meés.
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O valor pago pela empresa pelas horas trabalhadas por esses trés funcionéarios na

segunda semana de julho de 2018 sera

R$670,00 (b) R$680,00 (c) R$824,00 (d) R$980,00 (e) R$984,00

Solucao: Os valores pagos pela empresa pelas horas trabalhadas por esses trés fun-
cionarios, em cada semana do més de julho de 2018, correspondem aos elementos

da matriz

95 40 12 32
( 10 12 8 ) |15 22 30 30
30 25 25 18

Para obtermos a resposta pedida no enunciado, basta multiplicarmos os elementos
da matriz A pelos elementos da segunda coluna da matriz B, dessa forma, encon-

traremos o valor pago pela empresa aos trés trabalhadores mencionados. Entao:

10-40 + 12 - 22 4 8 - 25 = 864.

Portanto, a empresa pagarda R$ 864,00 aos funcionarios Joao, Silvia e Pedro na

segunda semana.

(URCA-2019.1). Considere M uma matriz quadrada de ordem n. Chama-se trago
de M a soma Tr(M) = ay + ass + -+ + ayny, dos elementos a;; de M.

Se

1 2 3 -1 5 6
M=1]456 e N= 0 —4 3 |,
7 89 7T =3 2
concluimos que Tr(M + N) vale
0 (b) 2 () 5 (d) 10

Solugao: Como as matrizes M e N possuem as mesmas ordens no caso 3 X 3 , entao

podemos obter uma matriz soma M + N somando seus elementos correspondentes.

Assim,
0 7 9
M+ N = 4 1 9
14 5 11
Logo,

Tr(M+N)=0+1+11 =Tr(M+ N) = 12.
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3. (Insper—2018). A tabela a seguir sera usada para a transmissao de mensagens crip-
tografadas em matrizes. A criptografia é feita ao se multiplicar a matriz C' pela

matriz-mensagem M gerando a matriz criptografada M, = M - C.

0 7 G [14 | N | 21 u
1 | A B H|1 |0 |22 | ¥
2| B 9 1 16 | P |23 | W
3| C 10| J 17 | @ | 24 | X
4 | D | 1 K| 18 | R |2 | Y
S| E |12 | L |19 |8 |26 )| Z
6 | F |13 M |20 | T |27 | ?

Fonte: https://www.sprweb.com.br/mod.app/index.php

A matriz C é dada por:

0 79
C=14 19
14 5 11

Por exemplo a matriz

5 19 20 15 21 O
M=114 15 0 0 0 0 [,
9 14 19 16 5 18

que significa ESTUDOU NO INSPER, depois de criptografada por C' vira a matriz

33 67 59 46 5 18
M.=128 48 39 31 5 018
70 111 78 62 10 36

Ao receber M., o destinatario deve multiplicid-la pela matriz decodificadora D, da
mesma ordem da matriz C, para recuperar a mensagem original. Desse modo,

determine a matriz decodificadora D.

Solucao: Sendo M. = C- M, a matriz decodificadora D, é de tal forma que D- M, =
M. Ouseja, D-C-M = M, isso implica que D - C' - M — M = 0 onde podemos
fazer (D - C — I)M = 0, sendo I a matriz identidade. Isso resulta em D -C = I.
Portanto a matriz D ¢ a matriz inversa da matriz C, onde D = C~!. Realizando as

devidas operagoes temos que

D=C"t'| 0 -2 1
1 4 -1



6 LOGARITMOS E EXPONENCIAL

6.1 Histoérico

O contexto historico e as aplicagoes sobre o estudo de logaritmos que mostraremos
a seguir podem ser encontradas em [15] e [20].

Ao nos confrontarmos com a expressao logzy = logz + logy podemos nos per-
guntar: Como multiplicar niimeros fazendo, ao invés do produto entre eles, uma soma
de nimeros correlacionados? Tal questionamento é de grande importancia pois somar é
muito mais facil do que multiplicar. Com o surgimento dos logaritmos e suas técnicas de
simplificar calculos tediosos, varios ramos da ciéncias como Astronomia, Geologia, Qui-
mica e Economia por exemplo tiveram avancos significativos apos o dominio de equacoes
como a que abre este capitulo. Avancos estes que nos propiciaram descobertas de grande
importancia para a sociedade como o calculo de prazos em aplicacoes financeiras, bem
como para a comunidade cientifica como datacao de fosseis e niveis de radiacao de nicleo
de 4tomos radioativos e outras aplicagoes que veremos adiante.

Até o século XVII, calculos que envolviam grandes multiplicacoes ou divisoes
eram bastante desgastantes no estudo e desenvolvimento de ciéncias fisicas que usavam
medigoes, como a Astronomia por exemplo. Porém essas operagoes eram inevitaveis e
demandavam muito tempo e atrapalhava o desenvolvimento dos estudos em atividades
mais criativas. Varios dispositivos mecanicos foram inventados, porém o avanco mais sig-
nificativo foi conceitual, como a criacao de estratégias matematicas que viriam a facilitar
os calculos.

Devido a necessidade de se acelerar processos de estudos e pesquisas, a Matema-
tica rapidamente evoluiu nesse periodo, desenvolvendo aprimoradas implicagoes teoricas,
e praticas, de tal maneira que até hoje essas ideias iniciais ainda sao ferramentas impres-
cindiveis em toda ciéncia.

A principal evolucao da Matemaética nos primeiros anos do século XVII, foi uma
técnica chamada logaritmo, criada pelo escocés John Napier também conhecido como
Neper. Essa descoberta foi publicada em seu livro intitulado Mirifici Logarithmorum
Canonis Descriptio (“Descricao do Maravilhoso canone dos logaritmos”), lancado em 1614
apo6s 20 anos de estudos. O prefacio desta obra escrito pelo proprio Neper mostra o quanto

ele tinha consciéncia da sua descoberta:

“Ja que ndo existe nada mais enfadonho, colegas matematicos, na
pratica da arte matematica do que o grande atraso sofrido no tédio de extensas
multiplicacoes e divisoes, de encontrar razoes, e na extracoes de raizes quadra-
das e ctubicas — e ... 0s muitos erros traicoeiros que podem surgir: eu estive,

portanto, revirando em minha mente que arte segura e expedida eu poderia
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ser capaz de aperfeicoar para tais mencionadas dificuldades. No final, ap6s
muito pensar, finalmente descobri uma surpreendente maneira de abreviar os
procedimentos ... e é uma tarefa prazerosa apresentar o método para o uso

piblico dos matematicos.”

O principio basico dos logaritmos é transformar uma multiplicagao em adicao e
como consequéncia uma divisao em subtracao. Para isso Neper representou os niimeros
positivos como poténcias de um mesmo niimero e os dispos em uma tabela de duas colunas,
onde os ntimeros positivos listados por ele ocupava a coluna esquerda e o seu logaritmo
correspondente ficava na coluna direita. Segundo Neper, para multiplicar dois niimeros,
basta somar seus logaritmos e o resultado dessa soma ¢ o logaritmo do produto, de forma
analoga, para dividir dois nimeros basta subtrair seus logaritmos, para se elevar um
niimero a uma poténcia basta multiplicar o seu logaritmo pelo expoente e para extrair a
raiz n—ésima de um numero, basta dividir o logaritmo desse ntimero pelo indice da raiz.

A invencao de Neper provocou grande repercussao e admiracao entre os matema-
ticos da época, ao ponto que em 1615 Henry Briggs, o primeiro professor de geometria
do Gresham College, em Londres, quis conhecé-lo pessoalmente para sugerir melhorias a
sua descoberta. E assim o fez, sugerindo a Naper uma tabela com os mesmos principios
porém usando a base 10 como base comum. Com a morte de Neper em 1617 coube a
Briggs concluir sozinho o trabalho, e no mesmo ano foi publicada a primeira tabela de
logaritmos de ntumeros inteiros de 1 a 1000 na base 10 com catorze casas decimais. Anos
mais tarde publicou uma tabela com a mesma precisao da primeira, porém com nimeros
inteiros até 100.000. Dai por diante, outros mateméticos inspirados nas tabelas de Briggs
criaram tabelas auxiliares como a tabela de logaritmo das funcoes trigonométricas.

Mesmo hoje com a utilizacao de calculadoras modernas, o estudo dos logaritmos
ainda é e continuard a ser imprescindivel, pois embora eles tenham sido criados como
ferramenta para facilitar operagoes aritméticas, o desenvolvimento da Matematica e das
ciéncias de modo geral mostram que diversos fendmenos fisicos, quimicos, biologicos e

econdmicos sao intrinsecamente ligados aos logaritmos.

6.2 Definicoes e propriedades

Muito do que vimos sobre a necessidade de simplificar calculos de multiplicacoes
em somas remete a conhecida propriedade da poténcia de mesma base onde a™-a" = a™"™".
Porém, vale ressaltar que a ideia de reduzir multiplicacoes a somas foi evidenciada muito
antes da notacao de expoentes para indicar poténcias de um niimero, devido ao fato dos
logaritmos terem surgido antes da notagao exponencial.

Contudo, ap6s a difusao da notacao a”, nao demorou para que outras ideias como
poténcias de expoente negativos e fracionarios fossem inseridos no céalculo de poténcias

e, que sendo a um ntmero real positivo diferente de 1, esse ntimero pode ser expresso
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na forma a”, onde n é um expoente racional. Restringindo ao estudo de poténcias de
um numero positivo, podemos explicar de maneira mais facil a elaboracao das tdbuas de
logaritmos numa mesma base.

Seja a um numero real positivo. Dado n > 0, a poténcia a™ é definida como o

produto de n fatores iguais ao nimero a. Ou seja,

a*=a-a-a...a. (n fatores)

Valendo assim a propriedade fundamental das poténcias:
a”-at=am"m. (m, n inteiros positivos)

Para preservar a validez da propriedade acima, vamos convencionar a® = 1 de

modo que a’ - a® = a®*" = a". Podemos verificar outras consequéncias da definicdo e da
propriedade fundamental em [15].

Desde que se estabeleceu o dominio da definicao e da propriedade fundamental
das poténcias de expoente natural de um niimero real a > 0, passou-se a definir logaritmos

da seguinte forma.

Definicao 6 Seja um nimero real a > 0, onde também a # 1, o logaritmo de um nimero
b > 0 na base a é o expoente x no qual se deve elevar a base a de tal maneira que se tenha
a® =b. Assim escrevemos log,b = x e lemos da sequinte forma: logaritmo de b na base

a € igual a r. Em linguagem matemdtica temos:
log,b=12 & a" =b.

Como consequéncia imediata dessa defini¢ao, temos uma importante propriedade

dos logaritmos, que ¢é a seguinte:
log, (bc) = log, b + log, c.

Essa propriedade é que fundamenta a criacado das tabuas e tabelas de logaritmos
criadas por Neper e Briggs como solucao para grandes impasses na Matematica do inicio
do século XVII como efetuar longas multiplicacoes.

Como consequéncia da propriedade fundamental dos logaritmos, foi possivel tam-
bém facilitar o calculos de grandes divisoes na época do surgimento das primeiras tabelas

de logaritmos. Assim segue que,

b
log,, (—) = log, b — log, c.
c

Veja que agora basta subtrair os logaritmos dos nimeros que queremos dividir
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considerando sob uma mesma base.

Uma importante consequéncia da definicao dos logaritmos, e que pode ser ve-
rificado nas tabelas de Neper e Briggs, é sobre logaritmo de um ntimero elevado a um
expoente:

log, b" =n-log,b, n€R.

Ainda como decorréncia da definicdo dos logaritmos, temos os seguintes resulta-

dos:
1. log,1 =0, pois a® = 1.
2. log,a =1, pois a' =a
3. log, b =log, c < a = c, equagao logaritmica de mesma base.

Muitas vezes, em um problema envolvendo logaritmos, se faz necessario mudar a
base de um ou mais dos logaritmos para uma base conveniente ao problema. Assim, seja
log, b e queremos mudar a base desse logaritmo para uma base d, em que d > 0 e d # 1,

segue que,

Uma importante definicao no estudo de logaritmos, é de logaritmos naturais.
Definicao 7 O logaritmo natural de um nimero a, denotado por Ina, sendo a > 0, € o
logaritmo desse nimero a, na base e. Dessa forma temos:

Ina = log, a.
Em que e corresponde ao nimero irracional de valor aproximado

e =2 718281828. ..

O nimero e denotado por nimero de Euler por conta de Leonhard Euler ou
numero de Neper devido a John Napier, estd presente em todas as situagoes em que se
deseja calcular a variacao instantanea de uma grandeza que cresce ou decresce através do
produto por uma taxa constante.

Da definicao de logaritmo natural, decorre as seguintes consequéncias:
1. lIne=1
2. In1=0
3. Ine™ =n.

Nas referéncias [18] e [11], poderemos encontrar as demonstragoes das proprieda-

des vistas neste capitulo e outras importantes definicoes sobre logaritmos.
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6.3 Aplicacoes

Veremos a seguir, algumas aplicagoes do estudo de logaritmos em &reas como
Geologia, Quimica e Economia para que possamos evidenciar como o dominio da sua
definicao e de suas propriedades teve papel importante para a evolucao dessas areas de

estudo.

6.3.1 Desintegracao radioativa

Atomos de uma substancia radioativa sofrem decaimento, ou seja tem uma ten-
déncia espontanea a se desintegrar, emitindo particulas e dessa forma transformando-se
em outras substancias nao radioativas, devido a reacoes nucleares. As particulas emitidas
constituem a radiacao. Com o passar do tempo, o nivel de radioatividade diminui expo-
nencialmente da mesma forma em que aumenta a massa da substancia originada nesse
processo. Portanto, o nivel de de radioatividade N(¢) em um dado instante de tempo t é

calculado de acordo com a equacao
N(t)=Ny-e ™,

em que Ny é o nivel inicial de radioatividade e k£ é a constante de proporcionalidade
que ¢ encontrada experimentalmente, cujo valor depende da substancia em questao. De
forma mais exata, depende do isétopo do elemento que compoe a substancia que estamos
estudando. De tal forma que em um dado momento, a quantidade de matéria que se
desintegra de um corpo radioativo, é proporcional a massa da substancia que ainda resta
da matéria original no corpo naquele momento.

A unidade de tempo convencional para se determinar a desintegracdao de uma
substancia radioativa é a meia-vida. A meia-vida de uma substancia radioativa é o tempo
que leva para que se desintegre a metade de um nivel inicial Ny da massa de um corpo
formado por tal substancia. Para determinar a meia-vida de uma substancia, resolvemos
a equacao

% . NQ = NO . e_kt.

Aplicando a defini¢ao de logaritmos naturais em ambos os membros temos:

1
ln(i):—kt — —-In(2)=—-kt = t=

In(2)
e

Fixando In(2) = 0,6931, entdo basta saber o valor da constante de proporcionalidade k
para se calcular a meia-vida ¢ de uma substancia radioativa.

Nos acidentes com reatores nucleares convencionais, os materiais radioativos mais
relevantes sao o iodo—-131 (um isotopo radiotivo do iodo) e o césio—137 (um isétopo radi-

oativo do césio). O iodo—131 pode causar cancer na tireoide, devido a glandula tireoide
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acumular iodo, porém como a meia vida desse isétopo é de apenas oito dias, isso quer
dizer que seu nivel de radiacao diminui muito rapidamente de modo que com tratamento
médico imediato e adequado pode-se controlar seus danos a satide. Infelizmente, nao po-
demos dizer o mesmo com o césio—137 que tem meia vida de 30 anos e demora cerca de
200 anos para que seu nivel de radioatividade diminua para um centésimo do valor inicial,
fazendo assim um fator de grande risco e perigo principalmente na contaminacao do solo
e rios, colocando em risco vida de plantas e animais e consequentemente da alimentacao
dos seres humanos que vivem na regiao.

Podemos citar por exemplo, o acidente ocorrido na usina nuclear de Fukushima
Dai-ichi(Usina Fukushima 1) no Japao em 2011 provocado por um terremoto matando
cerca de 25 mil pessoas. No Brasil, em 1987, ocorreu o acidente radiolégico de Goiania,
que ficou conhecido como acidente com o césio—137, foi um episédio de contaminagao por

radioatividade que afetou seriamente a satide de centenas de pessoas.

6.3.2 O método do carbono—14

O carbono-14, indicado por *C, é um isétopo radioativo do carbono formado
nas camadas superiores da atmosfera devido ao bombardeamento de raios cosmicos. A
quantidade de carbono-14 existente na atmosfera terrestre tem se mantido praticamente
constante ao longo dos anos devido ao equilibrio entre a quantidade produzida e a quan-
tidade desintegrada.

O carbono-14 é absorvido por seres vivos (animais e vegetais) e a quantidade
absorvida se mantém constante ao longo da vida, e com a morte inicia-se o processo de
desintegracao. A cada 5730 anos, quantidade de “C' existente no organismo reduz &
metade da quantidade anterior, de modo que ap6s cerca de 50.000 anos a quantidade sera
tao pequena que serd inviavel definir de forma precisa uma datacao. De modo analogo
ao calculo do nivel de radiacao de um elemento radioativo, calculamos a constante de

proporcionalidade k da desintegracao do carbono—14 de um organismo pela equagao

k= ,
t
em que t é a meia-vida. Dali,
0,6931
= - = 0,00012097.
5730 ’

De posse dessa constante, podemos entao determinar a idade de fésseis ou vestigios de
madeira que nao ultrapasse o limite estabelecido para tal datacao. Dessa forma, vamos
determinar a idade de um pedaco de madeira encontrado numa escavacao arqueologica,
onde foi constatado que a massa de 4C atual presente nesse pedaco, é cerca de 0,894

vezes a massa de 4C existente em um pedaco de madeira viva com a mesma massa do
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fossil encontrado. Tomando como M a massa de *C do pedaco de madeira hoje e M, a
massa de 1*C' da mesa no passado, entao temos a razao M /My = 0,894, desse modo, pela
formula M = M, - e * temos que, 0,894 = e~*. Aplicando logaritmo nos dois membros

e sabendo que k = 0,00012097 segue que
In(0,0894) = —0,00012097 - ¢.

Entao,
In(0,894)  0,1121

~ 70,00012097 _ 0,00012097

Portanto, esse pedaco de madeira encontrado tem cerca de 926 anos.

= 926.

6.3.3 Matematica financeira

No regime de juros compostos de taxa de acordo com o tempo 7, um capital inicial

C ¢é transformado apos n periodos de tempo, em um montante M, onde
M, =C(1 + i)™

Nas aplicacoes de juros compostos utilizamos os logaritmos para determinar o periodo
(tempo) de uma operagao financeira. Diante dessas informacgoes, vamos determinar o
prazo em que um empréstimo no valor de R$ 65.000, feito por um cliente em uma insti-
tuicao financeira, pode ser quitado por meio de uma parcela tinica de R$ 131.625, 60, se
a taxa de juros compostos cobrada for de 15% a.a?

No problema acima, temos uma aplicacao financeira no regime de juros compostos
onde a partir do capital inicial C' = 65.000, que foi tomado por empréstimo queremos saber
qual o periodo de tempo n a uma taxa i = 15% ao ano fard com que o montante apos
esse tempo e devido aos juros, atinja um valor final de M = 131.625, 60. Para determinar

o prazo n aplicamos os dados aqui coletados na férmula supracita do seguinte modo:
131.625,60 = 65.000(1 + 0, 15)",

que implica em
(1,15)" = 2,025.

Aplicando logaritmo em ambos os membros temos:
log(1,15)" = log(2,025).
E pela propriedade do logaritmo da poténcia segue que,

n - log(1,15) = log(2, 025).
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Portanto,
_ log(2,025)

=5 =,
" og(1,15) "

Entéao a divida sera quitada com uma pagamento de parcela tnica de R$ 131.625, 60 apos

cinco anos.

6.3 Questoes de vestibulares

Nas questoes de vestibulares ver [21]| que se segue podemos ver algumas aplicagoes

matematicas das defini¢oes e propriedades de logaritmos.

1 2
1. (UFRGS-2019). O valor de E = log (§> + log (§> + -+ log (%?]0) é:

(a) —3 (b) —2 (c) -1 (d) 0 (e) 1

Solucao: Para resolver essa questao, vamos utilizar a conseqéncia da propriedade
fundamental dos logaritmos, transformando essas divisoes em subtracoes de loga-

ritmo na mesma base. Assim teremeos,
log1—log2+log2—log3+log3—log4+---+log998 —log 999 +log 999 — log 1000.
Dai, fazendo os devidos cancelamentos de parcelas, resta que

log1 —log 1000 = 0 — 3 = —3.

1 2
2. (FUVEST-2019). Se log,y = . + 3 log, =, para x > 0 entao

_ Va? _ [ (d) y=v2-Va?
(a)y—ﬁ b) y=1/%

1
(©) y=—Z5+ Ve (¢) y=V2i®

Solucao: Na expressao dada na questao, aplicando a definicao de logaritmo temos,

1 2
log, y = 5 + glong Sy = 92 t5losaw

Agora fazendo a distribuicao da poténcia de base 2 temos que, y = 972 . 2582,

Dai utilizando a propriedade do logaritmo da poténcia, segue que,

y = i . 21083295% —

V2

Sl
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B/ZL'Z
Portanto, temos que a solucao do problema proposto é y = —.

V2

3. (UECE-2018). Se n ¢ um nimero inteiro maior do que dois, o valor de

log |log, | { \/ \//n

a) 3. b) —4. c) 4. d) —3.

Solucao: Para solucionar esta questao, faremos uso de propriedades de radicais, bem
como da propriedade poténcia de logaritmos e de consequéncias da definicao. Assim

sendo, segue que:

ol ! 1
log |log, \/V/n || =log, [logn( ”f/ﬁ)} = log, [logn n"ﬂ = logn[ }

nt

Assim, chamando de x = log,, {—4} = log, n~*, temos por consequéncia da defini¢ao
n

de logaritmo que x = —4.



7 CONSIDERACOES FINAIS

Este trabalho teve como objetivo apresentar aplicacoes tebricas e praticas dos
contetidos menos abordados na prova de Mateméatica do ENEM. Atualmente, intensifica-
se, por parte dos discentes, um questionamento sobre a aplicabilidade de certos contetidos
matematicos no cotidiano. H& um sentimento, de que se um contetido nao ¢ cobrado em
algum vestibular, ou se um determinado assunto nao se apresenta de forma claramente
aplicavel para o seu entendimento, este nao possui relevancia suficiente para ser estudado.

Ao longo dos dltimos 10 anos, o ENEM, que se tornou o principal processo de
selecao para ingresso nas IES do pais (e algumas instituigoes do exterior), contribuiu para
que esse sentimento de desprezo para com alguns conteidos matemaéaticos se propagasse.

Diante disso, visou-se apresentar aplicacoes de alguns contetidos esquecidos pelo
ENEM, para que os discentes conhecam sua importancia na sociedade atual. Conjuntos,
Numeros Complexos, Matrizes e Logaritmos foram escolhidos para tal pela sua relevancia,
em termos de aplicagao, e pela pouca (ou nenhuma) frequéncia nas provas de Matemética
do ENEM.

Apos a leitura deste trabalho, esperamos que os leitores (especialmente os discen-
tes) questionem o porqué de tais contetdos estarem sendo gradativamente ignorados pelo
sistema educacional, sendo que estes sao de fundamental importancia em diversas areas
da Ciéncia.

E verdade que, para o entendimento completo de algumas aplicacdes apresenta-
das, necessita-se de um conhecimento mais aprofundado a nivel de graduagao. Entretanto,
o conhecimento é construido por degraus, e o primeiro passo deve ser dado no Ensino Ba-
sico, a fim de que os alunos desenvolvam um senso critico sobre o que eles estao aprendendo
e como tais contetidos sao aplicados na sociedade. Ignorar contetidos tao relevantes pode
limitar o leque de conhecimento dos alunos, o que seria fatal numa sociedade cada vez
mais competitiva.

Espera-se que este trabalho deixe um mensagem positiva de incentivo aos alu-
nos de que, além de possuir aplicacoes tedricas, a Matematica é uma Ciéncia extrema-
mente fundamental ao desenvolvimento do ser humano, social e intelectualmente, sendo
altamente aplicavel nas mais diversas areas, influenciando nossas vidas mais do que se

imagina.
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