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Resumo

Sem duvidas, € indiscutivel a importancia das matrizes e dos sistemas lineares, tanto na
matematica quanto para o estudo de outras dreas do conhecimento. Em virtude da importan-
cia desses objetos matematicos, buscamos observar o curriculo de matematica da educacao
basica e suas expectativas de aprendizagem sobre o ensino de matrizes e sistemas lineares.
Voltando nosso olhar para os métodos de resolucdo dos sistemas lineares, descobrimos uma
nova ferramenta a ser usada nessas resolucdes: o teorema de Rouché-Capelli. Além disso,
em nosso trabalho procuramos explorar os sistemas lineares, sob o ponto de vista tedrico,
com demonstragdes rigorosas norteadas 2 luz dos conceitos da Algebra Linear, e sob o ponto
de vista prético, expondo uma série aplicacdes dos sistemas lineares a outras dreas do conhe-

cimento, utilizando como método de resolug¢do dos problemas o teorema de Rouché-Capelli.

Palavras-chave: Matrizes, Sistemas Lineares, Teorema de Rouché-Capelli.
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Abstract

Undoubtedly, the importance of matrices and linear systems is indisputable, both in
mathematics and in the study of other areas of knowledge. Due to the importance of these
mathematical objects we seek to observe the mathematics curriculum of basic education and
its expectations of learning about the teaching of matrices and linear systems. Turning our
gaze to the methods of solving linear systems we have discovered a new tool to be used
in these resolutions: Rouché-Capelli theorem. In addition, in our work we seek to explore
linear systems, from the theoretical point of view, with rigorous demonstrations guided in
the light of the concepts of Linear Algebra, and from the practical point of view, exposing a
series of applications of linear systems to other areas of the knowledge, using as a method of

solving the problems Rouché-Capelli theorem.

Keywords: Matrices, Linear Systems, Rouché-Capelli Theorem.
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Capitulo 1

Introducao

Durante nossos anos como estudantes da educagdo basica, e também da graduacdo, em
se tratatando da Matemadtica, estudamos os sistemas lineares, porém sempre restritos a reso-
lucdes por métodos como o da adicd@o e o escalonamento. No estudo das matrizes realizamos
varios exercicios ao longo da educacao bésica e também da graduacdo, inclusive calculando
o Posto de matrizes, mas foi apenas quando tivemos que escolher um tema de pesquisa para
realizac@o desse trabalho que fomos apresentados ao teorema de Rouché-Capelli.

Debrugando nossa atencdo sobre esse método de resolucao dos sistemas lineares, per-
cebemos um novo caminho que agora daria um novo tratamento a resolu¢ao dos problemas.
Pensando em fundamenti-lo adequadamente, desenvolvemos um capitulo dedicado a teoria
das matrizes e sistemas lineares, contando com definicdes, teoremas, corolarios e demons-
tracdes. Quando nosso olhar voltou-se para o curriculo de matematica da educagdo bdsica
percebemos o abismo que foi colocado entre as matrizes e os sistemas lineares.

Quando falamos do ensino médio regular € ainda mais alarmante a situacdo, pois,
apesar dos livros didaticos trazerem o estudo das matrizes, o curriculo do nosso estado de
Pernambuco néo as inclui na proposta de instrucao dos estudantes do referido nivel de ensino,
apenas nas expectativas de aprendizagem da educacdo integral. Esse tratamento dado as
matrizes representa uma certa perda de conhecimento, pois historicamente o estudo destas
caminhou lado a lado com a resolugdo de sistemas lineares.

Durante nossa andlise dos livros, constatamos que eles trazem um espago para as apli-
cacoes dos sistemas lineares, e, pensando nisso, pesquisamos algumas aplicacdes dos siste-
mas lineares em vdrias dreas. Na resolu¢cao dos problemas, bem como nos exemplos, usamos
o teorema de Rouché-Capelli no intuito de mostrar uma nova ferramenta que pode ser usada
na resolugdo dos sistemas lineares e fazer uma ponte com o estudo das matrizes, e assim

facilitar a aprendizagem desses conceitos matematicos.



1.1 Objetivos

Objetivo Geral

e Discutir a utilizagdo do teorema de Rouché-Capelli na resolugdo de sistemas lineares.

Objetivos Especificos

e Estudar as propriedades das matrizes e sistemas lineares.

e Resolver sistemas lineares ultizando o método de escalonamento e o teorema de Rouché-
Capelli.

e Discutir o que os documentos que norteiam a educagdo bésica dizem sobre as matrizes

e os sistemas lineares.
e Modelar problemas de outras dreas utilizando sistemas lineares.

e Comparar a utilizacdo dos métodos “tradicionais” de resolucdo de sistemas lineares
com o uso do teorema de Rouché-Capelli.

1.2 Organizacao

A organizagdo do presente trabalho deu-se da seguinte forma: iniciamos com uma nota
histérica sobre como os matemdticos britanicos do século XIX trabalhavam com as matrizes
e os sistemas lineares. Na sequéncia, realizamos uma ampla discussdo sobre matrizes, na
qual trazemos defini¢des, teoremas e propriedades sobre esse objeto matmatico.

Nas sec¢des seguintes do capitulo 2 abordamos as transformagdes de matrizes, descre-
vendo como realizar essas transformagdes elementares e as suas propriedades, trabalhamos
as chamadas matrizes elementeres € novamente realizamos um recorte histérico no qual men-
cionamos os determinantes, mas sem entrar em muitos detalhes, pois nesse trabalho voltamos
nossa aten¢do apenas para os sistemas lineares e usamos as matrizes como ferramenta para
resolucao dos mesmos.

Ao longo desse texto foi feita uma caracterizagdo dos sistemas lineares: dizemos o que
€ esse objeto matemdtico, como encontrar suas solucdes, classificacio quanto ao nimero de
solugdes, métodos de solugdes e como resolvé-los utilizando o teorema de Rouché-Capelli.
Ap6s a apresentacdo desse método de solucdo todos os problemas foram discutidos utili-
zando o referido teorema.

Fizemos uma discussio sobre como os sistemas lineares e as matrizes estdo descritos
no curriculo de matemadtica da educacdo bésica. Certamente ndo poderiamos deixar de ana-
lisar como os livros didéticos organizam e trabalham com as matrizes e os sistemas lineares.
Essas consideragdes foram feitas na secdo 3.2 do capitulo 3.



Dedicamos o capitulo 4 ao estudo de problemas que envolvem circuitos elétricos, equi-
librio de equagdes quimicas e outros assuntos que a principio ndo sao diretamente ligados a
matemadtica, mas podem ser modelados por sistemas lineares e resolvidos através da utiliza-
cao do teorema de Rouché-Capelli.

No pendltimo capitulo desse trabalho fizemos uma comparagdo de métodos resolvendo
problemas primeiro por adi¢do ou escalonamento e em seguida usando o teorema de Rouché-
Capelli. Na dltima secao do capitulo 5 tecemos alguns comentarios sobre as diferentes reso-
lugdes.

Por fim, sdo feitos alguns comentérios sobre todos os estudos realizados, e nesse mo-
mento sugerimos que em pesquisas futuras seja intensificado o estudo do uso das matrizes
e, especificamente, do teorema de Rouché-Capelli na resolucdo dos sistemas lineares. No
apéndice A apresentamos uma breve lista de exercicios, € no apéndice B temos as solugdes
desses problemas.



Capitulo 2

Sobre Matrizes, Sistemas de Equacoes
Lineares e o0 Teorema de Rouché-Capelli

Nessa parte tedrica do trabalho nossos estudos foram feitos e embasados nas referén-
cias [3], [8], [10], [13] e [14].

2.1 Matrizes: Definicao e Propriedades

Nessa secao faremos um breve recorte histérico sobre como os matematicos ingleses
trabalharam com as matrizes no século XIX, vamos expor uma definicio de matriz, bem

como de propriedades e teoremas desse objeto matematico.

2.1.1 Um Pouco de Historia

A disputa entre Newton e Leibniz (ou, mais exatamente, entre seus adeptos) em torno
da primazia da criagdo do Calculo, foi negativa para a matemdtica inglesa, embora Newton
tenha levado vantagem na polémica. Considerando uma questio de honra nacional ser fiel ao
seu mais eminente cientista, nos cem anos seguintes ao inicio desse episddio os matematicos
britanicos fixaram-se nos métodos geométricos puros, preferidos de Newton, em detrimento
dos métodos analiticos, muito mais produtivos. Como os matemdticos da Europa Continen-
tal exploraram grandemente estes ultimos métodos nesse periodo, a matemadtica britinica
acabou ficando bem para trés.

Durante o século XIX houve uma reacdo e a matemadtica britanica conseguiu voltar
ao primeiro plano, especialmente em dlgebra, um campo que de um modo geral ficou mar-
ginalizado nesse meio tempo. Um dos responsdveis por essa reascensdo foi Arthur Cayley
(1821-1895).

Natural de Richmond, Inglaterra, Cayley descendia de uma familia que conciliava ta-
lento e tradicao. Desde muito cedo demonstrou grande aptidao para os estudos. Assim sendo,

e atendendo a sugestOes de alguns de seus professores, seus pais resolveram envid-lo para

4



estudar em Cambridge, em vez de inicid-lo nos negdcios da familia. Entdo, em 1838 ingressa
no Trinity College, onde iria se graduar com distingdo mdxima. Logo em seguida inicia-se no
ensino, no proprio Trinity, mas desiste 3 anos depois, pois sua permanéncia exigiria abragar
a carreira religiosa, o que ndo estava em seus planos. Durante os proximos quinze anos Cay-
ley dedicou-se a advocacia, mas com certeza nao integralmente, como 0 mostram os mais de
duzentos artigos que publicou no periodo, na drea de matematica. Foi também nessa época
que conheceu James Joseph Sylvester (1814-1897), outro dos grandes expoentes da dlgebra
britanica do século XIX, com quem estabeleceu sélida amizade, consolidada até por dreas
de pesquisa comuns, como teoria dos invariantes. Em 1863 aceita o convite para ocupar uma
nova cadeira de matematica pura criada em Cambridge, a testa da qual ficou até sua morte
(salvo um semestre de 1882, em que deu cursos nos Estados Unidos).

Em volume de produ¢do matemdtica, em todos os tempos, Cayley talvez s seja su-
perado por Euler e Cauchy. Embora sua obra seja bastante diversificada, foi no campo da
Algebra, com a grande facilidade que tinha para formulacdes abstratas, que mais se sobres-
saiu. Assim, por exemplo, deve-se a ele, num artigo de 1854, a nocdo de grupo abstrato.
(Galois, que introduziria o termo grupo em 1830, com o sentido atual, s6 considerara grupos
de permutagdes.) Outra contribui¢do importante de Cayley, iniciada em 1843, € a Geometria
Analitica n-dimensional em cuja elaboracdo utiliza determinantes e coordenadas homogeé-
neas como instrumentos essenciais.

O inicio da teoria das matrizes remonta a um artigo de Cayley em 1855. Diga-se de
passagem, porém, que o termo matriz ja fora usado, com o mesmo sentido, cinco anos antes
por Sylvester. Nesse artigo Cayley fez questdo de salientar que, embora logicamente a idéia
de matriz preceda a de determinante, historicamente ocorreu o contrario: de fato, os deter-
minantes ja eram usados hd muito na resolucdo de sistemas lineares. Quanto as matrizes,
Cayley as introduziu para simplificar a notacdo de uma transformacgdo linear. Assim, em

lugar de

a-x+b-y=x X a b| |x

escrevia = .

c-x+d-y=y y c d| |y
A observacao do efeito de duas transformacdes sucessivas sugeriu-lhe a defini¢do de produto
de matrizes. Dai chegou a ideia de inversa de uma matriz, o que obviamente pressupde a de
elemento neutro (no caso, a matriz identidade). Curiosamente, foi s6 num outro artigo, trés
anos depois, que Cayley introduziu o conceito de adi¢do de matrizes e o de multiplicagdo de
matrizes por escalares, chamando inclusive a atencao para as propriedades algébricas dessas
operagoes.

Ao desenvolver a teoria das matrizes, como outros assuntos, a grande preocupacio de
Cayley era com a forma e a estrutura em Algebra. O século XX se encarregaria de encontrar
inumeras aplica¢des para suas matrizes.

Nas etapas porteriores passamos a estudar as matrizes e suas propriedades, apresen-

tando as defini¢Oes e teoremas que julgamos necessdrios para constru¢do da teoria das ma-
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trizes.

2.1.2 Uma Definicao de Matriz

Definicao 2.1 Dados dois niimeros naturais m e n ndo nulos, chama-se matriz m por n

(indica-se m x n) toda tabela M formada por niimeros reais distribuidos em m linhas e n

colunas. Dizemos que m X n é a ordem da matriz.

Em uma matriz qualquer M, cada elemento € indicado por a;;. O indice i indica a linha

e o indice j a coluna as quais o elemento pertence. Com a convencao de que as linhas sejam

enumeradas de cima para baixo (de 1 até m) e as colunas, da esquerda para a direita (de 1 até

n), uma matriz m X n é representada por:

al app a3
a; ax» a3
M= |a3 a3z as3

aml Am2 Aam3

Também podemos usar as seguintes notagdes:

alr app aiz -+ Aaip
a1 axp ax -+ dy

M= 1a31 a3z a3z - a3 | ou M=
aAml Am2 am3 - Amn

Uma matriz M do tipo m x n também pode ser indicada por:

M = |:al'ji|;i€{1,2,3,--~’m}eje{l,z,:}’...,n}

ou simplesmente, M = [ai j] .
mxn
Vejamos alguns exemplos de matrizes:

Aln
azp

asn

Amn |

air a2
azr ax

asp  aszz

am1 Adm2

[O 9 —1 7]éumamatrizl><4.

5

1 | € uma matriz 3 x 1.

-3

00

¢ uma matriz 2 x 2.

ais
ass
ass

am3

2.1)
ain
ax
azn
Amn
(2.2)
2.3)
2.4)



(8 9 7]
6 4 —5|¢éumamatriz 3 x 3. (2.5)
-1 2 3]
4 1 0]
0 —2 —1|¢éumamatriz 3 x 3. (2.6)
0 0 —3]
2 0 00
1
> 00 € uma matriz 4 x 4. 2.7
5 4 30
-1 -2 1 2
4 0 O
0 —2 O |éumamatriz 3 x 3. (2.8)
0O 0 -3
1 000
1
0 00 € uma matriz 4 x 4. (2.9)
0010
0001

2.1.3 Matrizes Especiais

Agora destacaremos alguns tipos de matrizes abordadas pelos autores [10] e [14], e

que por apresentar determinadas caracteristicas, recebem um nome especial:

1. Matriz linha € toda matriz do tipo 1 X n, isto €, € uma matriz que tem uma Unica linha
(Veja (2.2)).

2. Matriz coluna é toda matriz do tipo m X 1, isto €, é uma matriz que tem um Unica
coluna (Veja (2.3)).

3. Matriz nula € toda matriz que tem todos os seus elementos iguais a zero, isto €, a;; =0
paratodo 1 <i<mel < j<n(Veja(2.4)).

4. Matriz quadrada de ordem n é toda matriz do tipo n X n, isto €, € uma matriz que tem
igual nimero de linhas e colunas (Veja (2.5)). Chamamos de diagonal principal de
uma matriz quadrada de ordem n (Veja (2.1)) o conjunto dos elementos que tém os
dois indices iguas, isto é:

{aij |i=j} ={ai,a2,a33, - ,am}.



De modo semelhante, denomina-se diagonal secunddria de uma matriz quadrada de

ordem n o conjunto dos elementos que t€m a soma dos indices igual a n+ 1, ou seja:

{aij | l+] =n-+ 1} = {alnaa2,n—17a3,n—27‘ o 7an]}-

Por exemplo, como (2.5) € uma matriz quadrada de ordem 3, podemos constatar que

sua diagonal principal é {8,4,3} e sua diagonal secunddria é {—7,4,—1}.

5. Matriz triangular superior é toda matriz quadrada cujos elementos que se encontram
abaixo da diagonal principal sdo iguas a zero, isto €, a;; = 0 para todo i > j (Veja
(2.6)).

6. Matriz triangular inferior é toda matriz quadrada cujos elementos que se encontram

acima da diagonal principal sdo iguas a zero, isto €, a;; = 0 para todo i < j (Veja (2.7)).

7. Matriz diagonal é toda matriz quadrada em que os elementos que ndo pertecem a di-
agonal principal sdo iguais a zero, isto é, a;; = 0 para todo i # j. Portanto, podemos
dizer que uma matriz € diagonal se ela for simultaneamente triangular superior e trian-
gular inferior (Veja (2.8)).

8. Matriz identidade de ordem n (indica-se I ou I,) é toda matriz diagonal em que os
elementos da diagonal principal sdo iguais a 1, isto é, q¢;; = 1 paratodo 1 <i<ne
a;; = 0 para todo i # j (Veja (2.9)).

2.1.4 Operacoes com Matrizes

Definicao 2.2 Duas matrizes A = [ai j] eB = [b,- j} sdo iguais se m =1, n =S5 e
mxn rXxs

todos os seus elementos correspondentes (elementos com indices iguais) forem iguais (a;j =

= bjj, para todo 1 <i<meparatodo1 < j< n).

32 1 logl 9 90° 0
Por exemplo, Matrizes A = ) o8 eB= sen sao iguais,
2 2 5 2 4 5
. 2%x3 2%x3
pois ajy = b11, aia = b2, -+, axz = bas.

Definicao 2.3 Dadas duas matrizes A = [ai j] eB= [bi j] , a soma de A e B, deno-

mxn mxn

tada por A+ B, ¢ a matriz C = [c,-j} de ordem m x n tal que c;j = a;j + b;j, para todo
mxn
1<i<mel < j<n. Aoperacdo que transforma cada par de matrizes de mesma ordem

na matriz C = A+ B chama-se adi¢cdo de matrizes.

Definicao 2.4 Dada a matriz A = [ai j] , chama-se de matriz oposta de A a matriz —A =

mxn
= [-a]
]



Proposicao 2.1 Se A = [a,- J} , B= [b,- j} e C= [c,- J} sdo matrizes de mesma
- mxn mxn mxn
ordem m X n, entdo:

(i) A+ (B+C) = (A+ B)+C (associatividade da adi¢do);
(ii) A+ B = B+ A (comutatividade da adicdo);
(iii) A+0 = A, onde 0 denota a matriz nula m x n (elemento neutro),

(iv) A+(—-A)=0.

Demonstracao: As propriedades acima decorrem diretamente das defini¢des de igualdade e
adi¢do de matrizes, desta forma para demonstrarmos estes resultados, basta usarmos propri-

edades dos ndmeros reais.
(i) Se A = [aij]  B=— [bij] e C = [cij}
m
T |:le +Cij] mxn - |:aij t (bl] + Cij):| mxn - |:(aij +bl]) T Cij:| mxn - [aij +bl]:| mxn +
+[C,’j] Z(A+B)—|—C.
mxn

,entdo A+ (B+C) = [aij}

Xn mxn mxn mxn

mxn

(iii) A+0= [a,-]} - [a,-,-+o} - [aij:|m><n _A

mxn

+ |0y
mxn mxn

o astn=ful, 4[], = o], =] =[], -
=0

Definicdo 2.5 Dadas duas matrizes A = [ai j] e B = |b; j} , chama-se diferenca de
mxn m

bil,,..
A — B a matriz soma de A com a oposta de B, ou seja, A—B = A+ (—B).

Definicdo 2.6 Dado um niimero real k e uma matriz A = [ai j] , definimos a matriz pro-
mxn

duto de A pelo escalar k como sendo a matriz [k -a; J} , denotada por kA = [k ¥er j] .
mxn mxn

Proposicao 2.2 As seguintes propriedades se verificam para quaisquer matrizes

a=[as] en=n]

mxn mxn

de mesma ordem, e k e k' em R:



(i) k-(A+B)=k-A+k-B;
(i) (k+K)-A=k-A+K-A;
(iii) k- (K -A) = (k-K)-A;
(iv) 1-A=A.

Demonstracao: Para demonstrarmos estes resultados, basta usarmos propriedades dos nu-

meros reais.

O ke (4+B) =k [atby| = ke tagemp] | = [earoby] =

(i) (k+K)-A= (k+K)- [aij]mxn = [(k+k’) ‘aij]mxn = [k-aij +k’-a,-]}mxn =

GiD) k(A =k [Koay| | =k W-ag)| = |kk)ag] =

mxn mxn mxn
:(k'k/)-[a,-j} = (k-K)-A.
mxn
s fol,, -] fal, A
(IV) alj mXxn 1 alj mxn alj mxn

Neste ponto apresentaremos a defini¢do de multiplicagcdo de matrizes, bem como al-
guma de suas propriedades. A defini¢do de produto de matrizes foi apresentada por Arthur
Cayley (Inglaterra, 1821-1895), no trabalho intitulado “A Memoir on the Theory of Ma-
trices”, publicado em 1858 na revista Philosophical Transactions of the Royal Society of
London. No referido trabalho, Cayley notou que a multiplicacdo de matrizes, como ele defi-
niu, simplificava em muito o estudo de sistemas de equacdes lineares. Também observou que
esta multiplicacdo deixava de apresentar propriedades importantes, como a comutatividade

e a lei do corte, e que uma matriz ndao nula niao € necessariamente invertivel.

Definicao 2.7 Sejam A = [a,- j] e B= [b,- ]} duas matrizes. O produto de A e B,

mxn nxp

denotado por AB, é definido como a matriz C = [ci j] tal que
mxp

n
cij= Y, aix-bij = ai1 -bij+an-baj+ai-byj+---+ain-bnj
k=1

paratodo 1 <i<meparatodo1 < j<p.
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Sobre a multiplicagdo de matrizes achamos necessario tecer alguns comentarios:

1. A defini¢do dada garante a existéncia do produto AB somente se o nimero de colunas
de A for igual ao ndmero de linhas de B;

2. O produto AB € uma matriz que tem o nimero de linhas de A e o nimero de colunas

de B, ou seja, C = AB ¢ do tipo m X p.

3. Dadas duas matrizes A = [ai j} eB= [bi j} , ndo € dificil perceber que o produto
mxn nxp

AB esta definido. Para que exista o produto BA, devemos ter m = p.

4. Ainda considerando as matrizes A = [a,- J} e B= [b,-j] se m=pem#n,

mxn nxp
entdo as matrizes AB e BA sdo de ordens diferentes. Assim, para que AB e BA sejam
da mesma ordem, devemos ter também m = n, ou seja, A e B devem ser matrizes

quadradas e de mesma ordem.

5. A multiplicacdo de matrizes ndo é uma operagdo comutativa. Por exemplo, considere-

2 1 2
mos as matrizes A = eB= . Temos que
—4 =2 1 0
(5 2 00
—10 —4 2 1

6. Na multiplicacdo de matrizes, podemos ter AB = 0 sem que necessariamente A ou B

sejam uma matriz nula. De fato, tomemos as matrizes A =

Note que A # 0 e B # 0, no entanto,

B

Proposicao 2.3 Desde que as operacoes sejam possiveis, temos:

AB =

(i) A(B+C) =AB+ AC (distributividade a esquerda da multiplicacdo em relagdo a adi-
¢do);

(ii) (A+B)C = AC+ BC (distributividade a direita da multiplicacdo em relagdo a adigdo);
(iii) (AB)C = A(BC) (associatividade da multiplicagcdo);

(iv) (k-A)B=A(k-B) =k(A-B), para todo k € R;

(v) Al =IA = A (existéncia de elemento identidade);

(vi) AO=0A=0

11



(vii) Se A tem uma linha nula, entdo AB também tem uma linha nula, para qualquer matriz
B.

Demonstracao:
(i) Consideremos as matrizes A = [aﬂ] ,B= [bl j] eC= [Cl J} .
mxn nxp nxp
Fazendo A(B+C) =D = [a’i J} , temos
mxp

n n

n n
Z (brj+cg) =Y, (ai-bej+ai-cij) = Y aw-bij+ Y, @ik ck;.

Entdo, A(B+C) = AB+AC.

(i1) Dadas as matrizes A = [a,-l} ,B= [bil] eC= [cl j]
mxn

mxn nxp

Fazendo (A+B)C =D = [a’, j} , temos
mxp

n

n n n
Z ai+bj) - cij =Y (aix- ckj+bix-ckj) = Y aig-crj+ Y, bik- ;.
k=1 k=1 k=1

Portanto, (A + B)C = AC +BC.
(ii1)) Consideremos as matrizes A = [aﬂ] ,B= [bl j] eC= [c jt] .
mxn p pPXr

Fazendo AB — D — [d,,} ,(AB)C = E = [e,,] ¢ BC=F — [ fl,] . temos
mxp mxr

nxr
P )4 n n
eir = Y, (dit- crr) Z Y ais-bg) - cu = Z Z bsk - Cxr)
s=1 =1 s=1

k=1 k=1
n P n
=Y ais- Y (bs-cu) =Y ais- fu. Entdo, (AB)C = A(BC).
s=1 k=1 s=1

(iv) Consideremos as matrizes A = [a,-l] ,B= [b, j] .
mxn p

Fazendo k-A=C = [Cil] ,k-B=D = [blj} ek-AB=F = [eij] , temos
mxn nxp mxp
n n
ths Sj:Z kals :k'zais'bsje

s=1
Zais Ais k bS] k'Zais'bsj~
s=1 =

Logo, (k-A)B :A(k~B) =k(A-B).

||
||M= |

12



)

(vi)

(vil)

Sejam A = [ai j] , I, a matriz identidade de ordem n e I,, a matriz identidade de
mxn

ordem m. Fazendo Al, = B = [b,-,} , temos b;j = a;1 -0+ap-0+a3-0+---+
“lmxn ’
+a;j- 1+ +aj-0=a;jparatodo 1 <i<me paratodo 1 < j<n. Agora, fazendo
I,A=C= [Cij} ,temoscij:0-a,-1+0-a,-2+0-a,~3+---—|—1-a,-j+---+0-am:aij
m

paratodo 1 <i < ;fe paratodo 1 < j <n. Assim, Al, = I,A = A.

O resultado segue dos fatos de que a multiplicacdo de nimeros reais € comutativa e

que o produto de qualquer nimero real por zero é sempre nulo.
Sejam as matrizes A = [ail} ,B= [bl j} . Suponhamos que a r-ésima linha de
mxn nxp

A seja nula. Fazendo AB =C = [cij} , segue, para cada j = 1,2,3,---,p, que
n

xp
n
Crj = Z ar - bj. Como a,, =0 para cada k = 1,2,3,--- ,n, temos que ¢,; = 0 para
k=1
cada j=1,2,3,---,p. Assim, a r-ésima linha de AB ¢é nula. Logo, AB tem uma linha
nula.
|

2.1.5 Transposta de uma Matriz

Definicao 2.8 Dada uma matriz A = [a,- J} , chamamos de transposta de A, e denotamos
mxn
por Al, a matriz A" = [a’ji] onde a’jl- =a;j, paratodo 1 <i<neparatodo1 < j<m.
nxm
(—4 0
Consideremos as matrizes A,Be Ctaisque A= |—1 2],
| 0 3
4 3 —1]
B=|3 2 0 (2.10)
-1.0 5
e
0O -5 3 2
5 0 -1 -1
C= (2.11)
-3 1 0 -4
-2 1 4 0

0 2 3

4 ~-1 0
temos que suas transpostas sdo A’ = [ ],B’ =3 2 O0|e

13



0O 5 -3 -2

o 5 0 1 1
13 -1 0 4
2 —1 -4 0

Proposicao 2.4 A matriz transposta apresenta as seguintes propriedades:

(i) (A" = A para toda matriz A = [aij} .

mxn

(ii) SeA=lay| eB=|by| . emao(A+B) =A'+B;

(iii) Se A= |a; ]} | ekeR, entdo (KA) = kA';

(iv) Se A= ai,} ¢B= [b, j] , entdo (AB)' = B'A',
L mxn nxp
Demonstracao:

0 67 =(([],.,) ) = ([],.0) =[], = o], =

(i) FazendoA+B=C = [c,- j] , temos

mxn

sy =([a], + ) = (o], ) = ([eo],) =

i / — / / _ / / At !
I e e L7 O L/ B
t t
(ii)) Fazendo kajj = dij, temos (kA)' = ( [k-ay] = ( |ds] = [a] =
mxn mxn Jt nxXm

t
= . /.. = K- /.. = .. = 4

(iv) Fazendo AB=C = [Ci j} e, (AB) =C' = [c’-} , resulta:
mxp I pxm
n n n
ci=cij=Y ap-bij=Y bij-ag =Yy, by-ay. Logo, (AB)' = B'A".
k=1 k=1 k=1

Definicao 2.9 Uma matriz quadrada A = [a,- J-] , € chamada de:
nxn
(i) Simétrica se A' = A, ou seja, a;j = aji para todos 1 <1, j < n;

(ii) Antissimétrica se A' = —A, ou seja, a;j = —aj; para todos 1 <i, j <n.

Note que (2.10) € um exemplo de matriz simétrica e (2.11) € uma matriz antissimétrica.

Os elementos da diagonal principal de uma matriz antissimétrica sdo todos nulos.

14



2.1.6 Inversa de uma Matriz

Definicao 2.10 Seja A uma matriz quadrada de ordem n. Dizemos que A é matriz invertivel
se existir uma matriz B tal que AB = BA = I,. Se A ndo é invertivel, dizemos que A é uma

matriz singular.
Definicao 2.11 Uma matriz quadrada A é dita invertivel se A admite uma matriz inversa.
Proposicao 2.5 Se A é invertivel, entdo sua inversa é tinica.

Demonstracao: Vamos admitir que exista uma matriz C tal que AC = CA = [,. Entdo
C=1,C=(AB)C = (BA)C = B(AC) =BI, =B.
|

Definicdo 2.12 Dada uma matriz invertivel A, chama-se inversa de A a matriz A~" (que é
vinica) tal que AA™' =A'A =1,

Vejamos a seguir algumas propriedades das matrizes inversas.

Proposicao 2.6 Sejam A e B matrizes quadradas de ordem n.
(i) Se A é invertivel, entdo A~" é também invertivel e (A~1)~! = A.
(ii) Se A e B sdo invertiveis, entdo AB também é invertivel e (AB)~! = B~1A~1,
(iii) A é invertivel se, e somente se, A’ é invertivel e (A")~1 = (A71).
(iv) Se A tem uma linha nula, entdo A ndo ¢ invertivel.
Demonstracao:

(i) Como A é invertivel, temos A~1A = AA~! =1. Agora, A~! & invertivel se existe uma
matriz quadrada C de ordem 7 tal que A~!C = CA~! = 1. Ora, C = A satisfaz esta
condicio. Logo, pela unicidade da matriz inversa, A é a inversa de A=, ou seja, A=! é
invertivel e (A=)~ = A.

(ii) Por (iii) e (v) da Proposigdo 2.3, segue que (AB)(B"'A™") =A(BB~)A~ 1 =AIA~! =
=AA"'=Te (B'A"YAB) =B '(A"'1A) B=B 'IB=B"'B=1.Logo,B~'A"1¢
ainversa de AB , ou seja, AB é invertivel e (AB) ! = B~1A~1.

(iii) (=) Queremos provar que A’ & invertivel e (A’)~! = (A~1)!, ou seja, queremos que
A'(A~1Y =Te (A~1)A" = I. Como A é invertivel, entio AA~! = A~1A = I. Usando

este fato e o item (iv) da Proposi¢do 2.4, temos que
AAY =(ATA) =Te (A YA =AY =1.
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Logo, pela unicidade da matriz inversa, (A~!)’ é a inversa de A’, ou seja, A é invertivel
e (A~ =@A"1.
(<=) Reciprocamente, como A’ é invertivel e (A")~! = (A=), temos

(A—I)ZAI :AZ(A—l)I —T.
Por (i) e (iv) da Proposi¢io 2.4, segue que [(A~')'A") = [(AA~ )] =AA"1 =1Te
[AT(A") 1] = [(A~'A)) = A~1A =I. Logo, pela unicidade da matriz inversa, A~! é a

inversa de A, ou seja, A € invertivel.

(iv) Pela Proposicao 2.3 (vii), temos que AC possui uma linha nula, qualquer que seja a
matriz quadrada C de ordem n. Assim, como / ndo possui uma linha nula, segue que

ndo existe matriz C tal que AC = I. Logo, A ndo € invertivel.

2.2 Transformacao de Matrizes

Nesta se¢do trataremos das transformacdes de matrizes, pois estas operagdes serdo de
grande utilidade quando estivermos trabalhando com sistemas lineares. Assim, estaremos

expondo uma série de propriedades e defini¢des que julgamos importantes em nosso estudo.

2.2.1 Transformacoes Elementares de Matrizes

Definicao 2.13 Seja A uma matriz de ordem m X n. Para cada 1 < i < m, denotemos por L;
a i-ésima linha de A. Definimos as transformacoes elementares nas linhas da matriz A como

segue:
(i) Permutagdo das linhas L; e L; (indicada por L; <+ Lj).

(ii) Substituicdo de uma linha L; pela adicdo desta mesma linha com c vezes uma outra

linha L; (indicada por L; — L; +cLj, sendo ¢ um niimero real ndo nulo).

(iii) Multiplicacdo de uma linha L; por um niimero real ¢ ndo nulo (indicada por L; — cL;).

21 -1 3
Tomemos, por exemplo, a matrizA talque A= |1 2 1 9 | para efetuarmos
3 -1 -2 —4
algumas operagdes elementares. Assim,
2 1 -1 3 1 2 1 9
—
1 2 1 9 2 1 -1 3|,
L+~ Ly
3 -1 -2 —4 3 -1 -2 —4



1 2 1 9 I 2 1 9
—
2 1 -1 3 0 -3 -3 —15
Ly — 1, —2L,
3 -1 -2 —4 3 -1 -2 —4
€
1 2 1 9 1 2 1 9
0 -3 -3 —15 1 0 1 1 5
Ly — —=1Lp
3 -1 -2 —4 3773 -1 —2 —4

Definicao 2.14 Sejam A e B matrizes de ordem m x n. Dizemos que a matriz A é equivalente
por linhas a matriz B se B pode ser obtida pela aplica¢do sucessiva de um niimero finito de

transformagoes elementares sobre as linhas de A.

1 0 10

Por exemplo, as matrizes | 2 1| e [0 1| s@o equivalentes por linhas jd que
-2 3 00

1 0 1 0 1 0 1 0

— — —
: Ly — L, —2L 01 Ly — L3 +2L 01 Ly — L3 —3L 01
— Ly — — — L3 —
B 2 2 L, 3|*3 3 o 3153 3 210 o

Podemos concluir que se A é equivalente por linhas a uma matriz B, entdo B € equi-
valente por linha a matriz A, ja que toda transformacao elementar sobre linhas € reversivel.
De agora em diante quando duas matrizes A e B forem equivalentes por linhas, usaremos a
seguinte nota¢do A ~ B, e diremos simplesmente que A e B sdo matrizes equivalentes.

Ainda sobre notagdes, serd conveniente indicarmos por e uma transformacao qualquer
efetuada em uma matriz A para obtermos uma matriz B equivalente por linhas a matriz A.
Entdo, se e representa uma das transformagdes elementares nas linhas de uma matriz A de
ordem m X n, denotada por e(A) a matriz obtida de A aplicando-lhe a transformag@o e, temos

o seguinte resultado:

Proposicao 2.7 Toda transformagdo elementar e nas linhas de matrizes é reversivel, no

sentido de que existe uma transformacdo elementar € tal que €' (e(A)) = e(¢'(A)) = A.

Demonstracfio: Se e ¢ uma transformacio elementar do tipo L; <+ Lj, tome ¢’ =e. Se e

) < . < 1

é uma transformagdo elementar do tipo L; — cL;, tome ¢’ como a transformagio L; — —L;.
c

Finalmente, se e € uma transformacédo elementar do tipo L; — L; + cLj, tome e’ como a

transformagdo L; — L; — cL;.
|
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2.2.2 Forma Escalonada de uma Matriz

Definicao 2.15 Uma matriz A de ordem m X n se diz na forma escalonada se for nula, ou

se:
(i) o primeiro elemento ndo nulo de cada linha ndo nula é 1;

(ii) cada coluna que contém o primeiro elemento ndo nulo de alguma linha tem todos os

seus outros elementos iguais a zero;
(iii) toda linha nula ocorre abaixo de todas as linhas ndo nulas, e

(iv) se Ly,---,L, sdo as linhas ndo nulas e se o primeiro elemento ndo nulo da linha L;

ocorre na ki-ésima coluna, entdo ky < ky < --- <kp.

00201 1 0 0 O
Por exemplo, vamos considerar as matrizesA= |0 0 0 1 3|,B=(0 1 -2 0
000O00©O0 00 1 O
0 3 1
eC= |1 0 —1]|. Observe que a matriz A estd na forma escalonada, pois todas as condi-
00 O

coes da defini¢do anterior s@o satisfeitas, mas as matrizes B e C nao estdo na forma escalo-
nada, pois B ndo satisfaz a condi¢@o (ii) da defini¢do 2.15, enquanto a matriz C ndo satisfaz
as condicdes (i) e (iv) da defini¢do acima.

O resultado que apresentaremos a seguir garantird que toda matriz é equivalente por
linhas a uma matriz na forma escalonada, ou seja, esse algoritmo reduz por linhas uma
matriz ndo nula qualquer a uma matriz na forma escalonada. Reduzir por linhas significa
transformar uma matriz usando transformacdes elementares sobre linhas. Esse processo é

também chamado de escalonamento de matrizes.

1. Seja k; a primeira coluna da matriz dada com algum elemento ndo nulo. Troque as
linhas entre si de modo que esse elemento ndao nulo apareca na primeira linha, isto é,
de modo que na nova matriz ay, # 0.

i3

aik,

Repita os passos 1 e 2 na primeira matriz assim obtida, ignorando a primeira linha.

2. Paracadai > 1, realize a transformacao L; — L; —

L.

Novamente, repita os passos 1 e 2 nessa nova matriz, ignorando as duas primeiras

linhas etc., até alcangar a ultima linha ndo nula.

3. Se Ly, -+ ,Lp sdo as linhas ndo nulas da matriz obtida apds terminar o processo acima

e se k; € a coluna na qual aparece o primeiro elemento nio nulo a;, da linha L;, aplique

1
as transformacoes L; — —L; paratodo 1 <i < p.
Aik;
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4. Realize na matriz obtida até entdo as transformacgdes
L _>Li_alk,-Li> [ = L---yi—1,

para i = 2. Depois para i = 3, e assim por diante, até i = p. Dessa forma, obteremos

uma matriz na forma escalonada que € equivalente por linhas a matriz dada.
Teorema 2.8 Toda matriz é equivalente a uma uinica matriz na forma escalonada.

Demonstracao: Nossa demonstracdo serd dividida em duas partes, primeiro mostraremos a
existéncia e depois a unicidade.

Existéncia: Seja A uma matriz de ordem m x n qualquer. Se a primeira linha de A é
nula, entdo a condic¢do (i) da Definicdo 2.15 esta satisfeita no que diz respeito a esta linha.

Caso contrario, seja K o menor inteiro tal que ay; # 0. Multipliquemos a primeira linha por

1 . . . e .
— eentdo a condi¢do (i) da Defini¢do 2.15 fica satisfeita. Agora, para cadai > 2, somemos
aik
(—ajx) vezes a primeira linha a linha L;. Como resultado, temos uma matriz cujo primeiro

elemento nao nulo da primeira linha € 1 e ocorre na coluna k. Além disso, todos os outros
elementos da coluna k sao nulos.
Consideremos agora a matriz B obtida acima. Se a segunda linha de B for nula, nada

fazemos no que diz respeito a esta linha. Caso contrdrio, seja K’ o menor inteiro tal que

bow # 0. Multipliquemos a segunda linha por

e, a seguir, para cada i > 3, somemos
2k
(—bjx) vezes a segunda linha a linha L;, obtendo, assim, uma matriz cujo primeiro elemento

ndo nulo da segunda linha € 1 e todos os outros elementos da coluna £’ sdo nulos.

Repitamos o procedimento acima em relacdo as demais linhas (terceira, quarta, ...,
m-€sima), obtendo no final uma matriz M que € equivalente a matriz A e que satisfaz as
condi¢des (i) e (ii) da Defini¢éo 2.15. Caso M ainda ndo satisfaga as condi¢des (iii) e (iv) da
Definicdo 2.15, basta efetuarmos um nimero finito de permuta¢des das linhas de M. Logo,
toda matriz € equivalente a uma matriz na forma escalonada.

Unicidade: Afirmemos primeiramente que duas matrizes na forma escalonada que
sdo equivalentes s6 podem ser iguais. De fato, nenhuma transformacgao elementar (exceto a
multiplicacdo de uma linha por 1) pode ser efetuada numa matriz na forma escalonada sem
que ela perca esta condi¢do.

Agora, suponhamos que possamos obter duas matrizes na forma escalonada, N e P,
através de transformacgdes elementares efetuadas sobre as linhas de uma matriz A qualquer.
Teremos, entdo, A ~ N e A ~ P. Como as transformagdes elementares sao reversiveis, de
acordo com a Proposicdo 2.7, segue que N e P sdo equivalentes, e, portanto, pela afirmacao
destacada acima, N = P.

|

A primeira parte da demonstragdo anterior, existéncia da matriz equivalente na forma

escalonada, garante a eficacia do algoritmo para reduzir por linhas uma matriz ndo nula qual-
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quer a uma matriz na forma escalonada, em outras palavras, garante que podemos sempre

escalonar uma matriz ndo nula qualquer.

2.2.3 Matrizes Elementares

Definicao 2.16 Uma matriz elementar de ordem n é uma matriz quadrada de ordem n obtida
da matriz identidade I, a partir da aplicagcdo de uma transformacdo elementar, isto é, trata-

se de uma matriz da forma E = e(l,), onde e é uma transformagdo elementar.

Por exemplo, a matriz identidade é uma matriz elementar (pois podemos considerar a

transformacdo elementar e : L; — 1 - L; sobre qualquer linha L; de I), e as matrizes

01
e(h) = Lo ,ondee:L; < Ly,

1 10
6(13) =10 1 0O|,ondee:L;i—L;+Ly,
0 01
sdo matrizes elementares de ordem 2 e de ordem 3, respectivamente.
Sendo A uma matriz de ordem m X n e e uma transformacgdo elementar. O teorema a
seguir nos diz que a matriz ¢(A) pode ser obtida como o produto da matriz elementar e(I,,)

pela matriz A.

Teorema 2.9 Seja e uma transformagdo elementar sobre matrizes. Consideremos a matriz

elementar E = e(I,). Entdo, e(A) = EA, qualquer que seja a matriz A de ordem m X n.

Demonstracao: Seja EA=D = [dl- j] o Denotemos por b;; o elemento na linha i e coluna
jde E,com 1 <i, j <m. Temos trés casos a considerar (um para cada tipo de transformacao
elementar):

1° Caso: e é a transformacao elementar L, <> L.

Analisando as linhas de E:
(i) paraaslinhasi=1,2,---,m,comi#rei#s,temos b;=1eb;;=0,com j# i,
(ii) paraalinhar, temos b, =1eb,;=0,com j#s;e

(iii) para alinha s, temos by = 1 € by; = 0, com j # r.

Os elementos das linhas i = 1,2,--- ;m, com i # r e i # 5, de D = EA sdo da forma (para
m

J=1,...,n)d;j= Z bix-ayj = bji-a;j = a;j, uma vez que, por (i), somente para k = i teremos
k=1

bix = 1 e as demais parcelas do somatério se anulam. Assim, as linhas diferentes de r e s em

D sdo iguais as linhas correspondentes de A.
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Os elementos da linha r de D sdo da forma (para j = 1,...,n)
m
drj - Z brk “dkj — brs “Agj = Agj,
k=1

uma vez que, por (ii), somente para k = s teremos b,; = 1 e as demais parcelas do somatdrio
se anulam. Com isso, a linha r de D € igual a linha s de A.
Por fim, os elementos da linha s de D sdo da forma (para j = 1,...,n)

m
dsj = Z bks'akj = bsr'arj = dyj,
k=1

uma vez que, por (iii), somente para k = r teremos by = 1 e as demais parcelas do somatério
se anulam. Logo, a linha s de D ¢ igual a linha r de A. Portanto, D corresponde a matriz A
com as linhas r e s trocadas.

2° Caso: e é a transformacdo elementar L, — L, + cL;. Neste caso, as linhas i =
=1,2,---,m, com i # r, de E s@o iguais as linhas correspondentes de I,,, ou seja, para todo
i # rtemos b;; =1 e b;j =0, com j # i. Para a linha r, temos b,;, = ¢, b,y = 1 € b,; = 0, com

JFrej#s.

Os elementos das linhas i =1,2,--- ,m, com i # r, de D sdo da forma (para j=1,--- ,n)
m

dij = Z bix-axj = bj; - a;j = a;j, uma vez que b;; = 1 e by = 0, com k # i. Assim, as linhas
k=1

diferentes de r em D sdo iguais as linhas correspondentes de A.

Os elementos da linha r de D sdo da forma (para j = 1,...,n)

M=

drj: brk'akj:brr'arj+br5"asj:arj+c'a5'j,

k=1

uma vez que b, = 1, b,y = c e os demais termos do somatodrio se anulam. Logo, a linha r de
D corresponde a linha r de A somada com a linha s multiplicada por ¢. Logo, D corresponde
a matriz A com a linha r somada a linha s multiplicada por c.

3° Caso: e ¢é a transformagao elementar L, — cL,. Neste caso, as linhasi=1,2,--- ,m,
com i # r, de E sao iguais as linhas correspondentes de I,,, ou seja, para todo i # r temos
bjij=1eB;;=0,com j#i. Paraalinha r, temos b,, =ce b,; =0, com j # r.

Os elementos das linhas i = 1,2,--- ,m, com i # r, de D sdo da forma (para j=1,--- ,n)
dij = i bix - axj = bi; - a;j = a;j, uma vez que b;; = 1 € by = 0, com k # i. Assim, as linhas

k=1
diferentes de r em D sdo iguais as linhas correspondentes de A.

m
Os elementos da linha r de D sdo da forma (para j =1,---,n) d;j = Z by -arj =
k=1

=b,r-a,j = c-a,j, uma vez que b, = c e b, =0, com k # r. Logo, a linha r de D corres-
ponde a linha r de A multiplicada por c. Portanto, D corresponde a matriz A com a linha r
multiplicada por c.

|
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Corolario 2.10 Sejam A e B matrizes de mesma ordem m x n. Entdo, A ~ B se, e somente

se, existem matrizes elementares E\,E,,--- | Eg de ordem m tais que E;--- E,E1A = B.

Demonstracao: Pela Definicao 2.14, A € equivalente a B quando existem transformacdes
elementares ey, --- e, tais que es(---(e2(e;(A)))) = B. Mas, pelo teorema anterior, essa
igualdade Es--- E,E1A = B, onde E; = ¢;(I,), paracada 1 <i<s.

|

Corolario 2.11 Toda matriz elementar é invertivel e sua inversa também é uma matriz ele-

mentar.

Demonstracao: Seja E uma matriz elementar. Seja e a transformacdo elementar tal que
E =¢(I). Se ¢ é atransformagdo elementar inversa de e (conforme Proposi¢do 2.7) e se E' =
¢'(I), entdo, pelo Teorema 2.9, temos [ = €'(e(l)) = ¢/ (E) = ()E=E'Eel=e(¢(I)) =
=e(E') = e(I)E' = EE'. Logo, E é invertivele E~! = E'.

[

Pelo Corolério 2.11, sabemos como inverter uma matriz elementar. Por exemplo, se

010 1 20
considerarmos as matrizesA= |1 0 O eB= [0 1 0|, podemos concluir que A ¢ B
0 01 0 01

sdo invertiveis, ji que A e B sdo matrizes elementares. De fato, A = e (Iz) com e; : L <> L,
e B=ey() comey: Ly — Ly +2-L,. Assim, pelo Corolario 2.11,A~! = ¢\ (I3), onde €} é a

transformac@o elementar inversa de ey, e B! = ¢, (I3), onde ¢}, ¢ a transformagdo elementar

010 1 -2 0
inversa de e>. Mais precisamente, A'=11 0 oleB'=1(0 1 o0f.
001 0 0 1

O teorema a seguir caracteriza as invertiveis.

Teorema 2.12 Para uma matriz quadrada A de ordem n, sdo equivalentes:
(i) A é invertivel;
(ii) Se B é uma matriz na forma escalonada equivalente a A, entdo B = I,;;

(iii) A é uma matriz elementar ou um produto de matrizes elementares.

Demonstracao:

(i) = (i) Se B é equivalente a A, entdo, pelo Corolario 2.10, existem matrizes elemen-
tares E1,E,, - ,Estais que E; - - - E;E1A = B. Como, pelo Corolario 2.11, cada E; € invertivel
e A, por hipdtese, € invertivel, temos que B € invertivel (por (ii) da Proposi¢do 2.6). Além

disso, por (iv) da Proposi¢do 2.6, segue que B ndo possui linhas nulas, e, por estar na forma
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escalonada, de acordo com a Defini¢do 1.15, todos os elementos da sua diagonal principal
sdo iguais a 1 e todos os seus outros elementos siao nulos. Logo, B = I,,.

(ii) = (iii) Como B ~ A, por hipétese, entdo, pelo Coroldrio 2.10, E; - - - E;E]1A = B =
=1I,,onde E|,E;,--- ,E, sdo matrizes elementares (e invertiveis, conforme o Corolario 2.11).

—1...E,~'I, (pela (ii) da Proposi¢do 2.6). Como cada E;~! é

Assim, temos que A = E; " E,
uma matriz elementar (de acordo com o Corolario 2.11) e [,, também € uma matriz elementar,
o resultado segue.

(iif) = (i) Como matrizes elementares sdo invertiveis (conforme o Coroldrio 2.11) e
produtos de matrizes invertiveis sdo invertiveis (por (ii) da Proposicao 2.6), segue que A é

invertivel.

Proposicao 2.13 Sejam A e B matrizes quadradas de ordem n.
(i) Se AB =1, entdo A é invertivel e A~ = B.

(ii) Se AB ¢ invertivel, entdo A e B sdo invertiveis.

Demonstracao:

(1) Suponhamos que A ndo seja invertivel. Seja C a matriz equivalente a A na forma
escalonada (de acordo com o Teorema 2.8). Pelo Teorema 2.12, C # I, e, por es-

tar na forma escalonada (conforme a Definicdo 2.15), C tem uma linha nula. Pelo

Corolario 2.10, C = E;---E>E|A, onde E|,E3,--- ,E, sAo matrizes elementares. Por
(vii) da Proposic¢do 2.3, CB = E;---E;E|AB possui uma linha nula. Assim, AB =
= E,'E,!...E,~'CB também tem uma linha nula, o que é um absurdo, pois, por

hipétese, AB = I. Logo, A é invertivel. Além disso, por (iii) e (v) da Proposicao 2.3,
A'=A""1=A""AB)=(A"'A)B=IB=B.

(ii)) Como AB é invertivel, existe uma matriz C tal que (AB)C = C(AB) = I. Assim,
(AB)C =1=- A(BC) =1 (de acordo com (iii) da Proposi¢do 2.3) = A é invertivel (con-
forme (i), pois, neste caso, A~! = BC). Por outro lado, C(AB) =1 = (CA)B=1=> B¢
invertivel (novamente por (i), pois, neste caso, B~ = CA). Logo, A e B sdo invertiveis.

Pela Definicdo 2.11, uma matriz quadrada A € invertivel quando existe uma matriz
quadrada B tal que AB =1 e BA = 1. No entanto, de acordo com (i) da Proposi¢do 2.13,
basta encontrarmos B tal que AB = I ou tal que BA = I para que A seja invertivel. Ou seja,

se uma das duas igualdades € satisfeita, entdo a outra é automaticamente satisfeita.
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Proposicao 2.14 Sejam A uma matriz invertivel e ey, ey, - - ,es uma sequéncia de transfor-
magoes elementares tais que eg(--- (e2(e1(A)))) = I. Entdo, essa mesma sequéncia de trans-

formagdes elementares aplicadas a I produz A7, isto é, es(--- (ex(er (I)))) = A1,

Demonstracao: Para cada 1 <i <, seja E; a matriz elementar correspondente a transfor-
magcio elementar e;. Entdo, Ey---EyE1A = 1. Assim, (E;---EyE1I)AA~! = JA~!. Portanto,
E;--EE\I=A"

|

O uso do Teorema 2.12 e da Proposi¢do 2.14 nos fornece um método para inversdo de

matrizes por meio de transformagdes elementares. Para ilustrarmos esse método, considere-

1 0 2
mos amatrizA = [2 —1 3]|. Se aplicarmos uma sequéncia de transformacdes elementa-
4 1 8

res em A até obtermos uma matriz B na forma escalonada, pelo Teorema 2.12, A € invertivel
se, e somente se, B = I3. Se B = I3, entdo, pela Proposi¢do 2.14, essa mesma sequéncia
de transformagdes elementares aplicadas em /3 resultarda em A~'. Assim, vamos formar a

matriz [A | 13} de ordem 3 X 6 e reduzi-la a uma matriz na forma escalonada:

1 0 2| 100 — 1 0 2 | 1 00
A Bl=]2 =13 101 0[L=L-20|0 -1 =1 [ =210
4 1 8|00 I|Lzy—=L3—4L |0 1 0 | —4 01
102] 1 0 O 10 2 | 1 0 0
— —
o1 1| 2 —-10 o1 1 | 2 —-10
L, — -1, Iy —13—1,
01 0] -4 0 1] 00 -1 | -6 1 1
1o2|1 0 0 — 1 oo | —-11 2 2
—
01 1|2 -1 0|L—-L-2L3|01 0] -4 0 1
Ly — —1j
001 |6 —1 —1|L—LL-L3|001]|] 6 -1 —1
Como obtemos uma matriz na forma [13 | C} , temos que A é invertivel e C =A™,
—-11 2 2
Assim,A"l'= | —4 0 1
6 -1 -1
1 01
Consideremos agora a matriz A = [0 2 1| . Ao reduzirmos a matriz [A | 13} a
303
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1 0 0
uma matriz na forma escalonada, obtemos a matriz [B | C} ,onde B= [0 1 % e por-
00O

tanto, diferente de /3. Logo, A ndo € invertivel por ser equivalente a uma matriz com uma

linha nula.

2.3 Sistemas Lineares

Nesta secdo, que novamente iniciamos com um recorte historico, vamos por em pratica
toda teoria desenvolvida anteriormente com as matrizes para resolver sistemas de equagdes
lineares. Apresentaremos ao longo desta sec@o as propriedades e métodos de solugao dos
sistemas lineares. Por fim apresentaremos o teorema do Posto, mais conhecido como Teo-
rema de Rouché-Capelli em homenagem aos matematicos Eugene Rouché (Franca, 1832 -
1919) e Alfredo Capelli (Itdlia, 1855 - 1910).

2.3.1 De Volta a Historia

Um pouco a frente neste trabalho mencionaremos os sistemas de Cramer. Quando
mencionamos 0 nome do matemdtico Gabriel Cramer o associamos quase que de imediato
a chamada regra de Cramer para resolucio de sistemas lineares. Essa regra requer o uso de
determinantes na resolugdo de sistemas lineares, porém como ndo € inteng¢ao nossa entrar em
detalhes no estudo de determinantes, mencionamos apenas um recorte hitérico sobre como
se desenrolou o estudo desse objeto matematico ao longo da historia. Os interessados em
estudar melhor os determinantes e a regra de Cramer podem consultar [2], [10], [11] e [12].

Na matematica ocidental antiga sdo poucas as apari¢des de sistemas de equagdes line-
ares. No Oriente, contudo, o assunto recebeu atengdo bem maior. Com seu gosto especial
por diagramas, os chineses representavam os sistemas lineares por meio de seus coeficientes
escritos com barras de bambu sobre os quadrados de um tabuleiro. Assim acabaram desco-
brindo o método de resolu¢do por eliminagdo - que consiste em anular coeficientes por meio
de operagdes elementares. Exemplos desse procedimento encontram-se nos Nove Capitulos
Sobre a Arte da Matemdtica, um texto que data provavelmente do século III a.C.

Mas foi s6 em 1683, num trabalho do japonés Seki Kowa, que a ideia de determinante
(como polindmio que se associa a um quadrado de nimeros) veio a luz. Kowa, considerado
maior matematico japonés do século XVII, chegou a essa no¢do através do estudo de sis-
temas lineares, sistematizando o velho procedimento chinés (para o caso de duas equagdes
apenas).

O uso de determinantes no Ocidente comecou dez anos depois num trabalho de Leib-
niz, ligado também a sistemas lineares. Em resumo, Leibniz estabeleceu a condi¢cdo de com-

patibilidade de um sistema de trés equagdes a duas incognitas em termos do determinante de
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ordem 3 formado pelos coeficientes e pelos termos independentes (este determinante deve
ser nulo). Para tanto criou até uma notacao com indices para os coeficientes: o que hoje, por
exemplo, escreveriamos como ayp», Leibniz indicava por 1,.

A regra de Cramer para resolver sistemas de n equagdes por n incognitas, por meio de
determinantes, € na verdade uma descoberta do escocés Colin Maclaurin (1698 - 1746), da-
tando provavelmente de 1729, embora sé publicada postumamente em 1748 no seu Treatise
of Algebra. Mas o nome do suico Gabriel Cramer (1704 - 1752) ndo aparece nesse episodio
de maneira totalmente gratuita. Cramer também chegou a regra (independentemente), mas
depois, na sua Introdugdo a Andlise das Curvas Planas (1750), em conexdo com o problema
de determinar os coeficientes da conica geral A + By + Cx+ Dy? + Exy +x> = 0.

O francés Etienne Bézout (1730 - 1783), autor de textos matematicos de sucesso em
seu tempo, sistematizou em 1764 o processo de estabelecimento dos sinais dos termos de
um determinante. Coube a outro francés, Alexandre Vandermonde (1735 - 1796), em 1771,
empreender a primeira abordagem da teoria dos determinantes independente do estudo dos
sistemas lineares - embora também os usasse na resolucdo desses sistemas. O importante
teorema de Laplace, que permite a expansao de um determinante através dos menores de
r filas escolhidas e seus respectivos complementos algébricos, foi demonstrado no ano se-
guinte pelo préprio Laplace num artigo que, a julgar pelo titulo, nada tinha a ver com o
assunto: Pesquisas Sobre o Cdlculo Integral e o Sistema do Mundo.

O termo determinante, com o sentido atual, surgiu em 1812 num trabalho de Cauchy
sobre o assunto. Neste artigo, apresentado a Academina de Ciéncias, Cauchy resumiu e
simplificou o que era conhecido até entdo sobre determinantes, melhorou a notacdo (mas a
atual com duas barras verticais ladeando o quadrado de nimeros s6 surgiria em 1841 com
Arthur Cayley) e deu uma demonstracdo do teorema da multiplicagdo de determinantes -
meses antes J. F. M. Binet (1786 - 1856) dera a primeira demonstracdo desse teorema, mas a
de Cauchy era superior.

Além de Cauchy, quem mais contribuiu para consolidar a teoria dos determinantes
foi o alemao Carl G. J. Jacobi (1804 - 1851), cognominado as vezes “o grande algorista”.
Deve-se a ele a forma simples como essa teoria se apresenta hoje elementarmente. Como
algorista, Jacobi era um entusiasta da notagdo de determinante, com suas potencialidades.
Assim, o importante conceito de jacobiano de uma fungao, salientando um dos pontos mais

caracteristicos de sua obra, € uma homenagem das mais justas.

2.3.2 Caracterizando Sistemas Lineares

Definicao 2.17 Chamamos de equacgdo linear sobre R nas incognitas xy,x3,-- ,X,, toda

equagdo do tipo ay1x1 +appxy +ai3x3+---+ayx, =b, comn > 1.

Dizemos que uma equacdo linear possui solucio se existir uma sequéncia ou n-nupla
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ordenada de nimeros reais (¢, 0, 03, - - , 0 ) tais que a sentenca
ajjog +apo+apos+---+ap0, =>b

seja verdadeira. Por exemplo, se considere a equacdo linear 2x; 4+ 3xy —x3 +x4 = 3, a sequén-
cia (1,2,3,—2) é solugdo, pois 2- (1) +3-(2) — (3) + (—2) = 3 é uma sentenga verdadeira,
porém a sequéncia (1,1,2,1) ndo € solugdo, pois 2- (1) +3- (1) — (2) + (1) = 3 é uma sen-

tenca falsa.

Definicao 2.18 Um sistema linear de m equacoes com n incognitas é um conjunto de m
equacoes lineares, cada uma delas com n incognitas, consideradas simultaneamente. Se

m = n, entdo chamamos simplesmente de sistema linear de ordem n.
Assim, podemos representar um sistema linear S da seguinte forma

.
axy + apxy + apzxs + -+ apxn, = by
ar1x| + axxy + ax3xz +- -+ aspx, = ba

St Q az1x1 + azxy + azzxz +- -+ azpx, = b3 (2.12)

{ dm1X1 +amaX2 + Ap3x3 + -+ -+ AmnXn = by,

Dizemos que a sequéncia ou n-upla ordenada de nimeros reais (0, 0p, 03, -+, Q) é

solucdo de um sistema linear S, se for solu¢c@o de todas as equacdes de S, isto €é:

a0+ a0+ ajzoz+ -+ ap,0, = by (sentenca verdadeira)
a1 0+ ax o+ axzoz+ -+ ax,0,, = by (sentenca verdadeira)
az 0+ azn o+ ayzos+ -+ az, o, = b3 (sentenga verdadeira)

A1 O+ Ay O+ A3 O3+ - - - + Ay Oy = by, (sentenca verdadeira)

X+y+z=6
Por exemplo, considere o sistema { 2x+y—z=1 , 0 qual admite como uma solu-
3x—y+z=4
¢d0 a tripla ordenada (1,2,3), pois

1+243=6 (sentenca verdadeira)
2-142—-3=1 (sentenca verdadeira)
3-1-243=4 (sentencga verdadeira).

Definicao 2.19 Um sistema linear é chamado de impossivel (ou incompativel) se ndo ad-
mite solucdo. Um sistema linear que admite uma tinica solucdo é chamado de possivel (ou
compativel) e determinado. Se um sistema linear admite mais do que uma solucdo, entdo ele

é chamado de possivel (ou compativel) e indeterminado.
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Definicao 2.20 Chamamos de sistema linear homogéneo todo sistema S que, na notag¢do da
Definicdo 2.18, tiver by =by = bz =---=b,, = 0.

Note que, um sistema linear homogéneo com n incégnitas € sempre possivel, pois
admite como uma solug¢@o a n-upla (0,0,0,---,0), chamada solucdo trivial. Qualquer outra
solucdo, se existir, € dita solugdo ndo trivial do sistema.

Agora queremos chamar a atencdo para o seguinte fato: dado um sistema linear S de

m equacdes e n incognitas, podemos representar S matricialmente para tal consideremos as

matrizes: ) )
ayl ap aiz - daiy
a1 axp a3 - Ay
A= a3 a3z am - asy (2.13)
| Aml  Am2  Am3 Amn
o
X2
X = |x3 (2.14)
o]
by
B= |bs (2.15)
ayl ap aiz -+ aigp by
ayy axp axy -+ ay b
a1 ayx az - azy b3 (2.16)
1Aml Am2 Am3 - Qmn bm_

De fato, (2.12) realmente pode ser escrito matricialmente basta fazermos S : AX = B.
Neste caso as matrizes acima sao chamadas matrizes de um sistema, onde (2.13) é a matriz
incompleta ou matriz dos coeficientes do sistema, (2.14) € denomida matriz das incognitas
e (2.15) é a matriz dos termos independentes. Note que, (2.16) foi obtida a partir da matriz
A, acrescentando-se a esta a coluna formada pelos termos independentes das equagdes do

sistema, ou seja, a matriz B. Neste caso, dizemos que (2.16) € a matriz completa ou matriz
xX+y+z=6

ampliada do sistema. Por exemplo, considere o sistema linear { 2x+y—z=1 , temos

3x—y+z=4
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1 1 1 by 6
que A= |2 1 —1| ématrizincompleta, X = |y| é a matriz das incognitas, B = |1
3 -1 1 H 4
1 1 1 6]
¢ matriz dos termos independentese |2 1 —1 1| € amatriz completa do sistema.
3 -1 1 4

2.4 Sistemas Lineares e Alguns Métodos de Resolucao

Nesta se¢do vamos expor alguns métodos que podemos usar na resolugdo de sistemas

lineares.

2.4.1 Sistemas de Cramer

Definicao 2.21 Um sistema de Cramer é um sistema linear de ordem n cuja matriz dos

coeficientes é invertivel.

Todo sistema de Cramer € possivel e determinado, pois dado S : AX = B um sistema
de Cramer, onde A é a matriz dos coeficientes, X € a matriz das incognitas e B é a matriz
dos termos independentes de S. Como A é invertivel, ttmos AX =B A~ (AX)=A"'B &
& (A7'A)X =A"'B< IX =A"'B < X = A~!B. Portanto, pela unicidade da matriz inversa,
a tnica solugio de S é dada por A~!B.

x+y—z=0
Como exemplo do fato citado acima considere o sistema { 2x+y+z=1 ,temos que
Ax—y+z=1
I 1 -1 x
sua matriz dos coeficientes €A = |2 1 1 |, suamatriz das incégnitas € X = |y| e sua
3 -1 1 Z
0
matriz dos termos independentes é B = |1 |. Através do método para inversdo de matrizes
1
que vimos no final da Subsec¢do 2.2.3, verifiquemos que A € invertivel e determinemos sua
inversa:
1 1 -1 | 100 — 1 1 -1 | 1 00
[A|I3}—2 I 1 |01 0[L=lh-20,/0 -1 3 | 210
3 -1 1 | 00 1|{L3—L3—3L; |0 -4 4 | =3 01

29



1 1 =1 1 0 0 — 10 2 | =1 1 0

—
1 -3 | 2 -1 0/ L1—-Li—-L, (01 -3 | 2 —-10
Ly, — —1,
0 -4 4 | -3 0 1|Lz—Lz3+4L, |0 0 -8 | 5 —4 1
1 1
10 2 | =1 1 0 N 100|%01
—>1 01 -3 | 2 —1 0 Li—L—2L; |0 1 O | - 1 —é
Lz — —3L3 5 1 1 8 2 §
8 2 8
Assim, obtemos uma matriz na forma [13 | C} e portanto A é invertivel e C = A~ !,
1 1
0 -
T 15
Portanto, A~! = s 2 3|
5 1 1
8 2 8 1 { |
X 2 Y 210701 |3
1 Zfl 1 3 411 . 1 1
Logo,temos X =A""'B& |y|=| = = —= 1| =|=]|,0ouseja, x=—,y=—
8 2 % § 4 8
z 5 1 1
8 2 8 8

3 1
ez = § Portanto,

Y §> € a unica solucdo do sistema, e ele € possivel e determinado.

2.4.2 Escalonamento de um Sistema Linear

Defini¢do 2.22 Dizemos que dois sistemas lineares S e S’ sdo equivalentes, se toda solugdo

de S for solucdo de S' e toda solugéo de S' for solugédo de S.

Usaremos a notagdo S ~ S’ para indicar que o sistema linear S é equivalente ao sistema
S’. Podemos efetuar transformagdes elementares nas equacgdes de um sistema linear qualquer

da mesma forma que vimos na Definicdo 2.13 em relacdo a uma matriz, ou seja:

e Trocar a posicao relativa de duas equacdes do sistema.

e Trocar uma equacao pela soma membro a membro da propria equagdo com um multi-

plo ndo nulo de outra.

e Trocar uma equagdo dada por um de seus multiplos ndo nulos (isto €, a equagdo obtida

multiplicando ambos os membros da equa¢do dada por um nimero real nido nulo).
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Seja S um sistema linear de m equagdes com n incdgnitas. Consideremos o sistema
S’ obtido de S através de uma transformagio elementar. Afirmamos que S e S’ sdo sistemas
lineares equivalentes. De fato, se S’ foi obtido de S através da permutacdo de duas equagdes
de S, entdo € 6bvio que toda solugdo de S’ é solugdo de S e vice-versa. O primeiro ponto
mencionado acima é bem imediato. Por outro lado, o segundo e terceiro ponto acima devem

ser melhor trabalhados, e para isso, apresentaremos as proposi¢des a seguir:

Proposicao 2.15 Multiplicando-se os membros de uma equacdo qualquer de um sistema

linear S por um niimero K # 0, o novo sistema S’ obtido serd equivalente a S.

Demonstracao: Considere o sistema linear

(

anxy + apxy + aizx3 + -+ aipxn = by

ax1X1 + axxp + ax3x3 + -+ axpxp = by

aj1x1 + apxy + ai3xz +- -+ aipXy, = b;

| A1 X1 + X2 + a3 X3 + -+ + ApnXn = by

Multiplicando a i-ésima equagdo de S por K, onde K # 0, obteremos o sistema:

4
anxi + aipxy + aizxz +---+ aX, = b

ax1X1 + a»xy + axxz +---+ ayx, = by

Kajixi+Kapxy+Kapxs+ - - -+ Kajpx, = Kb;

L Am1X1 + QX2 + ap3X3 + o F AmpXn = b

Perceba que a tnica diferenca entre S e S’ € a i-ésima equacdo. Portanto, devemos nos
preocupar apenas com ela.

(a) Suponhamos que (¢, 00,03, -, o) é uma solucgdo de S. Provaremos que ela também
serd solugdo de §’. De fato, por hipdtese temos que a;1 0 + ap0p + a0z + -+ -+
+ai, &, = b;. Colocando (o, 00,03, , 0) no 1° membro da i-ésima equagdo de S,
obtemos:

Kajjoy +Kapopr+Kapzos+---+Kaj, 0 = K(ail o +apoh+azoz—+--- +ainan) =

/

-~

b; por hipétese
= Kb;, o que prova que (0, 0,03, -+, Q) satisfaz a i-ésima equagdo de S'. Logo,
(ay, 00,03, - ,04) é solugdo de §'.
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(b) Suponha agora que (¢, 0, 063, , @) € uma solugdo de S e provaremos que também
serd solucdo de S. Por hipétese, Ka;j o + Kajpop + Kajzoz + - - - + Kai, 0, = Kb;.
Colocando, (o, 0,03, -+, Q) no primeiro membro da i-ésima equagéo de S, temos:

K K K K
ain o +apodh +ainoz+ -+ aioy, = fail o + ga,-zocz + EGBO@ +---+ Eam(xn =
= % (Kal'lOtl +Kapop +Kajzoz+--- +Ka,~,,ocn) = E -K - b; = b;, isso prova que a n-

N

Kb; por hipétese
nupla ordenada (p, o, 03, - -, 0,) satisfaz a i-ésima equagéo de S. Assim, a sequén-

cia de nimeros reais (¢, 0,03, ,0) € solugdo de S.

Proposicao 2.16 Se substituirmos uma equagdo de um sistema linear S pela soma, membro

a membro, dela com uma outra, o novo sistema obtido, S, serd equivalente a S.

Demonstracao:
4
ar1x1 + apxy + ai3x3 +- -+ aipxy = by
ax1X1 + apxy + a3xz + -+ axuXy = by
) aj1x1 + apxy + apxz +- -+ ajpX, = b;
Seja §:
ajixy +ajpx; +ajxz+---+ajx, =b;
{Am1X1 T A X2+ Ap3X3 =+ -+ -+ QppXn = by

Substituindo a i-ésima equacdo de S pela soma, membro a membro, dela com a j-ésima

equagao, obteremos o sistema:
(

+

_|_

aixi +

+

aizxz

azixi anzxz

S

ajixy + ajpx; +

L aAm1X1 + a2 X2 +

atencdo apenas para ela.

azx3

ans3x3

(ain+aji)xi + (ap +ap)x+(as+aj3)xz+ -+ (ain + ajn)xn

a;3x3

am3X3
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(a) Suponha que (o, 0,03, -+ ,0) é solugdo de S e provemos que ela também serd so-
lucdo de S’. Com efeito, por hipStese:

a0 +apth + a0z + -+ +ainy = b; (2.17)
ajioy+apop+ajzoz+---+aj0, =Db; (2.18)
Colocando (ay, 0,03, - ,0) no 1° membro da i-ésima equagdo de ', temos

(ain taji)ou +(ap+ap)o +(an+aj3)0s + -+ (Gin +ajn) O = bi+ bj,
isto é

(ainon +ap0+--+anty) +(ajon +apon + - +aj0) = b; +b;.

(& J N '

b; pela hipétese (2.17) b; pela hipétese (2.18)

Isso mostra que (0, 00, 03, - - - , &) satisfaz a i-ésima equagdo de S’. Logo, a sequén-

cia de ndmeros reais (0, 0, 05, , &, € solucdo de §'.

ora suponhamos que (0,0p, 03, -, 0, ) € solucao de € provemos que ela tam-
(b) Ag ponhamos q ¢ solugdo de §' e p que el

bém serd solugdo de S'.
(ain +aji)on+(ap+ap)on+(an+a3)os+- -+ (Gin+au) 0, =bi+b; (2.19)

ajl(Xl+aj2(X2—|—aj3OC3—|—--~—|—ajn(Xnij (2.20)

Das igualdades (2.19) e (2.20), concluimos que a;; &1 +ajp0p +aiz0z + - - - + ajn 04y =
= b;, 0 que prova que (0,0, 03, -, Q) satisfaz a i-ésima equacdo de S. Logo, a

n-nupla ordenada (@, @, a3, -, 0) € solucdo de S.
[ |

Agora que j4 temos nog¢do de sistemas equivalentes, podemos tratar do método do esca-
lonamento. Basicamente esse método consiste em tomar uma matriz ampliada, ou completa,
de um sistema linear e aplicar uma série de transformacdes elementares a esta matriz, de ma-
neira que possamos obter uma matriz equivalente que seja a matriz ampliada de um sistema
mais simples de ser resolvido. Para garantir que apés essas transformacdes os sistemas serao

equivalentes enunciaremos e provaremos os dois resultados abaixo.

Proposicao 2.17 Dois sistemas lineares com matrizes ampliadas equivalentes sdo equiva-

lentes.

Demonstracao:
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Sejam A =

ai
asi
asi

am1

a2
ann
asp

am2

a3
a3
ass

am3

aln
azn

asn

Amn

./ / / / /7]
b ap dp 4 ay, b
b / / / / b/
2 dyp 4y dy ar, Dy
; / / ! / /
by| eA'=|ay a5 axy asy, b
/ / / / /

bm _aml amZ am3 Ayn bm_

as matrizes ampliadas m x (n+ 1) dos sistemas S e §’, respectivamente, tais que A ~ A’. Seja

C um produto de matrizes elementares, entdo pelo Corolario 2.10,

Sejam agora N =

trizes dos coeficientes de S e §', respectivamente, € B =

ar
aszn
asi

aml

a2
ann
asp

am?

ais
an3s
ass

am3

A=

aln
azn

azp

Amn

CA.

/! / /
eN = |a3; daxp

_aml amZ
by
by
by| eB
_bm

(2.21)
/ /]
ajs ai,
/ /
ass ary
dys das, | as ma-
/ /
am3 amn_
1./
1
/
2

3 | as matrizes dos

m
termos independentes de S e S’, também respectivamente. De (2.21), temos af = Z Cik * A
k=1

m
ebgj: Zcik'bkjparatodo I<i<meparatodo 1< j<n,istoé, NN=CNeB =CB.

k=1

Como C ¢ invertivel (de acordo com o Coroldrio 2.11) e do fato de podermos representar

um sistema linear S matricialmente, segue-se que NX = B < CNX = CB & N'X = B/, qual-

quer que seja a matriz das incognitas X =

vice-versa. Portanto, S ~ §'.

X1
X2

X3

xn_

. Logo, toda solugdo de S é solucdo de S’ e

Quando utilizarmos a Proposi¢do 2.17 num sistema linear homogéneo, nio serd ne-

cessario tomarmos a matriz ampliada. Basta considerarmos a matriz dos coeficientes do

sistema.

Proposicao 2.18 Dois sistemas lineares com matrizes ampliadas equivalentes tém o mesmo

conjunto solugdo.
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Demonstracao: Basta lembrar que efetuar transformagdes elementares sobre as linhas da
matriz ampliada do sistema, equivale a efetuar transformacdes elementares no sistema de
equacgdes, obtendo um sistema equivalente.

A seguir, um exemplo para ilustrar os resultados das proposicdes acima. Consideremos

X1 +2x0+x3 =9 1 2 1 9
osistemalinear S1:¢ 2x;+ x» — x3 = 3 ,entdosejaA;= |2 1 —1 3 | amatriz
3x1— xp —2x3=—4 3 -1 -2 -4

ampliada de §;. Efetuemos a seguinte sequéncia de transformagdes elementares sobre as
linhas de A;:

1 2 1 9 — 1 2 1 9
A= |2 1 -1 3 |Lp—L,—-2L; A,=|0 -3 -3 -—15
3 -1 =2 —4|L3—L3—3L 0 -7 -5 =31
—>1 1 2 1 9 — 12109
L2—>—§L2 A3=|(0 1 1 5 |Ls—ILs+7L, A4=1(0 1 1 5
0 -7 -5 —31 002 4
—>1 12109 — 1207
L3—>§L3 As = 01 1 5|Lj—Li—Lz Ag=1|0 1 0 3
0 01 2|L,—=L—L3 0 01 2
— 1 001
L1—>L1—2L2 A7 = 01 03
001 2

Pelo que vimos na Subsecao 2.2.1, temos A| ~ A7. Além disso, A7 é a matriz ampliada
x=1

do sistema linear S7: ¢ y=23 . Assim, pela Proposi¢do 2.17, segue que S; ~ §7. Logo,
z2=2

como §7 é possivel e determinado (pela Defini¢do 2.19), pois possui a terna ordenada (1,3,2)

como sua unica solucdo, S também é possivel e determinado e sua unica solugdo é (1,3,2).

De outra forma, porém equivalente, podemos fazer com S o que segue:

X1 +2x+x3 =9
1. Tomando o sistema S7 : § 2x;+ x» — x3 = 3 . Vamos eliminar x; da segunda e
3X1 — X2 —2X3 =—4

terceira equagdo de S; multiplicando a 1* por —2 e somando a equagdo resultante
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com a 2%, obtendo uma nova equac¢do. Da mesma maneira, com a 3% equagdo, mul-

tiplicaremos a 1* por —3 e somando esta nova equacdo a 3. Isto resulta no sistema
X1+2x0+x3 = 9
Sy —3xy—3x3=—15
—Txy —5x3=-31

. Para tornar o coeficiente de x, da 2? equacdo igual a 1, multiplicamos a 2% equacio de
X1+2x+ x3 = 9
1
S, por ~3 O sistema obtido € S5 : X +x3= 5

—Txo —5x3=-31

. Agora eliminaremos x; da 3% equacdo de S3, multiplicando a 2* equagdo de S3 por 7 e
X1 +2x+ x3 =9
somando a esta a 3% equacdo, obtendo Sy : X2 + x3 =5
2X3 =4
. Para tornar o coeficiente de x3 da 3* equacdo igual a 1, multiplicamos a 3* equacéo de
X1+ 2x4+x3=9
1
S4 por ok O sistema resultante € S5 : X3 +x3=5
X3 = 2
. Para eliminar o coeficiente de x3 da 2% equagdo, multiplicamos a 3% equagdo de S5 por
X1 +2x+x3=9
—1 e somamos com a 2% equagdo de Ss5. O sistema obtido € S¢ : X =3
X3 = 2
. Finalmente, vamos eliminar x; e x3 da primeira equac¢do de S¢ multiplicando a 22

equacdo por —2 e somando o resltado obtido com a 1%, obtendo uma nova equagao.

Da mesma maneira, multiplicaremos a 3% por —1, somando esta a 1* equacdo. Isto
X1 =1
resulta no sistema S7 : x» =3

X3:2

Logo, temos S1 ~ §7, ou seja, S; € possivel e determinado e sua tnica solucdo €

(1,3,2). Esse método aplicado aos sistemas de equagdes lineares é essencialmente devido a
Carl Friedrich Gauss' (1777 — 1855) e foi aperfei¢oado por Wilhelm Jordan (1842 — 1899)

e, por este motivo, € chamado de processo de eliminacdo de Gauss-Jordan.

I A Gauss é creditada a célebre frase “A Matematica é a rainha das ciéncias e a teoria dos nimeros é a rainha

da Matematica”. Para mais detalhes sobre a obra de Gauss veja [4].
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Ainda sobre o processo de eliminacdo de Gauss-Jordan considere os sistemas

X1 — X2 +x3= 4 X1 +3x04+2x3= 2
S1:83x14+20n+x3=0 eS8:¢3x+5n+4n= 4
Sx1+5x+x3=—4 5x1+3x +4x3=—10

ao efetuarmos uma sequéncia de transformagdes elementares encontramos os sistemas

X1+ 35+ 2x3 :%

xi—x2+ X3 = 4 1
S3: 2 12 €8s X3 —|—§x3:;
i o =7

3
tais que S| ~ S3 e S ~ 4. Note que, S4 ndo possui solucdo, pois a 3* equacdo de S4 € uma
contradicdo. Logo, S, também € impossivel. Por sua vez, o sistema S3 possui um nimero
de equacdes menor que o de incognitas, ou seja, S3 € possivel e indeterminado. Da segunda
equacao de S3 temos, x = 2x3 — 12 e substituindo essa igualdade na primeira equagao de S3

obtemos x; = x3 — 8. Como as solugdes de S3 também sdo vdlidas para Sy, as solugdes desse

8—3x3 2x3—12
sistema sdo os elementos do conjunto { < 5 x37 Ak 5 ,)C3) ;X3 € R}.

2.4.3 O Teorema de Rouché-Capelli

Neste momento, depois de toda teoria desenvolvida, chegamos ao resultado principal
deste trabalho, o Teorema de Rouché-Capelli e a maneira que o usaremos para resolver
sistemas lineares ou situa¢des problemas que possam ser representadas por sistemas lineares.

Mas, antes de usar esse teorema, enunciaremos a definicao e o coroldrio a seguir:

Definicfio 2.23 Seja A uma matriz de ordem m x n, A é equivalente a uma tinica matriz A,
de ordem m x n, na forma escalonada. Dizemos que A é a forma escalonada de A. Portanto,
definimos o posto p (caracteristica) da matriz A como sendo o niimero de linhas ndo nulas

de sua forma escalonada A. Definimos também a nulidade de A como sendo o niimero n— p.

1 2 1 9
Por exemplo, consideremos a matrizA = |2 1 —1 3 | suaforma escalonada é
3 -1 -2 —4
1 0 01
amatrizA= |0 1 0 3|.Logo, o posto p de A éigual a 3, pois 0 nimero de linhas nio
001 2

nulas de A é 3 e a nulidade de A é igual a 1, poisn—p = 1.

Sobre matrizes quadradas temos o resultado abaixo.
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Corolario 2.19 Uma matriz quadrada de ordem n é invertivel se, e somente se, ela tem posto

n.

Demonstracao:

(=) Seja A uma matriz quadrada de ordem n. Se A € invertivel, entdo, pelo Teorema
2.12, A =I,. Logo, como I, nio possui linhas nulas, segue que A tem posto 7.

(<) Reciprocamente, seja A uma matriz quadrada de ordem n. Se A tem posto n, entdo
A nido tem linhas nulas, e, por estar na forma escalonada, de acordo com a Defini¢ao 2.15, to-
dos os elementos da sua diagonal principal sdo iguais a 1 e todos os seus outros elementos sao
nulos. Assim, A = I,. Pelo Corolario 2.10, existem matrizes elementares E|,E,,E3, - - - , Es
de ordem n (e invertiveis, pelo Coroldrio 2.11) tais que A = E; - - -E3ErE|A =E;---F3EE;.
Portanto, pela Proposi¢do 2.6 (ii), A é invertivel.

|

Agora enunciaremos o Teorema de Rouché-Capelli € o demonstraremos.

Teorema 2.20 (Teorema de Rouché-Capelli ou Teorema do Posto) Consideremos um sis-
tema linear com m equacoes e n incognitas AX = B. Sejam pap o posto da matriz ampliada

do sistema e py o posto da matriz dos coeficientes do sistema. Entdo:
(i) O sistema é possivel se, e somente se, Pap = PA.
(ii) O sistema é possivel e determinado se Psp = ps = n.

(iii) O sistema é possivel e indeterminado se pap = pa < n. Neste caso, n — py é o niimero
de incognitas livres (ou o grau de liberdade) do sistema, ou seja, incognitas que podem

assumir qualquer valor real.

Demonstracao: Sejam S : AX = B um sistema linear de m equagdes com n incognitas, C

a matriz ampliada de S, C a matriz na forma escalonada equivalente a C ¢ A = [di j}
mxn

a matriz na forma escalonada equivalente a matriz A dos coeficientes de S. Claramente, C
é formada pelas n colunas de A acrescidas da coluna de B alterada pelas transformagdes
elementares efetuadas nas linhas de C. Denotemos a matriz formada pela dltima coluna de
C por B= [Bi_,} o Com isso, pela Proposicdo 2.17, o sistema " : AX = B é equivalente ao
sistema S. Desta forma, temos dois casos a considerar:

Caso 1: py = p; < ps = pap. Logo, C tem uma linha do tipo (0 00 -~ 0 1).
Logo, o sistema S’ € impossivel. Portanto, o sistema S € impossivel.

Caso 2: py = pj = pz = PaB, entdo C e A tém o mesmo niimero de linhas ndo nulas.

Assim, podemos dividir esse caso em dois subcasos.
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Subcaso 2.1: psp = pa = n. Sendo A uma matriz com n colunas, com Pi = pa=n,

(10000 -+ 0
01000 ---0
i ) L oo :
e estando A na forma escalonada, segue que A = [O] =0 00 0O --- 1f.Como
000O0O0--0
000O0O0O O O

PA = Pap = n, segue que B é tal que b, | = --- = b,, = 0. Logo, o sistema S’ : AX = B
€ possivel e determinado com a unica solucio x; = 151, cee Xy = b,. Portanto, o sistema
S :AX = B é possivel e determinado com a mesma solucio.

Subcaso 2.2: py = pap < n. Ponhamos p = p4 = pap. Neste caso, AeC possuem as

linhas ndo nulas Ly,---,L, tais que o primeiro elemento ndo nulo de L; estd na coluna k; e
ki <--- <kp. Além disso, temos Ep+1 — ... = b, = 0. Com isso, segue que o sistema S’ é
da forma
Xiey 4 Q1 (ky+1) %k +1 4 A1 (ky +2)Xk1 +2 4 A1 (ky +3)Xk 43 4 + A1nXn by
0 4 Xpe, + D (fy+ 1) Xy +1 + D2 (fy4+2) Xy +2 +* * * 4 A2nXn by
0 + 0 + Xk, + Aok Xkyr1 +oFapnxn | = | bp
0+ 0 + 0 + 0 +o+ 0 0
0+ 0 + 0 + 0 +...+ 0 0

Tal igualdade matricial, juntamente com o fato de A estar na forma escalonada, nos

fornece o sistema de equagdes

Xp, = _Zj>k1 dljxj+b1, onde dlki:O, sei>1,

Xk, = — Yk, G2jXj+ b2, onde dy, =0, se i > 2,
Xky :_Zj>kp,1 d(p_l)jxj+bp_1, onde d(p—l)ki =0, sei= kp,
( Y = —Ljsk, pji¥j+bp

Isto mostra que podemos escolher arbitrariamente valores para as incognitas no con-

junto
{)CI,XZ,X3, o axl’l} \ {xkl 7xk27xk37 e ,ka} (222)

e, com eles, determinar valores para xi, , Xk, , Xks, " , Xk » Logo, como este conjunto em (2.22)

tem (n — p) elementos, o sistema S’ : AX = B é possivel e indeterminado, e tem (n— p)

39



incognitas livres. Assim, o sistema S : AX = B é possivel e indeterminado, e tem (n — p)

incdgnitas livres (ou grau de liberdade (n — p)).

Observacao 2.1 Se pap # pa, o sistema é impossivel.

Em particular, o Teorema de Rouché-Capelli para sistemas homogéneos fornece o se-

guinte resultado:

Corolario 2.21 Seja dado um sistema linear AX = 0 com m equacdes e n incognitas:

(i) Se A tem posto n, entdo o sistema possui apenas a solucdo trivial. Em particular, isto

ocorre quando m = n e A € invertivel.

(ii) Se A tem posto p < n, entdo o sistema possui infinitas solu¢oes. Em particular, isto

sempre ocorre quando m < n.

Agora vamos colocar em prética os resultados do Teorema de Rouché-Capelli e do

corolério 2.21 fazendo alguns exemplos:
X1 4+ xp —2x3=4
1. Considere o sistema S1 : { —x; +4x; —3x3=1
2x1 +2x0+ x3 =2

1 1
A matriz ampliada desse sistema é C = | —1 4
2 2

i 9
1 00 <
5

-2 4
—3 1|, cuja matriz equivalente
1 2

. I : -
na forma escalonadaé C= |0 1 0 ——|. Por sua vez, a matriz dos coeficientes

6
001 —<
L S

1 1 -2

do sistema € a matriz A = |—1 4 —3| e sua forma escalonada € a matriz A =

2 2 1

I
S O =
S = O
- O O

= I5. Logo, temos psp = pa = 3 = n. Assim, pelo Teorema de Rouché-

Capelli, S| € possivel e determinado, e sua tinica solugdo é X, =-—— ,ouseja,

9 1 6
t denado | —,—=,—= ).
oernoorenao(s, 5 5>
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—X1+3x— x3 =2

2. Considere o sistema Sy : { 3x; — xo +2x3=1

2x1 +2x4+ x3 =3

-1 3 -1 2
A matriz ampliada desse sistema é C= | 3 —1 2 1|, cuja matriz equivalente
2 2 1 3
5 5
1 0 3 3
na forma escalonada é C = 01 — l % . Por sua vez, a matriz dos coeficien-
8 8
00 O O
-1 3 -1
tes do sistema é a matrizA = | 3 —1 2 | e sua forma escalonada é a matriz
2 2 1

1 0

o0 |

A= 0 1 _ 1| Desse modo, temos paB = Pa = 2 < 3 =n. Logo, pelo Teorema

00 O
de Rouché-Capelli, S, € possivel e indeterminado, e possui 1 incégnita livre (ou grau

de liberdade 1). Podemos escolher x3 como incdgnita livre. Portanto, S é equiva-

5 5
X1 =" §X3 —+ g
lente ao sistema 53 : , cujas solucdes sdo os elementos do conjunto
1 7
X2 = —x +—
87 8

5051 7T N g
8x3 g’ 8x3 8ax3 5 X3 .

X1+ x +x3= 2

. Considere o sistema S4: ¢ x1 — x5 +x3= 2

X1 +2x+x3=—1

1 1 1 2
A matriz ampliada desse sistema €é C = |1 —1 1 2 |, cuja matriz equivalente
1 2 1 -1
1 00 5
na forma escalonadaéC= [0 1 0 —3/|. Por sua vez, a matriz dos coeficientes do
0 00 1
1 1 1 1 01
sistemaéamatrizA= |1 —1 1| esuaformaescalonadaéamatrizA= [0 1 0
1 2 1 0 0O
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Portanto, temos pap =3 > 2 = p4. Logo, pelo Teorema de Rouché-Capelli S4 é um
sistema impossivel.

2x1+3xp— x3 =0
. Considere o sistema S5 : ¢ x; —4xy + x3 =0

3x14+ xo —2x3=0

2 3 -1
A matriz dos coeficientes do sistema é amatrizA = |1 —4 1 | e suaforma esca-
31 =2
1 00
lonada é amatrizA= |0 1 0 = Iz. Assim, A tem posto 3, ou seja, pg =3 =n.
0 01

Portanto, pelo Coroldrio 2.21, Ss possui apenas a solugao trivial (0,0,0). Observemos

também que m = 3 e A € invertivel.

X1 +2x— x3 =0
. Considere o sistema Sg : { 2x; — x +3x3=0

4x1+3x0+ x3 =0

1 2 -1
A matriz dos coeficientes do sistema é a matrizA = |2 —1 3 | e sua forma esca-
4 3 1
1 0 1
lonada é a matrizA = |0 1 —1]|. Assim, A tem posto 2, ou seja, py =2 < 3 = n.
00 O

Portanto, pelo Coroldrio 2.21, S¢ possui infinitas solu¢cdes. Além disso, pelo Teorema
de Rouché-Capelli, Sg possui 1 incdgnita livre (ou grau de liberdade 1). Podemos es-

S . . ) ) X1=—X3
colher x3 como a incégnita livre. Assim, Sg € equivalente ao sistema S7 : ,
X2 = X3

cujas solucdes sdo os elementos do conjunto {(—x3,x3,x3); x3 € R}.
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Capitulo 3

Sistemas Lineares: Qual a Proposta de
Ensino e como Estao Sendo Trabalhados?

Esse capitulo traz um breve recorte de alguns documentos que regem a educacao bésica
no estado de Pernambuco, e em um segundo momento fazemos uma anélise de alguns livros

didaticos e de como esses livros estruturaram o estudo de matrizes e sistemas lineares.

3.1 O que Dizem os Documentos

Nesta secao iremos expor o que dizem os documentos que norteiam a nossa educagao.
Iniciaremos com a Base Nacional Comum Curricular (BNCC), que é o documento mais
recente e abrangente quando falamos em curriculo da educagdo basica. Em seguida, vamos
ver alguns pontos dos documentos que regulam o curriculo do estado de Pernambuco. Essa
escolha se deu pois foi nessa rede publica estadual que cursei o ensino médio e é também
onde tabalho atualmente como Professor.

A BNCC diz que a drea de Matemadtica e suas Tecnologias deve garantir que os alunos

desenvolvam as cinco competéncias listadas abaixo:

1. Utilizar estratégias, conceitos e procedimentos mateméticos para interpretar situacoes
em diversos contextos, sejam atividades cotidianas, sejam fatos das Ciéncias da Natu-
reza ¢ Humanas, das questdes socioecondmicas ou tecnoldgicas, divulgados por dife-

rentes meios, de modo a contribuir para uma formacao geral.

2. Propor ou participar de acdes para investigar desafios do mundo contemporaneo e
tomar decisdes éticas e socialmente responsdveis, com base na andlise de problemas
sociais, como os voltados a situacdes de saude, sustentabilidade, das implica¢gdes da
tecnologia no mundo do trabalho, entre outros, mobilizando e articulando conceitos,

procedimentos e linguagens préprios da Matematica.

"Veja [5].
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3. Utilizar estratégias, conceitos, definicdes e procedimentos matemadticos para interpre-
tar, construir modelos e resolver problemas em diversos contextos, analisando a plau-
sibilidade dos resultados e a adequacdo das solu¢des propostas, de modo a construir

argumentacdo consistente.

4. Compreender e utilizar, com flexibilidade e precisdo, diferentes registros de represen-
tacdo matematicos (algébrico, geométrico, estatistico, computacional etc.), na busca

de solucdo e comunicagdo de resultados de problemas.

5. Investigar e estabelecer conjecturas a respeito de diferentes conceitos e propriedades
matematicas, empregando estratégias e recursos, como observacdo de padroes, ex-
perimentagdes e diferentes tecnologias, identificando a necessidade, ou nio, de uma

demonstracao cada vez mais formal na validacao das referidas conjecturas.

A cada uma dessas competéncias estdo relacionadas algumas habilidades a serem tra-
balhadas e desenvolvidas. Mencionaremos apenas aquelas que estdo ligadas a resolug¢do dos
sistemas de equacdes lineares. Essas habilidades foram organizadas por unidades, e, em

particular na unidade de Algebra e Ndmeros, temos a seguinte habilidade:

e (EMI13MAT301) Resolver e elaborar problemas do cotidiano, da Matematica e de ou-
tras dreas do conhecimento, que envolvem equagdes lineares simultineas, usando téc-

nicas algébricas e graficas, com ou sem apoio de tecnologias digitais.

Na habilidade acima, quando s3o mencionadas as equagdes lineares simultaneas, logo
somos remetidos aos sistemas de equacdes lineares, pois uma determinada n-upla ordenada
vai satisfazer simultaneamente o problema que essas equacdes descrevem, quando houver
solucdo.

Quando voltamos nosso olhar para os documentos que norteiam o ensino, mais espe-
cificamente analisando os Pardmetros para a Educagdo Bdsica do Estado de Pernambuco?
constatamos que ha no ensino médio, assim como no ensino fundamental, o estabelecimento
de contetidos que sdo divididos em cinco eixos, sobre os quais sao lancadas expectativas de

aprendizagem que devem ser atingidas pelos alunos. Segue abaixo a lista desses eixos.

e Geometria

Estatistica e Probabilidade

Algebra e Funcdes

Grandezas e Medidas

Numeros e Operagdes

2Veja [6].
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No eixo Algebra e Fungdes encontram-se as seguintes expectativas de aprendizagem
para o 10° ano da eduacagao bdsica (1° ano do ensino médio):

e Associar duas retas no plano cartesiano a representa¢do de um sistema de duas equa-

¢oes de primeiro grau e duas incognitas.

e Resolver e elaborar problemas que possam ser representados por sistemas de equacoes

de primeiro grau.

e Resolver sistema de duas equacdes de primeiro grau e duas incégnitas por escalona-

mento (método da adi¢ao).

e Resolver sistemas de trés equagdes de primeiro grau e trés incognitas por escalona-

mento.

No 11° ano da eduacagdo bdsica (2° ano do ensino médio) temos duas expectativas no

eixo dlgebra e Fungdes para destacar:

e Associar a regido do plano cartesiano a solu¢cdo de um sistema de duas inequacdes de

primeiro grau e duas incognitas.

e Resolver sistema de trés equagdes de primeiro grau e trés incognitas por escalona-

mento.

Nota-se que [5] e [6] em nenhum momento mencionaram o estudo de matrizes. Po-
rém, ao analisarmos [7] encontram-se no eixo de Algebra e Fungdes, no 11° ano da educagio
basica (2° ano do ensino médio), os seguintes conteidos: Estudo das matrizes, Determinan-
tes e Sistemas lineares. A esses conteudos estdo associadas as seguintes expectativas de

aprendizagem:

e Dominar a resolucdo matricial, cdlculo do determinante e de sistemas de equagdes

lineares e de discussdo dos resultados encontrados.

e Identificar os diversos tipos de matrizes, associados a conjuntos de informacdes vei-
culadas no dia-a-dia e efetuar operagdes entre elas, compreendendo o significado dos
resultados obtidos.

e Calcular o valor do determinante de uma matriz de ordem n > 1.

e Apresentar a solu¢do de um sistema de equacdes lineares, utilizando a Regra de Cra-

mer e/ou o método de escalonamento.

e (lassificar e discutir sistemas de equagdes lineares.
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Porém, tanto os contetidos quanto as expectativas de aprendizagem aparecem com um
asterisco e com a seguinte legenda “Referente a Educacgao Integral”, ou seja, na proposta do
curriculo do estado de Pernambuco, as Matrizes foram de certa forma excluidas da educagao
regular. Af, um questionamento que veio a nossa mente: qual o motivo dessa exclusdo?.
Bom, quando pensamos nessa questdo, uma justificativa talvez seja a carga hordria, pois
no ensino médio integral sdo destinadas semanalmente seis aulas a displina de matemitica,
enquato no ensino médio regular temos apenas quatro aulas semanais.

Quando pensamos em sistemas lineares e matrizes como dois objetos matematicos que
ao longo da histéria sempre estiveram relacionados, outro questionamento nos veio a mente:
separd-los e omitir o estudo das matrizes realmente é uma boa ideia?

Atualmente nosso curriculo encontra-se organizado dessa forma. Veremos a seguir
como estdo estruturados os livros diddticos no que diz respeito ao estudo de matrizes e siste-

mas lineares.

3.2 Analisando como Alguns Livros Estao Trabalhando

Realizamos uma breve andlise em alguns livros didéticos e nela observamos a forma
como as matrizes e os sistemas lineares sdo abordados e trabalhados. Essa andlise foi feita
em dois livros cuja escolha se deu da seguinte forma: escolhemos para nosso estudo o livro
didético usado na escola em que trabalho atualmente, e o livro utilizado pela escola em que
cursei o ensino médio entre 2008 e 2010.

A tabela abaixo mostra a nomenclatura que usamos para fazer referéncia a cada um

desses livros analisados.

Tabela 3.1: Livros didaticos analisados.
Livro didético usado na escola em que trabalho atualmente Livro 1

Livro utilizado pela escola em que cursei o ensino médio entre 2008 e 2010 | Livro 2
Fonte: Autoria Propria.

3.2.1 No Estudo das Matrizes

(I) Livro 1

No Livro 1 o capitulo destinado ao estudo de matrizes inicia com uma nota historica
que versa sobre o problema da venda de uma colheita, problema este tirado de um livro
chamado Chiu-Chang Suan-Shu (250 a.C.) de autor desconhecido. Esse problema diz o
seguinte: Trés fardos de uma boa colheita, dois fardos de uma colheita mediocre e um fardo
de uma colheita ruim foram vendidos por 39 dou. Dois fardos da boa, trés da mediocre e

um da ruim foram vendidos a 34 dou; e um da boa, dois da mediocre e trés da ruim foram
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vendidos a 26 dou. Qual a quantia recebida pela venda de cada fardo da boa colheita, da
colheita mediocre e da colheita ruim?

O préprio Livro 1 diz que em linguagem moderna esse problema se reduz a um sistema
linear de ordem 3 x 3 e que o mesmo pode ser representado de forma de uma tabela na
qual podem ser relacionados os coeficientes das incégnitas e os termos independentes, esse
tipo de tabela é chamado Matriz. Logo em seguida temos uma referéncia aos estudos de
Arthur Cayley (1821 — 1895), e por fim o Livro 1 ressalta a aplicabilidade das matrizes a
computacao gréfica.

Em seguida temos uma definicdo de matriz, representacao genérica, defini¢des de al-
gumas matrizes especiais, igualdade de matrizes, exemplos, exercicios resolvidos e alguns
exercicios propostos. Para introduzir o conceito de adicdo de matrizes € utilizada uma si-
tuacdo problema e em seguida temos a defini¢do de adicdo de matrizes, matrizes opostas,
subtracdo de matrizes e multiplicacdo de matrizes por um ndmero real, € novamente uma
lista de exercicios.

A apresenta¢do do conceito de multiplicagdo de matrizes € precedida mais uma vez por
uma situagdo problema. Logo apds, temos a defini¢do e exemplos de produto de linha por
coluna, multiplicacdo de matrizes, exercicios resolvidos, e novamente uma lista de exercicios
propostos.

Ao final do capitulo, temos uma se¢do de exercicios complementares compostos por
situacdes problemas e questdes de vestibulares, uma atividade com os pré-requisitos para
o proximo capitulo (o capitulo seguinte trata de sistemas lineares), uma atividade resolvida
com um erro intencional - a proposta € o aluno descobrir onde estd esse erro -, € por ultimo,
um exemplo da aplicacdo das matrizes em transformacdes geométricas no plano cartesi-
ano, das quais ele destaca a translacdo, a transformacao por escala e a rotacdo. Fechando
o capitulo, temos um problema no qual € necessario usar os conhecimentos de matrizes e

transformacdes geométricas.
(IT) Livro 2

Ao analisar o Livro 2 vemos que o capitulo destinado ao estudo das matrizes inicia com
um comentério sobre sua aplicacdo nos pixels de uma imagem na tela de um computador.
Outro exemplo de matriz € uma tabela que mostra as vendas de livros de matematica, fisica
e quimica de uma editora ficticia ao longo de trés meses consecutivos.

Depois dessa introducio, o livro define formalmente uma matriz, bem como sua re-
presentacdo genérica, matriz quadrada, matriz tridngular, matriz diagonal, matriz identidade,
matriz nula e igualdade de matrizes sempre mostrando exemplos e trazendo alguns exerci-
cios.

Na sequéncia, é mostrado como fazer adicao de matrizes e, em seguida, esse processo é
definido formalmente. Logo apds, temos defini¢des de matriz oposta, subtracao de matrizes,
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multiplicacdo de um nimero real por uma matriz e transposta de uma matriz, entre essas
defini¢des sempre encontramos exemplos e exercicios.

Através de uma situacdo problema retirada da Copa do Mundo de 2002, levando em
conta a pontuagao das selecdes do grupo C - que por sinal era o do Brasil -, € introduzido no
Livro 2 o conceito de multiplicacdo de matrizes, e depois temos sua definicdo formal. Logo
ap6s a multiplicagdo de matrizes, somos apresentados ao conceito de inversa de uma matriz
dada, - ressaltando que o livro s6 trabalha a invera de matrizes de ordem 2 x 2. Por fim, a
ultima secdo do capitulo traz a aplicagdo das matrizes a computagdo griafica com exemplos
e problemas de rotacdo, escala, translacdo e composi¢ao de transformagdes geométricas. O

livro apresenta ainda, uma secdo para trabalhar equacdes matriciais.

3.2.2 No Estudo dos Sistemas Lineares

(I) Livro 1

Ao analisar o Livro 1 vemos que no capitulo destinado aos sistemas lineares o estudo
¢ iniciado com uma situacio problema que diz o seguinte: Um agricultor necessita de 2000
litros de solucdo aquosa de nitrogénio a 10% para borrifar sua planta¢do de trigo. Em seu
estoque, ha dois grandes reservatorios, A e B, com solu¢do aquosa de nitrogénio; porém, no
resevatorio A, a concentragdo de nitrogénio é de 8% e, em B, de 16%. Quantos litros do
contetido de cada recipiente o agricultor devera misturar para obter os 2000 litros de solugao
aquosa de nitrogénio a 10%?

Esse problema resulta em um sistema linear de ordem 2 x 2. Na sequéncia o livro
define o que sdo equagdes lineares e mostra alguns exemplos delas e das nao lineares. Segue
discutindo sobre solucdo de uma equacdo linear e equacdo linear homogénea. Em seguida,
temos exemplos, exercicios resolvidos e exercicios propostos. Posteriormente o Livro 1
apresenta, mais uma vez, uma situa¢do problema para em seguida definir sistema linear.
Como ja foi trabalhado o seu conceito, € feita a definicdo de uma solu¢do de um sistema
linear seguida de exemplo e discussdo sobre a classificagdo de um deles de acordo com seu
numero de solu¢des. Depois, vemos as possiveis interpretacdes graficas de um sistema linear
de ordem 2 x 2. Novamente o Livro 1 apresenta uma lista com alguns exercicios propostos.

Este livro apresenta resolucdes para o referido sistema; para isso ele define sistema
escalonado, descreve o processo de resolu¢do de um sistema linear escalonado e apresenta
exemplos e exercicios propostos.

Temos uma nota histérica sobre Diofanto de Alexandria e suas pesquisas. Na sequéncia
temos uma defini¢do de sistemas lineares equivalentes e, finalmente o Livro 1 fala de esca-
lonamento de um sistema linear e dos teoremas que garantem que ao realizarmos operacoes
elemetares € possivel encontrar um sistema linear equivalente ao sistema dado inicialmente.
Para trabalhar esse processo, o livro traz alguns exemplos, exercicios resolvidos e exercicios

propostos. Novamente temos uma secao de exercicios complementares, uma atividade com
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os pré-requisitos para o proximo capitulo, uma atividade resolvida com um erro intencio-
nal - a proposta dessa atividade € o aluno descobrir onde estd esse erro -, € por ultimo, um
exemplo da aplicagcdo dos sistemas lineares no processo de otimizacdo. Fechando o capitulo

temos um problema de mesma ordem para ser resolvido.
(I) Livro 2

No Livro 2 o capitulo que apresenta sistemas lineares inicia a discussdo com o seguinte
problema: Um terreno de 8000 m? deve ser dividido em dois lotes. O maior lote dever4 ter
1000 m? a mais do que o lote menor e devemos determinar a 4rea que cada um dever ter.
Esse problema recai em um sistema linear que o proprio livro resolve.

Na sequéncia temos defini¢des de equagdes lineares, sistemas de equagdes lineares e
solu¢do de um sistema linear, além dos exemplos e exercicios. Depois o livro passa a discutir
os sistemas lineares de ordem 2 x 2, apresentando o método da adi¢do como ferramenta para
resolucdo de sistemas lineares de ordem 2 x 2. Trabalha a interpretacdo geométrica dos
sistemas lineares de duas equacdes e duas incognitas, bem como sua classificagdo no que diz
respeito ao nimero de solugdes.

Quando o Livro 2 aborda sistemas lineares de ordem 3 x 3 vemos a sua interpretacao
geométrica. Depois de discutir todas a interpretagdes possiveis, € iniciada uma seciao que
trata o escalonamento de sistemas lineares de ordem 3 x 3. Nela temos uma discussao sobre
a classificagdo e resolucdo de sistemas lineares escalonados.

Ap6s alguns exercicios, € tratada a condicao de equivaléncia de sistemas lineares e o
procedimento prético para escalonar sistemas lineares. Uma das dltimas se¢des € destinada
aos sistemas lineares homogéneos. Temos uma secdo com aplicacdes dos sistemas linea-
res em outras dreas do conhecimento humano, 4reas que envolvem equilibrio de equagdes
quimicas e alocacao de recursos, que serdo abordados no capitulo 4 desse trabalho, na qual
apresentamos alguns exemplos e exercicios. A ultima secdo do capitulo traz uma introducao

a programacao linear, onde novamente temos exemplos e exercicios.

3.2.3 Alguns Comentarios

Ao analisar o Livro 1 e o Livro 2 observamos que ambos estdo bem estruturados e
desenvolvem corretamente os conceitos e propriedades das matrizes e dos sistemas lineares.
Contudo, temos uma ressalva a fazer: apesar de ambos os livros apresentarem uma se¢ao de
aplicacdes, o Livro 2 apresentou uma quantidade de aplica¢des maior que o Livro 1.

Por sua vez, o Livro 1, ao final de cada capitulo, traz uma lista de problemas com-
plementares que fazem um apanhado geral dos contetidos abordados. A nosso ver isso é
positivo para a aprendizagem, pois o aluno vai ter de resgatar os conhecimentos desenvolvi-
dos anteriormente para resolver as situacdes propostas. Ainda no Livro 1 constatamos que
ele apresenta situagdes problemas em seus exercicios, enquanto no Livro 2 os exercicios, em

sua maioria, si0 mais mecanicos.
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Outro ponto que chamou nossa aten¢do no Livro 1 foi a ideia de montar uma lista de
exercicios com os conhecimentos prévios necessdrios para o capitulo seguinte, relembrando
ao aluno conceitos que o mesmo vai precisar para uma melhor compreensao do que vai ser
estudado na sequéncia. Essa ideia de estabelecer uma conexdo com o capitulo seguinte nos
parece uma boa estratégia, pois normalmente os assuntos dos capitulos sdo trabalhados de
maneira bastante isolada e individual. Outro fator positivo sdo as atividades que instigam
o aluno a descobrir o erro em exercicios resolvidos, estimulando-o a desenvolver um olhar
critico e validar por si mesmo se a teoria por ele estudada foi aplicada corretamente. A nosso
ver o Livro 1 atende melhor as competéncias trés e quatro da BNCC e seria a melhor escolha
para ser usado em sala de aula.

Nos livros mencionados encontramos problemas contextualizados e até mesmo pro-
blemas de outras dreas que podem ser resolvidos usando sistemas lineares. No capitulo a
seguir veremos mais algumas situagdes que podem ser trabalhadas/modeladas e resolvidas

utilizando sistemas lineares.
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Capitulo 4

Sistemas Lineares: Modelando
Problemas

Neste capitulo apresentaremos problemas de diversas dreas, tais como Fisica, Quimica,
dentre outras, que possam ser modelados e resolvidos por meio de sistemas lineares. Neste

capitulo os estudos nas dreas apresentadas foram realizados em [1], [2] e [12].

4.1 Modelando Problemas na Analise de Redes

Uma rede, em linhas gerais, pode ser considerada como o conjunto de ramos através
dos quais flui algum meio. Por exemplo, os ramos podem ser fios elétricos através dos quais
flui corrente elétrica, canos através dos quais flui 4gua ou petrdleo, ruas de cidades pelas
quais fluem veiculos, conexdes financeiras pelas quais flui dinheiro e etc.

Ramos de redes, em sua maioria, se encontram em pontos denominados nds ou vérti-
ces, nos quais o fluxo divide. Em uma rede elétrica os nés ocorrem onde trés ou mais fios se
juntam, por sua vez em uma rede de transito eles ocorrem em cruzamentos de ruas, € assim
por diante nas demais situacdes. E comum ao estudarmos redes adotarmos alguma medida
numérica da taxa segundo a qual o meio flui ao longo do ramo. O fluxo de uma corrente elé-
trica, por exemplo, € geralmente medido em amperes. Em nossa andlise vamos nos restringir
as redes onde hé conservacdo de fluxo em cada nd, com isso queremos dizer que a taxa de
fluxo para dentro de qualquer n6 € igual a taxa de fluxo para fora desse no.

Um problema comum na andlise de redes € usar taxas de fluxo conhecidas em certos
ramos a fim de encontrar a taxa de fluxo em todos os outros ramos dessa rede. Vejamos
alguns exemplos - os quais extraimos das nossas referéncias - de como esse procedimento é

realizado.

1. A figura 4.1 mostra uma rede de quatro nés com indicacdes de algumas taxas de fluxo
e sentido do fluxo ao longo dos ramos. Encontre as taxas de fluxo e o sentido do fluxo

nos demais ramos.
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Figura 4.1: Rede de quatro nos.

30

Lad
A
Ln
LA

Ll

Fonte: Imagem extraida de [2].

Solucao: Na figura 4.2 associamos sentidos arbitrdrios para as taxas de fluxos x1,x7, x3.
Nao ha necessidade de nos preocuparmos com a veracidade dos sentidos, pois um
sentido incorreto acabard recebendo um valor negativo para a taxa de fluxos quando

tivermos resolvido para as incognitas.

Figura 4.2: Rede de quatro nos.

30

3
LA

Fonte: Imagem extraida de [2].

Segue da conservacdo do fluxo no né A que x; +x> = 30. Seguindo o mesmo raciocinio

nos demais nés obtemos
X2+ x3 =35 ( noé B),

x34+15=60 (16 C),
x1+15=55(né D),
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¢
X1 +xp =30
. . . . X2 +x3=35

dessas quatro COndlgOCS, escrevemos o SegUIHte sistema linear
X3 = 45
X1 =40

\
Nesse caso particular, o sistema linear é bem simples de resolver, pois x; € x3 sdo

imediatos, mas vamos aplicar o teorema de Rouché-Capelli para averiguar se o sistema

possui solugdo.

1 1 0 30
) . ) ) 0 1 1 35 i ) .
A matriz ampliada desse sistema é C = 00 1 45/° cuja matriz equivalente na
1 0 0 40
1 0 0 40
o~ 01 0 —10 . )
forma escalonada é C = 00 1 45| Por sua vez, a matriz dos coeficientes do
000 O
110 1 00
01 1 ~ 010
sistema € a matriz A = e sua forma escalonada € a matrizA = =
0 01 0 01
1 00 0 00
= I3. Assim, temos pap = p4 = 3 = n. Logo, pelo Teorema de Rouché-Capelli, o
X1 = 40
sistema € possivel e determinado, e sua tnica solucdo é x» =-—10 . Apos
X3 = 45
nossa verificagdo encontramos x, = —10, ou seja a solug@o do sistema é (40, —10,45).

Como x, € negativo, vemos que o sentido do fluxo naquele ramo da figura 4.2 esta

incorreto, pois o fluxo naquele ramo € para dentro do n6 A.

. A rede da figura 4.3 mostra uma proposta de fluxo de trafego de uma certa cidade em
torno de uma de suas pragas, a praca 15. O plano prevé a instalacdo de um seméforo
computadorizado na saida norte da Rua Lavradio, e o diagrama indica o nimero médio
de veiculos por hora que se espera ter nas ruas que circundam o complexo da praca.
Todas as ruas sdo de mao tnica.

(a) O semdforo deveria deixar passar quantos veiculos por hora para garantir que o
nimero médio de veiculos por hora que entra no complexo seja igual ao niimero
médio de veiculos que sai do complexo?

Solucao: Se x for o niimero de veiculos por hora que seméforo deve deixar pas-

sar, conforme a figura 4.4, entdo o nimero total de veiculos por hora que entra e
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Figura 4.3: Rede de fluxo de trafego em torno da praga 15.

o {B'L 200
3

a Semaforo

L J F
Rua do Mercado -2 B
500 > = 400
o | Praga | =
o [
T o - g ——400
Rua do Comeércio £ x
Y
6]

(a)

Fonte: Imagem extraida de [2].

sai do complexo da praca serd
Para dentro: 500 4400 + 600 + 200 = 1700

Para fora: x + 700 + 400

Igualando esses fluxos temos x + 1100 = 1700 = x = 600. Logo, o seméforo

deveria deixar passar 600 carros por hora.

Figura 4.4: Representagdo das taxas de fluxos x,x7,x3,x4.

200 x
¥ A
X
500 - & = . Jor 400
Rt A Xy
T00) =3} = i 400
D x |A
A
G0
(B

Fonte: Imagem extraida de [2].

(b) Supondo que o seméforo tenha sido ajustado para equilibrar o fluxo total para
dentro e para fora do complexo da praga, o que pode ser dito sobre o nimero
médio de veiculos por hora que circulard pelas ruas que circundam o complexo?
Solucdo: Para evitar congestionamentos de transito, o fluxo para dentro de cada
cruzamento deve igualar o fluxo para fora do cruzamento. Para que isso aconteca

as seguintes condi¢des devem ser satisfeitas:
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Cruzamento Fluxo para dentro Fluxo para fora

A 400 +- 600 = X1 +x2
B X2+ x3 = 400 +x
C 500+ 200 = X3+ x4
D X1+ x4 = 700

No item anterior encontramos x = 600, assim podemos montar o seguinte sistema

(1 +x2 = 1000
. Xy +Xx3 =1000
linear:
x3+x4= 700
X1 +x4= 700
1 1 0 0 1000
. . . 3 01 1 0 1000 ) . .
A matriz ampliada desse sistema é C = , Cuja matriz equi-
0 01 1 700
1 0 0 1 700
1 0 0 1 700
~ 01 0 —1 300 .
valente na forma escalonada é C = . Por sua vez, a matriz
0 01 700
000 O 0
1100
. ) h ) 01 10
dos coeficientes do sistema € a matriz A = 00 11 e sua forma escalonada
1 0 01
1 0 0 1
) .~ 01 0 —1
¢ amatriz A = 00 1 . Logo, temos pap = pa = 3 < 4 =n. Logo, pelo
000 O

Teorema de Rouché-Capelli, esse sistema € possivel e indeterminado, e possui
1 incégnita livre (ou grau de liberdade 1). Podemos escolher x4 como incégnita
X1= 700 — X4

livre. Portanto, o sistema € equivalente ao sistema abaixo: < x; =300+ x4

b

x3=700— x4
cujas solucdes sdo os elementos do conjunto

{(700 — x4, 300 + x4, 700 — x4, x4) ; X4 € R}.

Entretanto, o valor de x4 ndo é completamente arbitrario, pois ha restri¢des fisicas
a considerar. Por exemplo, as taxas de fluxo médias ndo podem ser negativas,

pois estamos supondo ruas de mdo tnica, € uma taxa de fluxo negativa indicaria
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um fluxo na contra-mao. Portanto, vemos que x4 pode ser qualquer nimero real
que satisfaca 0 < x4 < 700 e isso implica que a taxa de fluxo média ao longo
das ruas ficara dentro das cotas 0 < x; < 700, 300 < x; <1000, 0 <x3 <700e
0 < x4 <700.

4.2 Modelando Problemas nos Circuitos Elétricos

Nos circuitos elétricos também podemos encontrar aplicagdo para os sistemas linea-
res. Mas antes, precisamos compreender algumas nomenclaturas e elementos diretamente
relacionados aos circuitos elétricos. Essa parte conceitual sobre circuitos elétricos esta fun-
damentada em [1].

Na comunicacdo ou transmissdo de energia de um ponto a outro € necessdria uma
interconexdo de dispositivos elétricos. Tal conexdo é conhecida como circuito elétrico e

cada componente do circuito ¢ denominado componente.
Definicao 4.1 Circuito elétrico é uma interconexdo de elementos elétricos.

Em seguida destacamos o conceito de carga elétrica como um principio fundamental
para explicar todos os fendmenos elétricos. Da mesma forma, a quantidade mais elementar

em um circuito elétrico € a carga elétrica.

Definicao 4.2 Carga é uma propriedade elétrica das particulas atomicas que compdoem a

matéria, medida em coulombs (C).

Agora, consideremos o fluxo de cargas elétricas. Uma caracteristica exclusiva da carga
elétrica é o fato de ela ser movel; isto é, ela pode ser transferida de um lugar a outro, onde
pode ser convertida em outra forma de energia.

Quando um fio condutor (formado por vérios d&tomos) € conectado a uma bateria (uma
fonte de forga eletromotriz), as cargas sao compelidas a se mover; as cargas positivas se
movem em uma direcio, enquanto as cargas negativas se movem na direcdo oposta. A essa
movimentacao de cargas dd-se o nome de corrente elétrica. Por convencgdo, o fluxo da cor-
rente € aquele das cargas positivas, isto €, ao contrario do fluxo das cargas negativas. Essa
convengdo foi introduzida por Benjamin Franklin (1706-1790), cientista e inventor norte-
americano. Embora saibamos que a corrente em condutores metalicos se deve a elétrons
carregados negativamente, seguiremos a convencdo adotada universalmente de que a cor-

rente € o fluxo liquido das cargas positivas. Logo, tem-se a defini¢do a seguir.

Definicao 4.3 Corrente elétrica é o fluxo de carga por unidade de tempo, medido em ampe-
1
res' (A).

'l ampére = 1 coulomb/segundo.
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Contudo, podem haver diversos tipos de corrente; isto €, a carga pode variar com o
tempo de diversas maneiras. Se a corrente ndo muda com o tempo e permanece constante,
podemos chamad-la de corrente continua (CC) e por convengéo, o simbolo I é usado para
representar uma corrente continua desse tipo. Uma corrente que varia com o tempo € co-
nhecida pelo simbolo i. E uma de suas formas comuns € a corrente senoidal ou corrente

alternada (CA). Portanto, pode-se estabelecer as seguintes definigdes:

Definicao 4.4 Corrente continua (CC) é uma corrente que permanece constante ao longo

do tempo.

Definicao 4.5 Corrente alternada (CA) € uma corrente que varia com o tempo segundo uma

forma de onda senoidal.

Uma corrente alternada (CA) é a que usamos em nossas residéncias para acender 1am-
padas e ligar eletrodomésticos. Logo abaixo temos algumas defini¢des que julgamos impor-

tantes para compreensdo dos circuitos elétricos.

Definicao 4.6 Tensdo (ou diferenga de potencial) é a energia necessdria para deslocar uma

carga unitdria através de um elemento, medida em volts (V).

Definicao 4.7 Poténcia é a velocidade com que se consome ou se absorve energia medida
em watts (W).

Definicao 4.8 A convengdo de sinal passivo é realizada quando a corrente entra pelo termi-

nal positivo de um elemento e p = +vi. Se a corrente entra pelo terminal negativo, p = —Vi.
Definiciio 4.9 Energia’ é a capacidade de realizar trabalho e é medida em joules (J).

Em um circuito elétrico existem dois tipos de elementos: elementos passivos e elemen-
tos ativos. Um elemento ativo € capaz de gerar energia enquanto um elemento passivo nao
¢. Exemplos desses ultimos sdo resistores, capacitores e indutores; ja os geradores, baterias
e amplificadores operacionais exemplificam os primeiros.

Os elementos ativos mais importantes sao fontes de tensao ou corrente que geralmente
liberam poténcia para o circuito conectado a eles. Ha dois tipos de fontes: as dependentes e

as independentes.

Definicao 4.10 Fonte independente ideal é um elemento ativo que fornece uma tensdo espe-

cificada ou corrente que é completamente independente de outros elementos do circuito.

Definicao 4.11 Uma fonte dependente (ou controlada) ideal é um elemento ativo no qual a

quantidade de energia é controlada por outra tensdo ou corrente.

2 As concessiondrias de energia elétrica medem a energia em watts-hora (Wh), em que 1Wh = 3600J.
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Os materiais geralmente possuem um comportamento caracteristico de resistir ao fluxo
de carga elétrica. Essa propriedade fisica, ou habilidade, € conhecida como resisténcia e é
representada pelo simbolo R. O elemento de circuito usado para modelar o comportamento
da resisténcia a corrente de um material € o resistor.

Credita-se a Georg Simon Ohm (1787-1854), fisico alemdo, a descoberta da relagcdo

entre corrente e tensdo para um resistor. Essa relacdo € conhecida como lei de Ohm.

Definicao 4.12 A resisténcia R de um elemento representa sua capacidade de resistir ao

fluxo de corrente elétrica; ela é medida em ohms Q.

Observacao 4.1 A lei de Ohm afirma que a tensdo v em um resistor é diretamente propor-

cional a corrente i através dele.

Isto é,
v =1IR.

A seguir temos mais alguns elementos presentes nos circuitos elétricos.
Definicao 4.13 Ramo representa um elemento tinico como fonte de tensdo ou resistor.
Definicao 4.14 No é o ponto de conexdo entre dois ou mais ramos.

Definicao 4.15 Laco é qualquer caminho fechado em um circuito.

A lei de Ohm por si s6 ndo € o bastante para analisar os circuitos; entretanto, quando
associada com as duas leis de Kirchhoff, elas formam um conjunto de ferramentas poderoso
e suficiente para analisar uma série de circuitos elétricos. As leis de Kirchhoff foram intro-
duzidas pela primeira vez em 1847 pelo fisico alemao Gustav Robert Kirchhoff (1824-1887)
e sdo formalmente conhecidas como lei de Kirchhoff para corrente (LKC, ou lei dos nés) e
lei de Kirchhoff para tensdo (LKT, ou lei das malhas); sendo que a primeira se baseia na lei
da conservacdo da carga, que exige que a soma algébrica das cargas dentro de um sistema

nao pode mudar.

Observacao 4.2 Lei de Kirchhoff para corrente (LKC) diz que a soma algébrica das cor-
rentes que entram em um no (ou um limite fechado) é zero.
N
Algebricamente a LKC pode ser representada da seguinte forma Z in =0, onde N é

n=1
o numero de ramos conectados ao no e i, é a enésima corrente que entra (ou sai) do no.

A segunda lei de Kirchhoff se baseia no principio da conservagdo da energia e pode

ser enunciada da seguinte forma:

Observacao 4.3 Lei de Kirchhoff para tensdo (LKT) diz que a soma algébrica de todas as

tensoes em torno de um caminho fechado (ou lago) é zero.
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K
Algebricamente a LKT pode ser representada da seguinte forma Z v =0, onde K é
k=1
o nimero de tensdes no lago (ou o nimero de ramos no lago) e v € a k-ésima tensdo.

Feitos todos esses esclarecimentos sobre os conceitos basicos de circuitos elétricos
vamos fazer um exemplo extraido de [2] e vejamos como os sistemas lineares podem ser

usados na resolucao desse problema.

1. Determine as correntes I, e I3 do circuito mostrado na figura 4.5.

Figura 4.5: Diagrama do circuito 2.

Fonte: Imagem extraida de [2].

Solucio: Usando os sentidos atribuidos as correntes, a lei das correntes de Kirchhoff

fornece uma equagdo para cada né:

N6 Corrente para dentro Corrente para fora
A L+Dh I
B I; L+Dh

Como as equacdes acima sao iguais, ambas podem ser reescritas como

L+L—-1=0 “4.1)

Para encontrar valores unicos das correntes precisamos de mais duas equacdes. Ao
observarmos o diagrama do circuito 2 na figura 4.5 vemos que h4 trés lacos fechados,
um lago interno a esquerda com um capacitor de 50 V, um lago interno a direita com
um capacitor de 30 V e o laco externo que contém ambos capacitores. Logo, a leis das
tensoes de Kirchhoff nos forneceu trés equacdes e considerando o percurso hordrio dos
lacos, as quedas e as elevagdes de voltagem nesses trés lacos podem ser representadas

da seguinte forma:
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Elevacgdo de voltagem Queda de voltagem

Laco interno a esquerda 50 Sh+14L
Laco interno a direita 304 101, + 201, 0
Laco externo 30+50+ 101, 514

Podemos reescrever essas condi¢des como:

51 +20;= 50
10/, 42013 =—-30 “4.2)
51 — 101, = 80

No entanto note que ao somarmos a segunda e a terceira linha de (4.2), temos

514 +203= 50
1054201 =—30 (4.3)
5 420 = 50

dessa forma para resolvermos nosso problema devemos combinar (4.1) com as duas

primeiras linhas de (4.3) para assim obtermos o seguinte sistema linear

L+ 5L — 1 =0
51 +20= 50
101, + 2013, =-30

Vamos aplicar o teorema de Rouché-Capelli para averiguar se o sistema possui solu-

¢do.
1 1 -1 0
A matriz ampliada desse sistema é C = |5 0 20 50 |, cuja matriz equiva-
0 10 20 -30
1 00 6
lente na forma escalonada é C = |0 1 0 —5|. Por sua vez, a matriz dos coe-
0 01
ficientes do sistema € a matrizA = |5 0 20| e sua forma escalonada € a matriz
0 10 20
1 00
A=10 1 0| =I. Logo, temos psp = ps = 3 = n. Assim, pelo Teorema de Rouché-
0 01
I =6
Capelli, o sistema € possivel e determinado, e sua unica solugdo é L =-5
L= 1
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Ap6s alguns célculos encontramos a solug¢do do sistema, ou seja, o terno ordenado
(6,—5,1). Como I, é negativo, vemos que o sentido da corrente é o oposto do indi-

cado na figura 4.5.

Uma outra maneira de resolver o problema acima seria analisar separadamente cada
malha do circuito representado na figura 4.5. Chamando a primeira malha de malha A e a
segunda de malha B temos:

Na malha A
—50+45I4+20(Iy —Ip) =0
<— 2514 — 201 = 50 “4.4)
<= 514 —4lg =10

e na malha B temos
—30+20(IB —]A) + 10/ =0

— —201I4 4+ 30/ = 30 4.5)
e —2I4+3Ip =3
) ) ) ) 51y —4Ig=10
Assim de (4.4) e (4.5) obtemos o seguinte sistema linear: . Ao resolver
—ZIA +3Ip=3
esse sistema encontramos [y =6 Aelp=5A,logol =4y =6A, L =—-Ip=—-5Ac¢e

I =1 +1, =1A. Uma vantagem de analisar as malhas separadamente € que encontraremos

um sistema linear com menos equagdes e incognitas.

4.3 Modelando Problemas no Equilibrio de Equacoes Qui-

micas

Componentes quimicos sdo representados por formulas quimicas que descrevem a
composicao atdmica de suas moléculas. Exemplos quase que imediatos de pensarmos sao
oxigénio estavel e a d4gua representados pelas formulas quimicas O; e H,O, respectivamente.
As férmulas quimicas do oxigénio estavel, (O,) indica que ele € composto por dois dtomos
de oxigénio enquanto a férmula quimica da dgua indica que ela é composta por dois 4tomos
de hidrogénio e um atdbmo de oxigénio.

Quando combinamos compostos quimicos sob condicdes corretas, os dtomos de suas
moléculas se rearranjam formando novos componentes. Por exemplo, na queima de metano,
o metano (CHy) e o oxigénio estdvel (O;) reagem para formar diéxido de carbono (CO,),

ou gds carbdnico, e dgua (H0). Esse processo ¢ indicado pela equacdo quimica
CHy;+ 0, — CO>,+ H,O 4.6)

Em (4.6) as moléculas da esquerda sao denominadas reagentes e as da direita sdo os
produtos. Cabe fazermos uma observacao, na equagdo quimica (4.6) o sinal 4 serve somente

para separar as moléculas e ndo tem conotacdo de operacdo algébrica.
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Dizemos que uma reacdo quimica estd equilibrada se aparecer o mesmo nimero de
atomos em cada lado da seta para cada tipo de 4tomo na rea¢do. Assim, a equagdo quimica
(4.6) ndo estd equilibrada, desta forma, versdes equilibradas da referida equagcdao quimica
podem ser CHy 420, — CO2+2H>0 ou 2CH4 + 40y — 2C0O, +4H,0. Por convencdo,
¢ padrdo utilizar os menores inteiros positivos que equilibrem uma determinada equacao
quimica.

Contudo, a equacgdo (4.6) € relativamente simples de ser resolvida por tentativa e erro,
mas equacdes quimicas mais complicadas requerem um método mais sistemdtico. Existem
diversas maneiras de fazer essa tarefa, mas em nosso caso vamos recorrer aos sistemas linea-
res. Assim, para equilibrar uma equacao quimica precisamos encontrar x,x2,X3, - - - , X, tais
que para cada dtomo da equacao, o nimero de dtomos a esquerda deve ser igual ao ndmero
de 4dtomos a direita. Em particular, para a equacao (4.6), devemos encontrar xj,x3,x3 € X4
tais que

x1CHy 4+ xp 0y — x3CO03 + x4H, O “4.7)

Expresso em formato tabular, temos

Lado esquerdo Lado direito
Carbono X1 = X3
Hidrogénio 4x; = 2x4
Oxigénio 2x) = 2x3 4+ x4
X — X3 =0
E assim montarmos o seguinte sistema linear homogéneo ¢ 4x; —2x4=0

2x2—2x3— X4 =0

1 0 -1 O
A matriz dos coeficientes do sistema € a matrizA = |4 0 0 —2| e sua forma
02 -2 -1
1 00 !
. 2
escalonada é amatrizA= |0 1 0 —1|. Assim, A tem posto 3, ou seja, py =3 <4 =
1
001 —
2

= n. Portanto, pelo Corolério 2.21, o sistema em questdo possui infinitas solu¢des. Além
disso, pelo Teorema de Rouché-Capelli ele possui 1 incégnita livre (ou grau de liberdade 1).

Podemos escolher x4 como a incégnita livre. Assim, nosso sistema € equivalente ao sistema

1
= —X
X1 2 4 | ) ) | | .
Xo= x4 cujas solugdes sdo os elementos do conjunto §x4,x4, §x4,X4 ;x4 €R ).
1
X3 = —X4

2
O sistema em si admite infinitas solu¢des, mas estamos interessados nos menores valo-

res inteiros positivos que equilibrem a equacdo e isso ocorre quando tomamos x4 = 2, desse
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modo, podemos equilibrar a equacdo tomando x; = 1,x, =2, x3 =1 e x4 = 2.

Seguindo o mesmo raciocinio vamos equilibrar a equa¢ido quimica

HCI + Naz POy, — H;PO4 + NaCl
Acido cloridrico + Fosfato de sédio — Acido fosférico + Cloreto de sédio

Para isso devemos encontrar x1,x2,x3 € x4 inteiros positivos tais que
xl(HCl)+x2(Na3PO4) —>X3(H3P04)+X4(NaCl) (4.8)

Igualando o niimero de dtomos de cada tipo em ambos os lados temos,

Ixy = 3x3 Hidrogénio (H)
lxy = lIxg Cloro (CI)
3x0 = lxg Sédio (Na)
Iy, = Ix3 Fésforo (P)
dxy = 4dx3 Oxigénio (O)
(xl —3x3 =0
X —x4=0
E essas equagdes geram o seguinte sistema linear 3xy —x4=0
Xy — X3 =0
[ 4xx—4x3 =0
(10 =3 0]
1 0 0 -1
A matriz dos coeficientes do sistema é a matrizA = |0 3 0 —1| e sua forma
01 -1 O
04 -4 0|
(10 0 —1]
010 —%
escalonada é a matriz A = 00 1 _%
000 O
000 O

Assim, A tem posto 3, ou seja, pA_: 3 < 4 = n. Portanto, pelo Corolario 2.21, o
sistema em questdo possul infinitas solugdes. Além disso, pelo Teorema de Rouché-Capelli

ele possui 1 incégnita livre (ou grau de liberdade 1). Podemos escolher x4 como a incégnita

xl = x4
. : . . . 1 . -
livre. A351m, Nnosso sistema € CqUIVEﬂCHtC a0 sistema Xy = §X4, cujas SOIUQOCS sao oS
X 1
3= —X4
3
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373
Novamente o sistema em si admite infinitas solucdes, mas estamos interessados nos

. 1 1
elementos do conjunto { (x4, —X4, —x4,x4) 1 X4 € R}.

menores valores inteiros positivos que equilibrem a equacio e isso ocorre quando tomamos
x4 = 3, desse modo podemos equilibrar a equacdo tomando x; =3,x; =1, x3=1e x4 =3.

Substituindo esses valores em (4.7), obtemos a equagao equilibrada

3HCl+ Na3PO4 — H3PO4+ 3NaCl.

4.4 Modelando Problemas na Alocacao de Recursos

Sistemas de equagdes lineares podem ser utilizados em situagdes que envolvam alo-
ca¢do de recursos limitados sujeitos a um conjunto de restricdes. Vejamos a seguir como

resolver alguns problemas que extraimos de [12].

1. Um bidlogo colocou trés espécies de bactérias (denotadas por /, I1 e I1]) em um tubo
de ensaio, onde elas serdo alimentadas por trés fontes de alimentos (A,B e C). A cada
dia serdo colocadas no tubo de ensaio 2300 unidades de A, 800 unidades de B € 1500
unidades de C. Cada bactéria consome um certo nimero de unidades de cada alimento
por dia, como ilustra a Tabela 4.1. Quantas bactérias de cada espécie podem coexistir

no tubo de ensaio de modo a consumir todo o alimento?

Tabela 4.1: Tipos de alimentos e bactérias.

Bactéria da espécie I | Bactéria da espécie I1 | Bactéria da espécie 111
Alimento A 2 2 4
Alimento B 1 2 0
Alimento C 1 3 1

Fonte: Talela reproduzida de [12].

Solucdo: Sejam x1,x; e x3 os nimeros das espécies de bactérias I, I1 e I11 , respectiva-
mente. Como cada uma das x; bactérias da espécie I consome duas unidades de A por
dia, o grupo I consome um total de 2x; unidades por dia. Analogamente, os grupos
11 e I1I consomem um total de 2x, e 4x3 unidades do alimento A diariamente. Como

queremos usar todas as 2300 unidades de A, temos a equagao

2x1 4+ 2x2 +4x3 = 2300.

De modo andlogo, obtemos as equagdes correspondentes ao consumo de B e C:

x1+2x, =800 e x4+ 3xy +x3 = 1500.
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Dessa forma, obtemos o seguinte sistema linear < x; +2x; = 800

2x1 4 2x2 +4x3=2300

X1 +3x2+ x3 =1500
4
0
1

2 2 2300
A matriz ampliada desse sistema é C = [1 2 800 |, cuja matriz equivalente na
1 3 1500
1 0 0 100
forma escalonada é C = [0 1 0 350|. Por sua vez, a matriz dos coeficientes do
0 0 1 350
2 2 4 1 00
sistemaéamatrizA= |1 2 0| esuaformaescalonadaéamatrizA= [0 1 0| =
1 31 0 01
= I3. Assim, temos pap = p4 = 3 = n. Logo, pelo Teorema de Rouché-Capelli, o
X1 =100
sistema € possivel e determinado, e sua Unica solugdo é x, =350 . Entdo,
x3=350

x1 =100, x, =350 e x3 = 350, ou seja, o bidlogo deve colocar 100 bactérias da espécie
I e 350 de cada uma das outras espécies no tubo de ensaio para que todo o alimento

seja consumido.

. Uma florista oferece trés tamanhos de arranjos de flores com rosas, margaridas e cri-
santemos. Cada arranjo pequeno contém uma rosa, trés margaridas e trés crisantemos.
Cada arranjo médio contém duas rosas, quatro margaridas e seis crisantemos. Cada
arranjo grande contém quatro rosas, oito margaridas e seis crisantemos. Um dia, a
florista notou que havia usado um total de 24 rosas, 50 margaridas e 48 crisantemos ao
preparar as encomendas desses trés tipos de arranjos. Quantos arranjos de cada tipo
ela fez?

Solucgao: Sejam xj, x; € x3 os tamanhos de arranjos pequeno, médio e grande, respec-
tivamente. Vamos fazer uma andlise relacionando o nimero total de rosas usadas e o
tamanho dos arranjos. Em cada um dos x; arranjos pequenos ela colocou uma rosa,
em cada um dos x; arranjos médios foram colocadas duas rosas e em cada um dos x3
arranjos grandes ela colocou quatro rosas, dessa forma foram usados um total de 24
rosas. Logo, podemos traduzir essa situagdo pela seguite equagao

X1+ 2xy +4x3 = 24.

Analogamente, relacionando a quantidade de margaridas e crisdntemos com 0s tama-

nhos dos arranjos encotraremos as equacoes

3x1 +4xy + 8x3 = 50 e 3x1 + 6xp + 6x3 = 48,
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X1 +2x+4x3=24
essas equacOes ddo origem ao seguinte sistema linear: < 3x; +4x; + 8x3 =50
3x1 4+ 6xp +6x3 =48

1 2 4 24
Note que a matriz ampliada desse sistema é C = [3 4 8 50|, cuja matriz equi-
36

6 48

valente na forma escalonada é C = . Por sua vez, a matriz dos coe-

S O =
AW o

ficientes do sistema € a matriz A =

00
10
01
2 4
4 8| e sua forma escalonada é a matriz
6 6

| I — |
W W =

1 00
A= 10 1 0| =IL. Assim, temos paB = pa =3 =n. Logo, pelo Teorema de Rouché-
0 01

X1 =2
Capelli, o sistema € possivel e determinado, e sua Unica solucdo € X, =3
X3 = 4
Entdo, x; = 2, x, = 3 e x3 = 4, ou seja, a florista fez 2 arranjos pequenos, 3 arranjos
médios e 4 arranjos grandes.

4.5 Modelando Problemas nos Jogos Lineares Finitos

H4 varias situacdes nas quais devemos considerar um sistema fisico que tem apenas
um ndmero finito de estados. As vezes esses estados podem ser alternados por meio da
aplicacdo de determinados procedimentos, cada um dos quais produzindo uma quantidade
finita de efeitos. Por exemplo, uma lampada pode estar acesa ou apagada, e um interruptor
pode mudar o estado da lampada de acesa para apagada e vice-versa.

Sistemas digitais que surgem em ci€ncias da computa¢do muitas vezes sdo desse tipo.
Muitos jogos de computador retratam quebra-cabecas nos quais um certo esquema deve ser
manipulado por vérios interruptores a fim de produzir o efeito desejado. A natureza finita de
tais situagdes € perfeitamente adequada as andlises que fazem uso de aritmética modular, e
frequentemente sistemas lineares sobre Z, entram em acdo>. Problemas que envolvem esse
tipo de situagdo sao chamados jogos lineares finitos.

3 A notagdo Z, representa o conjunto de todas as classes residuais médulo p. Para maiores detalhes sobre
classes residuais veja [9].
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Vejamos agora um exemplo extraido de [12] para entendermos como uma situagao

envolvendo jogos lineares finitos funciona na pratica:

1. Uma fileira de cinco lampadas é controlada por cinco interruptores. Cada interruptor
muda o estado (ligado ou desligado) da 1ampada diretamente sobre ele e os estados das
lampadas imediatamente adjacentes a esquerda e a direita como ilustrado na figura 4.6

abaixo.

Figura 4.6: Estado (a).

Fonte: Imagem extraida de [12].

Inicialmente, a primeira e a terceira lampada estdo acessas, como na figura 4.6. Ao
pressionarmos o interruptor A, muda-se o estado do sistema para o estado da figura
4.7. Se depois pressionarmos o interruptor C, o resultado serd o que estd representado
na figura 4.8.

Figura 4.7: Estado (b).

Fonte: Imagem extraida de [12].
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Figura 4.8: Estado (c).

Fonte: Imagem extraida de [12].

Suponhamos o seguinte: inicialmente todas as luzes estdo apagadas. Podemos pressi-
onar os interruptores em alguma ordem de modo que a primeira, a terceira e a quinta
lampadas fiquem acesas? Ou ainda: podemos pressionar os interruptores em alguma
ordem de modo que s6 a primeira lampada fique acesa?

Para resolvermos essas perguntas devemos entender o seguinte: a natureza “liga/desliga”

deste problema sugere que a notagdo bindria serd util e que devemos trabalhar em Z,.

Assim, representamos os estados das cinco lampadas por um vetor em Zg de modo que
o

1

0 representa desligado e 1, ligado. Por exemplo, o vetor |1| corresponde a situagao

0

0
da figura 4.7. Podemos usar a mesma ideia de vetores em Zg para representar a acao

de cada interruptor. Se um interruptor muda o estado de uma lampada, a componente
correspondente é um 1; caso contrario, ela é 0. Assim, as acdes dos cinco interruptores
sdo dadas por:

el =

8
I
S oo~ =
o]
I

a
I
O = = = O
o
I
— = = OO

—_ = O O O

O O = = =

Agora vamos entender como funciona a mudanga de um estado para o outro, na situa-
1

¢do mostrada na figura 4.6 corresponde ao estado inicial § = seguida por A =

O O = =
S O O =
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easomaéS+A= , como mostrado na figura 4.7. Se comecarmos com uma confi-

S O = = O

guracio S qualquer e pressionarmos os interruptores também em uma ordem qualquer,
por exemplo S+A+B+C+D+E+A e como em ZS a adi¢do € comutativa, te-
mosS+A+B+C+D+E+A=S4+2A+B+C+D+E=A+B+C+D+E,jique
2 =0em Z,. Para esse exemplo o resultado seria o mesmo independente da ordem que
pressionarmos os botdes, e também podemos perceber que nenhum dos interruptores
precisa ser acionado mais que uma vez. Nesse problema a grande questao que precisa-
mos discutir é: Se € possivel chegar a uma configuracio-alvo 7', comecando com uma
configuracao inicial S. Ou seja, precisamos determinar se existem xp,x2,X3,X4 € X5 em
7, tais que

SH+x1A4+x00B+x3C+x4D+x5E =T = x1A+xB+x3C+x4D+xsE =T —S (4.9)

0
0
Nesse caso, a configuracio inicial € S = | 0| e temos duas configuracdes que deseja-
0
._()_
mos alcangar, as quais vamos resolver separadamente a seguir.
0
0
(a) ParaT = | 1| resolver (4.9) € equivalente ao seguinte sistema linear:
0
_1_
(
X1 +x2 =1
X1 +x2+x3 =0
Xo+X3+X4 =1
x3+x4+x5=0
{ xX4+x5=1
(1 100 0 1]
1 11000
Perceba que a matriz ampliada desse sistemaé C= [0 1 1 1 0 1], cuja
001110
00011 1
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(100 0 1 0]
01 00T1°1
matriz equivalente na forma escalonada sobre Z, éC= {0 0 1 0 0 1].
0 00T1TT1°1
000 0 0 0]
(110 0 0]
1 1100
Por sua vez, a matriz dos coeficientes do sistemaéamatrizA=(0 1 1 1 O
00111
00 0 1 1}
(1 0 0 0 1]
01 001
e sua forma escalonada é amatrizA= {0 0 1 0 0].
00011
00000

Desse modo, temos pap = pa = 4 < 5 = n. Logo, pelo Teorema de Rouché-
Capelli, esse sistema € possivel e indeterminado, e possui 1 incégnita livre (ou
grau de liberdade 1). Podemos escolher x5 como incégnita livre. Portanto,

ha exatamente duas solugdes. Resolvendo o sistema em termos de x5 temos:
(

X|= X5
xy=1+x5
x3=1
(x4 =14x5
_x1_ o
X2 1
Logo, quando x5 = 0 e x5 = 1, temos respectivamente as solucdes |x3| = |1
X4 1
:xs_ _O_
_xl_ n
X2 0
e |x3| = |1].
X4 0
;xs_ _1_
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(b) ParaT = resolver (4.9) € equivalente ao seguinte sistema linear:

S O O O =

X1 +x2 =1
X1 +x+x3 =0
X2 +Xx3+ X4 =0
x3+x4+x5=0
L X4+x5=0
(1 100 0 1]
1 11000
Perceba que a matriz ampliada desse sistemaé C= [0 1 1 1 0 O}, cuja
001110
000110
(100 0 1 0]
010011
matriz equivalente na forma escalonada sobre Z, 6 C= [0 0 1 0 0 1].
0 0O0T1TT1°1
0000 0 1}
(110 0 0]
1 1100
Por sua vez, a matriz dos coeficientes do sistemaéamatrizA= |0 1 1 1 0
00111
00 0 1 I}
(1 0 0 0 1]
01001
e sua forma escalonada é amatrizA= [0 0 1 0 0f.
00011
00 0O0O

Assim, temos pap =5 > 4 = p4. Logo, pelo Teorema de Rouché-Capelli, esse
sistema € impossivel, ou seja, ndo hd como comecar com todas as 1ampadas apa-
gadas e acender apenas a primeira.
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Capitulo 5

Teorema de Rouché-Capelli:
Confrontando Métodos

Dedicaremos esse capitulo a resolucao de problemas e exercicios. Durante a resolug¢ao
dos problemas estaremos usando os métodos trabalhados usualmente pelo livro didético e
também construindo a resolu¢do desses problemas através do Teorema de Rouché-Capelli.
Os livros didaticos que analisamos apresentam como método de solug@o para sistemas de
ordem 2 X 2 a substituicdo e adi¢do. Por sua vez, para sistemas 3 x 3 ou de ordem superior

eles trabalham apenas com escalonamento.

5.1 Alguns Problemas

Os problemas que estaremos resolvendo nesta secdo foram extraidos de [2], [11] e
[12]. Procuramos escolher problemas que se encaixassem nas dreas discutidas nas se¢des do

capitulo anterior.

1. Bronze é uma liga de cobre e zinco, na qual a porcentagem de cobre varia geralmente
entre 60% e 70%.Usando dois tipos de bronze, um com 62% e outro com 70% de
cobre, deseja-se obter uma tonelada de bronze com exatamente 65% de cobre. Quantos

quilos do primeiro tipo de bronze e quantos quilos do segundo devem ser usados?

Uma Solu¢ao: Nesse problema temos dois tipos de bronze, os quais vamos denominar
por A e B. Para cada tonelada do bronze do tipo A temos 0,62 toneladas de cobre e
0,38 toneladas de zinco. Para cada tonelada do bronze do tipo B temos 0,70 toneladas
de cobre e 0,30 toneladas de zinco. Em uma tonelada do bronze que desajamos formar
vai conter x| toneladas do bronze A e x, toneladas do bronze B, entdo a quantidade de
cobre que ela vai conter serd dada pela expresssao 0,62x; 4+ 0,70x;, ou seja, a equagdo
0,62x; +0,70x, = 0,65 representa a quantidade de cobre que teremos. De maneira
semelhante concluimos que a equacao 0,38x; + 0,30x, = 0,35 representa a quanti-

dade de zinco presente numa tonelada do bronze desejado. Logo, nosso problema
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. 0,62x; +0,70x, =0,65
pode ser representado pelo sistema s : . Resolveremos
0,38x; +0,30x, =0,35

esse sistema pelo método da substitui¢do e para isso usaremos a seguinte sequéncia de

passos:

(a) Multiplicando ambas as equacdes de S; por 100 obtemos o seguinte sistema S3:

62x1 +70x, =65
38x1 +30x, =35

(b) Tomando a primeira equacao de S, escrevendo x| em fun¢do de x, temos

65— 70x

& 5.1

X1

(c) Agora substituindo (5.1) na segunda equagdo de S, temos

65 —70x,

apo6s algumas manipulacdes algébricas concluimos que x; = 3
(d) Agora substituindo o valor encontrado de x, em (5.1) e realizando alguns cédlculos
5

encontramos x| = §
Portanto, para obtermos uma tonelada de bronze com 65% de cobre e 35% de

) 5 3
zinco, devemos tomar — de uma tonelada do bronze A e — de uma tonelada do

bronze B, ou seja, 625 quilos do bronze A e 375 quilos do bronze B.

2. Um comerciante de café vende trés misturas de grados. Um pacote com a “mistura
da casa” contém 300 gramas de café colombiano e 200 gramas de café tostado tipo
franc€s. Um pacote com a “mistura especial” contém 200 gramas de café colombi-
ano, 200 gramas de café queniano e 100 gramas de café tostado franc€s. Um pacote
com “mistura gourmet” contém 100 gramas de café colombiano, 200 gramas de café
queniano e 200 gramas de café tostado tipo francés. O comerciante tem 30 quilos de
café colombiano, 15 de café queniano e 25 de café tostado tipo francés. Se ele deseja

utilizar todos os graos de café, quantos pacotes de cada mistura deve preparar?

Uma Solucdo: Inicialmente vamos entender o problema: temos de preparar trés tipos
de misturas de café com tipos e quantidades diferentes desse contetido. Por exemplo,
vamos considerar os 30 quilos de café colombiano que esse comerciante tem em esto-
que, como o0s pacotes de cada mistura serd medida em gramas vamos considerar nao

os 30 quilos de café colombiano e sim 30000 gramas de café colombiano.
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Suponha que vio ser preparados x; pacotes da “mistura da casa” e em cada um deles
vamos colocar 300 gramas de café colombiano. Da mesma forma em cada um dos x,
pacotes da “mistura especial” serdo colocadas 200 de café colombiano e em x3 pacotes
da “mistura gourmet” vamos colocar 100 gramas de café colombiano. Como vamos
usar todo o estoque de café colombiano, ou seja, 30000 gramas, temos a seguinte
equacao

300x1 +200x; + 100x3 = 30000.

De modo anédlogo, obtemos as equacdes que representam as quantidades de café fran-

cés e queniano:

200x1 + 100x7 +200x3 = 25000 e 200x; +200x3 = 15000.

300x1 +200x; 4+ 100x3 =30000
Logo, obtemos o seguinte sistema linear Sy : { 200x; + 100x, +200x3 =25000 . Va-

200x +200x3 = 15000
mos resolver esse sistema por escalonamento, e para isso aplicaremos a sequéncia de

passos abaixo:

(a) Inicialmente vamos dividir ambos os membros de todas as equagdes de S| por
3x1+2x+ x3 =300
100, obtendo o sistema Sy : ¢ 2x; + x» +2x3 =250
2x7 +2x3 =150

1
(b) Vamos multiplicar a 1* equagao de S, por 3 Isto resulta no sistema

+2 +1 100

—X —X3 =

X1 3 2 3 3

5319201+ xp +2x3 =250
2xp + 2x3 =150

(c) Multiplicaremos a 1? linha de S3 por —2 e a equagdo obtida vamos somar com a

2 |

X1+ §X2 + §X3 =100

22 linha de S35 obteremos o sistema Sy : — l x+ 4_1 x3= 50
3 3

2x7 + 2x3 — 150
(d) Multiplicaremos a 2? linha de S4 por —3 e dividiremos a terceira linha de S4 por

2 1
X1+ x4+ =-x3= 100

3 3
2. Isto resulta no sistema S5 : xp — 4x3 =—150
b) + X3 — 75
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(e) Multiplicaremos a 2? linha de S5 por —1, e somando a equagao resultante com a

2 1
X1+ =x2+ -x3= 100

3 3
terceira linha de S5 vamos encontrar o sistema Sg : xy — dxy =—150
Sx3 = 225

Da terceira equagdo de Sg concluimos que x3 = 45. Substituindo o valor de x3 na
segunda equacgdo de Sg encontraremos x, = 30 e por tltimo substituindo os valo-
res de x3 e xp na primeira equacao de Sg temos que x; = 65. Logo, o comerciante
pode preparar 65 pacotes da “mistura da casa”, 30 pacotes da “mistura especial”

e 45 pacotes da “mistura gourmet”.

3. Analise o circuito elétrico dado encontrando as correntes desconhecidas.

Figura 5.1: Diagrama do circuito 3.

01
My

]

- »
f," ;‘_"

L L, L ! T
wv_ —[h 200 : 201} v = 10V
[ ]

+ AN,
20 ()

Fonte: Imagem extraida de [2].

Uma Solucdo: Aplicando a lei das correntes de Kirchhoff em cada um dos nds do cir-

cuito representado na figura 5.1, no sentido hordrio a partir do canto superior esquerdo,

temos:
L = L+
I, = L+
le = L+
L = L+

As igualdades acima mostram que Iy = I, em outras palavras Iy — I = 0. Assim, a
lei das correntes de Kirchhoff nos fornece trés equacodes Iy —Ig =0,11 — L —I4 =0¢e

—L+ 14 —Is = 0. Agora, aplicando a lei das tensdes de Kirchhoff temos:

10 = 20I+20h
20 = 20k
104205, = 201
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As igualdades acima mostram que /I, = I3, em outras palavras I, — I3 = 0. Assim, a
lei das tensdes de Kirchhoff nos fornece trés equagdes b, — 13 =0, 2I1 +2, =1 e
2l —2—1Is=—1.

O uso das leis das tensdes e das correntes de Kirchhoff nos forneceu seis equacoes,

logo, podemos reescrever essas condi¢des como:

(n-hL  -L _ 0
211 +21 =1

5, - 2D —2I5 =—1
—hKtL—Is =0

b —1L — 0

L k=0

\

Vamos dividir o processo de escalonamento do sistema S; em algumas etapas.

(a) Permuta-se a 3¢ com a 4“ equagdo de S;. Em seguida multiplicamos a primeira
equacgdo de S; por —2 e o resultado obtido soma-se a 2¢ equacdo de S; obtendo

um sistema equivalente S; tal que

(11— b — 1 =0
41, + 21 =1
—hL+ 1 — I =0
S
21 ol ——1
Iy —Ig= 0

\
(b) Permuta-se a 2 com a 5¢ equacao de S>. Em seguida multiplicamos a 3¢ equagao
de S, por —1. Permuta-se a 4 com a 6% equacdo de S, obtendo um sistema

equivalente S3 tal que

(- -1 ~0

L -1z =0

- L—L+15 =0
I —Ig= 0

41, + 214 =1

20 25 =—1

\
(c) Permuta-se a 5 com a 6 equagao de S3. Dessa forma obtemos um sistema

equivalente Sy tal que
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(d)

(e)

()

L— Db — Iy =0
L —1 =0
5, L— 1y + Is =0
Iy —It= 0
2D —2Is =—1
\ 41, +21 =1
Multiplica-se a 2 equagdo de S4 por —2 e a equagdo obtida somamos com a 5¢

equacdo de S4. Em seguida multiplica-se a 2¢ de S4 por —4 e a equacdo obtida

somamos com a 6 equacdo de S4. Dessa forma obtemos um sistema equivalente

S5 tal que

(h-n -1 — 0

L— I =0
S L — 1y + Is =0
Iy —Ilg= 0
I —2Is =—1

{ 413+ 21y =1

Multiplica-se a 3¢ equagdo de S5 por —1 e a equag@o obtida somamos com a 5¢

equacdo de Ss5. Em seguida multiplica-se a 3¢ de S5 por —4 e a equagdo obtida

somamos com a 6% equacdo de S5. Dessa forma obtemos um sistema equivalente

Se tal que
(-, -1L =0
L—-I =0
5 L— 1y + Is =0
Iy —Ig= 0
1y —3I5 =—1
\ 614 — 415 =1
Multiplica-se a 4 equagdo de Sg por —1 e a equacao obtida somamos com a 5¢

equacgdo de Sg. Em seguida multiplica-se a 4% de Sg por —6 e a equacgdo obtida
somamos com a 6 equacdo de S¢. Dessa forma obtemos um sistema equivalente

S7 tal que
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L -5 -1y =0
L—I; =0
IL—1Ii+ I =0

S7Z 3 4 5
Iy —Ig=0
—315—|— Ig =—1
L —4l5+6lg= 1

1
(g) Multiplica-se a 5 equagdo de S7 por —3 Dessa forma obtemos um sistema

equivalente Sg tal que
(

L-L —IL -0

L1 =0

¢ L—Li+ Is =0
8 .

I 11—1

573073

\ _415+ 16:1

(h) Multiplica-se a 5 equacdo de Sg por 4 e a equacdo obtida soma-se com a 6%

equacdo de Sg. Dessa forma obtemos um sistema equivalente Sg tal que
(

L—-bL —1I -0

L-1I =0

¢ L—I+1s =0
9.

I _ I _0

, 1 1

57 36=73

4 :%

\ 3 6 3

1 1
Da dltima equacdo de Sg conclui-se que I = > e como Ig = I4, logo Iy = 5 Substi-

1
tuindo o valor encontrado para Ig na 5¢ equacdo de Sg9 encontra-se Is = 7 Aplicando
os valores de 4 e I5 na 3¢ equacgdo de So, daif encontra-se /3 = 0 e consequentemente
I, =0, pois I, = I5. Por fim, na 1¢ equagado de Sy aplica-se os valores de I e I4 o que

implicaem [} = 5 Portanto, I} =14 =15 =I5 = EA elh=1=0.

5.2 Alguns Problemas... Novamente?

Nessa secdo, como seu titulo sugere, vamos abordar os problemas da secdo anterior,
porém dessa vez usaremos o teorema de Rouché-Capelli para analisar os problemas propos-

tos.
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1. Bronze €é uma liga de cobre e zinco, na qual a porcentagem de cobre varia geralmente
entre 60% e 70%.Usando dois tipos de bronze, um com 62% e outro com 70% de
cobre, deseja-se obter uma tonelada de bronze com exatamente 65% de cobre. Quantos

quilos do primeiro tipo de bronze e quantos quilos do segundo devem ser usados?

Uma Solucio: Como ja constatou-se anteriormente o problema acima pode ser re-

. . 62x1 +70x, =65 . .
presentado pelo sistema linear S5 : . A matriz ampliada desse

38x; +30x, =35

62 70 65 10

38 30 35

. Por

sistema € C = [
0 1

] e sua forma escalonada € a matriz C =

o0 | LXO | N

62 70

sua vez, a matriz dos coeficientes do sistema € a matriz A = 38 30

] , Cuja matriz

. ~ 1 0 .
equivalente na forma escalonada é A = 0 1 = [3. Assim, temos pgp = pa =2 =n.

Logo, pelo Teorema de Rouché-Capelli, o sistema € possivel e determinado, e sua

>
g :
8

Unica solugao é

X1
X2

2. Um comerciante de café vende trés misturas de graos. Um pacote com a “mistura
da casa” contém 300 gramas de café colombiano e 200 gramas de café tostado tipo
francés. Um pacote com a “mistura especial” contém 200 gramas de café colombi-
ano, 200 gramas de café queniano e 100 gramas de café tostado franc€s. Um pacote
com “mistura gourmet” contém 100 gramas de café colombiano, 200 gramas de café
queniano e 200 gramas de café tostado tipo francés. O comerciante tem 30 quilos de
café colombiano, 15 de café queniano e 25 de café tostado tipo francés. Se ele deseja

utilizar todos os graos de café, quantos pacotes de cada mistura deve preparar?

Uma Solucao: Esse problema pode ser representado pelo sistema abaixo

3x14+2x+ x3 =300
S2 04 2x1+ xp +2x3=250
2x7 +2x3 =150

3 2 1 300
A matriz ampliada desse sistema é C = |2 1 2 250/, cuja matriz equivalente na
0 2 2 150
1 0 0 65
forma escalonada é C= |0 1 0 30|. Por sua vez, a matriz dos coeficientes do
0 0 1 45



321 1 00
sistemaéamatrizA= |2 1 2| esuaformaescalonadaéamatrizA= [0 1 0| =
02 2 0 01
= I3. Assim, temos pap = pa = 3 = n. Logo, pelo Teorema de Rouché-Capelli, o
X1 =65
sistema € possivel e determinado, e sua tnica solugao é x, =30
x3=45

. Analise o circuito elétrico dado encontrando as correntes desconhecidas.

Figura 5.2: Diagrama do circuito 3.

2[}£
1 '«’[Hll =i oV

"-"'v"'v
201

-t i
ov_— (% 2010

u—"‘-.,.l"-,-"‘.,-—n

Fonte: Imagem extraida de [2].

Uma Soluc¢ido: Anteriormente vimos que esse problema pode ser represntado pelo

(n-b I ~ 0
20 +21 =1
o : 2D -2 =-1
seguinte sistema linear S : . Perceba que a ma-
—L+1L— s =0
L —I =0
\ Iy —Ig= 0
1 -1 0 -1 0 0 O]
2 2 0 0 0 0 1
triz ampliada desse sistema é C = 8 i _01 (1) :? 8 _01 , Cuja matriz
0o 1 -1 0 0 0 O
o 0 0o 1 0 -1 0]
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equivalente na forma escalonada é C =

triz dos coeficientes do sistema € a matriz A =

forma escalonada é a matriz A =

S O O O

0

—_—

o o o o O

S O O = O

0

o o o o = O

S O = O O

0

o o O

S = O O O

0

- O O O

o O

0

- O O o O

|
_ O

O = O W

S O O O O

1

S o o o O

= .

. Por sua vez, a ma-

N = O O =

-1 0 O
0O 0 O
0 -2 0
e sua
I -1 0
0O 0 O
1 0 -1

Desse modo, temos

pap = pa = 6 = n. Logo, pelo Teorema de Rouché:Capelli, esse sistema € pos-

sivel e determinado. Portanto, hd exatamente uma solugdo, e essa dnica solucdo é

’

X1

X2

X3

|
NI— N— N O O NI

X4

=
)
I

=
o)
Il

5.3 Alguns Comentarios

Na secao 3.2 do capitulo 3 fizemos uma descri¢cao de como dois livros especificos estao

apresentando as matrizes e os sistemas lineares. O que chamou nossa aten¢ao foi que esses

objetos matemadticos sdo estudados de modo independente, e sabemos que historicamente as

matrizes foram fortemente utilizadas na resolu¢do de sistemas lineares.

Na resolugdo dos sistemas, os livros didaticos analisados ficam limitados ao método

da substitui¢do ou da adicao se o sistema € de ordem 2 X 2 e, se o sistema for de ordem 3 x 3

eles sdo resolvidos escalonando as equagdes. O que ndo € levado em conta € o tratamento

matricial que pode ser dado aos sistemas lineares, uma vez que o escalonamento € feito nas
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equacgdes em sua representacdo algébrica, o que por sua vez pode ndo parecer muito amigavel
ou agradavel a principio para um aluno iniciante.

Esse tratamento exclusivamente algébrico pode ser devido ao curriculo, uma vez que
ele foi estruturado de modo que matrizes e sistemas lineares sdo trabalhados de forma in-
dependente. O proprio curriculo do estado de Pernambuco exclui o ensino de matrizes do
ensino médio regular. Contudo, os livros didéticos trazem esses conteidos, entdo talvez seja
vidvel trabalhar com matrizes no ensino regular, pois ganharemos uma nova ferramenta que
pode ser utilizada na resolucio dos sistemas lineares.

No ensino médio integral por sua vez, como devem ser trabalhadas as matrizes e suas
propriedades, esses conhecimentos podem ser usados quando o aluno estiver estudando sis-
temas lineares. Nesse momento, entra a proposta desse trabalho, ou seja, utilizar o teorema
de Rouché-Capelli, que ndo aparece em nenhum dos livros que analisamos. Porém, sua sim-
plicidade, ao nosso ver, torna esse teorema perfeitamente aplicavel na resolucdo de sistemas
lineares, bastando conhecermos apenas as operacdes com matrizes.

Se levarmos em conta sistemas lineares muito grandes, trabalhar com sua forma al-
gébrica pode se tornar algo ndo muito vantajoso. Dai, uma boa solucdo € trabalhar com a
matriz ampliada e a matriz dos coeficientes do sistema. Essa alternativa pode inclusive ser
usada como uma forma de aplicar aqueles conhecimentos sobre matrizes que adquirimos
anteriomente.

Para resolver um sistema linear usando o teorema de Rouché-Capelli basta escalonar-
mos a matriz ampliada e dela tirarmos a matriz dos coeficientes do sistema e compararmos o
posto de ambas, e assim determinar se esse sistema possui ou ndo solu¢ido. Aqui, novamente
destacamos que do ponto de vista pritico pode ser mais pertinente escalonar uma matriz
composta unicamente de niimeros que um sistema linear com vérias incognitas.

A fim de exemplificar esse fato nas secdes 5.1 e 5.2 desse capitulo foram resolvidos de
duas formas distintas os mesmos problemas. Resolver sistemas lineares usando o teorema
de Rouché-Capelli é uma forma de resgatar o estudo de matrizes.

Por fim, convidamos o leitor a resolver os problemas propostos no apéndice A! utili-
zando o teorema de Rouché-Capelli, que é uma ferramenta pouco usada e no entanto muito

eficiente na resolucdo de sistemas lineares.

10 leitor pode conferir as possiveis solugdes dos problemas consultando o apénce B.
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Capitulo 6
Conclusoes

Na construcdo desse trabalho, fizemos um estudo sobre o uso do teorema de Rouché-
Capelli na resolucdo dos sistemas lineares, levando em consideracdo a importancia desses
sistemas para a matemadtica e outras dreas do conhecimento. O tema discorrido nesse texto
estabelece uma ponte que conecta o estudo dos sistemas lineares a conhecimentos que devem
ser adquiridos no estudo das matrizes.

Dessa forma, precisamos ressaltar que o conceito de matriz, bem como o conhecimento
de suas propriedades, sdo fundamentais e devem ser devidamente exploradas no Ensino Mé-
dio. Destacamos ainda, que o uso dos sistemas lineares para tratar problemas de outras areas
do conhecimento é uma atividade bastante construtiva e interessante. Nesse sentido, pro-
pomos uma lista de atividades em que os sistemas lineares e o teorema de Rouché-Capelli
devem ser utilizados de forma objetiva, para solucionar problemas praticos que modelam
situacodes diversas.

Sem duvida alguma, a elaboracdo desse trabalho nos fez adquirir um novo olhar acerca
do estudo e dos métodos de resolucao de sistemas lineares, contribuindo para nossa forma-
cdo académica e docente. Durante as pesquisas despertamos uma nova visao em relacdo ao
curriculo de matemadtica e sua proposta de ensino das matrizes e dos sistemas lineares, uma
vez que tornar-se-a mais vantajosa uma proposta de ensino onde esses dois objetos matema-
ticos caminhem lado a lado, como foi historicamente. Consideramos melhor que um modelo
pré-estabelecido onde cada um € discutido de forma independente, ou pior, onde um deles
seja negligenciado ou trabalhado de maneira inadequada.

Esperamos que o uso do teorema de Rouché-Capelli como um método alternativo na
resolucdo dos sistemas lineares possa ser trabalhado no Ensino Médio de forma efetiva,
fugindo a proposta dos livros didédticos e dando a devida atencdo ao estudo das matrizes.
Nosso anseio € que ao voltar seu olhar para um problema que envolva um sistema linear,
o leitor possa enxergar através desse teorema um método de solucdo vidvel, eficaz e sobre

tudo, mais uma pérola da “Rainha das Ciéncias”.
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Apéndice A
Primeiro Apéndice

Neste Apéndice apresentamos uma pequena lista de exercicios e convidamos o leitor a
resolvé-los como forma de exercitar os conceitos desenvolvidos ao longo desse trabalho. As-
sim como os exercicios do capitulo 5 os problemas desse apéndice também foram extraidos
de [2], [11] e [12].

1. Aco fino € uma liga de ferro, cromo e niquel. Um exemplo € o aco V2A, que contém
74% de ferro, 18% de cromo e 8% de niquel. Na tabela A.1, tém-se ligas I, I1, I1] e
1V, as quais devemos misturar para obter uma tonelada de aco V2A. Quantos quilos
de cada uma dessas ligas devemos tomar?

Tabela A.1: Metais que compdem as ligas 1, I1, I1l e IV.
1 1 | 1l | v

Ferro | 70% | 72% | 80% | 85%
Cromo | 22% | 20% | 10% | 12%

Niquel | 8% | 8% | 10% | 3%
Fonte: Tabela reproduzida de [11].

2. De volta ao exemplo das 1ampadas da secdo 4.5, supondo que todas as 1ampadas este-

jam inicialmente desligadas responda:

(a) E possivel pressionar os interruptores em alguma ordem de modo que apenas a
segunda e a quarta lampadas fiquem acesas?

(b) E possivel pressionar os interruptores em alguma ordem de modo que apenas a

segunda lampada fique acesa?

3. Atabela A.2 exibe as porcentagens de albumina, carboidrato e lipidio em cada um dos
alimentos A, B e C. mostre que ndo é possivel combinar esses alimentos formando
uma refei¢do que contenha, 47% de albumina, 35% de carboidrato e 18% de lipidio.
Investigue se seria possivel caso as exigéncias fossem 40% de albumina, 40% de car-
boidrato e 20% de lipidio.
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Tabela A.2: Porcentagens de albumina, carboidrato e lipidios nos alimentos A, B e C.
A B C

Albumina | 30% | 50% | 20%
Carboidrato | 30% | 30% | 70%

Lipidio 40% | 20% | 10%
Fonte: Tabela reproduzida de [11].

4. A figura A.1 mostra uma rede na qual sdo conhecidos a taxa de fluxo e o sentido do

fluxo em alguns ramos. Encontre as taxas de fluxo e os sentidos do fluxo nos demais

ramos.

Figura A.1: Diagrama do fluxo de trifego 1.
50

30 60

40

Fonte: Imagem extraida de [2].

5. A figura A.2 mostra uma rede vidria de ruas de mdo unica com fluxo de trafego nos

sentidos indicados. As taxas de fluxo ao longo das ruas s@o medidas pelo nimero

médio de veiculos por hora.

Figura A.2: Diagrama do fluxo de tréfego 2.

400 750

Fonte: Imagem extraida de [2].

(a) Monte um sistema linear cuja solucao forneca as taxas de fluxo desconhecidas.
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(b) Resolva o sistema para as taxas de fluxo desconhecidas.

(c) Se o fluxo ao longo da rua A para B precisar ser reduzido em virtude de uma obra,
qual serd o fluxo minimo necessdrio para manter o trafego fluindo em todas as

ruas?

6. Analise o circuito elétrico dado encontrando as correntes desconhecidas.

Figura A.3: Diagrama do circuito 4.

Fonte: Imagem extraida de [2].

7. Escreva uma equacdo equilibrada para a reagdo quimica CzHg + Oy — CO, + H,0
(queima de propano).

8. Escreva uma equagdo equilibrada para a reacdo quimica
COr, +H,O — CeH1206+ O>

(Essa reacdo ocorre quando uma planta verde converte diéxido de carbono e 4gua em
glicose e oxigénio durante a fotossintese).
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Apéndice B
Segundo Apéndice

Neste Apéndice trazemos as solu¢des dos exercicios propostos na lista do apéndice A.

33 5 .
1. x; = 7x4 —1,x =2—20x4 € x3 = §x4. Como x1, x2 € x4 ndo podem ser negativos
2 1 . o :
devemos ter — < x4 < —. Essa flexibilidade que a varidvel livre oferece permite

33 10°
atender as conveniéncias de preco e estoque.

2. (a) Sim € possivel, ha duas maneiras disso acontecer basta precionar os interruptores
1,2 e 3 ou os interruptores 3, 4 e 5.

(b) Nao é possivel.

3. 1° Caso: x| = —%, Xy = ;—(3) e x3 = % Como encontramos uma soluc¢io negativa a
refeicao procurada nao existe.
2° Caso: x| = %, Xy = g ex3= 411 Como todas as solugdes encontradas sao positivas
a refei¢do procurada existe.

4. Uma possivel resposta é x; = 40, x = 10 e x3 = —10. O fato de x3 estar com sinal

negativo significa que o sentido atribuido a ele estd errado.

;

x| —Xp = 300

5. (@ —X1 +x4= 100
. (a

x3—x4=-—500

X2 —X3 = 100

\

(b) X1 =X4 — 100, X2 ZX4—4O()€X3 ZX4—500.

(c) Para manter o trafego fluido em todas as ruas ele deve ser ndo negativo. O fluxo
minimo de A para B deverd ser de 500 veiculos por hora, ou seja, x; = 100,
Xy = 100, X3 = 0 € X4 = 500.
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13 2 11 ) .
6. I} = ?A, L = _§A e 3 = ?A. Como I, € negativa sua direcdo é oposta aquela
indicada na figura.
1 5 o
7. x1 = Zx4, Xy = Zx4 e X3 = Zx4. Os menores valores inteiros de x1,x3,x3 € x4 que

equilibram a equacdo quimica sdo obtidos quando tomamos x4 = 4, ou seja, x; = 1,
x» =5,x3 =3 exy =4. Logo, a equagdo quimica equilibrada é

C3Hg+50, — 3C0O, +4H,0.

8. X1 = x4, Xp = x4 € x3 = —x4. Os menores valores inteiros de x1,x,x3 € x4 que equili-
bram a equagdo quimica sio obtidos quando tomamos x4 = 6, ou seja, x; = 6, x; = 6,

x3 =1 e x4 = 6. Logo, a equacio quimica equilibrada é

6CO, +6H>,0 — CeH 206+ 60;.
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