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Queira

Basta ser sincero e desejar profundo
Voceé sera capaz de sacudir o mundo, vai
Tente ou...tra vez

Tente

E nao diga que a vitdria esta perdida

Se é de batalhas que se vive a vida
Tente outra vez

(Raul Seixas, 1975)






RESUMO

Este trabalho é dedicado ao estudo de cédigos corretores de erros, os quais tém como base
matematica a aritmética e a dlgebra linear. Serao abordados os cédigos lineares, tendo
como exemplo o Cédigo de Hamming, e uma subclasse dos codigos lineares que sao os
cédigos ciclicos onde apresentaremos o Codigo de Reed-Solomon.

Palavras-chave: Codigos corretores de erros, Codigos Lineares: Codigo de Hamming,

Cédigo Ciclicos: Codigo de Reed-Solomon






ABSTRACT

This work is dedicated to the study of error correcting codes, which are mathematically
based on arithmetic and linear algebra. Linear codes will be addressed, taking as an
example the Hamming Code, as well as a subclass of linear codes, the cyclic ones, of
which we shall present the Reed-Solomon Code.

Keywords: Error Correction Codes, Linear Codes: Hamming Code, Cyclic Code: Reed-

Solomon Code
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1 INTRODUCAO

Os cédigos corretores de erros estao presentes em toda a parte no nosso cotidiano,
como por exemplo: Wi-fi, CDs, DVDs, QRCode, transmissao de dados via satélite, teleco-
municagoes, etc. A ideia basica da teoria é a codificagdo da informacao enviada, a qual é
feita adicionando informacoes redundantes a mensagem inicial, de modo que o receptor da
mensagem consiga identificar possiveis erros causados pelo ruido na transmissao e desta
forma possa recuperar a mensagem inicial.

Historicamente, a teoria teve inicio com os trabalhos de Shannon e Hamming por
volta de 1950. Claude Elwood Shannon (1916-2001), matemético e nesta época funcioné-
rio da empresa Bell Labs, publicou em 1948 um artigo cientifico chamado “A mathematical
theory of communication” no Bell System Journal. Este trabalho é considerado o marco
inicial da Teoria de Informacoes, na qual a teoria dos cédigos corretores tem papel im-
portantissimo. Neste artigo, Claude Shannon questiona sobre qual é a melhor maneira de

codificar uma informagao.

o

Figura 1 — Claude Shannon

Richard Wesley Hamming (1915-1998), matemadtico, funcionario da Bell Labs de
1946 a 1976, e colega de trabalho de Claude Shannon, investigou durante anos o problema
de correcao de erros e em 1950 publicou o algoritmo chamado “Hamming Code”, o qual é
utilizado em inimeras areas da computagao. Outras importantes contribui¢oes de Richard
Hamming para a teoria dos codigos corretores de erros sao: Distancia de Hamming e
Empacotamento de Esferas, assuntos que também serao abordadas neste trabalho. Em
1976, ele mudou-se para a Naval Postgraduate School, onde foi professor adjunto até 1997

quando se tornou professor emérito. No Youtube é possivel assistir a inimeras aulas do
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Figura 2 — Richard Hamming

professor Richard Hamming, sendo uma delas sobre codigos corretores de erros. Assista
em https://youtu.be/BZh07TEw32UA

Em seguida, faremos uma breve descricao dos topicos abordados neste trabalho.

No capitulo 2, serao apresentados os conceitos, defini¢oes, termos utilizados e alguns
exemplos da teoria bésica de cddigos corretores de erros.

Os codigos lineares sao a classe de codigos mais utilizada e apresentaremos no ca-
pitulo 3 defini¢Ges necessarias para o seu desenvolvimento. Em especial, trataremos de
um dos principais codigos lineares, o cédigo de Hamming, desenvolvido por Richard Ham-
ming, o qual é utilizado amplamente nas telecomunicagoes, no processamento de sinal e
nas memorias dos computadores, devido a sua simplicidade, pois permite a transferéncia
e armazenamento de dados de forma eficiente e segura.

No Capitulo 4, veremos uma subclasse dos codigos lineares, os cédigos ciclicos, e
apresentaremos as definicoes necessarias para a sua criacao. Dentre os intimeros cédigos
ciclicos que existem estudaremos no capitulo seguinte o Cédigo de Reed-Solomon (RS).

Os Cédigos Reed-Solomon tiveram a importante aplicagao de codificar as imagens
digitais enviadas pela sonda espacial Voyager, em 1977, tornando-se difundida nas comu-
nicagoes por satélite. Versoes mais modernas foram e sao utilizadas nas missoes Mars
Pathfinder, Galileo, Mars Exploration Rover e Cassini.

A codificagao Reed-Solomon é amplamente utilizada em sistemas de armazenamento
em massa para corrigir os erros de rajada associados a defeitos de midia. Sendo um com-
ponente importante do CD, primeiro uso de uma forte codificagdo em produto de consumo
produzido em larga escala. Sao utilizados também em cédigos de barras bidimensionais,

permitindo a leitura mesmo que uma parte do cédigo de barras esteja danificada.



21

Para a decodificacao e deteccao de erros no cédigo Reed-Solomon, utilizaremos o
algoritmo de Peterson-Gorenstein-Zieler, desenvolvido por Daniel Gorenstein e Neal Zier-
ler, o qual foi descrito em um relatério do MIT Lincoln Laboratory de Zierler em janeiro
de 1960, e cuja descricao se encontra no livro “Error Correcting Codes”, de W. Wesley

Peterson (1961).
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2 TEORIA DE CODIGOS

A situacao geral considerada em Teoria de Codigos pode ser esquematizada na se-

guinte figura:

. codificacao .
‘mensagem env1ada‘ _ ‘mensagem COdlﬁC&da‘

canal de transmissao

decodificacao

‘ mensagem decodificada ‘ ‘ mensagem recebida ‘

Figura 3 — Teoria Cédigos

As mensagens codificadas e recebidas sao palavras formadas por uma sequéncia de
simbolos de um mesmo alfabeto. Para o envio da mensagem sera utilizado um canal
de transmissao que poderda ter ruido, desta forma a mensagem recebida poderd conter
erros ou simbolos apagados e sera diferente da mensagem enviada. O estudo dos cédigos
tem como objetivo encontrar cédigos que enviem o maior nimero de palavras com maior
rapidez, e que tenha capacidade de detectar e corrigir erros de modo eficiente.

Vamos definir alguns termos utilizados na teoria dos cédigos.
Definigao 2.0.1. (a) Um alfabeto é um conjunto finito de simbolos A, = {a,. .., a,}.
(b) Uma palavra ¢ uma sequéncia finita de elementos do alfabeto .A,.

(¢) Um cédigo g-ario é um conjunto finito de palavras sobre um alfabeto de ¢ elementos.

Ao logo do texto nos referiremos a cédigo g-ario como cédigo.

(d) Se todas as palavras do cédigo C' tém o mesmo comprimento n, isto é, se C' C Ay,

entao C' diz-se um codigo uniforme.

(e) Denotamos por (n, M), um cédigo uniforme g-drio com M palavras de comprimento
n.

Um alfabeto pode ser qualquer conjunto finito de simbolos a nossa escolha. Sao
também alfabetos os anéis Z/(m) = {0,1,...,m — 1} (com m > 2 um ntimero inteiro).
Quando Z/(2) = {0,1} o cédigo diz-se bindrio, e se Z/(3) = {0,1,2} o cédigo diz-se
ternario. Note-se que Z/(2) e Z/(3) tém estrutura de corpo.

Utilizaremos a notac¢ao xixs...x, para a palavra (r1,zs,...,2,) € Ay, assim um

vetor (1,0,1) € (Z/(2))? serd denotado por 101, e que também omitiremos as barras (se



24

nao houver perigo de confusao).

O conjunto das letras A = {a,b, ¢, ..., w,y,z} é um alfabeto, e o conjunto de todas
as palavras portuguesas formam um cédigo P sobre A que nao é uniforme. Nem todas as
palavras no alfabeto A sdo palavras do codigo P; assim se recebermos uma palavra que nao
pertence a P, sabemos que ocorreu um erro na transmissao. Por exemplo, suponhamos
que recebamos a palavra “calendaris”, percebemos que ela nao pertence a P, entao o
erro foi detectado e corrigiremos “calendaris” para a palavra mais proxima em P, que é

“calendario”. Isto motiva introduzirmos a seguinte definicao de distancia entre palavras:

Definicao 2.0.2. Sejam z = 2122 ... Ty, Y = Y1y .- - Yn € AZ. Define-se a distancia de

Hamming entre as palavras x e y por:

d(w,y) = #{i:z #yi} .

Ou seja, d(x,y) é o numero de coordenadas em que x e y diferem, ou ainda, d(x,y) é o

nimero minimo de trocas de simbolos necessarias para obter y a partir de x.

Definicao 2.0.3. Seja C' um cdédigo contendo pelo menos duas palavras. Define-se a

distancia minima de C por:
d(C) = min{d(z,y) : 2,y € C,z # y}.

Se C' é um c6digo g-ario com M palavras de comprimento n e distancia minima d(C) = d,

dizemos que C' é um cédigo (n, M, d),. Os numeros n, M e d dizem-se parametros de

C.

O parametro d(C') serd muito importante para discutirmos capacidade de detecgao

de erros de um cédigo C'.

Proposicao 2.0.4. A distancia de Hamming € uma métrica, isto €, verifica as sequintes

propriedades:
(i) d(z,y) >0 Y,y e Ay;
(i1) d(z,y) =0 x=y;
(ii1) simetria: d(z,y) = d(y,z) Va,y € A};
(iv) desigualdade triangular: d(z,y) < d(x,z) +d(z,y) V,y,z € A}.

Estas propriedades sao consequéncia direta da definicao de distancia de Hamming.
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Exemplo 2.0.5 (Distancia de Hamming). Definimos o seguinte cédigo composto pelos

vetores:
vo = (0,0,0) v; = (0,0,1) ve = (0,1,0) vy =(0,1,1)
vy = (1,0,0) vs = (1,0,1) ve = (1,1,0) vy = (1,1,1).
Temos que as distancias entre os vetores sao
Vo V1 V2 V3 Vg4 Vs Vg Uy
|0 1 1 2 1 2 2 3
w1l 0 2 1 2 1 3 2
w|1l 2 0 1 2 3 1 2
vs| 2 1 1 0 3 2 2 1
w1l 2 2 3 0 1 1 2
vs |2 1 3 2 1 0 2 1
w2 3 1 2 1 2 0 1
vy |3 2 2 1 2 1 1 0

A distancia deste codigo pode ser observada geometricamente no cubo, sendo cada um

dos seus vértices um dos vetores. Para calcularmos a distancia entre os vetores devemos

verificar qual o menor niimero de arestas necessarias para conecta-los. Assim, por exemplo,

os vetores que estao a distancia 1 de vy sao facilmente encontrados: vy, v9 € v4.

U1

Vo

Us

&

U7

V2

Figura 4 — Cubo

Vg

2.1 DECODIFICACAO, DETECCAO E CORRECAO DE ERROS

A seguir, veremos maneiras de, encontrado um erro na mensagem enviada (ou seja,

a palavra recebida nao pertence ao cddigo), determinar os casos em que conseguiremos

corrigi-lo para a palavra mais préxima no coédigo. A formulagao precisa do problema é

dada pela
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Definigao 2.1.1 (Decodificagao por distancia minima). Recebida a palavra y € AL,
procurar z’ € C tal que
d(2',y) = min{d(z,y) : x € C}.
Por C ser finito, o conjunto {d(z,y) : = € C} também é finito ¢ o minimo na
definicao anterior sempre existe, embora, em geral, nao haja um tnico ' € C' que esteja
a esta distancia minima de .

Definicao 2.1.2. Seja C' um cédigo e sejam s e ¢ niimeros inteiros positivos.

(a) Diz-se que C detecta s erros se e s6 se, quando ocorrem s erros ou menos, a palavra

recebida nao pertence ao codigo C.

(b) Diz-se que C corrige t erros se e s6 se o método de decodificacdo por distancia
minima corrige ¢, ou menos, erros.
Exemplo 2.1.3. Na notacao do Exemplo 2.0.5, considere as seguintes esferas, de acordo

a figura abaixo:

S1=Az:d(x,v) <1}

= {v1, v, v5, V3 }, vetores que estao a distancia no maximo 1 de v;.

So ={x:d(x,v) <1}

= {wo, v, v3, Vg }, vetores que estao a distancia no maximo 1 de vs.

Sl 5’2

Figura 5 — Esferas S; e S5

(a) SejaC' = {001,010} = {vy, v2} c6digo formado pelos vetores v e vo. Como d(001,010) =

2, conclui-se que d(C') = 2 e portanto (3,2,2)s sao os parametros deste c6digo.

(b) Se a palavra 001 do c6digo ¢é enviada e ocorrem dois erros na transmissao dos simbolos
e a palavra y recebida é 010, como y € C os erros nao sao detectados. Por outro
lado, modificando uma letra em qualquer palavra em C' obtemos palavras que nao

pertencem a C'. Logo, C detecta um erro mas nao detecta 2.
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Se uma palavra do cddigo (001 ou 010) é enviada e a palavra recebida é vy = 000,
concluimos que ocorreu um erro na transmissao pois vy nao pertence ao codigo, mas
nao conseguimos corrigir o erro pelo fato de existir uma ambiguidade, visto que vy € S

e vy € Sy, conforme a figura. Logo, o cddigo nao corrige um erro.

Entretanto, se uma palavra do cédigo (001 ou 010) é enviada e a palavra recebida é
vs = 101, concluimos que ocorreu um erro na transmissao pois vs nao pertence ao
cédigo, e a palavra é decodificada por vy = 001, pois é a Gnica palavra de C' que esta

a distancia no maximo 1 de vs.

Teorema 2.1.4. Seja C' um cddigo com distancia minima d(C'). Entao:

(a) C detecta s erros se e sé se d(C) > s+ 1;

(b) C corrige t erros se e so se d(C') > 2t + 1.

Demonstracao. (a) Suponhamos que d(C) > s + 1. Seja x € C a palavra enviada e

suponhamos que ocorrem no mMaximo s erros na transmissao e y # = é a palavra
recebida. Portanto 0 < d(z,y) < s. Como 0 < d(x,y) < d(C), conclui-se que y ¢ C
e os s erros sao detectados. Reciprocamente, se d(C) < s, entdo existem palavras
x,y € C tais que d(z,y) = d(C) < s. Logo é possivel z ser a palavra enviada,
ocorrerem d(C') erros e recebermos a palavra y. Como y € C, estes erros nao sao

detectados (observe o item (b) do Exemplo 2.1.3).

(<=) Suponhamos que d(C) > 2t+1. Seja x € C a palavra enviada e suponhamos que
ocorrem t erros na transmissao e y # x é a palavra recebida. Portanto 0 < d(z,y) < t.

Para qualquer ¢ € C, com ¢ # z, temos

d(z,c) < d(z,y) + d(y, c) (2.1)

logo

d(y,c) > d(x,c) —d(z,y) >d(C) -t >2t+1—t=t+1>d(z,y), (2.2)

e assim, usando o método de decodificacao por distancia minima, y é decodificado

corretamente por z (observe o item (d) do Exemplo 2.1.3).

(=) Seja C' um cddigo que corrige t erros e suponhamos por absurdo d = d(C') < 2t.
Entao existem z, 2’ € C tais que d (z,z) = d(C) < 2t.
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Sem perda de generalidade, podemos também assumir que z e x’ diferem precisamente

nas primeiras d = d(C') coordenadas. Seja

Y =1 T Tyq1 TgLdgl " Tn (23)
S——\ v - v -
como z’ como como x e =’

a palavra recebida. Temos d (y,2’') =d —t <t = d(y,x). Ha dois casos a considerar.

t d—1
® °
Y '

51 J

o Sed(y,2') <d(y,z) e x é a palavra transmitida entdo y é decodificada incorre-

tamente por z’.

e Se d(y,2') = d(y,x), ndo podemos decidir entre x e z’ na decodificacao por

distancia minima.

(observe o item (c) do Exemplo 2.1.3).
[

Corolario 2.1.5. Seja C um cédigo de distancia minima d(C) = d. Entdo C detecta

precisamente d — 1 erros e corrige precisamente L%J erros.

2.2 O PROBLEMA PRINCIPAL DA TEORIA DE CODIGOS

O principal problema na Teoria de Cédigos é determinar o maior nimero de palavras
possivel que um cédigo g-ario de comprimento n e distancia minima d pode conter (a fim
de enviar mais mensagens, corrigir mais erros e ter uma taxa de transmissao maior). Ou

seja, para ¢,n e d fixos, determinar
Ay(n,d) := max{M : 3 cddigo ¢-drio (n, M,d)}. (2.4)

Determinar A,(n, d) para parametros n e d arbitrarios é um problema extremamente dificil
e conhecem-se poucos resultados concretos. Faremos no lugar uma estimativa.
Usando a distancia de Hamming d, se ¢ € A} e 7 é um inteiro nao negativo, a bola

(ou esfera) de centro ¢ e raio 7 é o subconjunto de A7 definido por:
B.(c)={x e A} :d(z,c) <r}.

Sendo A, um conjunto finito, A7 e qualquer subconjunto deste também o sao.
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Define-se o volume de um subconjunto S de A} por:
vol(S) = #S.

Exemplo 2.2.1 (Volume de B5(00000) C .A3). Neste caso o centro da bola é o vetor
00000 e o raio é dois, queremos calcular o volume do conjunto formado pelos vetores que
estao a distancia no maximo 2 do centro da bola.

O tnico vetor que esta a distancia zero do centro é o préprio centro 00000.

Os vetores que estao a distancia 1 do centro sao todos os que diferem em exatamente
uma coordenada do vetor 00000, como, por exemplo, 10000, 01000, 00100, ..., 20000,
02000, ..., 00030, 00003. Para encontra-los, ha (i’) = 5 maneiras de escolha de posicao
do digito distinto, que pode ser qualquer um dos 4 — 1 = 3 valores 1, 2, 3. Logo, o ntimero
destes vetores é 5 -3 = 15.

Os vetores que estao a distancia 2 do centro sao todos que diferem em exatamente

duas coordenadas do centro, por exemplo, 11000, 02300, . ... Podemos escolher as posicoes

5

2) = 10 maneiras; dai basta multiplicar por 32 = 9, pois temos 3

destas coordenadas de (
possibilidades para uma das coordenadas e 3 possibilidades para a outra.
O volume ¢é dado pela quantidade total dos vetores que estao a distancia 0, 1 e 2 do

centro da bola. Assim,
5 0 5 1 ) 2
vol (B2(00000)) = 0 4-1)"+ ] 4-1) + 5 (4-1)
=1415+4+90 = 106

Geometricamente, podemos pensar na bola como formada por “camadas de cebola”,

conforme figura abaixo, sendo ¢ o centro da bola:

Figura 6 — Volume da bola (“camadas de cebola”)



30

No caso geral, temos

Lema 2.2.2. O volume da bola B,(c) é

vol (B, (¢)) = : (")

onde 0 <r <nececAj.

Demonstragao. A bola B,(c) é a uniao disjunta dos conjuntos
{re A} d(z,c)=j}

com j =0,1,...,r. Portanto
vol (B,(c)) =Y _#{x € A} : d(x,c) = j} .
j=0

Seja ¢ = (¢1,...,¢,). Como
e d(x,c) = j se e somente se z e ¢ diferem exatamente em j coordenadas,

° (’;) é o numero de maneiras diferentes de escolher j coordenadas em n e

e ¢ — 1 é o nimero de simbolos em A\ {¢;}, isto é, o nimero de escolhas para a

coordenada z; # ¢;,

conclui-se que
#{re A} -d(z,c)=j} = (?)(q— 1),

Caso r > n tem-se obviamente que B,(c) = Ay, cujo volume é ¢". O

Agora podemos apresentar uma cota superior para o numero de palavras de um

codigo.

Teorema 2.2.3 (Estimativa de Hamming ou Majorante de Empacotamento de Esferas).
Para q>2 e2t+1<d<n, sendot o nimero de erros que o codigo corrige, temos

q
A, (n,d) < m.

Demonstracao. Seja C um cédigo (n, M,d), com M = Ay(n,d) e d > 2t + 1. Assim, as

M bolas de raio t e centro nas M palavras do codigo sao disjuntas duas a duas. Entao

vol (U Bt(c)> = ZVOI (Bi(c)) = M vol (By(c))

ceC ceC
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uma vez que as bolas com o mesmo raio tém volumes iguais. Como vol (Ag) =4q", a

igualdade acima implica que M vol (By(c)) < ¢™. O

Exemplo 2.2.4. Seja C; = {000,111} = {wvg,v7} na notagdo do Exemplo 2.0.5. A
distancia minima é d(C7) = 3, o nimero de palavras é M = 2 e como d > 2t + 1, temos
que o Cf corrige t = 1 erro.

O vol (B1(000)) = 4, entao

vol (U Bl(c)> = Mvol (By(c)) =2-4=8< 23,

ceC

Observe a figura abaixo:

Figura 7 — Empacotamento de Esferas
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3 CODIGOS LINEARES

Cédigos Lineares formam a classe de cédigos mais utilizada. Denotando por F, o

corpo com ¢ elementos, temos

Definicao 3.0.1. Um cédigo linear ¢-ario de comprimento n é um subespago vetorial
de Fy.

Seja k a dimensao do cédigo C' e seja vy, vo, . . ., v uma de suas bases. Todo elemento
de C' se escreve de modo tnico da seguinte forma: vy +- - -+ agvg, onde «; sao elementos

de F, parai=1,...,k Assim, M = |C] = ¢*. Resumindo

Proposigao 3.0.2. Seja C' um cédigo linear de comprimento n sobre F,. Entdo: |C| =

q™C, isto €, dim C = log, |C!.

Como o numero de palavras que C' contém estd diretamente relacionado com a
sua dimensdo, definimos os parametros de um cédigo linear como sendo (n,k,d), (ou
simplesmente (n, k,d), ou ainda (n,k)), onde k = dimC, e n e d s@o respectivamente o
comprimento e a distancia minima. Portanto, um cddigo linear (n,k,d), é também um
cédigo (n, ¢, d),.

Um cdédigo linear contém necessariamente o vetor nulo.

Defini¢ao 3.0.3. Seja C' um cédigo linear. Definimos o peso w(z) de z € C' como sendo
%
0

o numero de entradas nao nulas do vetor z, ou seja, w(z) = d(x, 0 ). Definimos o peso

minimo de C por:
w(C) = min{w(z) : € C\{ 01},

seC;«é{ﬁ}, ew(C)=0seC = {ﬁ}

Veremos que podemos calcular a distancia minima de um cédigo linear C' utilizando

0 peso minimo.

Teorema 3.0.4. Seja C' # {ﬁ} um codigo linear. Entdao
d(C) =w(C).

%
Demonstra¢ao. Como C' # {0}, C' contém pelo menos duas palavras e, de acordo com
a definigao de distancia minima, d(C) = min{d(x,y) : x,y € C,x # y}. Sejam entdo
z,y € C tais que d(z,y) = d(C). Portanto:

d(C) =d(z,y) = w(z —y) = w(C).
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%
Na desigualdade usou-se o fato de x —y € C, por C ser linear, e z —y # 0. Seja

agora x € C' tal que w(z) = w(C'). Portanto

w(C) = w(z) = d(z, T) > d(O).

Na desigualdade usou-se o fato de 6) € C, por C ser linear. n

Por defini¢ao, para calcular a distancia minima d(C') de um cédigo qualquer C

MY _ M(M-1)
2) = 2

contendo M palavras é preciso calcular a distancia d(z,y) para ( pares de
palavras. Se C' ¢é linear, o teorema anterior diz-nos que basta calcular o peso w(z) de M —1
palavras.

A seguir veremos como codificar uma mensagem para envid-la e em seguida como

verificar se a mensagem recebida pertence ao cédigo.

3.1 MATRIZ GERADORA E MATRIZ DE PARIDADE

Em todo o texto vamos escrever vetores no formato de vetores colunas.

Definigao 3.1.1. Seja C' um cddigo linear g-ario (n, k).

e Seja = {v1,...,vs} uma base ordenada de C. Considere a matriz G, cujas colunas
sdo os vetores v; = (Vi, ..., Uin), 1 = 1,..., k, isto é,
G = v ... U

Dizemos que G é uma matriz geradora de C.

e Suponha que C' seja o niicleo de uma transformagao linear sobrejetora H: Fy —
IF;‘*’“ . A matriz de paridade de C' ¢ a matriz de H nas bases canonicas de F} e

n—k
F,

Acima, como H: F} — IFZ"“ é sobrejetora, entao, pelo teorema do ntcleo e da
imagem, temos que

dim Fy = dim(ker(H)) + dim(im(H))
—n=dmC+n—-k
<= dimC = k.

Para existir uma matriz geradora devemos ter dim C' > 0 e para existir uma matriz de

paridade devemos ter dim C' < n.
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Uma matriz geradora tem n linhas e k colunas, e uma matriz de paridade tem n — k
linhas e n colunas.
Seja C' um codigo linear de dimensao k e comprimento n, e seja G a matriz geradora

de (', associada a base 8. O cédigo sera a imagem da transformacao linear injetiva definida

por:
.k n
T:F, —F;
r+— Gr.
T1
Sex= | ‘[, temos que
T

T(x) = Gx = x1v1 + a0 + -+ + TRy,

Entéao, T(F’;) = (, assim, qualquer vetor x € F’; (mensagem que serd enviada) é
codificada por T, transformando-se numa sequéncia chamada de codigo do canal, que
¢ o resultado da transformacao.

Uma matriz de paridade H,_i)x, de um cédigo linear C' com matriz geradora G é

uma matriz que detecta se um vetor y de Fy é uma palavra do cédigo. Assim,
Hy=0€eF "« yecCCF

A partir disto, temos que, dado y € Fy, a imagem deste elemento pela matriz de
paridade, Hy € F’;’k , ¢ chamada sintoma de y. Logo, os elementos que pertencem ao
cédigo C' tém por sintoma o vetor nulo. No caso de Hy # 0, assumimos que ocorreram
erros na transmissao de y, pois neste caso y ¢ C.

Recebido y € C', para encontrar o vetor x € IF’; , que foi codificado por T', devemos
resolver o sistema Gx = y, o qual pode ser bem trabalhoso se a matriz geradora nao
estiver na forma canonica (o que veremos em breve na segao 3.4).

A seguir, veremos como exemplo o Cédigo de Hamming, um cédigo especial por ser
perfeito (i.e., um cédigo que atinge a cota maxima dada no teorema 2.2.3). Isto que
possibilita uma taxa mais alta de transmissao para codigos de seu comprimento e ainda
possui distancia minima 3, o que possibilita a deteccao de até dois erros e a correcao de

u.
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3.2 EXEMPLO: CODIGOS DE HAMMING

Seja H uma matriz cujas colunas sao todos os vetores nao nulos do espaco vetorial
F5. Portanto H tem r linhas e 2" — 1 colunas. Além disso, como os vetores da base
canonica e_1>, cee €, sao colunas de H , a matriz identidade I, é uma submatriz de H com
determinante det (1) = 1 # 0, portanto, as r linhas de H sao linearmente independentes,

e H é uma matriz de paridade de um cddigo binério.

Definigao 3.2.1. Seja H uma matriz r x (2" — 1) cujas colunas sdo todos vetores em
— . .. . . . b q.
F7~{0}. O cédigo bindrio Ham(r,2) com esta matriz de paridade H diz-se um cédigo

de Hamming binério de redundancia r.

Lema 3.2.2. Seja r > 2. A distancia minima do codigo de Hamming € 3. FEntao

Ham(r, 2) tem parametros (2" —1,2" —r —1,3).

Demonstragao. Por construgao, Ham(r,2) tem comprimento |F% \ {6)}| =2r —1 e di-
mensao k = n —r = 2r —r — 1. Sé falta ver que a distacia minima é d = 3. Sejam
¢, com i =1,--- 2r — 1, as colunas de uma matriz de paridade H para Ham(r,2). Por
construgao, ¢; # ¢; para quaisquer ¢ # j, e nenhuma coluna ¢ o vector nulo, logo quais-
quer duas colunas de H sdo linearmente independentes. Por outro lado ¢; = (0, ...,0,0, 1),
¢; =(0,...,0,1,0) e ¢, = (0, ..., 0,1, 1) sao colunas de H, se r > 2. Como ¢;, = ¢;+¢; , estas

trés colunas sdo linearmente dependentes. Logo, pelo Teorema 3.5.1 d(Ham(r,2)) =3. O

Exemplo 3.2.3. Para r = 2, Ham(2,2) tem parametros (3,1, 3). Para r = 3, Ham(3, 2)

tem parametros (7,4, 3).

Exemplo 3.2.4. Vamos ver o Cédigo de Hamming Ham(3, 2).

00011T171
H=101100 11
1010101

Esta é a matriz paridade de um cédigo Ham(3, 2). Para facilitar a decodificagao as colunas
da matriz contém a representacio bindria dos ntimeros 1 a 23— 1, os quais estao ordenadas

em ordem crescente.

Assim, o c6digo bindrio Ham(3,2) é dado pelas palavras-cédigo que sao solugoes do



sistema linear
x

)
00 01
0110
1 010

Zs3

0
Tyl — 0
0

= o
S = =
g SN m—y

Ts

Te

X7

Logo, temos o seguinte sistema linear:

Tat+ x5+ w6+ w7 =0
To+ X3+ T+ X7 = 0
I + 3 + x5 + x27=0

Resolvendo o sistema temos:

r1 =3+ x5+ T7
To = T3+ Tg + X7

T4 = X5+ Tg + Ty
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(3.1)

(3.2)

(3.3)

O sistema apresenta 4 varidveis independentes (x3, x5,z € x7), que se referem ao

codigo da fonte, e 3 varidveis dependentes (1, € x4), que representam a redundancia

acrescentada, o que torna possivel detectar e corrigir possiveis erros. Assim, o cédigo

Ham(3, 2) transforma uma palavra-cédigo de 4 digitos em uma palavra-cédigo de 7 digitos

com o acréscimo de uma redundancia de 3 digitos.

Para encontrarmos a matriz GG, geradora do codigo, note que temos o seguinte sis-

tema:
(ZE1 = ]_.173 + 11['5 + OZEG + ]_ZL‘7

To = lxs + 0x5 + lag + 12y
r3 = lrs + 0x5 + Oz + Ox7
T4 = 023 + 1lzs + 1o + 127
r5 = 0x3z + los 4+ Oz + Oz
rg = 0x3 + Ox5 + lzg + Oz

(27 = 0x3 + Ox5 + Ox6 + lu7

O sistema equivale ao seguinte produto de matrizes:

(3.4)
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(3.5)

(e Yo BN R £
_xxxm_
: : ' 1 O 1 © o —~'
- - O - O O -
o - o©O +H o - O
o 4 O - o —H O
— O O 4 — O O
—\ O O A — O O
_1110000_
_1110000_
I
Il ©)
_1234567_
82 8 8 8 &8 8 8

Esta matriz geradora GG gera 16 palavras-codigos como veremos a seguir:

Logo, a matriz geradora é dada por

(3.6)

(3.7)

1 011

0010

0001




o O O O = = =

o O R B O O

_ O = O = O

0

_— O O = O =

—_ = =

I
— = = e e e

Na tabela abaixo encontramos todas estas 16 palavras-codigos.

T3T5T6X7

T3+ T + L7, T3 + xg + T7,T3,Ts + X + X7, Ts5,Tg, L7

0000
0001
0010
0011
0100
0101
0110
0111
1000
1001
1010
1011
1100
1101
1110
1111

0000000
1101001
0101010
1000011
1001100
0100101
1100110
0001111
1110000
0011001
1011010
0110011
0111100
1010101
0010110
1111111
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(3.8)

3.3 ALGORITMO DE DECODIFICACAO PARA OS CODIGOS DE HAMMING BI-

NARIOS:

Suponha que as colunas de H estao ordenadas por ordem crescente, isto é, a i-ésima

coluna é o ntimero ¢ € {1,...,n = 2"—1} escrito na base 2, logose e; = (0,...,0,1,0...,0)

com 1 na coordenada i, o sintoma S (e;) é a representacao bindria de i. Assim, temos o

seguinte algoritmo de decodificacdo para Ham(r,2):

Este algoritmo corrige no maximo um erro. Ver Lema 3.2.2.

(1) Recebido y € F%, calcular o sintoma S(y) = Hy.
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(2) Se S(y) = 0, assumir que nao ocorreram erros de transmissao e decodificar y por y.

(3) Se S(y) # 0, entdao S(y) é uma coluna de H e, se estas estdo por ordem crescente,

assumir que ocorreu um erro na coordenada i correspondente ao nimero S(y) na base

2, e decodificar y por y — e;.

Por que o algoritmo funciona?

Suponha que a palavra y é enviada e a mensagem r é recebida e que ocorreu um

erro na i-ésima coordenada de y, foi trocado um por zero ou zero por um.
Entao,

r=y+e,

o vetor e; possui zeros em todas as coordenadas exceto na i-ésima posicao. Observemos

que saber a posicao do erro é suficiente para determinar a mensagem ¥, pois
y=r-—é,
visto que os cddigos sao binarios. Desta forma,
H-r=H-(y+e)=H-y+H-¢
Como y é uma palavra do codigo, temos que H -y = 0. Entao,

H-r=H-¢

Assim,

0

Concluimos que He; é a i-ésima coluna da matriz H, localizamos o erro e decodificamos

Y.

Exemplo 3.3.1. Seja C' = Ham(3,2). Supondo que recebemos o vetor y = 1111010, com

y € FI, calcularemos o sintoma S(y) = H - y.
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o~ O
N
o O
= o
[
— =

1
1
1| o
1| = |1
ol o
1
0_

Encontramos o sintoma S(y) # 0, de acordo com o algoritmo de decodificagao,
S(y) é uma coluna de H, as quais estao em ordem crescente, assim podemos assumir que
ocorreu um erro na coordenada i correspondente ao nimero S(y) na base 2. Neste caso
assumimos que ocorreu um erro na coordenada 2, pois (010)s = (2)19 e decodificamos y
por y — es.

Assim,

o O O O = O
I
[ R e s R N = s T =

1
1
1
y= 11—
0
1
0

0

E o vetor é decodificado corretamente por 1011010.

Para encontrarmos qual o vetor que foi enviado precisamos resolver o sistema Gx =

y: ) _ .
1101 1
101 1] 1 |0
x3
100 0 1
xz
0111 =1 (3.9)
Te
0100 0
Z7
0010 U |1
000 1 0
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(1:153 4+ lzs + 0z + 1y =1
los + 0z + 1log + 127, =0
lrs + 025 4+ 0xg + 027 = 1
O0xs + las + lag + 1o, =1 (3.10)
Ox3 + 1z 4+ Ozg + 027 =0
Ox3 + 0x5 + 1lzg + 027 =1

\OLUg + 0%5 + OLUG + 15[37 =0

e entdo encontramos x3 = 1, x5 = 0, 6 = 1 e x7 = 0, assim, o vetor (palavra) enviado(a)

foi 1010.

3.4 MATRIZ GERADORA E MATRIZ DE PARIDADE NA FORMA CANONICA

Como a matriz G geradora de um cddigo linear C' nao é unica, pois depende da
escolha da base (3, temos que duas matrizes geradoras de um mesmo cédigo C' podem ser
obtidas uma da outra por uma sequeéncia de operacoes. Entao, de acordo com o estudo

de algebra linear, sao permitidas as seguintes operagoes:

(a) Permutacao de duas colunas.
(b) Multiplicagao de uma coluna por um escalar nao nulo.

(c¢) Adic¢ao de um multiplo escalar de uma coluna a outra.

Podemos também permutar as coordenadas, ou seja, permutar as linhas, obtendo um
cédigo isomorfo ao original.
Desta forma, podemos sempre encontrar uma matriz geradora na forma canonica,

isto é, de modo que as primeiras k linhas de G formem uma matriz identidade de ordem

k,
T
Bn—k)xk

Assim, se tivermos um codigo definido por uma matriz geradora GG que nao esta na

G:

forma canonica, poderemos efetuar operacoes elementares por colunas nesta até obter uma
matriz na forma canonica. O subespaco gerado pelas colunas da matriz padrao obtida é

0 mesmo e, portanto, temos o mesmo codigo.
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Estando a matriz geradora na forma canonica, a codificacao tera a seguinte forma:

X1

X2

Tk
&1

C

Cn—k

onde os ¢;’s sao combinagoes lineares das primeiras coordenadas. Neste caso, (z1, ..., xx)
sao os digitos da mensagem e (ci,...,c, ;) sdo os digitos de verificagao ou de
redundancia. Dado um vetor codificado y € C, a mensagem x é obtida simplesmente
apagando os digitos de verificacao.

Se GG é uma matriz geradora na forma canonica, entao uma matriz de paridade para

C serd

H=|-B Iy |

Se o codigo for bindrio, isto €, sobre o alfabeto Fy, teremos B = —B.

Exemplo 3.4.1. Seja C C FS gerado pelo conjunto S = {122100,012210,001221}.
Vamos determinar uma matriz geradora e uma matriz paridade para C'. Seja M a

matriz cujas colunas sao os vetores do conjunto S, aplicaremos o método de eliminagao

de Gauss a M.

100 100 100 100
2 10 2 10 010 010
e 1221 amege (20 1 ansara (20 1 amsaee (000 1) o
12 2 15 2 55 2 15 2
01 2 0 4 2 6 4 2 2 4 2
0 0 1] 0 5 1] 4 5 1] 2 5 1]

Como M foi obtida de M aplicando apenas operacdes nas colunas, M e M tém o

mesmo espago gerado pelas colunas, assim, a matriz geradora GG na forma canonica para
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o codigo C' é:

1 00
010
0 01

G =
1 5 2
2 4 2
_2 5 1_

Como a matriz B é

1 5 2
B=12 4 2
2 5 1

e para a matriz paridade, precisamos de —B, temos que
-1 =5 =2 6 2 5

-B=|-2 —4 2| =153 5],
-2 -5 -1 5 2 6

pois C' C FS, entao, a matriz de paridade H na forma canonica é:

6 25100
H=15 35010
52 6 001

Assim, para enviarmos a mensagem x = (101), iremos codifica-la utilizando a matriz

geradora G.

1
0
0
1
2
2

=N NN =R o O

Tt = Ot ©O +— O
W = W = O =

Recebido o vetor y, calculamos o sintoma S(y) = Hy e encontramos que Hy = 0, logo
y € C' e para encontrarmos a mensagem enviada basta apagar os digitos de redundancia,

ultimos treés digitos do vetor.

3.5 DISTANCIA MINIMA

Teorema 3.5.1. Seja C' um cddigo (n, k) sobre F,, com matriz de paridade H. Entao
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(i) d(C) > d se, e somente se quaisquer d — 1 colunas de H sao linearmente indepen-

dentes,
(11) d(C) < d se, e somente se existem d colunas de H linearmente dependentes.

Demonstragao. Pelo Teorema 3.0.4, sabemos que d(C) = w(C). Designemos ¢y, . .., ¢, as
colunas da matriz paridade de H. Seja r = (1,...,2,) uma palavra do cédigo C' € Fy
com peso w(z) = e > 0 e suponhamos que as componentes de x nao nulas se encontram

nas coordenadas iy, ...,i.. Como C = ker(H), temos:
— - —
reC <« Hr= 0 <:>ZSC¢C¢= 0
i=1
_>
= z,c + -+, =0 comzy,...,z;, #0
<= existem e = w(z) colunas de H linearmente dependentes.
(i) Por definigdo de peso minimo, w(C) > d se, e somente se w(x) > d para todas as
T e . ~ .
palavras de cédigo x € C\{ 0 }, ou seja, se e somente se C' nao contém nenhuma

palavra  nao nula com peso w(z) < d — 1. Esta tdltima afirmacao equivale a dizer

que quaisquer d — 1 colunas de H sao linearmente independentes.

(ii) Analogamente a alinea (i), w(C') < d se, e somente se existe uma palavra nao nula «
do cédigo C com 0 < w(x) < d, o que é equivalente a existir um conjunto linearmente

dependente de d colunas de H.

[]

Juntando as duas afirmacoes deste teorema, podemos dizer que a distancia minima

de um cédigo linear C' com a matriz de paridade H é dada por:

d(C') = nimero minimo de colunas de H linearmente dependentes

Exemplo 3.5.2. Seja C' o codigo linear bindrio com a seguinte matriz de paridade

1 0111
H=1011 01
00011

Qual a distancia minima de C'?

Designemos por ¢; a coluna ¢ de H. A matriz H tem trés linhas, ou seja, cada coluna

é um vetor em [F3. Assim, quais 4 col ao li te d dent tant
5. , quaisquer 4 colunas sao linearmente dependentes, portanto,

d(C) < 3. Por outro lado
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(a) Como nao hé colunas nulas, qualquer coluna é linearmente independente;

(b) Como nao ha colunas repetidas, isto é, como ¢; # ¢; se i # j, entdo ¢; +¢; # 0
para i # j, onde ¢; é a coluna i de H, e quaisquer duas colunas sao linearmente
independentes;

N
Y

(c) Como ¢; +co+c3 = 0 (ou ¢ + ¢4 + ¢5 = 0), ha trés colunas linearmente dependentes.

Logo, pelo Teorema 3.5.1, d(C') = 3.
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4 CODIGOS CICLICOS

Os cédigos ciclicos sao uma subclasse dos cédigos lineares. Sao cédigos de facil
implementacao, pois requerem menos informacoes para a obtencao das palavras de cédigo
e tém bons algoritmos de codificacao e de decodificagao. Sao exemplos de codigos ciclicos
os cédigos de Hamming bindrios, os cddigos de Golay G e Gz, os codigos BCH, Reed-

Solomon e Goppa, sendo que neste texto desenvolveremos apenas o Codigo Reed-Solomon.

Definicao 4.0.1. Um cédigo C' diz-se ciclico se:
(i) C élinear (portanto C' é subespago de algum Fy) e
(ii) se x = (v1,%2, ..., Tp_1,%,) € C, entdo (x,, 1, T2, ...,x,-1) € C.

O vetor (zp,71,%2,...,2,-1) € Fy diz-se um desvio ciclico (shift, em inglés) de
x € Fy, e iremos denotd-lo por o(z). Portanto, um cddigo é ciclico se ¢ linear e se contém
os desvios ciclicos de todas as palavras de cédigo. Assim, se C' é um codigo ciclico , entao

o'(c) € C para todo c € C e todo i € Z.
1 =g -
Exemplo 4.0.2. e Os codigos triviais 0 e [y sao ciclicos.
e () = {0000,1010,0101,1111} C F§ é um cddigo ciclico (veja exemplo 4.1.9).

e Cy = {0000,1001,0110,1111} C Fj néao é ciclico, pois nao contém todos os desvios,

embora seja linear, gerado pelos vetores 1001 e 0110.

e C3 = {0000,1010,0101} C F; nao é ciclico porque nao é linear, pois falta o vetor

1111 = 1010 4+ 0101, mas contém todos os desvios ciclicos.

4.1 POLINOMIO GERADOR

Apresentaremos algumas nogoes de algebra que utilizaremos em seguida. Iremos
considerar os anéis de polinomios F,[t] e quocientes deste, por isso vamos assumir que R

é um anel comutativo com unidade.

Definicao 4.1.1. O subconjunto nao vazio I C R diz-se um ideal de R se ¢é fechado para
a soma e para o produto por qualquer elemento de R, mais precisamente, se a +b € [ e

ar € I paratodooa,be ler € R.

Dado a € R, o conjunto dos multiplos de a, (a) := {ar : r € R}, é um ideal,

chamado de ideal gerado por a. Esse gerador a pode nao ser unico.
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Em geral, o conjunto das R-combinagoes lineares de ay, ..., ay, ouseja, (ay,...,ayx) :

ca;r; cr; € R}, é um ideal, e {aq,...,ayx} é um conjunto gerador.
i J g

Definigao 4.1.2. Um ideal I € R diz-se um ideal principal se I = (a) para algum

a € R. Se todos os ideais sao principais, R diz-se um anel de ideais principais.

Exemplo 4.1.3. No anel dos inteiros Z:

e O conjunto dos nimeros pares ¢ um ideal e também ¢ principal: (2) = {2z : z € Z}.

O inteiro —2 também ¢é um gerador deste ideal.

e O conjunto dos miultiplo de trés é um ideal principal: (3) = {3z : z € Z}, que
também pode ser representado por (15,12) = {15z + 12y : z,y € Z}.

Vamos trabalhar no anel dos polinémios FF,[t] ¢ o préximo teorema mostra que os

ideais neste anel sao todos principais.

Teorema 4.1.4. F,[t| é um anel de ideais principais. Assim, se I # {0} € um ideal,
entao I = (g(t)), onde g(t) € um polinémio ménico de grau minimo em I. Além disso,

este g(t) € unico.

Demonstragao. Seja I # {0} um ideal de F,[t]. Seja g(¢) um polinémio ndo nulo de grau
minimo em /. Sem perda de generalidade, podemos assumir que g(t) ¢ ménico (caso nao
seja, multiplicamos ¢(t) pelo inverso do coeficiente do termo lider). O objetivo é ver se
este g(t) é um gerador do ideal I.

Seja a(t) um elemento em I qualquer. Pelo algoritmo da divisao de F,[t], existem
polinémios ¢(t) e g(t) tais que a(t) = g(t)q(t) + r(t), com grau(r(t)) < grau(g(t)) ou
r(t) = 0, portanto r(t) = a(t) — g(t)q(t), que pertence a I, pois a(t) € I e g(t) € I. Como
g(t) tem grau minimo entre os polinémios nao nulos em I, entdao o resto r(t) é nulo e
a(t) = g(t)q(t) € (g(t)). Como a(t) € I é arbitrario, conclui-se que I C (g(t)). E como

(t)

g(t) € I, também se verifica a inclusao inversa I D (g(t)), assim I = (g(t)). O
Precisaremos também do seguinte lema:

Lema 4.1.5. Seja g(t) € F,[t] tal que g(t) | t" — 1. Entdo a(t) = g(t)z(t) (mod t" — 1)
para algum x(t) € Fy[t] se e somente se g(t) divide a(t) em F,[t].

Demonstragao. Seja h(t) € F,[t] tal que g(¢)h(t) =t" — 1. Entao:

g(t)x(t) (mod t" —1)

= a(t) = g(t)z(t) + (t" — 1)y(t) para algum y(t) € F,[{]
g

() (t) + g(O)h(t)y(t) = g(t)(x(t) + h(t)y(t))
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ou seja, g(t) divide a(t).
Se g(t) | a(?)

]

Vamos ver algebricamente a condigao combinatéria dos desvios ciclicos da Defini-
cao 4.0.1.

Considere o anel quociente

Fyt]

S G

Este anel tem uma estrutura natural de espago vetorial sobre F,. Considere a aplicacao

linear sobre F,

o: F, — R,
a=(ag,a1,...,a,_1) — a(t) =ag+ayt + -+ ap_ot" > 4+ ap_it"*
Como cada classe de R, tem um tnico representante em I [t] de grau menor ou igual a

n — 1 (a saber, o resto da divisao por t" — 1), a aplicacdo ¢ é um isomorfismo de espagos

vetoriais, além disso:

SO(O-<G>> =¥ (an—h Qp, A1, - - - 7a'n—2>

= p_1 + aot + - + ap_ot" " = ta(t)

onde se usou t" = 1, em R,,, no ultimo passo. Portanto:
7 Y

p(a(a)) = to(a)

Ou seja, tomar o shift o(a) em F} corresponde a multiplicacao por ¢ em R,,.

Um jeito de criar cddigos ciclicos é tomar um subconjunto ¢' C Fy nao vazio, de
modo que I = p(C) seja um ideal de R,,.

A seguir vamos relacionar os ideais de IF,[t] com os ideais em R,,.

Considere a aplicacdo quociente, que é um homomorfismo de anéis (fungao que
preserva produto, soma, 1)
Fy[t]

m: Ft] — R, = m
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Lema 4.1.6. Se J € um ideal em F[t] entao w(J) € um ideal em R,,. Se I é um ideal

em R, entdo w*(I) é um ideal em F,[t] que contém t™ — 1.

Demonstragao. O resultado segue da definicao de ideal, tendo em conta que a imagem e

a pré-imagem de conjuntos sao, respectivamente:

7(J)={r(j)eR,:j€ J}

(1) = {i € F,[t] : (i) = [i] € I}

A titulo de exemplo vamos demonstrar que 7~ (/) é um ideal de F,[t].

Dado 7= (1) C F[t], tome f,g € 77 '([) <= n(g9) € [ e w(f) € I. Como o ideal I é
fechado por soma, temos 7(g) +7(f) € [ = 7w(g+ f) € [ = g+ f € 7 '(I).

Dados A € F[t], f € 7~ (I), devemos mostrar que A\f € 7 (1), ou seja, 7(\f) € I.
Como w(Af) =7n(A)-7(f) e m(A\) € R, e n(f) € I entao n(A)-7(f) € I. O

Pode-se verificar que, como consequéncia deste lema, a aplicacao m define uma cor-
respondeéncia biunivoca entre os ideais no quociente R,, e os ideais contendo t” —1 no anel

de polinomios F,[t]. Como consequéncia do lema acima, temos

Teorema 4.1.7. R,, é um anel de ideais principais. Assim, se I # {0} € um ideal em R,
entao I = (g(t)), onde g(t) € um polinomio monico de grau minimo em I. Além disso,

este g(t) € unico, g(t) | t" — 1, e assim t1t" — 1 = go = ¢g(0) # 0.

Definigao 4.1.8. Dado um ideal I C R,,, tal que 7~ !(I) = (g(¢)), o polinoémio g(t) € F,|[t]

é chamado polinémio gerador do cédigo ciclico C' = ¢ (I).

Exemplo 4.1.9. Considere

7 Foft] — Ry =Foft]/(t* — 1)

= {ap + a1t + ast® + ast® | a; € Fy}, cujos elementos sao dados pelos
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possiveis restos na divisao por t* — 1. Este espaco vetorial possui 2* elementos:

0+ 0t + 0t2 4+ 0t =
140t+0t2 4+ 0t =
0+ 1t + 02+ 0t =
0+ 0t + 112+ 0t =
0+ 0t + 0t2 + 13 =
14+ 1t+ 02+ 0t =
140t + 12 + 083 =
140t + 082 + 182 =
0+ 1t+ 12+ 082 =
0+ 1t + 02+ 1t3 =
0+ 0t + 12+ 143 =
14+ 1t+ 124+ 0t2 =
14+ 1t+ 02+ 13 =
140t + 182 + 183 =
0+ 1t + 112+ 143 =
14+ 1t+ 12+ 112 =

(0000
(1000
(0100
(0010
(0001
(1100
(1010
(1001
(0110
(0101
(0011
(1110
(1101
(1011
(0111
(

)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
1111)

Agora, considere o ideal I = {0,1+t*,t+ 13,1+t +t* 4+ 3} C Ry. De acordo com

o Lema 4.1.6, 7 1(I) =
I+t+2+83 =0+ (t+1) et —
sao multiplos de (1 + ¢?), entao 7 1(I)

(I+t2t+ 3,1+t + 12 +t3,t* — 1), mas como t + 2 = t(1 + t?),
1=(+1)(t* -

1), ou seja, todos estes polindomios

= (14 t*) C Fy[t]. Logo, o polindémio gerador do

cédigo ciclico ¢(I) = {0000,1010,0101, 1111} é g(t) = t* + 1 € Fy[t].

A seguir, veremos como encontrar a matriz geradora e a matriz paridade dos codigos

ciclicos.

4.2 MATRIZ GERADORA E MATRIZ DE PARIDADE

Teorema 4.2.1. Seja g(t) = go + git + got* + - - -

ciclico C C R,. Entao

+ g,t" o polinomio gerador do cddigo
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g 0 -~ 0 0
g1 9o
: g1 0
R ] |
r . : 0 —r—
Grx(nr) = = |g(t) tg(t)... t""lg(t)

0 gr g1 9o ’ ‘ ‘

0 . g

gr :

¢ uma matriz geradora de C' e dim C' =n —r = n — grau(g(t)), ou seja, o grau de g(t) é

a redundancia do codigo C'.

Demonstragcao. Queremos provar que as colunas da matriz geradora sao linearmente inde-
pendentes. Sejam vy, vs, ..., v,_, 0s vetores coluna da matriz geradora e Ay, Ao, ..., A\,

escalares. Os vetores vy, vg, ..., V,_, sa0 linearmente independentes se
)\lvl + )\2U2 + -+ )\nfrvnfr =0

:})\1:)\2:"‘:)\n,r:0.

Olhando para as primeiras r + 2 coordenadas, teremos o seguinte sistema linear

Ago =0
A1g1 + A2go =0

)\10 + >‘2.gr + )\n—rgo =0
mas como gy # 0, pelo Teorema 4.1.7, entao
)\190 =0= )\1 =0

)\191+)\290:O:>)\2:0

>\10+)\2gr+"'+)\n—r90:O:>/\n—r:0

Logo, as colunas da matriz geradora sao linearmente independentes. Veremos que as
colunas também formam um conjunto gerador, como espago vetorial, do cédigo C'. Seja
a(t) € C = (g(t)). Entao grau(a(t)) < n e, pelo Lema 4.1.5, a(t) = g(t)z(t) para algum
polinémio z(t) € F,[t]. Como grau(a(t)) = grau(g(t)z(t)) = grau(g(t))+grau(z(t)), entao
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grau(z(t)) < n —r, ou seja,

w(t)=x0+ait + - Fay o t"

a(t) = g(t)x(t) = zog(t) + x1tg(t) + - + xpprt" " lg(t),

ou seja, a(t) é combinacao linear de g(t),tg(t),...,t" "'g(t), que sdo precisamente as

colunas da matriz G. Uma vez que as n — r colunas de G formam uma base de C,

conclui-se que C' tem dimensao n — r. O

Definicao 4.2.2. Se C' é um cédigo ciclico, de comprimento n, com polinomio gerador
t" —1

g(t), entao h(t) = ——— € F,[t] diz-se o polindbmio de paridade de C.

g(t)
Uma vez que ¢(t) é monico, entao h(t) também é, pois h(t)g(t) = t" — 1.

Teorema 4.2.3. Seja C' um cddigo ciclico, de comprimento n e dimensao k, com polino-

mio de paridade h(t) = ho + hit + - - + hyt*. Entdo a matriz

by ey - Ry O ]

0 he hey -+ hy 0
H—kyxn =

0 -~ 0 hy hey -~ hy O

0 - oo 0 Ry hpq --- ho

€ a matriz de paridade para C.

Demonstra¢ao. Como h(t) é um polindomio moénico, temos que hy = 1 # 0. Portanto, H
¢ a matriz de uma transformagao sobrejetora H: Fy — IE‘Z*’“ , pois sua imagem contém
as primeiras n — k colunas, que sdo linearmente independentes ji que hy # 0 (veja a
demonstracao de independéncia linear das colunas de G no teorema anterior, em que
obtemos um sistema triangular). Logo pelo teorema do nicleo e da imagem temos que a
dimker H = k, que é igual a dim C' = n—r = k, pelo Teorema 4.2.1. Assim, para mostrar
que H é uma matriz paridade para C, basta ver que Hc=0se c € C.

Temos h(t)g(t) = t™ — 1. Ilustraremos a ideia da prova para um caso menor, por

exemplo

(ho —I— hlt —f- h2t2 + h3t3>(go —|— glt + ggt2) = t5 — 1
<> hogo + (hogi + h1go)t + (hoga + hig1 + hago)t?
+(higa + hagi + hago)t® + (hags + hagi)t* + hagat® =1° — 1
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Comparando os coeficientes, obtemos

hago + h1g1 + hogo = 0 — Termos de grau 2
hsgo + hog1 + h1go = 0 — Termos de grau 3
h3g1 + hogs = 0 — Termos de grau 4

Assim, em notacao matricial,

go 0 0
g1 go O
hs hy hi hy O _000
0 hs ho by hol |27 %1 "o o o
0 g2 o
0 0 92_

No caso geral, g(t)h(t) = t"—1 e comparando coeficientes, temos, para 1l <i <n—1,
gohi + gihi—1 + -+ + giho =0

Logo, em notacao matricial, obtemos HG = 0. O

Exemplo 4.2.4. Seja g(t) = 1+ 8t +5t2+ 313 +¢* € Fy1[t] o polindomio gerador do cédigo
ciclico em Ryp = Fy[t]/(t'° — 1). Utilizaremos o teorema acima para determinar a matriz
geradora GG. A redundancia do codigo ciclico gerado por este polindomio é igual a 4, pois
o grau(g(t)) = 4, enquanto a dim(C') = n — grau(g(t)) = 10 — 4 = 6. Desta forma, temos

que a matriz geradora é

(1000 0 0]
810000
581000
358100
|13 5810
013581
001358
000135
000013
00000 1]

Vamos encontrar a matriz paridade.

' —1
T I SL 5233 + 12

=10+ 8¢ + Tt* + 6t + 4t* + 8° + t° € Fyy[t]

h(t)
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(18467810 0 0 0]
Lo 01 s a6 s 00 0
001846 7 8 10 0
0001846 7 8 10

Note que HG = 0.

Observacgao 4.2.5. As divisoes de polinomios foram feitas com auzilio do programa PA-

RI/GP.
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5 CODIGOS DE REED-SOLOMON (RS)

Os codigos de Reed-Solomon sao codigos ciclicos que foram introduzidos por Irving
S. Reed e Gustave Solomon em 1960. A vantagem deste codigo é que com uma boa es-
colha do polinémio gerador é possivel controlar a distancia minima e desta forma corrigir
erros acumulados. Eles sao muito utilizados em sistemas de transmissao de dados como
comunicagao via satélite, comunicagoes de missoes espaciais, aDSL, WiIMAX (similar ao
Wi-Fi), DVB (Transmissao de Video Digital), sistemas RAID 6 (sistema de armaneza-
mento) e sistemas de telecomunicagoes como DWDM (tecnologia que usa multiplos lasers
para transmitir muitos comprimentos de onda de luz simultaneamente), tecnologias de
consumo como CDs, DVDs, QRCode.

5.1 ORDEM E ELEMENTO PRIMITIVO

Para encontrarmos o polinomio gerador de um codigo de Reed-Solomon, precisamos

de um elemento primitivo, entao vamos ver a definicao:
Definigao 5.1.1. Seja o € F*.

(i) A ordem ord(a) de a é o menor inteiro d > 0 tal que a? = 1.

(ii) Dizemos que a é um elemento primitivo de F, se, e somente se, {a',t € N} =F.
Teorema 5.1.2. Seja a € Fy.

(i) Se d € N € tal que a? =1 entdo ord(a) | d.

(ii) a® L =1.

(1i) ord(a) € um divisor de g — 1.

(iv) O elemento o € primitivo se, e s se, ord(a) = g — 1.

Demonstragdo. (i) Fixemos a € F e seja d um nimero inteiro tal que a? = 1. Sejam
r e s inteiros tais que d = ord(a)s +7 e 0 < r < ord(a) (pelo algoritmo da divisao).
Entao

1 = Oéd _ aord(a)err — (aord(a))sar — o

Portanto r = 0, por defini¢ao de ord(«), ou seja, ord(«) divide d.
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(ii) Seja a # 0 e FyY = {b1,---,b41}. Como a # 0, também temos que F) =

{aby, -+ ,ab,—1}. Assim, multiplicando todos os elementos de [, temos
by byq = (aby) - (aby_1) = by by 1= (1) (by -+ by 1)

Logo, obtém-se a?~1 = 1.

Pelos itens (i) e (ii), concluimos que ord(«) divide ¢ — 1.

(ili) Para todo o € Fy temos {a',¢ € N} C Fy. Note que
{atat 6 N} — {1705’052’ e ’aorda—l}

é um conjunto com ord(a) elementos. De fato, para qualquer ¢ € N temos o =
a” onde r é o resto na divisao de t por ord(a); por outro lado, os elementos
La,a? - a2l s3o distintos pois caso o' = o com 0 < i < j < ord(a),
entdo /" = 1 com 0 < j — ¢ < ord(a), o que é um absurdo. Assim, o é um
elemento primitivo em Fy, isto é, {af,t € N} = F, se, e somente se, ord(a) = ¢ — 1.

]

Exemplo 5.1.3. Vamos encontrar os elementos primitivos de ;. Temos

Fy; ={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}, entdo ¢(11) = 10 (ndmero de elemento que sdo primos
com 11). Para encontrarmos as ordens dos elementos procuramos os divisores de 10, que
sao {1,2,5,10}, as possiveis ordens.

Vamos comegar procurando ord; 2: sabemos que 2! = 1 (mod 11), pelo Pequeno
Teorema de Fermat (PTF), mas precisamos testar também para 25,22 e 2. Temos 2° =
32 = 10 (mod 11), 22 = 4 (mod 11) e 2! = 2 (mod 11). Logo, ordy; 2 = 10 = »(11),
entao 2 é elemento primitivo de [Fy;.

Da mesma forma, para ord;; 3 temos que 3'° = 1 (mod 11), pelo PTF; 3° = 243 = 1
(mod 11); 3> =9 (mod 11); 3! = 3 (mod 11). Logo, ord;; 3 =5 # (11), assim, 3 nao é
elemento primitivo de [Fqy.

Continuando desta forma, obtemos a seguinte tabela:
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Elemento de F} | Ordem | Primitivo?
1 1 nao
2 10 sim
3 5 nao
4 ) nao
5 5 nao
6 10 sim
7 10 sim
8 10 sim
9 ) nao

10 2 nao

Desta forma, encontramos todos os elementos primitivos de F;; que sao: 2, 6, 7 e 8.

F
Exemplo 5.1.4. Encontrar um elemento primitivo de Fg = (23—_[57]1)
x
Temos que 2 + 1 é um polinomio irredutivel em F3[z], pois nao possui raizes em Fj.
Assim,
Fg [IE] 2
— = +ait|a; €EF3et"=—-1=2
@eq)  twotatlael !

={0,1,2,¢,2t, 1 +¢,1+2t,2 4+ t,2 + 2t},

que sao os possiveis restos na divisao por z? + 1. Para encontrarmos as ordens dos
elementos procuramos os divisores de 8, ou seja, 8, 4, 2, 1, que sao as possiveis ordens.
Ordem de t: t? =2;tt =12 2 =2.2=4=1.
Desta forma, a ord(t) = 4. Assim, ¢ nao é elemento primitivo de Fy.
Ordem de (1 +1):

(1+t)2=1+2t+1*=1+2t+2=3+2t=0+2t = 2t;
1+t =0+t)°1+t)°=2t-2t=4t>=4-2=8=2;
I+t =0+)1+t)*'=2-2=4=1

Desta forma, ord(1 +t) = 8. Logo 1 + ¢ é elemento primitivo de Fy.

Continuando desta forma, obtemos a seguinte tabela:
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Elemento de Fy | Ordem | Primitivo?
1 1 nao
2 2 nao
t 4 nao
2t 4 nao
141 8 sim
2+t 8 sim
1+2¢t 8 sim
242t 8 sim

Assim, os elementos primitivos de Fg sdo: 1 +¢,2+1¢,1+ 2t e 2+ 2¢.

5.2 CODIGOS DE REED-SOLOMON

Definicao 5.2.1. Um cédigo Reed-Solomon ¢-ario é um cédigo ciclico de comprimento

q — 1, com polinémio gerador
g(t) = (t —at)(t —a®)--- (t —a’")
com 2 <9 < ¢—1, onde o ¢ um elemento primitivo de F,.

Observagao 5.2.2. (i) Sea éum elemento primitivo de F,,, o polinémio t7'—1 € T[]

tem a sequinte fatoracao

1=t -1t —a)t—a®) - (t—ai?).

2 —2

Pois t7 1 — 1 tem 1,a,a?,- -+ ,a97? como raizes pelo teorema 5.1.2 item (i1).

Entdo, o polinomio g(t) é um divisor de t7' —1 e g(t) € o polinomio gerador de um

codigo ciclico e suas raizes sao todas distintas.

(1) Como o grau(g(t)) =9 — 1, a dimensao de C € dim(C) = (¢—1)— (6§ —1) =q— 9,
pelo Teorema 4.2.1.

(i1i) Nao existem cddigos Reed-Solomon bindrios, pois 2 < § < q—1=q > 3.

Exemplo 5.2.3. Como 2 é um elemento primitivo de F;;, vamos escolher o seguinte

polinomio gerador:

gt) =t —=2)t—-22)(t - 2%)(t —2") = 1 + 8t + 5t + 3t3 + ¢!
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o qual é o polinémio gerador de um cédigo Reed-Solomon de parametros (10, 6). Note

que este polinémio foi utilizado no Exemplo 4.2.4.

(1000 0 0]
810000
58100 0
358100
|13 5810
013581
001358
000135
000013
00000 1

e o polinomio de paridade é o mesmo do Exemplo 4.2.4.

Como d(C') > 6, pelo Teorema 5.3.2, o qual veremos em seguida, podemos determi-
nar que a distancia minima deste cédigo é d(C) > 5, pois 6 — 1 = 4, temos que § = 5,

neste caso poderemos corrigir até dois erros de transmissao.

5.3 DISTANCIA MINIMA

Observe que os polindmios ¢(t) em R,,, multiplos de ¢(t), sdo aqueles que se anulam

nas raizes de ¢(t). Logo,

Proposicao 5.3.1. Seja C um cédigo Reed-Solomon q-drio, com polinémio gerador g(t) =
(t—a)(t—a?)---(t—a’1). Entdo

C={c(t)e Ry1:c(a’)=0,Vi=1,...,6 —1}.

Teorema 5.3.2. Seja C' um cédigo Reed-Solomon de parametros (¢ — 1,q — 6),. Entdo
d(C) > 4.

Demonstragio. Seja g(t) = (t — ab)(t — a?)---(t — a®1) o polinomio gerador de C.
Suponhamos, por absurdo, que d(C') =d < § e seja c(t) = co+ 1t + -+ + ¢, 1t" 1 € C
com peso w(c(t)) = d. Seja ¢ = (co, c1,- .-, ¢p1) € Fy 0 vetor correspondente a c(t). Pela

Proposigao 5.3.1, ¢(a*) = 0 para qualquer i = 1,...,d — 1. Por outro lado,

C(ai) =Co + Clai + ot Cn—l(ai)n_l = (17 O/’ (ai)27 ) (ai)n_1> " C.
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Portanto Ac = 0, onde A é a matriz de Vandermonde

B L (al)? (al)r ! i
1 2 2\2 2\n—1
L\ (@) (@)
1 %! (045_1)2 L (a6—1>n—1
uma matriz com ¢ — 1 linhas e n colunas. Sejam i1, ..., 44 os indices tais que ¢;; # 0. Seja

A’ a matriz formada pelas colunas i; +1,i5+1,...,i4+1 de A. Entao A’ tem 6 — 1 linhas
e d colunas. Como d < § — 1, a matriz A” formada pelas d primeiras linhas de A’ é uma

matriz quadrada d X d e

Ciy
A// : — 0
Ciy
portanto det(A”) = 0, pois (¢, - .., ¢;,) ¢ uma solu¢do nao nula do sistema linear homo-

géneo A"z = 0. Por outro lado, como

A//

usando as propriedades de multilinearidade do determinante nas colunas obtém-se

C(il aig . Oéid

d
det(A") = H o' det
j=1

(adq)il (adfl)ig (adfl)id

d
— H O{ij H (Oéil _ O/'k)
7j=1

1<k<i<d
Logo, det(A”) # 0, pois o't # o', porque o é um elemento primitivoe d < §—1 < ¢ — 2.
Como nao podemos ter simultaneamente det(A”) = 0 e det(A”) # 0, concluimos que
d>o0. O

5.4 ALGORITMO DE PETERSON-GORENSTEIN-ZIERLER (PGZ)

O cédigo ciclico também é um cédigo linear, o qual ja vimos o algoritmo de codifi-

cagao e deteccao de erro. Nesta secao veremos o algoritmo de Peterson-Gorenstein-Zierler
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para correcao de erros do Cédigo de Reed-Solomon.

5.4.1 Descrigao do algoritmo

A mensagem transmitida ¢é vista como os coeficientes de um polinémio p(t) em F[t],

que é divisivel por um polinémio gerador g(t). Sejam

p(t) = i et
5-1
o) = - ),

onde o é um elemento primitivo de F,. Seja

q—2
e(t) = Z et
=0

o erro e y(t) o polinomio recebido, de modo que

y(t) = p(t) +e(t)

Se ha v erros em poténcias distintas i, de t, entao

v

e(t) = Z e 1"

k=1
O objetivo do decodificador é encontrar as posigoes dos erros iy e os valores de erro nessas

posigoes e;, . Para isto, definimos
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Definicao 5.4.1. Seja v < L‘S’TIJ, o numero de erros a serem corrigidos.

(a) As sindromes Sy, ..., S5 1 sdo definidas como
Sj = y(a?)
(b) Os localizadores de erro Xi, ..., X, sao definidos por
X = a'*
(c) Os valores de erro Yj,...,Y, sdo definidos como
Yi = e,

(d) O polinémio localizador de erros A(z) é definido como

14

A(x) = H(l —2Xg) =1+ Azt + Apz® + - + Az”
k=1

Note que os zeros de A(z) sdo os reciprocos X, '
O algoritmo seguird os seguintes passos:
1. Calcular as sindromes S; para o polinomio recebido y(t);
2. Determinar o polindmio do localizador de erros A(z) a partir das sindromes Sj;;

3. Calcular as rafzes X, ' = a~% do polinomio de localizagio do erro A(z), obtendo assim

as posicoes 1 dos erros;
4. Calcular os valores de erro Yy, logo o polinémio de erro e(t) = 37, , Yit™
5. Corrigir os erros, obtendo a mensagem original p(t) = y(t) — e(?).

Antes de vermos o caso geral, vejamos um caso particular com § =5 e v = 2. Note
primeiro que como g(t) | p(t) e g(t) = (t —a')(t —a?)(t — a?)(t — a?), de y(t) = p(t) +e(t)

temos que as sindromes S; sao da seguinte forma:

(5.1)
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Note que o polindémio de erro e(t) = ey + et + -+ + €,9t9" tem no maximo v = 2
coeficientes nao nulos. Suponhamos que saibamos as posi¢oes do erro, por exemplo e(t) =
eit + est®, vamos mostrar que conhecendo estas posi¢oes podemos encontrar o erro e(t).

Como

St =y(a) =e(a) = ey + esa (5:2)

Sy = y(aQ) = e(a2) = e10% + e5al?

basta resolver o sistema em e; e ej

a o’ e S) = e(a)
= . 5.3
L2 &10] LJ [SQ = e(oﬂ)] (5:3)

Para descobrir onde esta o erro, definimos X} = a'* e Y}, = e;,, neste caso, temos:

Xi=a, Xy=0a" Y =¢ eY,=ce5. O polinomio localizador de erro serd o seguinte:
Az)=(1—-2X)(1 —2X) =1—2(X, + Xo) + 22 X1 X = 1 + Azt + Apa?

com Ay = —(X; + X3) e Ay = XX, e as sindromes serdao dadas por S; = e(ad) =
Y1X{ + Y2X, ou seja,
S =Y X] + Yo Xy

Sy = ViX? + Yo X2
Sy = Vi X?P + Y3 X}

Sy = Vi X} + YV, X4

— Sy
[ o

Substituindo as expressoes das sindromes e dos A;’s em S1As + S5A1, obtemos

Verifiquemos que os coeficientes A; satisfazem

Ay

St 5
Ay

Sy Sy

(YiX] + Y2 X0) (X1 Xs) — (VX7 + Vo X3) (X, + Xo) =

iXTXo + Yo Xi X5 — VX7 = VX7 Xy — Vo Xy X5 — Yo X3 =
=YX} - Vo XJ =53

E substituindo em SsAs + S3A;
(YiXT + Y2 X3)(X1X5) — (VX7 + Yo X3) (X1 + Xo) =

=YIX7 X, + V2 X1 X5 — Vi X! = ViIXPXo - Vo Xi X5 - Yo X =
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=YX - Yo X3 =-5,

Resolvendo (5.4) encontraremos A(z), cujos zeros sdo os inversos de X, ', que nos do as
posicoes dos erros. Dal substituindo em (5.2), encontraremos os valores dos erros Y e,

assim, a mensagem enviada.

Teorema 5.4.2. (i) Os coeficientes \; do polinomio de localizagdo do erro satisfazem

o sistema linear

S& Sé e ‘SV «AV _”9V+1
Sé Sé e SL+1 «Avfl . _”SV+2
_SV SV+1 T 521/—1_ N Al i __SV+V_

(ii) Os valores de erro Yy satisfazem o sistema linear

xtox o x| n] [ s ]
XpoXy o XY S»
X7t Xt e X3 | Ss-1

Demonstragdo. Note inicialmente que, como p(t) é divisivel pelo gerador g(t), p(a’) =0

para j =1,2,...,0 — 1, temos
Sj = y(a!) = p(a!) +e(a?)

=e(a) = e, () =3 Vix] (5.5)
k=1 k=1

o que prova (ii). Por outro lado, como X, ' é raiz de A(z), temos
AX ) =14+ M X+ AX, 2+ +AX V=0

Multiplicando ambos os lados por Ykaf” (7 é qualquer nimero tal que 1 < j < v)

obtemos

ViXI (4 MX A+ A X 2+ X)) =0
= VX A XTT T A X T AV =0
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Somando de k£ =1 a v, temos

v

S WX MYRXTT T - AVX]) =0

k=1
— (Z YkX,g“) + A (Z YkX,g*”‘l) +o A, (Z Y,J(,{) =0
k=1 k=1 k=1
Note que estes somatérios sao agora equivalentes aos valores da sindrome por (5.5), por-
tanto
Sitv + M Sjva+- -+ A 1S +AS; =0
o que prova (i). ]

Vamos acompanhar a prova acima no caso particular com § =7 e v = 3. Note que

9(t) [ p(t) e ;

g(t) =]t —a),

Jj=1

e neste caso teremos que

(i) Os coeficientes A; do polinémio de localizacao do erro satisfazem o seguinte sistema

linear
Sl SQ 53 A3 _54
Sy Sg Sy A2 = _S5
53 S4 55 A1 _S6

(ii) Os valores de erro Y} satisfazem o seguinte sistema linear

(X1 X} X} 54 ]
X X3 X3 g[S
X3 X3 X3 Yl e
X4 x4 Xt Y2 S
x5 x3 xp| b° Ss
X0 Xx§ X§ S5 ]

Como p(a?) = 0 para j = 1,2,...,6, temos

Sj =y(a’) =p(a’) +e(a?)

v

6
=e(ad) = Zeik (ozj)zk = ZYng
k=1

k=1
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Calculando as sindromes, temos
Si =Y X{ + Yo X, + Y3X;
Sy = Y1 X7 + Yo X5 + Y3 X7
S; =Y1X] + Yo X5 + V3 X5
Sy =Y1X] + Y, X5 + Y3 X5
S5 = YiX7 + Yo X3 4 Vs X3
Se = YiX7 + Yo X3 + V3 X3

o que nos d4 o item (ii). Mas,

Alz) =14 Az + Aox® + Aga®

onde X; ', X, !, X3 ! sd0 as raizes de A(x), assim, multiplicando ambos os lados das equa-
coes

AXTH =14+ M X+ X2+ AX 2 =0
AXGH =14+ M X5+ A X2+ A3X,% =0
AXGH) =1+ A X + Ao Xs 24+ A3 X2 =0
respectivamente por Y; X1 Y5 X5 e Y3X3 obtemos
ViX{ + MYIX] 4+ AYiXT + AY1X, =0
Y2 X5 4+ M Yo X3 + AoYo X3 + AgYoXo =0
V3X5 + M Y3X5 + MY X5 4 AgYs X3 =0

Somando as trés equagoes, temos

(YiX] + Yo X5 + Y3 X3) + M (Vi X7 + Yo X5 + Y3X3)

Notemos que os coeficientes dos A; sao equivalentes aos valores das sindromes, assim
Sy + A1S3+ AxS, +A35 =0

e analogamente para as demais equagoes do item (i).



5.4.2 Exemplos

Exemplo 5.4.3. Como a = 3 é um elemento primitivo de F; podemos escolher o seguinte

polinomio gerador:

g(t) = (¢t =3)(t = 3%)(t — 3%)(t — 3%) € F~

g(t) =t* +6t° + 3t> + 2t + 4

Como d — 1 =4, logo § = 5 e o codigo corrige até 2 erros. Assim, temos a seguinte matriz

geradora

C”Y6><2 =

S = O W N

O polinomio e matriz paridade deste codigo sao

-1

h(t)

_ O W N = O

1
0
0
0

Seja y = ¢; + ¢ uma palavra do cédigo

S = O W N e

1
1
0
0

S = = Ot

O W N e O

T H Y632+ 4

— = Ot O

= ot O O

= O N Ot O

=t*+t+5

o o O O
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Temos -
4
11500 0] 16 0
01 15 0 0|5 0
Hy = =
001 15 0]|2 0
00011 5|10 0
_1_.
Hy =10, assim y € C.
Vamos acrescentar um erro na palavra:
4] 0] 4]
6 0 6
5 1 6
y e + =
2 0 2
0 0 0
1] 0] 1]
Como i
4
11500 0] 16 5
01 150 0|6 1
Hy = =
001 15 0|2 1
00011 5|10 0
1

temos Hy # 0, entdo y ¢ C.
Suponhamos que existem 2 erros.

Para v = 2. Vamos calcular as sindromes: como y(t) = 4 + 6t + 6t + 2t3 + 5,

Para localizar os erros, resolvemos

Sy Sa| |A -5
1 ©2 2| _ 3 (5.6)
Sy S3| [ Ay -5,
Logo
2 4| A2 |1 |6
4 1| |\ -2 5
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24 6] paosrgr, |2 46
415 000

que é um sistema indeterminado, assim concluimos que v < 2.

Suponhamos entao que existe um erro. Para v = 1:
Sl'Al:—52:>2'A1:—4:>A1:—2:5
Substituindo no polindmio localizador de erro, temos A(z) =1+ x.A; =1+ 5x.

Temos candidatas a rafzes o, o2, o3, a*:

Ala') =2 Ae®) =4
Ale®) =3 Ala*) =0
Desta forma, A(a?) = 0. Assim,
1
— =at=X1=a1=0a2

Xy

Desta forma, encontramos que o erro esta na posigao 2.

e(t) = eqt?

y(t) = p(t) + eat®
Temos: y(a) = e, como o? =2 e y(a) = 2. De
2 =26y => ey = 1,

encontramos que o valor do erro é 1.
Logo, e(t) = 1-t? e corrigimos: p(t) = y(t) — e(t)

_ O N O O
= O N Ot O

o O O = O O
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Exemplo 5.4.4. Seja g(t) = 1 + 8t + 5t% + 3t3 + t* € Fy; do Exemplo 5.2.3, vamos

encontrar uma palavra pertencente ao cédigo fazendo

1 0 1
8 0 8
) 1 8
3 8 )
c1+ 3c3 = ! +3 ° = . eC.
0 3 9
0 1 3
0 0 0
0 0 0
_O_ _O_ _O_

Vamos colocar dois erros na mensagem de maneira que

1] (o] [1]
8 0 8
8 0 8
5 0 5
5 0 5
Y= + = ¢ C.
9 0 9
3 ~1 2
0 0 0
0 2 2
o] (o] o

Assim,
y(t) =1+ 8t + 8¢ + 5t° + 5t + 9t° + 2t + 2t* = g(¢) + 3t?g(t) — ¢ + 2t°

Temos a = 2, entao vamos calcular as sindromes e em seguida substituir na expressao

do teorema 5.4.2(i):

S =yla') =8 Sy =y(a?) =3
Ss=y(a®) =7 Sy =yla*) =3
Logo
8 3| [A]  [-7] [4
3 7 [ M -3 8
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Resolvendo o sistema encontramos A; = —1 e Ay = 5, substituimos estes valores em

Az)=(1—2X)(1 —2Xe) =1+ Ajz' + Agz® = 1+ (—z) + 5(2?)

. - 1 1
cujas raizes sdo: ¥ = —, T = —
X, X5
Temos as seguintes candidatas a rafzes de A(z) = 522 —x+1: a,a?, ..., a'®. Mddulo

11, temos

a=2-—5-22-24+1=19#0
*=4-—5-4—4+1=77=0
at=5-—5-52-5+1=121=0
b =—-2-—5-(-22—(=2)+1=1+#0

Encontramos as raizes a? e a*. Assim, A(a?) = A(a?) = 0. Portanto

— == X,=a%?=a" e — =dt= Xy =a*=af
X1 X

Desta forma, encontramos as posicoes dos erros, os quais encontram-se nas posicoes
6 e 8, assim, e(t) = et + egt®. Precisamos encontrar o valor do erro, para isso, a partir

de
y(t) = p(t) + est® + est®

resolveremos o seguinte sistema:

8 = y(a) = egal + ega®

3 =y(a?) = ega!? + egal®

Comoal=-2=9 a®=3, a'?=4¢ a'® =9, temos:
8 = 9¢g + 3eg
3 = 4eg + 9eg
Resolvendo o sistema encontramos eg = —1 e eg = 2. Assim, encontramos o erro, e(t) =

—1t% + 2t%. E a mensagem original é
y(t) —e(t) = y(t) + 15 — 268

A seguir, veremos um exemplo com distancia minima d(C') = 7, podendo corrigir

até trés erros.

Observagao 5.4.5. Os cdlculos foram feitas com auzilio do programa PARI/GP.
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Exemplo 5.4.6. Seja & = 6 um elemento primitivo de Fy;, entao o seguinte polinémio
seréd o gerador do c6digo de Reed-Solomon de parametros (10,4). A redundancia do c6digo
ciclico serd igual a 6, pois o grau(g(t)) = 6, enquanto a dim(C') = n—grau(g(t)) = 10—6 =
4.

g(t) = (t —6)(t — 6%)(t — 6%)(t — 6*)(t — 6°)(t — 6°)
=643t + 82+ 9t3 + t* + 45 + ¢

Assim, a matriz geradora é

S = == O 0w o O O
_— ks = O 0 W O O O O

S O O bk =B O o W O
S OO ke =B O 0 W O O

E o polinomio e a matriz paridade é

t0 —1

h(t) = =9+t + 42+ 783+t
O = s rsirseroprarapsp TS
(1 74190000 0
0174190000
0017419000
H—
0001741900
0000174190
0000017419
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Vamos encontrar uma palavra do codigo e adicionar dois erros:

6] [o] [1]
3 0 6
8 6 0
9 3 10
2c1 +c3 =2 ! + s = 10 eC.
4 9 6
1 1 3
0 4 4
0 1 1
o] |o] [0
(1] Jo] [1]
6 0 6
0 p 9
10 0 10
R AR (N i Jc
6 0 6
3 0 3
4 0 4
1 1 p
o] o] [0

y(t) = 14 6t + 22 + 10t> + 10t* + 6¢° + 3¢° + 447 4 2¢°
= 2g(t) + t?g(t) + 2t* + 3

Temos o = 6, precisamos calcular as sindromes para descobrir quantos erros e a

localizagao dos erros. Como

g(@) = [J(x - o).

j=1
calcularemos as seguintes sindromes S(a') parai=1,2,...,6:
S =y(a') =10 Sy =y(a?) =1
Ss = y(a®) =8 Sy =1yla*) =0
S5 = y(a®) =3 Se = y(a®) =10
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Assume-se que o decodificador conhece o niimero de erros v, e por tentativa, come-
cando pelo maior valor de v, iremos testar se o sistema possui solucao. Neste caso, como

n—k >2ven— k=06, vamos resolver o seguinte sistema para v = 3:

S1 Sy S3| [As — Sy
SQ Sg 54 A2 — —S5
53 54 S5 A1 _56
Substituindo os valores, temos
10 1 8| [As 0 0
1 8 0f [Ay] =] -3 =18
8 0 3| |\ —10 1
Resolvendo o sistema
10 1 8 0 10 1 8 0
1 808 "l 988
8 0 3 1 8 0 3 1
10 1 8 0 10 1 8 0
PR 0 9 8 8 P g 9 8 08
0 8 11 0O 00O

Neste caso, uma linha da matriz é toda zero e o sistema ¢ indeterminado, concluimos
que o numero de erros é menor e testaremos para v = 2 (como neste exemplo foram

inseridos 2 erros ja era sabido que v = 2), resolvendo o seguinte sistema:

_S,
Substituindo os valores, temos

e b-E-E

Resolvendo o sistema encontramos A; = 4 e Ay = 1, substituindo estes valores no

Ay

S1 Sy
Ay

Sy Sy

Ao
Ay

polinomio localizador de erro, temos
Az) =1+ Azt + Apa? = 1 4 42’ + 122

Precisamos encontrar as raizes do polinomio de localizacao de erro, para isso é necessario
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fazer tentativa com as candidatas a raizes, as quais sao: a,a?,a?,---,a!?, sendo o = 6.

a=6-—1+46+6°=61=6#0
o’ =3 —1+43+32=22=0

QP =T—1+47+7*=78=1+#0
=9 —1+49+9°=118=8+#0
=10 —14+410+10° =141 =9#0
=5 —14+45+52=46=2+#0
0T =8 —1+48+8=97=2+#0
o®=4-—14+444+4>=33=0

Desta forma, temos: A(a?) = A(a®) = 0. Assim,

1 9 9 1
— == X=a?2=0a" e — == Xo=at=0a?
X, ! X 2

Desta forma, encontramos que os erros estdo nas posigoes 2 e 8, assim, e(t) = eqt? + egt®.

Falta, entao, encontrarmos o valor dos erros utilizando a seguinte equacgao:
y(t) = p(t) + eat® + est®

Temos

10 = y(a) = eya” + ega®

3 =y(a?) = esa* + egat®

Como o? =3,a* =9, a® =4 e o' = 5, obtemos:

10 = 3e; + 4eg
1 = 9e5 + bHeg

Resolvendo o sistema temos: e; = 2 e eg = 1. Logo, e(t) = 2t* + 1#%. Assim, a
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mensagem original é

10

10
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6 CONCLUSAO

Na perspectiva desta autora, a teoria dos cédigos corretores de erros foi um campo
de pesquisa desafiador, sobretudo sua aplicabilidade em trabalhos de alunos no Ensino
Médio. Para tanto, foi necessario o aprofundamento e revisao dos diferentes conceitos de
aritmética e algebra linear. Outro desafio foi a necessidade de apropriacao do conheci-
mento de softwares livres, tais como PARI/GP e Python.

Os algoritmos de codificagao e decodificagao de Cddigos Lineares, principalmente
os Cédigos de Hamming, podem ser trabalhados no ensino médio como aplicagao de
operacoes com matrizes e resolugoes de sistema lineares, enquanto os codigos ciclicos
podem ser trabalhados no estudo de polinomios, sendo necessario o estudo de aritmética
modular. Para os codigos ciclicos é indicado o uso de algum software, como por exemplo,
o Python ou PARI/GP.

Seria interessante que na disciplina Recursos Computacionais no Ensino de Mate-

matica do PROFMAT fossem trabalhados estes softwares.
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