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Resumo

Este trabalho faz uma ampla revisao da geometria relacionada ao Triangulo
Retangulo destacando as suas contribuicoes para o desenvolvimento matemaético do aluno
no Ensino Basico. Para isso, explora algumas de suas propriedades fazendo aplicagoes que
apresentam resultados curiosos, objetivos e sempre tteis no estudo da Matemdtica. Além
disso, enfatiza as demonstracoes como recurso importante de entendimento e justificativa,
apresenta estratégias para resolucao de problemas de aplicacao, e propoe uma sequéncia
didatica provando as relagoes métricas do Triangulo Retangulo, entre elas o Teorema de
Pitagoras, utilizando a semelhanca de triangulos. A perspectiva é fixar aprendizagem
considerando o desenvolvimento das habilidades propostas pela Base Nacional Comum
Curricular (BNCC) para a area de Matematica e suas Tecnologias e auxiliar estudos de

professores e alunos sobre o tema.

Palavras-chave: triangulo retangulo, teorema de pitagoras, relacoes métricas, razoes

trigonométricas.



Abstract

This paper reviews the geometry related to the Triangle Rectangle, highlighting
its contributions to the mathematical development of students in elementary school. For
this, it explores some of its properties making applications that present curious, objective
and always useful results in the study of mathematics. In addition, it emphasizes the
demonstrations as an important resource for understanding and justification, presents
strategies for solving application problems, and proposes a didactic sequence proving the
metric relations of the Rectangle Triangle, among them the Pythagorean Theorem, using
the similarity of triangles. The perspective is to fix learning considering the development
of the skills proposed by the Common National Curriculum Base (BNCC) for the area of
Mathematics and its Technologies and to assist studies of teachers and students on the

subject.

Keywords: right triangle, pythagorean theorem, metric relations, trigonometric ratios.
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Capitulo 1
Introducao

O trabalho de conclusao de curso do PROFMAT além de versar sobre temas
especificos pertinentes ao curriculo de Matematica da Educacao Basica deve impactar de
maneira significativa o trabalho do professor na sala de aula (Silva, 2016). A motivagao
para esse estudo vem a partir dessa recomendacgao da Coordenacao do PROFMAT, através
de seu regimento, alinhado a importancia do Triangulo Retangulo no ensino basico como
um dos conteudos estruturantes para o Ensino Fundamental e Médio e o aprego pelo
estudo da Geometria.

A observacao ao longo dos anos de que muitos alunos sentem dificuldade nas
aplicagoes das propriedades do Triangulo Retangulo, sobretudo, quando o objeto de es-
tudo nao é, necessariamente ele, torna necessario um estudo especifico onde se pode elencar
as suas propriedades, estuda-las de forma organizada e enumerar algumas de suas contri-
buicoes dentro do curriculo matematico do ensino basico. Um dos motivos para essa difi-
culdade talvez esteja na forma como muitos professores apresentam na aula. Talvez haja
um excesso na pura exposicao algébrica através dos exercicios ou auséncia de aplicagoes e
atividades diversificadas com demonstragoes que permitam ao aluno uma maior interacao
com o conteudo. Certamente, é preciso aprimorar a maneira como se entrega esse tema
ao aluno de forma que ele entenda o seu significado nao apenas matematico e cotidiano,
mas também histdrico.

O entendimento e aprendizagem do aluno é algo extremamente importante no
contexto da sala de aula. O aprendizado mecanico tao comum nas aulas de matematica
torna o objeto de estudo sem significado e, por isso, ¢ muito comum que o aluno questione
a razao de estar estudando determinado conteido. O fato é, e precisa estar bem claro,
que todo conteido de matemaética é significativo e tem aplicagoes direta na vida de todos,
além de significado na prépria matematica, que por ser sequencial, utiliza conhecimentos
anteriores para aplicarmos em contetidos posteriores. Por isso, um dos objetivos desse

estudo configura o significado da aprendizagem e no que ela resulta em termos praticos.

17



18

Temos a seguinte afirmagao nos Parametros Curriculares Nacionais (PCN’s) para

a matematica:

“A aprendizagem em Matematica estd ligada a compreensao, isto é, a apre-
ensao do significado; apreender o significado de um objeto ou acontecimento
pressupoe vé-lo em suas relagoes com outros objetos e acontecimentos. As-
sim, o tratamento dos conteidos em compartimentos estanques e numa rigida
sucessao linear deve dar lugar a uma abordagem em que as conexoes sejam fa-
vorecidas e destacadas. O significado da Matematica para o aluno resulta das
conexoes que ele estabelece entre ela e as demais disciplinas, entre ela e seu coti-
diano e das conexoes que ele estabelece entre os diferentes temas matematicos”

(BRASIL, 1997)

Este trabalho através da reuniao de informacoes mostra como desenvolver de
maneira mais interessante este conteudo fazendo com que exista uma maior motivacao
nao s6 do aluno, mas também do professor ao explana-lo em sala de aula. Para isso, as
aplicagoes serao um forte recurso para interpretagao dos porqués e nao se limitara apenas
em explicitar as férmulas, mas fazer entender algebricamente e, sempre que possivel,
geometricamente de onde elas vieram, como foram deduzidas e quando e como poderao ser
utilizadas. A sala de aula de hoje nao pode retroceder aos tempos antigos onde, segundo
(Eves, 2011), apenas foram encontrados descri¢oes de processos. Eves ainda afirma que
na matematica oriental antiga nao havia registros do que hoje chamamos demonstracao.
Nao havia argumentos e sim descricoes de um processo: “Faca assim e assim”.

E traz ainda uma reflexao:

“Por mais insatisfatorio que o procedimento “faca assim e assim” possa nos
parecer, nao deveria causar estranheza, pois é em grande medida o procedi-
mento que ndés mesmos usamos no ensino de partes da mateméatica elementar

no primeiro e segundo graus” (EVES, 2011, p. 58).

(EVES, 2011) ainda ressalta que os processos empiricos do Oriente antigo néao
mais bastavam para as indagacoes mais cientificas na forma de porqués. Dessa forma os
métodos demonstrativos foram se consolidando e a feicao dedutiva da matematica, carac-
teristica fundamental, passou ao primeiro plano. E possivel promover também mudancas
significativas nos dias de hoje. A aula de Matematica deve sim ser um momento de incen-
tivo, de questionamentos e analises, sobretudo sob o ponto de vista da demonstracao. E
importante que haja uma evolugao na sala de aula assim como houve nos tempos antigos.
E esse avanco ja se tornou realidade através de um conjunto de aprendizagens estabele-

cidas pelo governo por meio de um documento normativo que define os conhecimentos e
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habilidades essenciais que todos os alunos da Educacao Basica tém o direito de aprender,

e entre esses conhecimentos e habilidades se encontram as demonstragoes matematicas.
A BASE NACIONAL COMUM CURRICULAR

A Base Nacional Comum Curricular (BNCC) é um documento de cardter nor-
mativo, elaborado por especialistas de todas as areas do conhecimento, que regulamenta
as aprendizagens essenciais que devem ser trabalhadas nas escolas brasileiras publicas e
particulares de Educacao Infantil, Ensino Fundamental e Ensino Médio em conformidade
com o Plano Nacional de Educagao (PNE) garantindo o direito a aprendizagem e o de-
senvolvimento dos estudantes. Assim, se trata de um documento importantissimo que
promove igualdade no sistema educacional, colabora para a formacao integral e para a
construcao de uma sociedade mais justa, democratica e inclusiva.

Como o objetivo é nortear os curriculos dos estados e municipios de todo o ter-
ritorio nacional, a BNCC cumpre o que estd previsto na Lei de Diretrizes e Bases da
Educagao (LDB) sancionada em 1996. Segundo a LDB, cabe ao Governo Federal “esta-
belecer, em colaboracao com os Estados, o Distrito Federal e os Municipios, competéncias
e diretrizes para a educacao infantil, o ensino fundamental e o ensino médio, que nortearao
os curriculos e seus contetidos minimos, de modo a assegurar formacao basica comum”.

A BNCC, foi homologada pela portaria do Ministério da Educacao (MEC) n.°
1570, de 20 de dezembro de 2017, para Educagao Infantil e Ensino Fundamental e de, 14
de dezembro de 2018, para o Ensino Médio.

Na busca de uma aprendizagem de qualidade, meta que deve ser perseguida por
todos, a BNCC se torna uma peca fundamental nessa direcao. Ela enfatiza que se deve
estimular ja nos anos finais do Ensino Fundamental a dedugao de algumas propriedades

e a verificagao de conjecturas, a partir de outras e reforca:

“[...] a aprendizagem em Matemédtica estd intrinsecamente relacionada & com-
preensao, ou seja, a apreensao de significados dos objetos matematicos, sem
deixar de lado suas aplicagoes” (BRASIL. MINISTERIO DA EDUCACAO,
2016).

Para ajudar nesse aspecto, é possivel utilizar recursos tecnolégicos disponiveis que
podem contribuir para uma melhor compreensao do contetido. A BNCC salienta a neces-
sidade e importancia de os professores repensarem os processos de ensino aprendizagem

na busca de novas alternativas e estratégias com a utilizacao das tecnologias, destacando:

“Desse modo, recursos didaticos como malhas quadriculadas, abacos, jogos, li-
vros, videos, calculadoras, planilhas eletronicas e softwares de geometria dinamica

tém um papel essencial para a compreensao e utilizacao das nogoes matematicas.
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Entretanto, esses materiais precisam estar integrados a situagoes que levem a
reflexao e a sistematizacao, para que se inicie um processo de formalizacao”

(BRASIL. MINISTERIO DA EDUCACAO, 2016)

A BNCC para o Ensino Fundamental em Matematica define um conjunto de habi-
lidades que estao relacionadas a diferentes objetos de conhecimentos (contetudos, conceitos
e processos) que, por sua vez, sao organizados em cinco unidades temadticas.

J&4 no Ensino Médio em continuidade a essa aprendizagens o foco é a construcao
de uma visao integrada da Matematica, aplicada a realidade e em diferentes contextos
onde, nessa perspectiva, destacamos a importancia dos recursos tecnolégicos tanto para
investigagao matematica como para dar continuidade ao desenvolvimento do pensamento
iniciado na etapa anterior. Assim, a Matematica do Ensino Médio tem o papel de apro-
veitar todo o potencial ja constituido no Ensino Fundamental a fim de promover agoes
que ampliem o letramento matemaético.

As habilidades expressam as aprendizagens essenciais que devem ser asseguradas
aos alunos e sao identificadas por uma codificacao alfanumérica adotada pelo MEC cuja

composicao é a seguinte:

Figura 1.1: Codificacao alfanumérica das habilidades

EF 09 MA 01

O primeiro para de letras O ultimo par de numeros indica a
indica a Etapa de Ensino posicado da habilidade na numerag&o
(El, EF ou EM) sequencial do ano ou do bloco de anos.
O primeiro par de numeros O segundo par de letras
indica o ano (01 a 09) a que é uma abreviacao do
se refere a aprendizagem componente curricular.
ou habilidade,

Fonte: (BRASIL. MINISTERIO DA EDUCACAO, 2016)

O Triangulo Retangulo é mencionado na BNCC j4 no Ensino Fundamental de
forma direta na Unidade Teméatica de Geometria através das relagoes métricas e do Teo-
rema de Pitadgoras com verificagoes experimentais e demonstracoes ligados as habilidades
EF09MA13 e EFO9MA14 que apresenta como um dos objetivos a demonstracao dessas
relacoes métricas no triangulo retangulo bem como do Teorema de Pitdgoras inclusive
utilizando semelhanga de triangulos como método demonstrativo. Ja no Ensino Médio a
habilidade EM13MAT308 exige que o aluno aplique as relacoes métricas, incluindo as leis
do seno e do cosseno ou as nogoes de congruéncia e semelhanca para resolver e elaborar
problemas que envolvem triangulos, em varios contextos. No Quadro 1.1 estao explicita-

dos as habilidades correlacionadas direta ou indiretamente ao Triangulo Retangulo e que
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serdo abordadas no trabalho. E importante salientar que embora alguma habilidade men-

cionada no quadro nao esteja diretamente relacionada ao Triangulo Retangulo, ela pode

se conectar ou serve de base para alguma aplicacao ou demonstragao que sera abordada

no estudo.

ENSINO FUNDAMENTAL

EF09MA11

Resolver problemas por meio do estabelecimento de relagoes entre ar-
cos, angulos centrais e angulos inscritos na circunferéncia, fazendo uso,

inclusive, de softwares de geometria dinamica.

EF09MA12

Reconhecer as condigoes necessarias e suficientes para que dois triangulos

sejam semelhantes.

EF09MA13

Demonstrar relacoes métricas do triangulo retangulo, entre elas o teorema

de Pitagoras, utilizando, inclusive, a semelhanga de triangulos.

EF09MA14

Resolver e elaborar problemas de aplicacao do teorema de Pitdgoras ou
das relagoes de proporcionalidade envolvendo retas paralelas cortadas por

secantes.

EF09MA16

Determinar o ponto médio de um segmento de reta e a distancia entre
dois pontos quaisquer, dadas as coordenadas desses pontos no plano car-
tesiano, sem o uso de formulas, e utilizar esse conhecimento para calcular,
por exemplo, medidas de perimetros e areas de figuras planas construidas

no plano.

ENSINO MEDIO

EM13MAT308

Aplicar as relacoes métricas, incluindo as leis do seno e do cosseno ou as
nocoes de congruéncia e semelhanca, para resolver e elaborar problemas

que envolvem triangulos, em variados contextos.

Fonte: (BRASIL. MINISTERIO DA EDUCACAO, 2016)

Quadro 1.1: Habilidades da BNCC

Assim, este trabalho estd organizado em seis capitulos onde o Capitulo 1 traz uma

breve revisao de importantes conceitos geométricos, o Capitulo 2 apresenta o Triangulo

Retangulo e explora o Teorema de Pitagoras, suas demonstracoes e aplicagoes, o Capitulo

3 aborda a trigonometria no triangulo retangulo e suas aplicacoes, o Capitulo 4 traz

duas demonstracoes especiais e curiosas. No Capitulo 5, encontram-se as resolucoes de

problemas e a sequéncia didatica e o Capitulo 6 encerra com as conclusoes e perspectivas.




Capitulo 2
Conceitos iniciais de geometria

Este capitulo faz uma revisao breve a respeito de angulo. Aborda sua definicao
geral, a definicao de angulos nulo, raso, reto, agudo e obtuso. Além disso relembra o con-
ceito de complemento e suplemento de angulos, bem como angulos na circunferéncia e nos
triangulos. Este capitulo ainda revisa rapidamente uma das ferramentas mais importantes
da geometria: a semelhanca de triangulos, que de forma particular, serd importante para
demonstrar algumas relagoes.

O objetivo especifico é recordar conceitos, propriedades e informacoes importantes
que sao aplicaveis ao nosso objeto principal de estudo, o triangulo retangulo.

Os conceitos e demonstragoes deste capitulo foram baseados nas referéncias: [8],

9], [15] e [21].

2.1 Angulo

Definicao 2.1.1. Angulo € a reunidao de duas semirretas de mesma origem, mas nao

contidas na mesma reta.

Observe a Figura 2.1.

|
Lados dos angulos: OA e O?
Vértice do angulo: O

AOB
Angulo: { BOA

~

@)

22
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Figura 2.1: Definicao de angulo

Fonte: O autor, 2019

2.1.1 Angulo nulo e angulo raso

-~ ? .. - . N .
Sendo OA e OB coincidentes, entao eles determinam um angulo nulo, porém se

elas forem opostas, elas determinam um angulo raso. (Figura 2.2)

Figura 2.2: Angulo nulo e raso

'

— L

A O

m @
|

Fonte: O autor, 2019

2.1.2 Interior de angulo - ponto interno

Na Figura 2.3, o interior do angulo AOB esté destacado. Essa regiao destacada,
é a intersecao de dois semiplanos abertos. Sao eles:
o’ com origem na reta &)4 e que contém o ponto B
e

B’ com origem na reta Oﬁ e que contém o ponto A.
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Figura 2.3: Interior de angulo

Fonte: O autor, 2019

Interior de AOB = o/ N f’

O ponto P, destacado na Figura 2.3, ¢ um ponto do interior do angulo pois é

ponto interno do angulo AOB.

2.1.3 Exterior de um angulo - ponto externo

Por sua vez, o exterior do angulo AOB é definido pelo conjunto dos pontos que

nao pertencem ao angulo AOB nem ao seu interior. Observe a Figura 2.4.

Figura 2.4: Exterior de angulo

Fonte: O autor, 2019

O exterior de AOB é a runido de dois semiplanos abertos. Sao eles:
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2.1 Angulo

. Pt ,
o’ com origem na reta OA e que contém o ponto B

e
8" com origem na reta b_é e que contém o ponto A.

Exterior de AOB = o/ U "

O ponto P, destacado na Figura 2.4, é um ponto do exterior do angulo pois é

ponto externo do angulo AOB.
Os ponto do exterior de um angulo sao pontos externos ao angulo.

2.1.4 Medindo um angulo

Para medirmos um angulo, utilizamos o transferidor. Esse instrumento, geral-
mente em formato de um semicirculo, é graduado de 0° a 180°. Considerando o angulo

raso AOB, ¢ possivel dividir esse angulo em 180 partes iguais conforme ilustra a Figura

2.5 a seguir.
Figura 2.5: Unidade de medida do angulo

\Q\\q\\\\\\\\m\\uu [ ;m;/w,»/% ’
8

N

\

Q@

0
Fonte: [26]

1 A~
5o do angulo

Assim, o angulo de 1° (um grau) o angulo que corresponde a

raso. p minuto e o segundo sao os submultiplos do grau.
Um minuto (1) é o angulo correspondente a 6—10 do angulo de um grau.

_ 1
1_60

Um segundo (1'7) é o angulo correspondente a 6—10 do angulo de um minuto.

1/

" __
1 ~ 60
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2.1.5 Angulo reto

E um angulo cuja medida ¢ igual a 90° e sempre sera indicado pelo simbolo [].
(Figura 2.6)

Figura 2.6: Angulo reto

O B
Fonte: O autor, 2019

2.1.6 Angulo agudo e angulo obtuso

Um angulo que tem medida menor que 90° é chamado angulo agudo (Figura
2.7).

Figura 2.7: Angulo agudo

Fonte: O autor, 2019

Um angulo que tem medida entre 90° e 180° é chamado angulo angulo obtuso
(Figura 2.7)..
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Figura 2.8: Angulo obtuso

Fonte: O autor, 2019

2.1.7 Angulos complementares

Sao dois angulos cuja soma de suas medidas é 90°. Dizemos que um deles é o

complemento do outro (Figura 2.9).

Figura 2.9: Angulos complementares

Fonte: O autor, 2019

2.1.8 Angulos suplementares

Sao dois angulos cuja soma de suas medidas é 180°. Dizemos que um deles é o

suplemento do outro (Figura 2.10).
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Figura 2.10: Angulos suplementares

L ]

® -
0 B

Fonte: O autor, 2019

0

m

2.2 Arcos e angulos na circunferéncia

2.2.1 Arcos e angulo central

Denominamos arco como o conjunto de pontos compreendidos entre dois pontos

A e B quaisquer de uma circunferéncia. Observe a Figura 2.11.

Figura 2.11: Arco

o
N
e |
N //'
Fonte: [10, p.6]

Observe que os pontos A e B dividem a circunferéncia em dois arcos. Sempre que
mencionamos o arco, nos referimos ao menor arco de extremidades em A e B. Quando
for o contrario, devera ser explicitado.

Se o angulo tem o vértice no centro de uma circunferéncia, entao chamamos de
angulo central. A medida do angulo associado a um arco de circunferéncia é definido

como o angulo central correspondente. No caso da Figura 2.12 a seguir, temos:
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Figura 2.12: Angulo central

- ()

Fonte: [10, p.6]

2.2.2 Angulo inscrito

O angulo inscrito, por sua vez, é todo angulo que tem o vértice na circunferéncia
e os lados secantes a essa mesma circunferéncia.

Uma propriedade importante aqui é que a medida de um angulo inscrito é sempre
igual a metade da medida do angulo central referente ao arco correspondente. Veja o

exemplo na Figura 2.13:

Figura 2.13: Angulo inscrito

Fonte: [10, p.6]
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2.3 Triangulos

Chama-se triangulo o poligono que tem trés lados e, consequentemente, trés
vértices e trés angulos internos.
O angulo externo de um triangulo é cada angulo adjacente e suplementar a um

angulo interno do triangulo, e sao logicamente, trés.

2.3.1 Classificacao dos triangulos

Classificamos os triangulos quanto aos angulos e quanto aos lados conforme Qua-

dros 2.1 e 2.2 abaixo:

Quanto aos angulos

Acutangulo | Possui trés angulos agudos.

Retangulo | Possui dois angulos agudos e um reto.

Obtusangulo | Possui dois angulos agudos e um obtuso.

Quadro 2.1: Classificacao dos triangulos quanto aos angulos

Quanto aos lados

Equilatero | Trés lados de mesma medida.

Isésceles | Dois lados de mesma medida.

Escaleno | Trés lados de medidas diferentes entre si.

Quadro 2.2: Classificacao dos triangulos quanto aos lados

Propriedades dos triangulos que serao titeis em nosso estudo do triangulo retangulo

e que serao demonstradas posteriormente.

e I[sosceles: os angulos da base tém a mesma medida.
e Equilatero: os trés angulos internos tém a mesma medida, igual a 60°.

e Retangulo: Teorema de Pitdgoras (o quadrado da hipotenusa é igual a soma dos

quadrados dos catetos).
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2.3.2 A soma das medidas dos angulos internos de um triangulo

Vamos mostrar que soma das medidas dos angulos internos de um triangulo é
igual a 180°. E muito importante que o aluno saiba o porquée. Para isso, faremos a
primeira demonstracao deste estudo que é simples e deve ser aplicada em aula ja no

Ensino Fundamental.

Demonstracgao 2.3.1. Observe a construcao na Figura 2.14.

Figura 2.14: Soma dos angulos internos de um triangulo

Fonte: O autor, 2019

Qualquer que seja o triangulo, € possivel conduzirmos por um de seus vértices
uma reta (neste caso, r) que seja paralela a reta (s) que contém o lado oposto ao vértice
considerado.

Assim, os outros lados do triangulo resultam transversais das paralelas r e s,
determinando angulos alternos internos: v e~ e B e 5. Logo, v =~" e = [

Como a+ ' +~" = 180° (angulo raso), entio o+ f + v = 180°.

Observe que o esquema acima € um apoio para conduzir o nosso raciocinio. Em
momento algum “medimos” qualquer coisa nesse esquema. Toda a argumentacao é de-
senvolvida de maneira genérica, ou seja, para qualquer triangulo. Isso é o que chamamos

de raciocinio dedutivo.

2.3.3 Triangulos congruentes

Uma propriedade muito 1til e que auxilia este estudo é a congruéncia. Quando
dois triangulos sobrepostos se coincidem, entao eles sao congruentes. Nesse caso, 0s seus
lados, dois a dois, possuem a mesma medida ocorrendo o mesmo com os angulos.

Da mesma forma que para se construir um triangulo basta se conhecer as medidas
de alguns de seus elementos, também nao é necessario verificar a congruéncia de todos
os elementos. Assim, vamos tomar como referéncia os “casos de congruéncia”. Portanto,

analisaremos a possibilidade de o triangulo ser construido quando temos:
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e as medidas dos trés lados.
e as medidas dos trés angulos.
e as medidas de dois de seus lados e um angulo.

e as medidas de um lado e dois de seus angulos.

Observe que resultam apenas em quatro casos:

1° Caso: LAL (dois lados congruentes e o angulo formado por eles congruente)

Observe na Figura 2.15 que o angulo A é formado por AB e AC, e que Pé
formado por PQ e PR.

Figura 2.15: Congruéncia de triangulos LAL

B Q
/"\ //"\
Ad L1} ®C p® L] S R

Fonte: O autor, 2019

Se AB = PQ), A~ PeAC PR, entdo podemos garantir que o triangulo ABC

é congruente ao triangulo PQR.

2° Caso: LLL (treés lados congruentes)

Note na Figura 2.16 a seguir que se AC = PR, AC' = P(@Q e BC = (QR, entao o
triangulo ABC é congruente ao triangulo PQR.

Figura 2.16: Congruéncia de triangulos LLL

B Q
\ %
A 0 c R . P

Fonte: O autor, 2019
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/\ ~

Podemos assim afirmar que A2 P, B Qe (C

IIZ

3° Caso: ALA (dois angulos congruentes e o lado compreendido entre eles con-

gruente)

NaFiguraQ.l?seA%’ﬁ,E%P_QeB%Q, entéoé%R,E%PRe
BC = QR, ou seja, o triangulo ABC é congruente ao triangulo PQR.

Figura 2.17: Congruéncia de triangulos ALA

Fonte: O autor, 2019

4° Caso: LAAo (uma lado congruente, um angulo adjacente e o angulo oposto

a esse lado congruente) Observe a Figura 2.18 abaixo:

Figura 2.18: Congruéncia de triangulos LAAo
Cc R
A V
B }
P - Q

Fonte: O autor, 2019

~

Se AB>~PQ, A~ P e C ~ R, entao o triangulo ABC é congruente ao tridngulo
PQR.

Vejamos a seguinte propriedade:

Em todo tridngulo isésceles, os angulos opostos aos lados congruentes
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sao também congruentes.

E possivel, através do conhecimento de congruéncia, demonstrar essa importante
propriedade. Mais uma vez trata-se de uma demonstracao simples e possivel de ser ex-

plorada ja no Ensino Fundamental.

Demonstracgao 2.3.2. Observe o triangulo ABC isésceles na Figura 2.19

Figura 2.19: Angulos da base do triangulo issceles

A

H
B M c

Fonte: O autor, 2019

Vamos provar que B~(.
Utilizaremos o segmento AM , que liga o vértice A ao ponto médio de BC' (ponto

M), e verificar que o triangulo ABM é congruente ao triangulo ACM.

e AB = AC (por construcdo)
e BM = CM (M é ponto médio de BC)
o AM = AM (segmento comum dos triangulos ABM e ACM)

Assim, pelo caso LLL, podemos afirmar que os triangulos ABM e ACM sao con-
gruentes e, portanto, concluir que B~(C. Analogamente, e utilizando a mesma demons-
tracao, o triangulo equildtero também € isosceles e terd os trés angulos congruentes, igual

a 60° cada um.

2.3.4 Triangulos semelhantes

Dois triangulos sao semelhantes se, e somente se, possuem os trés angulos orde-
nadamente congruentes e os lados homoélogos proporcionais.

Observe os triangulos ABC e A’B’C" representados na Figura 2.20 abaixo.
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Figura 2.20: Semelhanca de triangulos

Fonte: O autor, 2019

Se os triangulos ABC' e A’ B'C’ sao semelhantes, entao indicamos assim: AABC' ~
NA'B'C.
Observagao: Dois lados homoélogos sao tais que cada um deles esta em um dos triangulos
e ambos sao opostos a angulos congruentes.

Para os dois triangulos acima, os pares de lados homdlogos sao: a e d’; belt; ce

c
A A
R R b
ANABC ~ NA'B'C' = A~ A e % == § =k (constante de proporcionalidade)
A~ A




Capitulo 3
O Teorema de Pitagoras

Este capitulo aborda o Teorema de Pitagoras. Inicialmente apresenta o Triangulo
Retangulo, em seguida conta um pouco da vida e histéria de Pitagoras, figura importante
que da nome ao Teorema. O capitulo ainda aborda o contexto histérico deste teorema
e enfatiza alguns topicos e curiosidades importantes. Mas o momento mais importante
desse capitulo esta nas trés demonstracoes que escolhemos para apresentar e nas diversas
aplicagoes que o teorema proporciona. Uma vez que existem intimeras demonstragoes,
o capitulo vai abordar apenas trés delas e, posteriormente, nas questoes de aplicacao,
reforcamos com mais uma demonstracao. As aplicacoes foram escolhidas de acordo com
sua utilidade e importancia em outros conteidos do Ensino Bésico.

No que se segue, toma-se como referéncia: [10], [11], [18] e [21].

3.1 O Triangulo Retangulo

Ao estudar geometria, uma figura geométrica plana muito importante aparece:
o Tridngulo Retangulo. (Figura 3.1). Ele se caracteriza por possuir um de seus angulos
retos e, consequentemente, dois angulos agudos que somados medem 90° pois a soma
dos angulos internos em qualquer triangulo é igual a um angulo de 180° como visto

anteriormente.

36
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Figura 3.1: Triangulo retangulo

hipotenusa
P ¢ cateto

A cateto c

Fonte: [6]

Sao inumeras as aplicacoes do triangulo retangulo na matematica e seu estudo e
aprendizado torna-se indispensavel no ensino basico. Por se tratar de tema transversal
podemos citar sua presenca no estudo de calculo de areas e volumes, cédlculo algébrico,
trigonometria, geometria analitica, plana, niimeros complexos dentre outros.

No triangulo retangulo, conforme a Figura 3.2, temos quatro importantes elemen-

tos que o constitui. Sao eles:

Figura 3.2: Elementos do triangulo retangulo

A

a

Fonte: O autor, 2019

Hipotenusa (a)
Catetos (bec)
Altura relativa a hipotenusa (h)

Projegoes dos catetos (nem)

O maior lado de um triangulo retangulo é a hipotenusa que se encontra oposta
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ao angulo reto. J4 os catetos, sdo os dois menores lados que formam o angulo reto (90°).
A hipotenusa é dividida em duas partes, chamadas projegoes dos catetos, e isso se da por
conta da altura tracada a partir do vértice oposto a hipotenusa.

Os triangulos retangulos nos sao familiares — nao apenas nas aulas de matematica.
Existem profissionais como pedreiros e marceneiros que utilizam ferramentas de medigao
que sao os triangulos retos. Arquitetos e engenheiros desenham utilizando como base
triangulos retos. Embora o foco no triangulo retangulo seja o seu angulo reto, um triangulo
retangulo é constituido por seis partes: trés angulos e trés lados. Em razao de suas muitas
propriedades, teoremas e aplicagoes, o triangulo retangulo possui nomenclaturas especiais
para seus elementos, o que nao ocorre em nenhum outro triangulo.

A mais famosa das propriedades sera abordada em seguida: O Teorema de
Pitagoras, que utiliza apenas as medidas dos lados do triangulo retangulo. No entanto,
esse estudo também fara referéncia a importancia das medidas de seus angulos. A ideia
é explorar todos os elementos desse triangulo e, para isso, vamos utilizar algumas ferra-
mentas da geometria como a semelhanga para obter propriedades importantes, curiosas
e muito utilizadas em medigoes indiretas, e da algebra que servird como auxilio para a

comprovacao de importantes relacoes matematicas conhecidas.

3.2 Um pouco da vida de Pitagoras

Figura 3.3: Pitagoras

Fonte: [13]

Pitdgoras de Samos (Figura 3.3) foi um grande filésofo grego do final do século VI
a.C., principal responsavel pelo surgimento da palavra matematica e sua concepgao como
um sistema de pensamento baseado em provas dedutivas e fundador da Escola Pitagérica
que é reconhecida como a primeira universidade do mundo. Poucas informacgoes sao
confidveis sobre a vida e teorias de Pitagoras, pois grande parte das informagoes a seu

respeito foram escritas muitos séculos apds sua morte. O fil6sofo grego Aristoteles afirma
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que Pitagoras considerava a si mesmo um observador da natureza a qual, em sua Otica,
era o propoésito de sua existencia.
De acordo com BOYER,

“Pitagoras aprendeu Matematica com Tales, tornando-se, posteriormente, ma-
temadtico, lider religioso, mistico, sébio e filésofo. Como todos os documentos
da época se perderam tudo o que sabemos veio de referéncias de outros autores
que vieram séculos depois. Pitdgoras esteve no Egito, na Babilonia, na I/ndia7
lugares em que absorveu os conhecimentos matematicos e as ideias religiosas

de cada regiao” (BOYER, 1974).

Muitas descobertas matematicas, astronomicas, musicais, médicas e cientificas
sao atribuidas a Pitdgoras, além, é claro, de um dos mais belos e significativos teoremas
da Matemadtica, que ocupa um lugar muito especial na histéria do nosso conhecimento
matematico: O Teorema de Pitdgoras, que relaciona os lados do triangulo, provando que
o quadrado da hipotenusa ¢ igual a soma dos quadrados dos catetos.

A autenticidade de muitos textos circulados sob o nome de Pitagoras é questio-
nada ao ponto de nao sabermos se foi o préprio Pitdgoras que desenvolveu o teorema que
tem o seu nome pela obscuridade de sua prépria histéria marcada pela perda de todos os
documentos daquela época. Para piorar ainda mais as coisas, a sua escola era secreta e
comunitaria, o que implicava que todas as descobertas pertenciam a todos. De acordo com
Sir William Smith (Apud MACIEL), em seu Dictionaryof Greek and Roman Biography
and Mithology de 1870, muitos dos desenvolvimentos atribuidos a Pitdgoras na verdade
seria produto dos trabalhos dos pitagoricos, descendentes intelectuais de Pitagoras, mem-
bros de sua escola. Pesquisadores questionam se de fato Pitagoras teria contribuido muito
para a matemadtica e filosofia natural. Sabe-se no entanto que os ntimeros tinham grande
importancia para a sua filosofia e que ele foi o primeiro a utilizar o termo “filésofo” ou
“amante da sabedoria”.

Nao se sabe exatamente qual a demonstragao original, porém historiadores dizem
ter sido alguma usando éareas.

Desde os tempos de Pitdgoras muitas demonstracoes do teorema em consideracao
foram dadas (Eves, 2011, p. 104). Em 1940, o matemdtico americano E. S. Loomis
(Loomis, 1972), na segunda edicao de seu livro, The Pythagorean Proposition, coletou e
classificou nao menos que 370 dessas demonstragoes, mas ainda ha mais.

Existem, porém, indicios do conhecimento dos babilonicos referente ao Teorema
de Pitagoras. Hoje encontra-se em diversos museus, tabletes de barro, sendo o mais notado
entre eles o Plimpton 322 que pode ser visto na Figura 3.4 e trata-se de um tablete da

colecao G. A. Plimpton da Universidade de Columbia, catalogada sob o nimero 322.
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Foi conservado um pedaco deste o qual contém uma tabela de 15 linhas e 3 colunas de
nimeros. Ficou evidente que essa tabela possufa ternos pitagéricos (lados de um triangulo
retangulo), cujas integrais (nimeros inteiros positivos que satisfazem o teorema) mais
conhecidas e simples sao 3, 4 e 5. No tablete babilonico, no entanto, os valores sao bem
maiores, com a primeira linha, por exemplo, tabulando um triangulo com 119, 120 e 169

medidas de lado.

Figura 3.4: Plimpton 322

Fonte: [11, p.65]

Uma incégnita no entanto persiste no que tange saber como esses niimeros foram
encontrados uma vez que apenas um pedaco de um tablete que deveria fazer parte de
um conjunto de tabletes. Pesquisadores do mundo todo tentam descobrir seu uso pelos
babilonios. Agora, pesquisadores da Universidade de Nova Gales do Sul, da Australia,
acreditam ter resolvido o mistério de quase um século. Segundo o estudo, liderado por
Daniel Mansfield e Norman Wildberger, da Universidade de New South Wales (UNSW),
da Austrélia, e publicado na revista cientifica Historia Mathematica no dia 24 de agosto
de 2017, Plimpton 322 era uma poderosa ferramenta que pode ter sido usada para re-
alizar levantamentos em dareas de construgao ou para realizar calculos arquitetonicos na
construcao de palacios, templos, canais e piramides, por exemplo”, explicou Mansfield.

Mansfield leu sobre o mistério da “Plimpton 322” por acaso quando estava pre-
parando material para estudantes de matematica do primeiro ano da universidade aus-
traliana. Ele e Wildberger decidiram entao estudar a antiga matematica babilonica e
examinar as diferentes interpretacoes historicas de sua finalidade depois de perceberem

que ela tinha paralelos com um livro escrito por Wildberger, “Divine Proportions: Ratio-
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nal Trigonometry to Universal Geometry” (Propor¢oes divinas: Da trigonometria racional
a geometria universal, em traducao livre).

Ainda existem outras provas concretas de que os babilonicos conheciam uma
maneira de encontrar esses nimeros, ou seja, eless conheciam a relagao entre os lados de
um triangulo retangulo. Segundo LIMA (2013, p. 72) ndo ha nenhuma demonstragao,
naturalmente, pois isso ainda estava longe de ser uma preocupacao dos matematicos da
época. FEles conheciam métodos de descricoes que davam certo e, com eles, resolviam
inimeros problemas.

Outro tablete importante estd no museu da Universidade de Yale. Conforme a

Figura 3.5, este contém figuras: um quadrado e suas diagonais.

Figura 3.5: Tablete no museu da Universidade de Yale

Fonte: [24]

O Teorema de Pitagoras, também ja era conhecido na China cerca de 600 anos
antes de Pitagoras. O livro chinés Zhoubi Suanging reuniu 246 problemas muito antigos,
dentre eles o Gou Gu que é o equivalente chinés do teorema de Pitdgoras, que se pode

ver na Figura 3.6 abaixo.
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Figura 3.6: Gou Gu

S
)

Nesta figura, temos uma demonstracao do teorema utilizando areas e estima-se

que ela seja da disnatia Han, cerca de 1100 a.C.

3.2.1 Enunciando o Teorema de Pitagoras

Teorema 3.2.1. Em qualquer triangulo retangulo, a drea do quadrado cujo lado € a
hipotenusa € igual a soma das dreas dos quadrados que tem como lados cada um dos

catetos.

Sabendo a, é a medida da hipotenusa e b e ¢, as medidas dos catetos, o enunciado
do Teorema de Pitdgoras afirma que a®> = b* + ¢2. Quando observamos a Figura 3.7, o
Teorema de Pitagoras afirma que a area do quadrado azul é igual a soma das areas dos

quadrados amarelos. Certamente essa observagao nao € clara.

Figura 3.7: Teorema de Pitagoras

Fonte: O autor, 2019
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Por nao ser clara, a ideia é apresentar essa provocacgao aos alunos e tentar provar
esse enunciado de maneira interativa e divertida e com essa finalidade vamos apresentar

algumas demonstracgoes.

3.3 Demonstracoes

3.3.1 Demonstracao Classica

Na demonstracao classica, observamos um triangulo retangulo de hipotenusa a e

catetos b e ¢, e um quadrado cujo lado mede b+c conforme a Figura 3.8 abaixo.

Figura 3.8: Demonstragao Classica

Fonte: [18, p. 75]

Note que os dois quadrados possuem mesma area pois ambos possuem lados iguais

e que medem b + c. Dessa forma vamos comparar as duas areas:

Area 1:Area 2

b-
a’+4- (TC> =P+ +b-c+b-c

a® + 2bc = b + 2 + 2be
a? = b 4 2 + 2bc — 2be
a’ =0+

Por outro lado, manipulando a figura da esquerda e retirando do quadrado de

lado b+ ¢ quatro triangulos iguais ao dado, restara um quadrado de lado a. Na figura da
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direita, retiramos também do quadrado de lado b+ ¢ os quatro triangulos iguais ao dado,
restarao dois quadrados: um de lado b e outro de lado ¢. Logo, a area do quadrado de
lado a ¢ igual a soma das areas dos quadrados cujos lados medem b e c.

Essa simples e engenhosa demonstracao pode ter sido a que os pitagdricos ima-
ginaram. E possivel utilizar softwares matematicos disponiveis como o GeoGebra, Cabri
Geometre I, dentre outros e tornar demonstracao mais dinamica. Além disso a utilizacao
desses softwares pode contribuir de forma elucidativa, além de divertida, no convenci-

mento da veracidade do Teorema.

3.3.2 Demonstragao por semelhanca de triangulos

Nas salas de aula e nos livros didéticos esse tem sido o método mais frequente
para provar o Teorema de Pitagoras. Inclusive a BNCC através da habilidade EFOOMA13
j& menciona essa demonstragao no Ensino Fundamental para os alunos do 9° ANO. Isso
se da principalmente por conta de que através desse método, utilizando a semelhanca de
triangulos, é possivel encontrar também as relacoes métricas do triangulo retangulo.

Para isso, vamos verificar as relagoes métricas.
Relacgoes métricas no tridngulo retangulo

Consideremos um triangulo ABC, retangulo em A, e o segmento AD perpendi-

cular ao lado BC, com D em BC, conforme Figura 3.9.

Figura 3.9: Relagoes métricas nos triangulo retangulo

A

a

Fonte: O autor, 2019

Ficam definidos os seguintes segmentos no triangulo ABC.

e BC": hipotenusa (medida a)

e AC: cateto (medida b)
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e AB: cateto (medida c)

e BD: projecio do cateto AB sobre a hipotenusa (medida m)
e CD: projecio do cateto AC sobre a hipotenusa (medida n)
e AD: altura relativa & hipotenusa (medida h)

A altura relativa a hipotenusa de um triangulo retangulo ABC' o divide em dois

triangulos retangulos semelhantes a ele e semelhantes entre si como podemos observar na
Figura 3.10:

Figura 3.10: Semelhanca no triangulo retangulo

Fonte: O autor, 2019
Como os trés triangulos tém todos os angulos congruentes, podemos afirmar que
sao todos semelhantes. Dessa forma, AABC ~ ADBA ~ ADAC.

Da semelhanca entre AABC e ADBA, podemos concluir que:

AB DB ¢ m 9
BC-BAT o= ¢ C=om (3.1)

Da semelhanca entre AABC e ADAC, temos:

AB DA c h

BC-AC a4 p o W=l (3.2
AC DC b =n )

BCTAC o p 7 UTam (3:3)

Da semelhanca entre ADBA e ADAC, podemos concluir que:

DA DC h  n 9
DB DA m—p = M=mm (34)
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E f4cil observar que, somando membro a membro 3.1 e 3.3, teremos:
& =am
b =an
V+cf=am+an= b*+c=a(m+n)= ¥+ =a-a=
= b+ =a’ (3.5)

Asigualdades (3.1) a (3.5) sdo chamadas de relagdes métricas no triangulo retangulo.
Além das duas que deram origem a demonstracao do Teorema de Pitdgoras (3.5), obtemos
ainda a relacao bc = ah, que também se interpreta com o conceito de area, e h? = mn,

que revela o importante fato que a altura é média geométrica entre as projegoes dos cateto
sobre a hipotenusa.

3.3.3 Demonstragao de Perigal

Henry Perigal, em 1873, publicou em Londres a demonstragao que vamos apreciar
na Figura 3.11.

Figura 3.11: RDemonstracao de Perigal

D B

Fonte: [17]
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Encontra-se nesse modelo, a forma mais clara de provar que a soma das areas dos
quadrados construidos sobre os catetos preenche o quadrado construido sobre a hipote-
nusa.

Para isso, corta-se o quadrado construido sobre o maior cateto por duas retas
passando pelo centro, uma paralela a hipotenusa do triangulo e outra perpendicular, divi-
dindo esse quadrado em quatro partes congruentes. Essas quatro partes e mais o quadrado
construido sobre o menor cateto preenchem completamente o quadrado construido sobre
a hipotenusa.

A figura é muito bela, e devemos provar que a regiao que fica no interior do
quadrado maior é realmente congruente com o quadrado menor.

A demonstracao de Perigal se torna muito didética e interessante quando utili-
zamos recursos tecnolégicos para manipulamos o preenchimento do quadrado construido
sobre a hipotenusa. No GeoGebra, por exemplo, é possivel ampliar e diversificar essa
interacao pois podemos alterar o tamanho do triangulo retangulo generalizando a ideia

para o aluno.

3.3.4 Ternos Pitagodricos

Encontrar triangulos retangulos cuja medida de seus lados seja representada por
numeros inteiros, pode ser uma boa maneira de despertar uma problematica em sala de
aula. E esse terno de ntimeros inteiros, cujos termos sao lados de um triangulo retangulo,
¢ chamado terno pitagdrico. Por exemplo, sabemos os nimeros 3, 4 e 5, representam
os lados de um triangulo retangulo. Agora, sera que um triangulo de lados 319, 360 e
481 também é retangulo? A resposta é sim. Este é, inclusive, um dos ternos pitagéricos
inscritos, em nossa notacao decimal, no tablet Plimpton322. Existe algum mecanismo
pratico para encontrar ternos pitagéricos?

Sendo a, b e ¢ inteiros positivos com a > b e a > ¢ dizemos que (b, ¢, a) é um
terno pitagérico se a? = b* + 2.

Se o tnico fator inteiro positivo comum aos elementos de um terno pitagorico é
a unidade, entdo esse terno é chamado primitivo. Dessa forma, (3, 4, 5) e (5, 12, 13),
sao exemplos de ternos pitagdricos, e o terno (6, 8, 10) nao é. E verdade que qualquer
terno da forma (3k, 4k, 5k) com k inteiro e maior que 1 é também pitagdrico, mas nao
primitivo.

Muitos séculos depois do tablete de Plimpton 322, os gregos mostraram que todos

os ternos pitagéricos primitivos (b, ¢, a) sao dados parametricamente por:
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b=u®>—v% c=2uw, a=u®+v

Onde u e v sao primos entre si, um é par e o outro é impar, com u > v: Veja que

(b, ¢, a) é um terno pitagérico pois:

b+ = (v — v2)2 + (2uv)?
b2+ = ut — 200 + ot + 4uPo?
b2+ 2 =ut + 2020 + ot
P+ E = (u? 4 0?)
v+ =ad’

Dessa forma, para qualquer escolha de niimeros inteiros u e v, o terno (b, ¢, a) é
pitagérico. Por exemplo, param = 9 en = 8 encontramos o terno pitagérico (17, 144, 145).

Os primeiros ternos pitagéricos primitivos sao (3, 4, 5), (5, 12, 13), (7, 24, 25),
(8, 15, 17), (9, 40, 41), (11, 60, 61), (12, 35, 37), (13, 84, 85), (16, 63, 65), (20, 21, 29),

A seguir vamos reproduzir os nimeros, em nossa notacao decimal, do tablete de

Plimpton 322. Vamos supor o cédlculo do outro cateto b (coluna comprometida do ta-

blete) dos triangulos retangulos de lados inteiros determinados pela hipotenusa a e o

cateto c. Encontra-se os seguintes ternos pitagéricos na Tabela 3.1 que se segue:
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Tabela 3.1: Ternos Pitagéricos de Plimpton 322

b c a U )

120 119 169 12 | 5
3456 | 3367 | 4825 | 64 |27
4800 | 4601 | 6649 | 75 | 32
13 500 | 12 709 | 18 541 | 125 | 54

72 65 97 9 | 4

360 319 481 20
2700 | 2291 | 3541 | 54 | 25

960 799 1249 | 32 | 15

600 481 769 25 |12
6480 | 4961 | 8161 | 81 | 40

60 45 75 2 1
2400 | 1679 | 2929 | 48 | 25

240 161 289 15 | 8
2700 | 1771 | 3229 | 50 |27

90 56 106 9 |5
Fonte: O autor, 2019

3.4 Aplicacoes do Teorema de Pitagoras

3.4.1 Diagonal do quadrado

Vamos considerar um quadrado ABCD (Figura 3.12) cujo lado mede L.
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Figura 3.12: Diagonal do quadrado

D 1
45°

L d L
45° ]

C L B

Fonte: O autor, 2019

Para calcular a diagonal d do quadrado em funcao do lado L vamos aplicar o

Teorema de Pitagoras no triangulo ABC.

> =L*+17
d? =212

d=+2L?
d=LV2

Logo, a diagonal de um quadrado de lado L mede sempre d = Lv/2.

3.4.2 Altura de um Triangulo Equilatero

Vamos considerar um triangulo equilatero ABC', representado na Figura 3.13, de
lado L e altura h. Vamos obter uma férmula para encontrar a altura de um triangulo

equilatero em funcao de L.
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Figura 3.13: Altura do triangulo equilatero

A A
L
L h L I
11 . 1
B C D L C
L 2

Fonte: O autor, 2019

Aplicando o Teorema de Pitagoras no triangulo AC'D acima, temos:

, 3L?

"=

L2 L2
L2="- 4R |h=/

1" 4

L3

3L
A
2

h? = L?— ” h =
B2 417 — [?
4
. "y L3
Logo, a altura de um triangulo equilatero de lado L mede sempre h = —5

3.4.3 Uma propriedade dos retangulos

Uma aplicacao interessante do teorema de Pitdgoras acontece no retangulo e
serve para resolver alguns problemas com quadrilateros. Na verdade, vamos provar um
outro teorema utilizando triangulos retangulos. Considere um retangulo ABC'D, e em

seu interior vamos tomar um ponto P conforme Figura 3.14:
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Figura 3.14: Retangulo ABC'D

Fonte: O autor, 2019

Vamos mostrar que PA° + PC° = PB + PD". Para isso, tracamos uma linha
perpendicular ao lado AB passando por P e uma linha perpendicular ao lado AB passando
por P. Dessa forma dividimos o nosso retangulo ABC'D em quatro retangulos menores

conforme Figura 3.15:

Figura 3.15: Retangulo ABC'D

Fonte: O autor, 2019

Vamos entao chamar AM de x. Logo, QP e BR também possuem medida =z,
pois AM = QP = BR. Igualmente chamaremos M B de y, entao PN e RC' também
possuem medida y, pois MB = PN = RC. Da mesma forma, AQ = MP = BN =z e
Q@D = PR = NC = w. Observe a Figura 3.16:
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Figura 3.16: Retangulo ABC'D

A X M v B

D ¥ R ¥
Fonte: O autor, 2019

Os triangulos APQ, BPN, PCR e DPR sao todos retangulos e PA, PB, PC' e
P D suas respectivas hipotenusas. Aplicando o Teorema de Pitagoras nos quatro triangulos

temos:

PA’=0QP +AQ°

m2:x2—|—22

PB = PN + BN’

ﬁ2:y2+22

PC* = PN? + NC"

PC” = 42 + w?

PD’=QP + QD
ﬁ2zx2+w2
Logo,
PA+PC =2+ + 22+ uw e PB + PD" =22 + 12 + 22 + w?

Concluimos entao que,

PA’+PC° =PB’ +PD".
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3.4.4 A formula de Herao

Nesta aplicacao do Teorema de Pitagoras, vamos calcular a altura de um triangulo
conhecendo os seus lados. Consequentemente, poderemos achar a sua area. Para isso,

vamos considerar um triangulo ABC, de altura h, conforme Figura 3.17 abaixo:

Figura 3.17: Triangulo ABC

A

a

Fonte: O autor, 2019

Ao tracarmos a altura h relativa ao lado BC obtemos dois triangulos retangulos:

BHA e AHC'. Vamos aplicar o Teorema de Pitagoras no triangulo BH A:

2 =h?+m?

h? =c* —m? (3.6)

m? = c* — h? (3.7)

Agora, vamos aplicar o Teorema de Pitagoras no segundo triangulo retangulo

AHC:

v =h?+ (a —m)’

= —m?+a?—2am+m? .. Usando 3.6
2am = a® + ¢ — 1?

2

(2am)? = (a4 % —b)

4a?m? = (> + & — 1?)°
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Agora, utilizando 3.7 temos:

4a’ (02 h?) = (a® + & - 1?)°
402 — 4a?h? = (> + & - 1?)"
4a’h? = (2ac)® — (a® + ¢ )2
4a°h? = (2ac+ a® + & — V) (2ac — a® — & + %)
4a’h* = ((a® + 2ac + ¢*) — b*) (b* — (a® — 2ac + %))
4a’h? = ((a+¢)* = b%) (b* — (a — ¢)*)

4a* W =[(a+c+b)(at+c—b)][(a+b—c)(b+c—a) ".y/ 2 membros

2ah =+/(a+c+b)(a+c—Db)(a+b—c)(b+c—a)

Vamos agora considerar que o perimetro do triangulo € igual a 2p. Dai temos:

a+b+c=2p| a+c—-b=2p—2b | a+b—c=2p—2c | b+c—a=2p—2a
a+c—b=2(p—-0b) |la+b—c=2(p—c)|b+tc—a=2(p—a)

Assim, dando continuidade, teremos:

2ah =+/(a+c+b)(a+c—Db)(a+b—c)(b+c—a)
2ah = \/2p2 (p— b)2(p — )2 (p — a)
2ah = \/16p (p —a) (p — b) (p — ¢)
po Wb Mg 2 =0

Observe que a area do triangulo considerado pode ser obtida pela expressao A =

a
§h. Entao, substituindo h pelo que encontramos anteriormente teremos:

A:g%\/p(p—a)(p—b)(l?—c)

A=+/p(p—a)(p—>0)(p—-c)..Onde pé o semiperfmetro
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3.4.5 Aplicacoes na Geometria Espacial

Na Geometria espacial, aplicagoes do Teorema de Pitagoras facilitam a resolugao
de alguns problemas e simplificam alguns céalculos gerando algumas férmulas e relagoes
matematicas.

Nos Poliedros, temos aplicagdes nos prismas (cubo e paralelepipedo) e na piramide
regular. Nos corpos redondos temos aplicagoes no cone e na esfera. Veremos em seguida

essas aplicagoes.

Cubo e Paralelepipedo

O Teorema de Pitdagoras é utilizado para conhecer as diagonais de um parale-

lepipedo. Observe o paralelepipedo da Figura 3.18 abaixo:

Figura 3.18: Paralelepipedo

A a B
Fonte: [10, p. 14]

Da Figura 3.18 acima est4 indicada a diagonal da base inferior (dg), que, levando-
se em consideracao o triangulo retangulo ABF, o qual destacamos na Figura 3.19, pode

ser calculada da seguinte forma:
Figura 3.19: Diagonal da base (paralelepipedo)

F
d 32 = a2 + b2

dB: vVa? + b2

Fonte: [10, p. 14]

Ao conhecer a diagonal da base, a diagonal do paralelepipedo (dp) pode ser

calculada levando-se em consideragao o triangulo ADF', destacado na Figura 3.20, em
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que:

Figura 3.20: Diagonal do paralelepipedo

D
dp2 = dB2 + C2 d

dp? = a®>+ b2 +¢2

dp:va2+b2+c2 da
Fonte: [10, p. 15]

As diagonais do cubo também podem sao calculadas de forma semelhante ao que
foi feito antes no paralelepipedo. Levaremos em consideracao o fato de que todas as suas

arestas sao congruentes e destacaremos na Figura 3.21 os triangulos retangulos AC'E e
ABC.

Figura 3.21: Diagonais do cubo

H G

Fonte: [10, p. 15]

dc2 = d32 + CL2
dp® = a® + a?
b do? = 2a% + a?
dB2 — 2&2 d02 — 3@2

dp = V2a® de = V/3a2
dB = a\/§ c= a\/g

Piramide

O estudo da piramide, importante poliedro, que nos remetem as magnificas cons-

trugoes egipcias pode se tornar muito mais simples quando se tem nocao de aplicabilidade
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do Teorema de Pitdgoras.
Antes entao, para definir uma piramide, considere um poligono (P) em um plano
a e um ponto (V') fora desse plano. Um piramide serd formada pelo conjunto de segmentos

com uma extremidade em um ponto de P e outra em V' conforme Figura 3.22 que se segue:

Figura 3.22: Piramide

4

Fonte: [10, p. 21]

De uma forma geral, a piramide mais estudada e a que serd objeto de nossa
aplicacao sera a piramide regular. Essa forma peculiar da piramide torna a aplicabilidade
do Teorema de Pitagoras mais eficiente pois evidencia todos os elementos que a constitui
facilitando assim as resolucoes de problemas.

As piramides regulares tém base constituida por um poligono regular onde todas
as suas faces laterais sdo congruentes e sua altura (h) coincide com o centro geométrico do
poligono da base (centro da circunferéncia circunscrita ao poligono). Além disso, todas
as faces sdo tridngulos isésceles cuja altura é chamada de apétema da piramide (vamos
denominar g). A relacdo entre o raio da circunferéncia circunscrita (denominaremos r) e
o segmento que liga, perpendicularmente, o centro geométrico do poligono de base (O) a
uma de suas arestas (q;) é denominada de apétema da base (denominaremos m). Observe

todos esses elementos destacados na Figura 3.23 a seguir.
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Figura 3.23: Elementos da piramide regular

v

aresta

lateral (a,) apétema da

piramide (g)

A \s
raio ()~ - T~ aresta
da base
apétema da base (m) (a,)

Fonte: [10, p. 21]

Observe que, os apdtemas (g e m) ficam na metade das arestas de base (ap).
Vamos destacar trés triangulos retangulos (Figura 3.24), VCD, VOM e VOB, para

aplicar o Teorema de Pitagoras.

Figura 3.24: Triangulos destacados da piramide

Fonte: [10, p. 21]

1. No triangulo VCD, temos:

2. No triangulo VOM, temos:

g% = h? +m?
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3. No triangulo VOB, temos:
CLL2 = 7’2 + h2

Observe que essas trés relagoes obtidas através da aplicacao do Teorema de
Pitagoras citam todos os elementos da piramide, o que facilita a solugao de muitos pro-

blemas presentes nos livros didaticos e nas avaliagoes escolares.

Cones

Na Figura 3.25 podemos verificar que a definigao de cone é semelhante a defini¢ao
de piramide. Considere um circulo de raio » em um plano a e um plano V fora desse
plano. Assim, chamamos de cone o conjunto de todos os segmentos que tenham uma
extremidade no circulo e outra extremidade no ponto V. Em um cone, sua altura é a
distancia entre o ponto V' e o plano a. Também sao importantes as geratrizes, segmentos
que ligam o vértice a algum ponto da circunferéncia. No caso de um cone reto, objeto de

nosso estudo, as geratrizes sao todas iguais.

Figura 3.25: Cone

»

o=

altura

P
Y

(®)]

Assim como a piramide, o formato peculiar do cone facilita a visibilidade do

Fonte: [10, p. 37]

triangulo retangulo e, consequentemente, a aplicacao do Teorema de Pitagoras. Um cone
reto pode ser obtido pela rotacao de um triangulo retangulo em torno de um dos seus

catetos. Por esse motivo, é chamado de cone de revolucao. Observe a Figura 3.26:
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Figura 3.26: Cone de revolugao

oS oS v

A B

Fonte: [10, p. 37]

Observe que é absolutamente claro obtermos uma relagao entre a altura (h), a
geratriz (g) e o raio (r) aplicando o Teorema de Pitdgoras no triangulo retangulo destacado

na figura acima. Dessa forma, temos:

g% = h? 412

Temos entao, mais uma contribuicao atribuido ao Teorema De Pitagoras.

Esfera

A esfera é um dos corpos redondos mais comuns. A bola, por exemplo, é bastante
utilizada no mundo dos esportes. Uma superficie esférica é formada pelo conjunto de
pontos que tém a mesma distancia (r) de um centro (O). O nosso objetivo de estudo
na esfera, no entanto, sera a secao esférica onde o triangulo retangulo aparece. Todas as
vezes que secionamos um esfera, nao importando a maneira, obtemos um circulo de raio

menor ou igual ao raio r da esfera. Observe a figura na Figura 3.27:

Figura 3.27: Secao esférica

Fonte: [10, p. 43]

Nesse caso, devemos atentar para o triangulo OM A onde aplicamos o Teorema

de Pitagoras. Assim, concluimos que:
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r?=d? + s

Aplicagoes na Geometria Analitica

Na geometria analitica, utilizamos o plano cartesiano para associar pontos as
coordenadas cartesianas. E é fundamental buscar uma maneira de calcular a distancia
entre dois pontos quaisquer. Praticamente todo o estudo de geometria analitica exige
do aluno a habilidade em calcular a distancia entre dois pontos no plano e mais uma
vez o Teorema de Pitdgoras surge como mecanismo facilitador que gera uma férmula
bastante conhecida no estudo de G.A. (Geometria Analitica). E importante salientar
que a aplicacao do teorema desobriga ao aluno decorar férmulas. Basta apenas que
trabalhe com o triangulo retangulo que pode ser facilmente destacado no plano. Para
isso, vamos tomar, inicialmente, dois pontos genéricos, A (x4,ya) e B (zp,ys), no plano

abaixo representado pela Figura 3.28.

Figura 3.28: Plano cartesiano

Fonte: [16]

Para descobrir a distancia entre A e B, primeiramente, é preciso perceber que as
distancias de A para C' (da ) e de B para C (dp,) podem ser obtidas por dac = x5 —14
e dpc = yp — ya. Agora basta aplicarmos o Teorema de Pitdgoras sobre o triangulo

ABC:

2 _ 2 2
dap=dyc+dgc

&y = (xp—24)°+ (ys —y)°
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Portanto,

dap = \/(xB — )"+ (ys —y)*

3.4.6 Generalizacao do Teorema de Pitagoras

Sabemos que o teorema de Pitagoras afirma que a area do quadrado construido
sobre a hipotenusa de um triangulo retangulo sera sempre igual a soma das areas dos
quadrados construidos sobre os catetos. Agora, serd que o teorema é valido para figuras

semelhantes quaisquer construidas sobre os lados de um triangulo retangulo? Observe na
Figura 3.29:

Figura 3.29: Generalizagao do Teorema de Pitdgoras

Fonte: [23]

Sejam entao A, B e C as areas das figuras semelhantes construidas sobre a hi-
potenusa a e sobre os catetos b e ¢ de um triangulo retangulo como mostra a figura.

Sabemos que a razao entre as areas de figuras semelhantes é igual ao quadrado da razao

de semelhanga. Entao:

Qz@f@gzg
A a A a?
B (b\° B ¥
Z‘(&) AT &

Somando ambos os membros temos:

B+C_b2+62
A a2

. como a? =b>+ ¢
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B—I—C’_b2+02

A a? =1

Logo, concluimos que A = B + C'. Podemos entao afirmar que, se figuras se-
melhantes sao construidas sobre os lados de um triangulo retangulo, a area da figura
construida sobre a hipotenusa ¢ igual a soma das areas construidas sobre os catetos. Esta

¢ a primeira generalizacao do Teorema de Pitagoras.



Capitulo 4
Trigonometria no triangulo retangulo

Sabe-se que, por volta do ano 140 a.C., o grego Hiparco de Niceia — considerado o
maior astronomo do mundo — relacionou os lados e os angulos de um triangulo retangulo
e elaborou, pela primeira vez na historia da humanidade, o equivalente ao que hoje é uma
tabela com valores trigonométricos dos angulos 0° a 90°.

Ja no século II, o astronomo e gedgrafo grego Ptolomeu (85-165) estabeleceu
em sua obra Almagesto novas proposicoes trigonométricas. Ele elaborou uma tabela de
cordas correspondente a angulos de 0° a 180°, ordenadas crescentemente, que é equivalente
a uma tabela de senos, um dos conceitos centrais da Trigonometria. Nessa obra, Ptolomeu
apresentou também a teoria geocéntrica, que se manteve por cerca de 1 500 anos.

Povos drabes, que tiveram acesso ao Almagesto, divulgaram na Europa os conhe-
cimentos sobre Astronomia e Trigonometria. Depois disso, importantes trabalhos hindus
versando sobre a Trigonometria foram traduzidos para o drabe, no final do século VIII,
mas o primeiro tratado sistematico sobre o tema foi elaborado pelo matematico alemao
Johann Muller (1436-1476), em sua obra De triangulis (Tratado dos triangulos).

Além de resolver problemas de Astronomia e possibilitar a medida de distancias
inacessiveis, a Trigonometria atualmente é empregada em varias areas da ciéncia e da
tecnologia, que nao teriam prosperado sem seus fundamentos, como a Eletricidade, a
Mecanica, a Engenharia e a Topografia. Seus conceitos sao a base da matematica para o
estudo de fenomenos periddicos, como a vibracao do som.

Neste capitulo algumas razoes entre lados de um triangulo retangulo sao o alicerce
da trigonometria. As aplicacoes sao inumeras e contribuem muito para o estudo posterior
de diversos contetido por isso é de suma importancia para a formacao matematica dos
alunos.

E interessante iniciarmos esse conceito com uma problematica classica comum ao
ambiente escolar quando se inicia o estudo de trigonometria. Vejamos um exemplo de

uma situacao que envolve lados e angulos de um triangulo supondo uma pessoa que sobe
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uma rampa. Observe a Figura 4.1:

Figura 4.1: Rampa

Fonte: O autor, 2019

Ao subir essa rampa, se a pessoa faz um percurso de 30 m, seu deslocamento na

vertical (altura em relagao ao solo) serda de 1 m conforme Figura 4.2.

Figura 4.2: Rampa

Fonte: O autor, 2019

Observe agora a Figura 4.3. Serd que é possivel descobrir a altura na vertical se

a pessoa fizer um percurso de 60 m?

Figura 4.3: Rampa

\

>

of---------

Fonte: O autor, 2019

Observe que na Figura 4.3 que os triangulos OAB e OC'D sao semelhantes, entao

temos que:
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Dessa forma, num percurso de 60 metros, o deslocamento da pessoa na vertical
(altura em relagao ao solo) serd de 2 m.

Observe que é possivel também relacionar o afastamento com o percurso sobre a
rampa ou ainda relacionar os deslocamentos na vertical e o afastamento, ou seja, observe
na Figura 4.4 que essa situagao problema relaciona as medidas de um triangulo retangulo

que estao representadas no problema como percurso, afastamento e altura.

Figura 4.4: Rampa

altura

¥ 3
A J

afastamento

Fonte: O autor, 2019

Em qualquer subida podemos determinar a razao entre a altura e o percurso, que
serd um numero indicado por ki, ao qual chamaremos de sen «.
altura

seny = —
percurso

Em qualquer subida podemos determinar a razao entre o afastamento e o per-
curso, que sera um numero indicado por ks, ao qual chamaremos de cos .
afastamento

COS ¥ =
percurso

Em qualquer subida podemos ainda determinar a razao entre a altura e o afas-
tamento, que sera um numero indicado por k3. Usaremos entao a palavra tangente para

associar essa razao a medida do angulo.

altura

tga = ———
& afastamento

E importante salientar que sen «;, cos « e tg a dependem exclusivamente do angulo

a. Isso sera facilmente verificado na proxima secgao.
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4.1 O seno, cosseno e tangente por semelhanca de
triangulos

Tomando um angulo agudo qualquer de medida «, e a partir dos pontos A, C,
E, G etc., da semirreta 6_}, as perpendiculares AB, CD, EF, GH, etc., a semirreta O—J}

teremos os infinitos triangulos retangulos que possuem o angulo de medida a. Observe

alguns desses triangulos na Figura 4.5:

Figura 4.5: Infinitos triangulos

0 B D F H J

Fonte: O autor, 2019

Note que os triangulos OAB, OCD, OFF e OGH sao semelhantes. Dessa forma,
a razao entre dois lados quaisquer de um deles ¢é igual a razao entre os lados correspon-

dentes dos outros, ou seja:

BA DC FE HG

OA-0C O0E _og M
OB _OD _OF _0oH _,
OA  OC OE o0G 7
BA _DC _FE _HG _,

3

OB OD OF OH

Observe que as constantes ki, ko e k3 dependem exclusivamente da medida do
angulo «, e nao das medidas do triangulo escolhido para obté-las. Esses infinitos triangulos
retangulos que possuem o mesmo angulo de medida « sao todos semelhantes entre si e as
constantes k1, ko e k3 podem ser obtidas, de maneira analoga, a partir de qualquer um

deles. Veja a Figura 4.6:
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Figura 4.6: Triangulo retangulo

medida do cateto oposto a «
1 =

medida da hipotenusa

Cateto medida do cateto adjacente a a
oposto a a 2

medida da hipotenusa

medida do cateto oposto a «

T T k - -
Cateto adjacente a a * 7 medida do cateto adjacente a a

Fonte: O autor, 2019

As razoes trigonométricas kq, ko e ks sdo chamadas respectivamente de: seno do
angulo « (sena), cosseno do angulo a (cosa) e tangente do angulo a (tga) conforme

Figura 4.7:

Resumindo temos:

Figura 4.7: Triangulo retangulo

Cateto oposto b
sena = — =
Hipotenusa a
a Cateto adjacente ¢
b cosa = - =-
Hipotenusa a
a Cateto oposto b
¢ ' tga = - = -
Cateto adjacente ¢

Fonte: O autor, 2019

4.2 Relacoes importantes que acontecem no triangulo
retangulo
4.2.1 Relacoes entre seno, cosseno e tangente de um angulo

agudo

Teorema 4.2.1. Dado um angulo agudo de medida o, tem-se que:
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Demonstracgao 4.2.2. Conforme a Figura 4.8, ao construir um angulo agudo de medida

a e tragando uma perpendicular a um dos lados do angulo, temos:

Figura 4.8: Teorema 4.2.1

\o

a o

Fonte: O autor, 2019

Vamos calcular o sena e o cosa e efetuar o quociente entre eles. Vejamos:

b

sena

cosa ¢

a

Concluimos que,
sen «
tga =

cos «

4.2.2 Relacao fundamental no tridngulo retangulo

Teorema 4.2.3.

sen’a + cos? a = 1

Demonstragao 4.2.4. Consideremos um angulo o de vértice C' e um triangulo retangulo

BAC, retangulo em A, como mostra a Figura 4.9:
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Figura 4.9: Teorema 4.2.3

B c A
Fonte: O autor, 2019

Lembrando o teorema de Pitdgoras, a*> = b* + ¢, temos:

) ) _(b>2 <C>2_b2—|—62_a2_
sen“a +cos"a = | — +(—-] = = — =1

Portanto,

2

sena + cos?a = 1

4.2.3 Os angulos complementares do triangulo retangulo

Como ja sabemos que a soma dos angulos internos de um triangulo qualquer mede
180°, entao em um triangulo retangulo, os dois angulo agudos sao sempre complementares

pois dois angulos agudos « e 8 sao complementares se, e somente se, o + 3 = 90°.

Teorema 4.2.5. Se a e 8 sao complementares a+ = 90°, sen a = cos B e cosa = sen [3,
além disso tga = —.
tg f

Demonstragao 4.2.6. Conforme a Figura 4.10, o e 3 sao complementares.

Figura 4.10: Teorema 4.2.4

B c A
Fonte: O autor, 2019
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Assim temos que:

b

sena = — e cosff = — = sena = cos
a a

c c
cosa=— e sen = — = cosa = sen f3
a a

b c 1
tga=-ctgf=-=>tga=—
c b tg B

Dessa forma, provamos que:

Se dois angulos agudos sao complementares, entao o seno de um deles € igual ao
cosseno do outro, além disso, a tangente de um é sempre igual ao inverso da tangente do
outro.

Com essa demonstracao podemos ainda salientar que conhecendo-se as razoes

trigonométricas de um angulo agudo o passamos a conhecer imediatamente as razoes

trigonométricas dos angulos complementares 3 e vice-versa.

4.3 Aplicacoes das razoes trigonométricas

4.3.1 Razoes tridonométricas especiais

E importante conhecer o seno, cosseno e a tangente de alguns angulos conhecidos
como angulos especiais. A notoriedade desses angulos se da pelo fato deles aparecerem
em duas figuras geométricas notaveis: o triangulo retangulo isésceles, que aparece no qua-
drado, e o triangulo equilatero. A conclusao desse conhecimento permitira a organizagao
dessas razoes especiais numa tabela de dupla entrada muito famosa e que é muito utilizada

nas escolas ja a partir do Ensino Fundamental ao final da secao.

O angulo de 45°

Vamos considerar um quadrado ABC'D de lado L e o triangulo retangulo ABC,
destacado do quadrado, na Figura 4.11.
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Figura 4.11: Quadrado ABCD e Triangulo ABC' destacado

D L A
450
L d L
45° ]
C L B C

Fonte: O autor, 2019

Pelo Teorema de Pitagoras, a medida d vale L2 como visto anteriormente.
Observe agora o triangulo ABC' destacado na figura onde vamos aplicar as razoes trigo-

nométricas no angulo de 45° e concluir seus valores.

sen45° = — —L'Q—\/—E
a2 V2 V22
osdze = O L V2 V2
a2 V2 V22

Assim concluimos que:

|
[\)
[\

sen 45° = cos45° = \/7— tg45° =

O angulo de 30° e 60°

Vamos considerar um triangulo equildtero ABC' de lado L e altura h e, ao seu

lado, o triangulo retangulo AMC' destacado conforme Figura 4.12.
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Figura 4.12: Triangulo ABC e AMC

A A
30°
L h L L_\E -
2
1] m 507
B M cC ; C
I 2

Fonte: O autor, 2019

Observe que os triangulos ABM e AC'M sao congruentes, pois sao retangulos

e possuem um cateto em comum (h) e as hipotenusas com mesma medida (L).

isso podemos concluir que BM = CM = % e a medida do angulo £ BAM ¢ igual a

medida do angulo Z CAM. Como sabemos que os angulos internos de um triangulo

equilatero medem 60° temos que / BAM = / CAM = 30°. Pelo Teorema de Pitagoras,

Com

a medida h vale %5 Aplicando agora as razoes trigonométricas no triangulo retangulo
AMC' destacado nos angulos de 30° e 60°, temos:

sen 30° =

a
30— 2__ L V3_V3
a3 V3 V3 3

2

Observe que 60° é o complemento de 30°, logo:

V3

sen 60° = cos 30° = —

2
1
cos 60° = sen 30° = 3
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sen 60°

tg 60° =
& cos 60°

Tabela de angulos especiais

DN | —(DD
el

>

Essas razoes trigonométricas especiais podem ser organizadas como mostrada na

tabela 4.1 a seguir:

Tabela 4.1: Angulos especiais

Razdo / Angulo || 30° | 45° | 60°
1 | V2] V3
seno - | = | =

2 2 2

V31 V2|

€oSseno — | — | =

2 2 2

3

tangente % 1 \/3

Fonte: O autor, 2019

4.3.2 Leil dos cossenos

Uma aplicacao das propriedades estudadas no triangulo retangulo permite, a

partir do conhecimento das medidas de alguns elementos, conhecer as medidas de todos

os outros elementos. E bem verdade que a féormula da lei dos cossenos, a qual sera

demonstrada abaixo, nasce gracas ao Teorema de Pitdgoras e gragas a aplicacao das

razoes trigonométricas no triangulo retangulo.

Definicao 4.3.1. Em qualquer triangulo retangulo, o quadrado de uma lado € igual a

soma dos quadrados dos outros dois lados, menos o duplo produto desses dois lados pelo

cosseno do angulo formado por eles.
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Demonstracao 4.3.2. 1° Caso: Seja ABC um triangulo com B < 90°.

Considere um triangulo ABC. Tracamos uma reta perpendicular, partindo do
vértice A com comprimento h dividindo o lado BC' nas medidas m e ¢ — m conforme
Figura 4.15:

Figura 4.13: Triangulo ABC

Fonte: O autor, 2019

Observando a Figura 4.14, a sequir, teremos como resultado dois triangulos retangulos

dentro do triangulo maior.

Figura 4.14: Lei dos cossenos

Fonte: O autor, 2019

Vamos aplicar o Teorema de Pitagoras nos dois triangulos:
Triangulo ABH :

v’ = h? +m?

b2 —m?

h2
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Triangulo ACH

a?> = h? + (¢ —m)® . Observe que h? = b* — m?
a* =b* —m® + & — 2em + m?
a® = b+ c* — 2em

m .
Observe que cos a = 0’ =m =0b-cosa, Entdao:

a’? =b%>+ 2 — 2bc - cos

A lei dos cossenos pode ser utilizada para obter comprimentos de lados ou medidas
dos angulos desde que que sejam conhecidas trés das quatro varidveis em qualquer uma
das equacaoes.

Observe que para o = 90° o Teorema de Pitdgoras passa a ser um caso particular

da lei dos cossenos, pois:

cos (180% — ) = — cos v
cos (180% — 90°) = — cos 90°
cos 90° = — cos 90°

Ou seja, essa expressao cos 90° = — cos 90° so € verdadeira se o cos 90° = 0.
2° caso: Seja ABC um triangulo com 90° < B < 180°.

Considere um triangulo ABC. De maneira andloga ao primeiro caso, tracamos
uma reta perpendicular, partindo do vértice C' com comprimento h interceptando o pro-

longamento do lado AB no ponto D conforme Figura 4.15:

Figura 4.15: Triangulo ABC

Fonte: O autor, 2019
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Assim, dessa forma, temos a medida DC = ¢+ m. Observe na Figura 4.16, que

teremos como resultado dois triangulos retangulos: o triangulo CDA e o triangulo CDB.

Figura 4.16: Lei dos cossenos

c+m

Fonte: O autor, 2019

Vamos aplicar o Teorema de Pitdgoras nos dois triangulos:

Triangulo CDA:

62:h2+m2
hQZbQ_mZ

Triangulo CDB:

a? = h? 4 (c+m)® . Observe que h? = b* — m?
a’> =0 —m?+ 2+ 2em +m?
A =0+ +2em

Temos que:

cos (180% — ) = — cos v

Observe que cos (180° — o) = % = m = bcos(180° — a) = m = —b - cosa.
Entao:

a? =b%>+ % — 2bc - cos
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Observagao: Se, de maneira analoga, baixarmos o segmento de reta perpendicular
de comprimento h a partir do vértice do angulo B ou C, podemos deduzir as outras duas

partes da Lei dos Cossenos:

b? = a® + ¢ — 2ac - cos 2 =a®>+b*—2ab-cosa

4.3.3 Lei dos senos

Definicao 4.3.3. Em qualquer triangulo, o quociente entre cada lado e o seno do angulo

oposto € constante e igual a medida do diametro da circunferéncia circunscrita.

Demonstracao 4.3.4. Considere ABC um triangulo qualquer, inscrito numa circun-
feréncia de raio R. Por um dos vértices do triangulo (B), tracemos o diametro corres-

pondente BA! e liguemos A" com C'. Conforme Figura 4.17:

Figura 4.17: Lei dos Senos

A

Fonte: O autor, 2019

Sabemos que A = A’ por determinarem na circunferéncia a mesma corda BC. O
triangulo A’BC' € retangulo em C' por estar inscrito numa semicircunferéncia.

Observe que:

a

2R

a
A= =qg=2R-senA -
Sen 2R a Sen :>S€?”LA

Analogamente, ao tracarmos pelos dois outros vértices do triangulo o diametro

correspondente, também encontraremos:
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b c
=2R e =2R
senB senC'
Dessa forma, podemos concluir que:
a b c
= = =2R=2R
senA  senB  senC
4.3.4 Trés teoremas
Teorema 4.3.5. Em qualquer triangulo, valem as relagoes sequintes:
a=b-cosC +c-cosB
b=a-cosC+c-cosA
c=b-cosA+a-cosB
Demonstragao 4.3.6. Apenas apresentaremos a prova da primeira delas. As outras

duas sao andlogas:

1° caso: Seja ABC um triangulo com B < 90° ¢ C < 90° representado na
Figura 4.18:

Figura 4.18: Triangulo ABC' - Teorema 4.3.5 - Caso 1

A

d

Fonte: O autor, 2019
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No triangulo ABD, que € retangulo: BD = ¢ - cos B
No triangulo ADC, que é retangulo: DC = b - cos C
Entao:

a=DC+BD=b-cosC +c-cosB

2° Caso: Seja ABC um triangulo com 90° < B < 180° ou 90° < C' < 180°

representado na Figura 4.19 a sequir:

Figura 4.19: Triangulo ABC' - Teorema 4.3.5 - Caso 2

Fonte: O autor, 2019

No triangulo ABD, que € retangulo: BD = ¢ - cos (180° — B No triangulo ADC,
que € retangulo: DC =b - cos C' Entao:

a=DC—BD=b-cosC —c-cos(180° — B) .. observe que: cos (180° — a) = — cos
a=b-cosC+c-cosB

Teorema 4.3.7. Em qualquer triangulo, a drea € igual ao semiproduto de dois lados

multiplicado pelo seno do angulo que eles formam.

Demonstragao 4.3.8. 1° Caso: Seja ABC um tridngulo com A < 90° conforme Figura
4.20.
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Figura 4.20: Triangulo ABC - Teorema 4.3.7 - Caso 1

B

b

Fonte: O autor, 2019

No triangulo ADB, que € retangulo, temos: DB = ¢ - sen A. Entdo:

_AC-DB _b-c
- 2 )

-sen A

S

2° Caso: Seja ABC um triangulo com 90° < A < 180°. Conforme Figura 4.21.

Figura 4.21: Triangulo ABC - Teorema 4.3.7 - Caso 2

A b C

Fonte: O autor, 2019

~

No triangulo ADB, que € retangulo, temos: DB = ¢ -sen (180° — A). Entao:
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_AC-DB _b-c

-sen A
2 2

S

Observagao: Analogamente, provamos que:

b .
S:aT~senC
S:aT'c-senB

Teorema 4.3.9. Em qualquer triangulo, a drea € iqual ao produto dos trés lados dividido

pelo quddruplo do raio da semicircunferéncia circunscrita.

Demonstracao 4.3.10. De acordo com a lei dos senos, temos:

a

. a
- =2R=senA = — 4.1
senA 2R (4.1)

Pelo teorema anterior, temos:

S = % -sen A (4.2)

Substituindo 4.1 e 4.2, temos:

a-b-c
4R




Capitulo 5

Curiosidades e demonstracoes

utilizando o triangulo retangulo

Este capitulo apresenta uma curiosidade e duas demonstracoes especiais onde
se utiliza o Triangulo Retangulo como elemento elucidativo e comprovador de relacoes
matematicas conhecidas e importantes no ensino bésico. Aqui o objetivo é mostrar na
pratica o quao importante é conhecer as propriedades e suas funcionalidades. A se¢ao 5.1
traz uma curiosidade importante no estudo de Geometria no Ensino Médio. J4 as secoes
5.2 e 5.3 trazem demonstragoes um pouco mais sofisticadas. A proposta é enriquecer o
aprendizado. Os conceitos e demonstracoes desse capitulo foram baseados nas referéncias
[10], [12] e [28].

5.1 Triadngulo inscrito na semicircunferéncia

Na revisao de geometria foram abordados os temas angulo inscrito e angulo cen-
tral, onde vimos que todo angulo inscrito na circunferéncia mede a metade do angulo

central correspondente ao mesmo arco AB. Observe a 5.1:

84
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Figura 5.1: Angulo inscrito - Angulo central

Fonte: O autor, 2019

Observe que:

ou AOC = 2- ABC

Abrindo o angulo central AOC' até que ele se torne um angulo raso (180°), o
angulo inscrito ABC se torna um angulo reto (90°), nao importando onde esteja o vértice

B sobre a circunferéncia conforme a Figura 5.2.
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Figura 5.2: Triangulo retangulo inscrito

Fonte: O autor, 2019

Por essa razao, podemos afirmar que todo triangulo inscrito em uma semicircun-
feréncia onde um de seus lados coincide com diametro ¢ um triangulo retangulo conforme

ilustrado na Figura 5.3.

Figura 5.3: Triangulos retangulos inscritos

Fonte: O autor, 2019
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5.2 O triangulo retangulo e as trés médias

A desigualdade das médias afirma que, dado um conjunto de nimeros positivos,
a média aritmética M.A. desses nimeros serda sempre maior ou igual a média geométrica
M.G. desses nuimeros e, que por sua vez, a média geométrica desses niimeros sera sempre
maior ou igual a média harmonica M.H. desses nimeros.

Vamos entao mostrar para dois nimeros, através do triangulo retangulo, a cor-

respondéncia geométrica dessa afirmacao.

1. Média Aritmética (a,b)
Para representar a média aritmética vamos considerar os nimeros positivos a e b
representados pelas medidas das projecoes de um triangulo retangulo de altura h
inscrito numa semicircunferéncia conforme a Figura 5.4.
Figura 5.4: Triangulo retangulo e a média aritmética

A

B~ a

Fonte: O autor, 2019

Observe que a hipotenusa do triangulo retangulo ABC, dada pelo segmento BC
coincide com o diametro d da semicircunferéncia cuja medida é dada por a + b.

Temos que:

d=a+b
2r=a-+5b
a-+b
7”:
2

Portanto, o raio é a média aritmética dos ntimero a e b.

M.A(a, b)=r
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2. Média Geométrica (a,b)

Vamos agora representar a média geométrica utilizando o mesmo triangulo retangulo
ABC inscrito na mesma semicircunferéncia do caso anterior e vamos, mais uma vez,
considerar os numeros positivos a e b representados pelas medidas das projecoes

desse triangulo conforme Figura 5.5:

Figura 5.5: Triangulo retangulo e a média geométrica

= ¢ .

Fonte: O autor, 2019

Observe que, uma das relagoes métricas estudada nas demonstracoes diz que a altura
de um triangulo retangulo, elevada ao quadrado, serd igual a multiplicacao de suas

projecoes. Portanto:

h2=a-b
h=va-b

Dessa forma, podemos concluir que a altura é a média geométrica dos nimeros a e
b.

M.G.(a, b)=h

3. Média Harmonica (a,b)

Agora, por fim, vamos representar a média harmonica. Para isso, vamos manter a
semicircunferéncia, conservar as mesmas medidas iniciais a e b e a altura h repre-
sentado pelo segmento AFE. Considere o centro O desta semicircunferéncia e trace
o segmento OA, que tem medida r. Em seguida, vamos tracar um segmento F'E

perpendicular ao raio (r), conforme esquema apresentado na Figuras 5.6:
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Figura 5.6: Construgao para média harmonica

A A

a o E b oC BY

Fonte: O autor, 2019

Observe que temos trés triangulos retangulos semelhantes, AOFE, AEF e EOF.
Vamos nos limitar a observar os triangulos AEF e AOF, e em particular o segmento
AF = k. Como AEF ~ AOFE, temos que:

AF AE

AE A0
k- h
h r
h2
k=—

. . : 9 a+b :
Aqui vamos lembrar que nas representacoes anteriores, h* = a-ber = . Assim:

b a-b B 2ab
a+b  a+b

2

Entao, podemos concluir que k é a média harmonica dos niimeros a e b.

M.H.(a, b) =k
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Conclusao

Mostramos que a média aritmética dos ntmeros a e b corresponde ao raio r da
semicircunferéncia que construimos utilizando a e b como projegoes do triangulo retangulo
ABC e a soma a + b sendo o diametro. Vimos ainda que a média geométrica entre
os numeros a e b corresponde ao segmento AF, que chamamos de h, por ser a altura
do triangulo retangulo ABC' inicial ja citado. E, por fim, também vimos que a média
harmonica entre os numeros a e b é igual ao segmento AF representado por k. Observe

entao a Figura 5.7.

Figura 5.7: Conclusao das trés médias

E

Fonte: O autor, 2019

Observando o triangulo retangulo AOE sabemos que a hipotenusa AO = r, maior

lado do triangulo retangulo, sempre serd maior que o cateto AE = h. Portanto:

r>h=MA > MG.

Agora, ao observar o triangulo retangulo AEF' percebemos, analogamente, que a

hipotenusa AE = h, maior lado do triangulo retangulo, sempre sera maior que o cateto
AF = k. Portanto:

h>k= MG > M.H.

Observe pela Figura 5.8 que vale a igualdade » = h e h = k apenas se se a = b.
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Figura 5.8: Caso das igualdades das médias

Fonte: O autor, 2019

Assim, podemos concluir geometricamente que:

M.A > MG. > M.H.

5.3 Foérmula da adicao de arcos

No ensino médio, no estudo do ciclo trigonométrico, algumas transformacoes tri-
gonométricas sao estudadas e, na grande maioria das vezes, nao muito bem compreendida
pelos alunos. Se tornou comum decorar utilizando algumas mtsicas ou poesias bem conhe-
cidas, mas na esséncia o aluno nao sabe de onde veio e por que essas formulas funcionam.
Nosso objetivo aqui é mais uma vez mostrar a importancia do triangulo retangulo, a
sua comum aparicao e o fundamental conhecimento de propriedades para entendimento
transversal de alguns conteidos de matematica. Por isso, agora demonstrar as férmulas
de adigao de arcos utilizando triangulos retangulos. Vamos determinar as férmulas para o
cosseno e o seno da soma e da diferenca de dois angulos. Faremos a demonstragao apenas
no caso em que os angulos a e 3 sao positivos e menores que 5. O caso geral reduz-se
a este bastando, para isso, considerar a simetria e a redugao ao primeiro quadrante no
ciclo trigonométrico. Vamos considerar um quarto do circulo unitario conforme segue

representado na Figura 5.9:
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Figura 5.9: Um quarto de circulo de raio 1em

4 A
__\_‘_\_‘-‘\"H.
i E“_',
T,
. P
C'-T
<
p ; [ i
‘o |i . - r il P—.

X -t

Fonte: O autor, 2019

Para isso, tragamos o segmento OB’, que forma com o eirzo x um angulo a e
o segmento OC que forma com o segmento OB’ um angulo 5. Em seguida baixamos a
perpendicular de C' em relagao ao eixo x o interceptando no ponto que chamamos de A
e outra perpendicular de B’, também em relacao ao eizo x o interceptando no ponto que
chamamos de B. Por fim, tragamos o segmento pontilhado C'B’ que é perpendicular ao
segmento OB’ e tracamos o segmento A’ B/ que é paralelo ao eizo x, com A’ no segmento
AC'. O comprimento de OC é igual a 1 pois ele é o raio do circulo unitario.

Chamaremos o ponto de intersecao dos segmentos OB’ e AC de C’. Vamos entao
chamar o angulo OC1A de . E facil observar que a+ v = 90° pois sao os angulos agudos
do triangulo retangulo. O angulo B'C'Ar = OC7A também mede ~ pois sao opostos pelo
vértice. E possivel ainda observar que os tridngulos OC’A e B'C’ A’ sao semelhantes pois
ambos sao retangulos em A e A’, respectivamente, e possuem um angulo de medida ~y
ja verificados, portanto podemos concluir que o angulo A’ B'C’ mede a. Como o angulo
CB'C' é reto por construgao, e ja sabemos que a + vy = 90°, entao o angulo CB'A’ mede
~. Assim concluimos que o angulo A’ CB s6 pode medir «, pois um dos angulo agudos
do triangulo retangulo C'B’A’ mede 7. A partir dessa figura iremos deduzir as formulas
de adigao para cosseno e seno.

Entao, vamos considerar a partir da Figura 5.9 os triangulos OB'C' e OBB’ em

destaque na Figura 5.10.
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Figura 5.10: Adicao de arcos

s g - -

>
£

o E . o

Fonte: O autor, 2019

Considerando o triangulo retangulo OB'C":

B'C
sen f§ = = B'C =senfs
) oB’
cos B = = OB’ = cos 3
Considerando o triangulo retangulo OBB':
BB BB
senqa = =
nd OB" cosfp
BB’ =sena - cos 3
e
OB OB
cosa = =
OB cospf

OB = cosa - cos 3

Vamos considerar agora, conforme Figura 5.11, os triangulos OAC e A’B'C em
destaque:
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Figura 5.11: Adicao de arcos

[ 1

Fonte: O autor, 2019

Considerando o triangulo retangulo OAC:

Sen(oz—i-ﬁ):%éAC’:sen(a—l—,@)

cos(oz+ﬁ)=OTA:>OA:cos(a+ﬁ)

Considerando o triangulo retangulo A’B’'C"

A'B" AP
B'C  senf

A'B' =sena -senf3

sen o =

AC  AC
B'C senf
A'C =senf3 - cosa

cos o =

Para concluir, observe a Figura 5.12 a seguir e as dedugoes a seguir.
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Figura 5.12: Adicao de arcos

A

p f i \
@ wl i .

Fonte: O autor, 2019

Sabemos que:

OA=0B - AB .. Observe que: AB= A'B’
OA=0B—-A'B

cos (a4 ) = cosa - cos 5 —sena - sen 8

AC = AA'+ A'C .. Observe que: AA' = BB’
AC = BB'+ A'C
sen (o + ) =sena - cos f + sen - cosa

Observagao: Como cos (—f3) = cos 3 e sen (—f3) = —sen 3, entao:

cos (. — ) = cos (a+ (—f)) = cosa - cos (—f) — sen « - sen (—[3)

cos (o — ) = cosa - cos f + sen « - sen [3

sen (v — B) =sen (a+ (—f)) = sena - cos (—f) + sen (—f) - cos «
sen (a« — 8) = sen« - cos § — sen 3 - cos «

Dessa forma, concluimos que:

sen (o + ) = sen« - cos f + sen - cosa
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sen (o — 8) =sena - cos f — sen 3 - cos a
cos (¢ + ) = cosa - cos B —sen« - sen 3
cos (a — ) = cosa - cos B+ sen« - sen 3

De forma imediata, concluimos também as férmulas de arco duplo:

sen (o + a) = sen 2 = sen «v - CoS & + Sen & - Cos &

sen 2o = 2 -senq - cos o

cos (v + @) = cos2cx = oS v - COS (@ — Sen @ - sen

cos 2o = cos? o — sen’a



Capitulo 6

Na Perspectiva da BNCC

Este capitulo tem como objetivo fortalecer as habilidades EFO9MA13, EFO9MA 14
e EM13MAT308 da BNCC que estao diretamente ligadas ao Triangulo Retangulo. Esse
objetivo sera alcancado em duas secoes: A primeira, a secao 6.1, abordara a resolucao de
problemas que, ao ter como prioridade a construcao do conhecimento pelo fazer pensar,
¢ fundamental para auxiliar o aluno na apreensao dos significados e por isso vai apre-
sentar questoes que envolvem algumas propriedades e teoremas estudados ao longo deste
trabalho. E essencial saber utilizar na pratica os conhecimentos tedricos. Por isso as
questoes aqui apresentadas buscam provocar essa interagao através de demonstragoes,
andlise, interpretacao e, sobretudo, calculo. A segunda, a secao 6.2, apresenta uma
sequéncia didatica voltada exclusivamente para a demonstracao das Relacoes Métricas
do Triangulo Retangulo, inclusive o Teorema de Pitagoras. As duas sec¢oes, em grande

parte, estao baseadas nas referéncias [18] e [27].

6.1 Resolucao de Problemas

1. A Figura 6.1 mostra dois quadrados de lados b e ¢. Use areas para uma outra

demonstracao do Teorema de Pitagoras.

97
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Figura 6.1: Resolugao de Problemas 1

Fonte: [18, p. 8§]

Resolugao:

Os triangulos ABE e EC'D sao congruentes e o angulo AED é reto conforme mostra

a Figura 6.2 a seguir.

Figura 6.2: Resolugao de Problemas 1

ﬁ T
. A o
... a.-
B [ c
: b

Fonte: O autor, 2019.

O trapézio ABC'D esta dividido em trés triangulos: ABE, AED e ECD. Somando

essas areas temos:

(b—i—c)(b—i—c):@ 2 be

+ 4+
2 2 2 2
b? + 2bc + ¢ = be + a® + be
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v+ =a?

2. Presume-se através de historiadores que a demonstragao original do Teorema de
Pitégoras foi usando areas. Utilize os dados numéricos da Figura 6.3 onde temos no
esquema, dois quadrados de mesma area, e prove o Teorema de Pitadgoras mostrando
que a® = 6% + 3% = 45.

Figura 6.3: Resolucao de Problemas 2

6 3 6 3

Fonte: O autor, 2019.

Resolucao:

2

Inicialmente observe, através da Figura 6.4 que a® é a medida da area quadrado

menor nao sombreado no primeiro quadrado. O que iremos mostrar é essa area é

igual a soma dos dois quadrados de lados 6 e 3 do quadrado em sequéncia.

Figura 6.4: Resolucao de Problemas 2

6 3 6 3

Fonte: O autor, 2019.
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Como os quadrados possuem mesma area com lados medindo 9, entao:

Area 1 = Area 2

%-4+a2:62+32+6-3+6-3
9-4+a*>=6>+3*+18+18
a* = 6% + 3
a® =45

3. O quadrilatero ABCD da Figura 6.5 a seguir tem diagonais perpendiculares. Sa-
bendo que AB =8, BC = 20, e CD = 25, calcule a medida AD.

Figura 6.5: Resolucao de Problemas 3

St L e L L L L L LD e P EEEDE TRt 1=

Fonte: O autor, 2019.

Resolugao:

Embora existam outras maneiras de resolver esta questao, nao tao simples, a ideia
aqui é facilitar tentando aplicar uma propriedade estudada na secao 2.3.3 Para isso,
tragaremos duas paralelas ao segmento AB, uma passando pelo ponto B e outra

passando pelo ponto D. Em seguida, de maneira andloga, tracamos duas paralelas
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ao segmento BD, uma passando pelo ponto A e outra passando pelo ponto C'. Como

mostra a Figura 6.6 a seguir.

Figura 6.6: Resolucao de Problemas 3

20

25

Fonte: O autor, 2019.

Além disso chamaremos de K o ponto de encontro das diagonais. Observe que temos
um retangulo PQRS formado pelo encontro das paralelas. Dentro desse retangulo
PQRS podemos perceber mais quatro retangulo menores PBK A, BQCK, KCRD
e AKDS com diagonais respectivamente iguais a 8, 20, 25 e AD. Como sdo
retangulos podemos concluir que AB = KP, BC = KQ,CD = KR e AD = KS.

Observe que podemos utilizar uma propriedade importante ja estudada. Temos

um ponto K no interior do retangulo PQRS e assim, sabemos pelo Teorema de

Pitagoras que:

KP +KR =KQ +K&S
8249252 =202+ K9
KS® = 625 + 64 — 400

KS = 289
KS = V289
KS =17

Logo,



6.1 Resolucao de Problemas 102

4. (O problema de Hipdcrates) Observando a Figura 6.7, é possivel descobrir a soma
das areas hachuradas A + B? O Teorema de Pitagoras pode nos ajudar a resolver

esse problema?

Figura 6.7: Resolucao de Problemas 4

Fonte: O autor, 2019.

Resolucao:

Observe que esse é um problema que, inicialmente, e talvez sem o conhecimento
de uma importante generalizacao, pode ser resolvido efetuando alguns calculos ma-
temdticos comuns. Se aplicarmos o Teorema de Pitadgoras no triangulo retangulo
ABC, é facil encontrar o valor de lado BC'. Veja:

BC® = AB® + AC”
BC" =6+ 8§
BC” =36+ 64 = 100
BC = V100
BC =10
Conforme a Figura 6.8 a seguir, podemos perceber que a regiao de drea A (linula)
somada a regiao de drea x corresponde a regiao do semicirculo com diametro sobre

o cateto AB do triangulo retangulo possui area 97”. De forma analoga a regiao de

area B (linula) somada a regiao de area y corresponde a regiao do semicirculo com
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16m

diametro sobre o cateto AC' do triangulo retangulo possui drea =*. E a area do

triangulo ABC' é 24. Observe:

Figura 6.8: Resolucao de Problemas 4

Fonte: O autor, 2019.

Dessa forma:

. 9
AreaA—i—x:?W

) 16
AreaB—}—y:TW

Area T = 24

Efetuando a soma das equagoes temos:

97 16
A+B+($+y+T):§+T7T+24

25T

24
2+

A+B+(x+y+T)=

Observe que a drea (z+y+ T) corresponde a drea a regiao do semicirculo com

25T
diametro sobre a hipotenusa BC do triangulo retangulo possui area - Entao

temos:

257 25

A+B+ 20 =20 Loy
> " 2
A+ B =24

Portanto as areas das lunulas A + B é igual a 24.
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Entao o nosso problema proposto no inicio deste topico poderia ser resolvido de
maneira mais rapida. Observe agora sem valores a Figura 6.9 a seguir e vamos

tentar aplicar a generalizacao do Teorema de Pitagoras.

Figura 6.9: Resolugao de Problemas 4

Fonte: O autor, 2019.

Como circunferéncias sao sempre semelhantes e de acordo com a generalizagao do
Teorema de Pitagoras temos que a area do semicirculo construido sobre a hipotenusa
BC' é igual a soma dos semicirculos construidos sobre os catetos AB e AC' que tem

areas A+ x e B + y respectivamente. Temos entao:

C=(A+2z)+(B+y) (6.1)

E f4cil perceber que o semicirculo construido sobre a hipotenusa BC' projetado sobre
o triangulo ABC' tem érea (x +y + 1)) que é igual a drea C' mostrado na figura.

Entao temos que:

C=@x+y+T) (6.2)

Substituindo 6.2 em 6.1 temos:

(x+y+T)=(A+2z)+ (B+y)
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A+B=T

Concluimos que a area A + B inicialmente procurada poderia ter sido encontrada
aplicando a generalizacao do Teorema de Pitagoras e ¢é igual a area T' do triangulo
retangulo ABC.

5. O angulo de elevagao do pé de uma arvore a 50m da base de uma encosta ao topo
da encosta é de 60°, conforme Figura 6.10. Que medida deve ter um cabo que ligue

o pé da arvore ao topo da encosta?

Figura 6.10: Resolucao de Problemas 5

Resolugao:

Observamos na Ilustragao 6.10 que é possivel identificar o triangulo retangulo re-

presentado na Figura 6.11.

Figura 6.11: Resolucao de Problemas 5

1

50m

Fonte: O autor, 2019.
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Pela figura temos:

50: medida do cateto adjacente ao angulo de 60°
x: medida da hipotenusa

50 1 50
cosb)° = — = — = — =z =100
x 2 T

Logo, a medida do cabo deve ser 100 m.

6. Uma empresa de fornecimento de energia, ao instalar a rede elétrica numa fazenda,
precisou colocar dois postes em lados opostos de um lago para permitir a passagem
da fiagao. Com isso surgiu um pequeno problema: para fazer o projeto da rede,
seria necessario saber a distancia entre os postes, e a presenca do lago impedia a

medicao direta dessa distancia, conforme mostra a Figura 6.12.

Figura 6.12: Resolucao de Problemas 6

o -

(a) Um dos engenheiros posicionou-se em um local onde era possivel visualizar os
dois postes e medir a distancia entre eles. Com um aparelho apropriado, ele
mediu o angulo entre a linha de visao dele e os postes, obtendo 120°. Um
auxiliar mediu a distancia entre o engenheiro e o poste mais afastado e obteve
100m; um outro auxiliar mediu o angulo entre a linha do poste mais proximo
do engenheiro e a linha entre os postes, obtendo 45°. Com essas informagoes,
o engenheiro sorriu. Ele ja conseguiria calcular a distancia entre os postes.

Portanto, qual essa distancia?
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Resolugao:

Para resolucao tomaremos como base a Figura 6.13 a seguir que representa o

esquema do problema em questao.

Figura 6.13: Resolucao de Problemas 6

455"

B

Fonte: O autor, 2019.

Aqui podemos utilizar a lei dos senos, onde:

00 d 100 _ d
sen45°  sen 120° V2 V3
2 2

dv2 = 100V3
g 100v3 V2
V2 V2

~ 100v6
2

d =50V6 = 122,47 m

d

Entao, a distancia entre os postes é de aproximadamente 122,47 m.

(b) Imagine que encontrado alguma dificuldade para obter o angulo de 45°, ou
mesmo que nao quisesse obté-lo, o engenheiro poderia ter pedido ao seu segundo
auxiliar que medisse a distancia do local onde ele estava até o poste mais
proximo. Assim, além do valor do angulo (120°) que o engenheiro ja havia

medido e a distancia (100 m) entre o poste mais afastado e ele, o engenheiro
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teria obtido a nova distancia, de 36,60 m, entre o poste mais proximo a ele.
Essas informagoes também permitiriam calcular a distancia desejada. Calcule

essa distancia.

Resolugao:

Para resolugao tomaremos como base a Figura 6.14 que representa o esquema

do novo problema agora em questao.

Figura 6.14: Resolucao de Problemas 6

0
L

36,60

Fonte: O autor, 2019.

Diante das informacoes oferecidas pela questao, aqui podemos agora aplicar a

lei dos cossenos, onde:

d* = 100 + (36,6)° — 2 - 100 - 36,6 - cos 120°
d? = 10000 + 1339, 56 — 7320 - (—%)
d? = 10000 + 1339, 56 + 3660
d*> = 15000

d = 122,47



6.2 Sequencia Didatica 109

6.2 Sequéncia Didatica

A DEMONSTRACAO COMO FERRAMENTA DE APRENDIZAGEM DAS
RELACOES METRICAS DO TRIANGULO RETANGULO

Contetdo:

Relagoes Métricas no Triangulo Retangulo e Teorema de Pitagoras.

Habilidades da BNCC:

EF09MA13 - Demonstrar relagoes métricas do triangulo retangulo, entre elas o

Teorema de Pitagoras, utilizando, inclusive, a semelhanga de triangulos.

Objetivos especificos:

1. Analisar casos de semelhanca de triangulos e aplicar a propriedade de semelhanca.
2. Utilizar ferramentas algébricas para realizar as demonstragoes.

3. Realizar a demonstracao das relacoes métricas no triangulo retangulo e, dentre elas,

o Teorema de Pitagoras.

Ano: 9° ANO

Tempo estimado: Trés aulas

Duragao: Foram estipuladas trés aulas de 50 minutos. Essa escolha foi feita
sabendo que a construcao dos conhecimentos pedidos em cada atividade pode levar mais

de uma aula.
Local: Sala de aula.

Desenvolvimento:
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Aula n° 01

1* Etapa — Tempo sugerido: 15 minutos. Nesse primeiro momento, sera feita
uma provocacao nos alunos através das seguintes indagacoes: O que sao recursos algébricos?
O que ¢ uma demonstragao? E importante fazer uma discussao com a turma e enfatizar
que demonstrar é utilizar algum recurso capaz de atestar a veracidade ou autenticidade de
alguma coisa. E o ato de provar determinada afirmacao. Diante disso, o recurso algébrico
torna-se uma ferramenta fundamental capaz de generalizar o resultado, uma vez que nao

utilizaremos exemplos numeéricos.

22 Etapa — Tempo sugerido: 15 minutos. Fazer uma sondagem com a turma
para verificar se eles sabem sobre semelhanga de triangulos. Logo em seguida discuta com

a turma sobre semelhanca de triangulos e a aplicacao da propriedade de semelhanca.

3* Etapa — Tempo sugerido: 20 minutos. Sugerir a resolugao da Atividade 1 a

seguir:

Atividade 1

Observe o triangulo retangulo ABC na Figura 6.15:

Figura 6.15: Triangulo ABC

Fonte: O autor, 2019.

Qual a relacao entre o e 87
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E importante que no instante em que os alunos estiverem respondendo a esta
atividade, sejam questionados sobre a propriedade da soma dos angulo interno de um

triangulo. Eles deverao dar as respostas em funcao de a e (3.
Aula n° 02

1* Etapa — Tempo sugerido: 15 minutos. Sugerir a resolucao da Atividade 2 a

seguir.

Atividade 2

Observe que agora o triangulo retangulo ABC' foi dividido em outros dois triangulos:
DBA e DAC, conforme a Figura 6.16.

Figura 6.16: Triangulo ABC

a

Fonte: O autor, 2019.

Qual as medidas dos angulos BAD e CAD?

Nesta etapa o intuito é relacionar as medidas de dois angulos. E importante mais
uma vez alerta-los sobre a soma dos angulos internos do triangulo e chamar atencao dos
alunos que o triangulo é o mesmo trabalhado na Atividade 1, trabalhado na aula n°® 01,
mas neste caso ele foi dividido em dois outros triangulos também retangulos.

O objetivo desta etapa é de descobrir que os angulos se repetem para depois
poder utilizar a semelhanca de triangulos.

Apo6s 10 minutos faca a intervencao com os alunos. E importante que todos

compreendam esta etapa. Discuta os seguintes topicos com a turma:
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Considerando o triangulo AD B, o que podemos afirmar sobre a soma dos angulos
internos?

Ja sabemos que um angulo é de 90°, quanto deve ser a soma dos outros dois
angulos?

Um dos angulos mede «, o que deve acontecer com o outro angulo?

Quanto mede o + (57

Faga os mesmos questionamentos em relagao ao triangulo ADC"

Considerando o triangulo ADC, o que podemos afirmar sobre a soma dos angulos
internos?

Ja sabemos que um angulo ¢ de 90°, quanto deve ser a soma dos outros dois
angulos?

Um dos angulos mede 3, o que deve acontecer com o outro angulo?

Quanto mede o + (57

22 Etapa — Tempo sugerido: 35 minutos. Sugerir a resolugao da Atividade 3 a

seguir:

Atividade 3

Observe a Figura 6.17.
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Figura 6.17: Triangulo ABC

Fonte: O autor, 2019.

Os triangulos DBA e DAC' sao semelhantes?

Aplique a propriedade da semelhanga nos triangulos DBA e DAC e deduza a
primeira relacao métrica.

Os triangulos ABC e DAC sao semelhantes?

Aplique a propriedade da semelhanca nos triangulos DBA e DAC' e deduza mais
duas relacoes métricas.

Apés quinze minutos faga a intervenc¢ao. Mostre o caso (AA) que garante a se-
melhanga de triangulos. E muito importante que neste momento a turma compreenda
o objetivo desta etapa que ¢é utilizar a semelhanca de triangulos para relacionar os la-
dos proporcionais. Incentive os alunos no momento de escrever a semelhanga utilizar os

vértices proporcionais na seguinte ordem:

AADB ~ ACDA

Escreva as razoes:
AD DB AB
CD DA CA
Considere as razoes determinadas e substitua pelos valores dados nos triangulos:
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Nas duas primeiras razoes, aplique a propriedade das proporg¢oes. Multiplique os
extremos pelos meios. Temos:
h n

Ezﬁéhﬂzmn

De forma anéloga ao exercicio anterior compare os triangulos ABC' e DAC. Man-
tenha o triangulo na mesma posicao inicial para que o aluno consiga relacionar que o
triangulo DAC' é uma parte do triangulo maior ABC. Assim como no exercicio anterior,
os alunos devem provar a semelhanca e depois apresentar os lados proporcionais. O ob-
jetivo nesta etapa é encontrar mais duas relacoes. Incentive os alunos no momento de

escrever a semelhanca utilizar os vértices proporcionais na seguinte ordem:

ANABC ~ ADAC

Escreva as razoes e substitua pelos valores dados nos triangulos:

AB BC B AC c a b

—= — é _ = - =
DA AC DC h b m
Considere a 1* e a 2* razao e aplique a propriedade das proporc¢oes. Multiplique
os extremos pelos meios. Temos:

C a
E—g:>b-0—a-h

Aplique o mesmo procedimento na 2* e 3* razao:

—zﬁ:bQZa-m
b m

Aula n° 03
1* Etapa —Tempo sugerido: 25 minutos.

Sugerir a resolucao da Atividade 4 a seguir:

Atividade 4

Vamos comparar agora os triangulos ABC e DBA. Observe a Figura 6.18:
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Figura 6.18: Triangulo ABC

Fonte: O autor, 2019.

Os triangulos ABC e DBA sao semelhantes?

Aplique a propriedade da semelhanca nos triangulos ABC' e DBA e deduza mais
uma relagao métrica.

Apés dez minutos faga a intervengao. Mostre o caso (AA) que garante a seme-
lhanca de triangulos. Lembre-se que o objetivo desta etapa é utilizar a semelhanca de
triangulos para relacionar os lados proporcionais e assim, deduzir mais uma relacao. In-
centive os alunos no momento de escrever a semelhanca utilizar os vértices proporcionais

na seguinte ordem:

ANABC ~ ADBA

Escreva as razoes e substitua pelos valores dados nos triangulos:

AB_BC’_AC’ ¢ a b

— — = — = — = —
DB BA DA n ¢ h
Nas duas primeiras razoes, aplique a propriedade das proporg¢oes. Multiplique os

extremos pelos meios. Temos:

22 Etapa —Tempo sugerido: 25 minutos.

Faca uma anélise das propriedades demonstradas e relacionando a Figura 6.19.
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Figura 6.19: Triangulo ABC

Fonte: O autor, 2019.

V=a-m (6.3)
=a-n (6.4)
h>=m-n (6.5)
b-c=a (6.6)

Para finalizar, sugira que os alunos somem (6.3) e (6.4) e faga uma breve discussao

sobre o resultado obtido para finalizar a aula.

V+cd=a-m+a-n
b> 4+ =a(m +n)
V+c=a-a
b+ = a?
O objetivo aqui é provar o Teorema de Pitédgoras.
Avaliacao:

Avaliagao processual, observando a participacao dos alunos nas atividades e ques-

tionamentos feitos na mediacao do professor.



Capitulo 7
Conclusoes e perspectivas

O Triangulo retangulo, objeto de estudo desse trabalho, tem uma importancia re-
levante no Ensino Basico. Suas propriedades e aplicacoes passeiam por diversos conteudos
de matematica e sua nao compreensao acarreta sérios prejuizos a aprendizagem.

Esse estudo buscou salientar a necessidade de um aprimoramento didédtico enfa-
tizando a necessidade das demonstragoes na compreensao das propriedades matematicas
apresentadas e, com isso, reforcamos o significado pratico de cada uma delas oferecendo
ao aluno maior competéncia para aplica-las. Queremos que o aluno nao apenas tenha o
saber, mas que saiba o que fazer com o saber. Por isso, além do estudo sobre o triangulo
retangulo e suas contribui¢coes matematicas, apresentamos também algumas questoes de
aplicagao onde na resolucao dos problemas utilizamos algumas das contribuigoes estuda-
das. Além disso e, como perspectiva futura, é importante uma reflexao sobre a utilizacao
de recursos tecnolégicos aliadas ao processo de ensino aprendizagem. Como exemplo te-
mos o software de geometria dinamica GeoGebra que pode auxiliar o professor no alcance
de melhores resultados sobretudo nos Teoremas e relacoes estudados.

Espero, dessa forma, que este trabalho contribua no auxilio de professores e alunos
e cumpra com o seu principal objetivo que é o de evidenciar a relevancia do triangulo
retangulo, aprimorar o seu estudo e apontar possibilidades para o trabalho em sala de

aula.
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