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Resumo

Nesta dissertacao é apresentada uma proposta de atividade para resolucao de equagoes
polinomiais com grau maior que dois utilizando um método iterativo. Propomos que esta
atividade seja realizada durante o ensino dos conteidos de fungdes polinomiais no ensino
médio. Neste sentido, buscamos apresentar uma fundamentacao matematica a justificar
o uso dos métodos iterativos, assim, iniciamos este trabalho com a apresentacao de alguns
conceitos sobre polinomios e a resolucao de equacoes algébricas, em especial, as equagoes
polinomiais de primeiro, segundo, terceiro graus e, posteriormente, alguns métodos ite-
rativos para determinar zeros de equacgoes algébricas, entre eles, o Método da Bissecao,
o de Regula Falsi e o da Secante. O nosso propodsito é despertar o processo de inves-
tigacao usando o método de resolucao de problemas no ensino médio, aliado a utilizacao
dos recursos computacionais seja por softwares matematicos ou aplicativos de celulares
na visualizagao de alguns resultados de forma a contribuir para o desenvolvimento légico-
matematico e o pensar critico do discente. Por fim, relatamos uma experiéncia pratica da

utilizacao desta sequéncia didatica.

Palavras-chave: Equacoes Polinomiais; Ensino de Matematica; Ensino Médio; Métodos

Numéricos.



Abstract

In this dissertation is presented a proposal of activity for solving polynomial equations
with degree greater than two using an iterative method. We propose that this activity
be carried out during the teaching of the contents of polynomial functions in secondary
education. In this sense, we seek to present a mathematical foundation to justify the use
of iterative methods. We started this work with some concepts about polynomials and
solving algebraic equations, especially the polynomial equations of the first, second and
third degree and then some iterative methods to determine zeros of algebraic equations,
namely the Method of Bisection, that of Regula Falsi and that of Secant. Our purpose
is to awaken the research process using the method of solving problems in high school,
allied to the use of computational resources either by mathematical software or mobile
applications in the visualization of some results in order to contribute to the logical-
mathematical development and the critical thinking of the student. Finally, we report a
practical experience of using this didactic sequence.

Keywords: Polynomial Equations; Mathematics Teaching; High school; Numerical Methods.
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Introducao

O trabalho de licenciar matematica no ensino basico no Brasil vem passando
nas ultimas décadas por varios questionamentos e mudancas tanto por medidas governa-
mentais com criagao de orientacoes pedagogicas e reformulagoes dos contetidos a serem
trabalhados, quanto por uma reformulacao social e tecnoldgica que exigem empenhos dos
professores para se adaptarem a estas turbuléncias e informacoes.

A busca sempre pela melhoria do ensino é que faz os professores procurarem
cursos de capacitacao almejando criar novas praticas a serem utilizadas no processo de
ensino aprendizagem e construcao do raciocinio légico dedutivo. No que diz respeito a
pratica pedagogica com relagao ao trabalho com os contetdos, as orientagoes curriculares,
elaborados a partir de discussoes com especialistas da area, alunos e representantes da

comunidade académica, definem que:

“a forma de trabalhar os contetidos deve sempre agregar um valor for-
mativo no que diz respeito ao desenvolvimento do pensamento ma-
tematico. Isso significa colocar os alunos em um processo de apren-
dizagem que valorize o raciocinio matematico - nos aspectos de for-
mular questoes, perguntar-se sobre a existéncia de solugao, estabelecer
hipdteses e tirar conclusoes, apresentar exemplos e contra-exemplos, ge-
neralizar situacoes, abstrair regularidades, criar modelos, argumentar
com fundamentacao légico-dedutiva.” (BRASIL, 1999, pp. 69-70)

O problema de determinar as raizes de uma equacao polinomial é, sem duivida,
abrangente e instigante para os alunos, introduzido desde o 8° ano do ensino fundamental.
Sabemos que, para resolver, equacoes lineares, do tipo ax +b = 0 é trivial a sua resolucao,
ou seja, aplicando o principio aditivo e multiplicativo da igualdade chegamos a formula
r = — com a # 0 e, quanto as nao lineares é introduzido inicialmente a equagao
quadrética, isto é, do tipo ax?+bx +c = 0 e, neste caso, recorre-se a férmula de Bhéskara,
bastante conhecida pelos discentes. Mas quando tratamos de equagoes polinomiais de
grau maior que trés necessitamos de técnicas numéricas que possibilitam determinar uma
solucao aproximada. Porém, mesmo sabendo da existéncia de formulas de resolucao para

equacgoes genéricas de terceiro e quarto graus conhecidas, respectivamente, como férmula
1



de Cardano e de Ferrari, no entanto, a viabilidade da resolucao das equacoes pelos métodos
numéricos é mais interessante a ser apresentado do que estas férmulas.

Um método iterativo consiste, de um modo geral, numa aproximacao inicial que
aplicada repetidas vezes a partir desta produz um valor préximo da solucao exata e num
processo de obter sucessivamente novas iteradas x,.1 a partir das anteriores x1, xa, ..., Z,.
Esses métodos estao associados aos conceitos de itera¢ao (ou aproximagao sucessiva) que,
em sentido lato, significa a repeticao sucessiva de um processo.

A tematica de usar métodos iterativos para determinacao de raizes de equacao
polinomiais no ensino médio vem sendo bastante discutido, em especial nos trabalhos
finais do curso de mestrado profissional em matemadtica. Nos trabalhos de Santos (2017),
Souza (2017) e Nascimento (2015) foram realizados estudos e discussoes sobre os métodos
numéricos através de uma revisao bibliografica e fizeram um enfoque da utilizagao em
aplicagoes na fisica ou na prépria matematica. J& os trabalhos de Carneiro (2015) e Afuso
(2014) foram apresentadas aplicagoes contextualizadas para o uso do método numérico de
Newton- Rapson, cuja preocupacao é o estudo deste métodos numéricos e uma abordagem
no ensino basico. No entanto, estes trabalhos apresentaram apenas sugestoes de inclusao
dos métodos iterativos no ensino basico. Durante a nossa pesquisa identificamos o trabalho
de Matos (2014), que apresentava uma proposta didatica para o estudo de equagdes do
terceiro grau no ensino médio a partir da equacao de Van Der Waals como objetivo de
inserir na pratica pedagogica o método de resolucao de problemas.

Nessa perspectiva, o presente trabalho apresenta uma proposta didatica do uso de
métodos iterativos, em especial o método da Bissecao, para aplicar no ensino médio com
finalidade de explorar os conceitos relacionados a equagoes polinomiais e a determinagao
de suas raizes. Propomos por meio de um processo de investigacao utilizar diferentes
recursos tecnolégicos e / ou linguagens que auxiliam no trabalho do educador de forma a
contribuir para processo de ensino e aprendizagem, além disso, buscar o desenvolvimento
e o pensar critico do discente.

A utilizagao dos computadores, calculadoras e/ ou celulares vinculamos, apenas,
ao calculo, ao estudo da anélise de graficos e a procura de raizes de equagoes polinomiais
como afirma orientagoes curriculares sobre o uso da tecnologia como ferramenta para

entender a matematica

“os programas de expressao apresentam recursos que provocam,
de forma muito natural, o processo que caracteriza o pensar
matematicamente, ou seja, os alunos fazem experimentos,testam
hipoteses, esbocam conjecturas, criam estratégias para resolver pro-
blemas” (BRASIL, 1999, pp. 88).

A escolha do método iterativo surgiu devido a um questionamento durante a



pratica do ensino da matemaética referente ao calculo de raizes de equagoes polinomiais
do 3° grau. De maneira geral, nao sao trabalhadas técnicas e nem hé discussao sobre
a analise de raizes de equacoes polinomiais com grau maior que dois no ensino médio,
principalmente quando as raizes sao irracionais. Utilizar destes questionamentos e re-
tornar aos estudantes como forma de pesquisa, pode-se levantar a necessidade de busca
de novos conhecimentos. Nessa perspectiva, segue a concepcao de ensino visualizada nas

orientagoes curriculares como sendo:

“...a aprendizagem de um novo conceito matematico dar-se-ia pela apre-

sentacao de uma situacao problema ao aluno...” (BRASIL, 1999, pp.81 ).

Ainda neste trabalhos, mais especificamente, visamos:

Resolver equacoes polinomiais utilizando o métodos de bissecao;

Motivar o estudo do contetido de equacoes algébricas;

Contribuir para tornar a Matematica mais atrativa, interessante e estimulante, sendo

fundamental na formagao do discente na atualidade;

Inserir recursos tecnoldgicos nas aulas de matematica.

Dividimos nosso trabalho em quatro capitulos. No Capitulo 1, fizemos uma breve
introducao aos polinomios, equagoes polinomiais ou algébricas, raizes de polindmios, apre-
sentando férmulas para as equacgoes de 1°, 2° e 3° graus, as relagoes de Girard e ainda
polinomios com raizes racionais. No Capitulo 2, primeiramente, enunciamos os teoremas
que serao fundamentais para o uso dos métodos iterativos e que permitem obter uma
estimativa de erro para um valor aproximado da raiz pretendida e, posteriormente, intro-
duzimos alguns métodos iterativos para solucao de equagoes nao lineares, em especial os
métodos da bissecao, da secante e regula falsi, também chamado de método da posicao
falsa. No Capitulo 3, apresentamos a proposta didatica de forma compactada e os res-
pectivos objetivos e estratégias de cada etapa. No Capitulo 4, apresentamos um relato de
experiéncia com a socializagao das impressoes obtidas durante a aplicacao da sequéncia

didatica. E finalmente, acrescentamos ao trabalho as consideragoes finais.



Capitulo 1
Polinémios e Equacoes Algébricas

Neste capitulo faremos uma breve exposicao do conteido polinomios, equagoes
polinomiais e suas raizes no conjunto dos niimeros reais. Veremos a definicao de polinomio,
o grau de polinomio, seu valor numérico, polindmio nulo e polinomios idénticos, além das
operacoes: adicao, multiplicacao e divisao de polinomios. Em seguida, apresentaremos a
definicao de equagoes algébricas, raiz, conjunto solugao, equacoes equivalentes, nimero de
raizes e o teorema fundamental da algebra. E, concluimos o capitulo com a explanacao
da multiplicidade de raiz, as relacoes de Girard e o estudo dos polindmios com raizes
racionais. Cabe ressaltar que parte das demonstracoes das propriedades dos polinémios
nao serao apresentados neste trabalho , no entanto sao facilmente vistos em (IEZZI, 2009;

DANTE, 2000; MEDEIROS et al., 2013).

1.1 Polinémios

Definicao 1.1.1. Um polinomio na varidvel real x € uma expressio composta da soma de
produtos de constantes por poténcias inteiras positivas de x e sempre pode ser escrito na
forma:

P(2) = apa™ + ap12" ' + ...+ apr® + a1z + ag (1.1)

em que n € um numero inteiro positivo ou nulo, a; i = 0,1,2,...,n sao numeros reais

chamados coeficientes e as parcelas a;x', 1 = 0,1,2,...,n, sao os termos do polinomio.

Definicao 1.1.2. Dado
P(z) = ap2™ + ap12™ '+ ...+ axx® + a12 + ay, (1.2)

nao identicamente nulo,com a, # 0, dizemos que o grau do polinomio corresponde a mais

alta poténcia de x presente nesse polinomio e denotamos por gr(P) = n.

4



Exemplo 1.1.3. P(z) = 10 ou P(x) = 102° é um polinomio constante, ou seja, gr(P) =
0.

P(z) = 323 4+ 8% ¢ um polinémio do 3° grau, ou seja, gr(P) = 3.
Defini¢ao 1.1.4. Quando € atribuido um valor fizo para z, digamos v = a(a € R), e
calculamos

Pla) = a,a” + A 10" 4 L apa® + aga+ ag

dizemos que P(a) € o valor numérico do polinomio para x = «. FE quando P(«a) = 0,
dizemos que « € raiz do polindmio P(x).
Exemplo 1.1.5. Considere o polinémio P(x) = x* — 2z — 3. Temos que
P(-1)=(-1?-2(-1)-3=1+2-3=0;
P0)=0*-20-3=-3
Definicao 1.1.6. Polinomio nulo ou polinomio identicamente nulo é aquele em que todos
0s seus coeficientes sao iguais a zero (P(x) =0).

Definicao 1.1.7. Sejam os polindmios F(z) e G(x) conforme abaizo:

1=0

G(x) =by+ b1z + 62x2 + .+ by = Z bﬂi,

i=0
dizemos que dois polinomios F' e G sao iguais (ou idénticos ) se,e somente se, 0s coefici-

entes de F' e G forem ordenadamente iguais. Em simbolos, dizemos que

Flz)=G(z) < a;=0b, ¥Yi=0,1,2,...,n.

1.1.1 Operagoes com polindmios

Defini¢ao 1.1.8. Sejam f(z) e g(x) dois polinomios:

f(z) = ao + a17 + agx® + ... + a2 = Zaimi, (1.3)
i=0

g((I;) = by + bix + b2513'2 + ..+ b = Z bixia (1'4)
i=0

chama-se soma de f com g o polinomio

(f + g)(x) = (ag + bo) + (a1 + b))z + (ag + by)x* + ... + (an + by)z™ = Z(ai + by’



Exemplo 1.1.9. Sejam f(z) = 2° +32° — 22 + 22 — 1 e g(x) = 2° + T2* — 3x + 6, entdo
(f+9)(x) =% +42° + 622 — 2z + 5.

Defini¢ao 1.1.10. Sejam f(x) e g(x) dois polinomios:

f@) = a0+ a1z + a2® + .+ apa™ =Y i, (1.5)
1=0
=0

, define-se o produto de dois polinomios: (f.g)(x) = agbo + (agby + a1bo)x + (agbe + a1by +
aobe)z® + ... + apbyr™™
Considere o produto fg como sendo o polinomio P(x) = co + c1x + cox® + ... +

—+n

Conan ™ cujo coeficiente cippode ser assim obtido:

k
Cr — @Obk -+ albk,1 + agbk,Q + ...+ akbo = Z aibk,i.
=0

Além disso, sabemos que o produto fg pode ser obtido multiplicando-se cada
termo a;z" de f por cada termo b;z? segundo a regra a;a".b;z? = a;b;z"*’ e somando os

resultados obtidos.

Exemplo 1.1.11. Sejam f(z) =z —1 (gr(f) = 1) e g(z) = 2°> + 22 — 1 (gr(g) = 2),
entdo € possivel verificar que (f.g)(z) = 23+ 2> — 3z + 1 (gr(f.g) = 3).

Observe, ainda que, no produto de dois polinomios, o grau do produto é igual
a soma dos graus dos polinomios f e g, logo se f(z) tem grau m e g(x) grau n, entdo

(fg)(x) tera grau m + n.

Definigao 1.1.12. Sejam P(x) e D(x), polinomios ndao nulos onde o grau de P(x) € maior
ou igual ao de D(x), a divisao de P(z) por D(x) € determinada ao achar polindmios Q(x)

e R(x) satisfazendo as sequintes condigoes:
1. P(x) = D(z).Q(z) + R(x),
2. R(x) =0 ou gr(R) < gr(D),
onde P(z) € dito dividendo da divisao, D(z) o divisor, Q(z) o quociente e R(x) o resto.

Sabemos que um polinémio P(z) de grau m é divisivel por outro polinomio D(x)
de grau n, com m > n, se existir um polinémio Q(z) tal que P(z) = D(z).Q(z), neste
caso R(z) = 0.



Exemplo 1.1.13. Considere P(z) = x* — 8(gr(P) = 3) e D(z) =  — 2(g9r(D) = 1).
P(x) é divisivel por D(x) pois gr(P) =3 e gr(D) = 1 e eriste Q(x) = 2%+ 2z + 4 tal que
(r —2)(2? + 22 +4) = 23 — 8.

A fim de calcular a divisdo de polindmios, ou seja, determinar Q(x) e R(z),
existem nos livros varios métodos para fazer esta divisao, dentre eles destacam-se o método
da chave, método de Descartes, o Teorema do resto, o método de D’Alembert e, o mais
utilizado, o algoritmo de Briot-Ruffini. Maiores explicacoes se encontram em (IEZZI,
2009). Como nao ¢ nosso objetivo discutir sobre estes métodos, apenas apresentaremos

um exemplo utilizando o dispositivo pratico de Briot-Ruffinni.

Exemplo 1.1.14. Considere P(x) = 22* — 523 — 10z — 1 e D(z) = x — 3. Vamos dividir
P(z) por D(x) através do dispositivo prdtico de Briot-Ruffinni.

Primeiro passo: colocar a raiz do divisor e os coeficientes do dividendo em
ordem decrescente, completando com zero os termos que nao aparecem no polinomio,

Figura 1.1:

Figura 1.1: Primeiro passo do dispositivo de Briot-Ruffini (Exemplo 1.1.14).

Segundo passo: repetimos o primeiro coeficiente do dividendo conforme Figura
1.2

NN

Figura 1.2: Segundo passo do dispositivo de Briot-Ruffini (Exemplo 1.1.14).

Terceiro passo: devemos multiplicar a raiz do divisor pelo coeficiente repetido
e, em seguida, somamos o produto com o segundo coeficiente do dividendo, colocando o
resultado abaixo deste, Figura 1.3:

Quarto passo: multiplicamos a raiz do divisor pelo niimero colocado abaixo do
2° coeficiente e somamos o produto com o 3° coeficiente, colocando o resultado abaixo

deste, e assim sucessivamente, Figura 1.4:



3.2+ (-5) =

3 2 -5 0 -10 -1
Ny
\2/ *

Figura 1.3: Terceiro passo do dispositivo de Briot-Ruffinni (Exemplo 1.1.14).

32+(5)=1 31+0=3 33+(10)=-1 3.(1)-1=-4
3 2 -5 0 -10 -1
| e Pl P

\g/%/i/%/.é
|

Figura 1.4: Quarto passo do dispositivo de Briot-Ruffinni (Exemplo 1.1.14).

Quinto e dltimo passo: desenha-se um trago entre o ultimo e o pentltimo
nimeros obtidos onde o tultimo nuimero representa o resto da divisao enquanto que os

numeros que estao a esquerda deste sao os coeficientes do quociente, Figura 1.5:

|

3 2 5 0 10 11
|
|
|

2 1 3 1 i =4
|
|
|
I

COEFICIENTES DO QUOCIENTE ! RESTO

Figura 1.5: Quinto passo do dispositivo de Briot-Ruffinni (Exemplo 1.1.14).

Desta forma, conclui-se que Q(z) = 22% + 22 + 3z — 1 e R(x) = —4.

1.2 Equacoes Algébricas

Nesta secao, abordaremos sobre a resolucao de Equacgoes Polinomais, também

conhecidas como Equagoes Algébricas. Apresentamos as formulas para determinar as



raizes quando as equacoes sao polinomiais de 1°, 2° e 3° graus, e alguns recursos para

resolvé-las quando possuem grau maior que tres.

Definicao 1.2.1. Uma equacdo algébrica ou polinomial € toda sentenca aberta escrita da

forma P(x) =0, onde P(x) é um polindmio com coeficientes reais.

Assim, por exemplo, a sentenca aberta x* + 32® — 22 — 1 = 52® — 22 — 2 é uma

equacao algébrica ou polinomial que ainda pode ser reescrita da forma z* — 223 + 1 = 0.
Defini¢ao 1.2.2. O nimero « é raiz de uma equagao algébrica P(x) = 0 quando P(a) = 0

Exemplo 1.2.3. Seja P(z) =2 =222 +1 ea=1. Como (1)* —2.13+1 =0 tem-se que

a =1 € raiz da equagio algébrica P(x) = 0.

Definigao 1.2.4. Chama-se conjunto solug¢ao ou conjunto verdade da equag¢ao P(x) =0,

o conjunto formado por todas as raizes da equagio P(x) = 0, e € representado por S ou
V.

Exemplo 1.2.5. O conjunto solugdo da equagio ° — 22> —x+2=0 ¢S = {1,2,—1}.

Agora veremos o que entende-se por resolugao de uma equagao, para isso preci-

samos do conceito de equacoes equivalentes.

Definicao 1.2.6. Duas equacoes polinomiais sao equivalentes quando representam o mesmo

conjunto solucao, ou seja, toda raiz de uma equacao € também raiz da outra.
H& duas formas de transformar uma equacao polinomial equivalente a outra:

1. Somar aos dois membros a mesma fungao polinomial ( Principio aditivo da igual-
dade) f(x) = g(z) & f(z) + h(z) = g(x) + h(z),
Por exemplo, seja
22° —2x +1 =37 —2 (1.7)

Vamos considerar h(z) = —3x + 2. Assim,
20 —2x4+1—-3x+2=32—2— 3z +2,

simplificando, temos:
22> — b5 +3=0 (1.8)

Decorre que (1.7) é equivalente a (1.8) e tem a mesma solugao.
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2. Multiplicar os dois membros pelo mesmo numero real k (k # 0), (Principio multi-

plicativo da igualdade)

f(x) =g(x) & k.f(z) = k.g(z)

Por exemplo, 222 — 42 +1 =0 e 62° — 122 + 3 = 0 sao equivalentes pois a segunda

equacao foi obtida da primeira equagao através da multiplicagao por 3.

Vejamos agora alguns casos particulares de resolucao de equagoes algébricas:

1.2.1 Equacao Linear

Iniciamos com a equagao mais simples, consideramos a equagao linear (ou equagao

polinomial de 1° grau), escrita por
ar +b=0, (1.9)

com a # 0.
A resolugao de (1.9) é bem simples. Utilizando o principio aditivo, somando o

oposto de b aos dois membros da igualdade temos
ax + b+ (=b) =0+ (-b),

assim,
ar = —b
e , em seguida, multiplicamos cada membro da equacao pelo inverso de a. Logo,

1 1
ar.— = —b.—
a a

e, portanto, a solugao da equagao linear de (1.9) é
— (1.10)
1.2.2 Equacao Quadratica
Agora vejamos a resolucao de uma equacao do segundo grau,
az® 4+ bx +c =0, (1.11)

com coeficientes a,b e ¢, com a # 0.
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Resolvendo (1.11), temos as equagoes equivalentes:

ar® +br + c+ (—c) =0+ (—c)

ax’ + br = —c

|

§M
-

|
g

I

|
N

¢

b

Utilizando o método de completar quadrado e, neste caso, basta adicionar (2—)2 a ambos
a

os membros da equagao, obtém-se:

2?4 = —- &
a a
b c b
2 0 Ove _ € Ry
o +ax+(2a) a+(2a) e
b c b
(IE+2—)2 = ——+4—a2 =
b, b — 4ac
(x—i-%) N 4a?

Chamando o numerador do segundo membro da equacao de discriminante, representado

pela letra grega

A = b — 4ac,
e resolvendo-a, obtemos:
b, b? — dac
(.T + %) = 12 4
b, A
@+ o) S e
T+ —) = —
2a 4a?
b VA
—) = +—.
(z+ Qa) 2a

Aplicando, novamente, o principio aditivo da igualdade, obtemos

b b VA b

r+—+(—=—) = £ +(—=—) &

2a 2a 2a 2a
b VA

o= () Y2

2a 2a



E separando os sinais acima obtemos

2a 2a

ou
b VB
2 2a 2a '

12

(1.12)

que sdo as raizes da equagao quadrética, e a formula (1.12) é conhecida como Fdormula de

Bhaskara.

Observacao 1.2.7. Se os coeficientes a, b e ¢ sao reais, deduz-se da formula (1.12), que:

I. A equacao terd duas raizes reais e distintas se, e somente se, A > 0.

II. A equacdo terd duas raizes reais e iguais se, e somente se, A = 0.

III. A equacdo terd raizes complexas distintas conjugadas se, e somente se, A < 0.

1.2.3 Equacao Polinomial de Terceiro Grau

O método de Cardano e Tartaglia resolve equacoes do terceiro grau escritas na

forma 23 4+ pr + ¢ = 0. Em (LIMA, 1991) as equagoes ax® + bz* + cx + d = 0 podem ser

reduzidas via mudanca de varidveis até que se obtenha uma equagao do terceiro grau sem

o termo do segundo grau obtendo a seguinte formula:

Seja a equacao do terceiro grau definida pela forma ax®+bx?+cx+d = 0 sabemos

. b c ) -
que ela é equivalente a 2® + —2% + —2 + — = 0. Desta forma vamos considerar equacoes

a a a
em que os coeficientes de 23 é igual a 1. Assim, dada a equacao

2+ ar+br+c=0

a
fazendo a substituicao x por y — 3 na equagao (1.13), teremos:

a5 a. a
—— (y — = b.(y — = =0
resolvendo os produtos notaveis,temos:
2 3 2
3 5 @ a 9 a a a
— 3P+ 3y— — —+a (P —2y—-+—)+bly—=)+c=0.
y =3ty +3yg oo taly — 2y + ) Hby - g) e
Reduzindo a termos semelhantes, obtemos :
a a® a’ a*  a®  ab
v =3 - +tay  +3y——2y—+by— —+—— —+c=0.

3 9 3 271 9 3

(1.13)
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a - (.
Cancelando os termos —3y2§ e ay? e efetuando as operacoes necessarias com os
termos semelhantes, temos:

a? 2a3  a.b

3
-y 2L 22
Yo+ ( 3)y+ o 3+c 0,

que é uma equacao desprovida de termo do segundo grau. Desta forma, basta estudar as

equacgoes do terceiro grau do tipo

VY +py+qg=0 (1.14)

Para resolvermos a equacao (1.14), escrevemos y = u + v e substituimos na

equacao. Assim,
(u+v)’ +p.(utv)+q=0

resolvendo o produto notavel, obtemos :

u? + 03 + 3.uv + 3u? +plu+v)+q=0,

em seguida realizando a fatoracao adequada, temos:

u® +v* 4+ (3uv + p)(u+v) + ¢ =0.

Portanto se conseguirmos achar os nimeros u e v tais que :

ud + v = —q
u.v = P
' 3
ou seja,
u? + v = —¢q
3
wdd = P
27

entdo v = u + v serd a raiz da equacao =3 + p.x +q = 0.
Sabemos que o problema de achar u?® e v® j& conhecendo sua soma e seu produto

se torna facil. Assim , u? e v sdo as raizes da equacao :

3

2 p
——=0.

w” + qw 57

Utilizando a férmula resolutiva da equagao quadratica temos u
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2 3
V3 = —% — 1/ qz + 5—7 e, consequentemente,
2 3 2 3
3 q q p 3 q q p
= = —= — + = —= — =+ =. 1.15
r = u+tv \/2+\/4+27+\/2 \/4+27 (1.15)

¢ uma raiz da equacdo 2 + px +q = 0.

3

2
Estudando o radicando da férmula (1.15), ou seja , D = C]Z + 12)—7, Podemos dizer

que:
I) Se D > 0 a equacao tem uma raiz real e duas raizes complexas conjugadas;
IT) Se D =0 tem trés raizes reais e distintas;

ITT) Se D < 0 a férmula exprime x = u+v como soma de duas rafzes ciibicas de nimeros

complexos.

Ainda ¢é possivel encontrar maiores detalhes na demonstracao da féormula e a
discussao das raizes em (SANTOS, 2017).

1.2.4 Teorema Fundamental da Algebra

Vejamos uma formulagao algébrica e a garantia de existéncia de raizes com o

Teorema Fundamental da Algebra.

Teorema 1.2.8. [Teorema da decomposic¢ao] Todo polinémio P(z) de grau n de-
compoe-se em fatores lineares da forma (x — a) e um fator igual ao coeficiente de x,. Ou
seja,

P(x) = ap2"+ap_ 12"+ ...+ asx? +ayx +ayg, (a, # 0) pode ser decomposto em n
fatores do primeiro grau : P(x) = ap(x—r1)(x—1r2)(x —713)....(x — 1) onde 11,79, 73, ..., Ty,

sao as raizes de P.
Demonstragao: A demonstracao se encontra em (IEZZI, 2009, pp. 106-108) [

Teorema 1.2.9. [Teorema Fundamental da Algebra] Toda equacio algébrica de grau

n, n > 1, admite pelo menos uma raiz real ou complexa.

Demonstragao: A demonstracao segue diretamente do Teorema 1.2.8. [ |
Na decomposicao de um polinémio P(z), se no produto de n fatores de P(z)
encontramos alguns que se repetem, entao podemos agrupa-los e decompor o polinomio,
da seguinte forma: P(x) = ap(z—a1)™ (z—ag)™...(x—ay)™, onde my+mo+...+my = n.
Dizemos que «; é uma raiz de multiplicidade m;. Quando m; = 1, dizemos que

« é raiz simples, quando m; = 2 , a raiz é dupla e assim sucessivamente.
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Exemplo 1.2.10. A equagdo (z + 2)(z — 3)> = 0 admite —2 e 3 como raizes simples e

de multiplicidade 2, respectivamente.

Observacao 1.2.11. As definicoes de multiplicidade de raizes, vale também para a equagao

algébrica: apx™ + ap_12" 1+ ... 4 ax® + ayx + ag = 0.

Vejamos nas proximas segoes algumas técnicas que podem determinar raizes de

equacoes algébricas.

1.2.5 Relagoes de Girard

As relagoes de Girard sao relagoes entre os coeficientes e as raizes de um polinomio
de grau n. Elas estao pautadas na igualdade entre a forma desenvolvida e a fatorada de
um polinémio, comparando seus coeficientes.

A partir dai, vamos deduzir as relagoes entre os coeficientes e as raizes de uma
equacao polinomial de grau n.

Inicialmente, considere a equacao quadratica az?+bx+c = 0, (a # 0), com raizes
x1 e xo dadas por (1.12).

Usando a decomposicao

ar® +brx+c = al(z—x)(r — 1))
= a[r? — 2.2 — 2.29 + 2179
= alr? — (v + 22)7 + 71.79) =+ (a)

o b c 2
x +5$+5 = 2% — (21 + x2)T + 21.72

Utilizando a igualdade de polinomios, temos:
b b
1. —($1—|—ZL‘2) = - =T +To=——;
a a

c
II. 2.2 = —.
a

As identidades I e II sao as relagoes de Girard para a equacao quadratica.
Considere agora a equagao ciibica az® + bx? + cx + d = 0, (a # 0), com as raizes

x1,x2 e x3 dadas por (1.15).
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Usando a decomposicao

ar® +bx* +ex +d = al(r — 1) (7 — 22) (v — x3)]
= a[x?’ — xQ.xl — x2.:172 — x2.:1c3 + 2.21.09 + T.T2.T3 + T.T1.T3
—21.%9.73]
= a[z® — 2*(x1 + 22 + 23) + (2129 + To. 3 + T1.73)

—Z1.29.73] + (a)

=
d

3, 045 ¢ 3 2
x —|—a:c +E$+E = 2’ —a*(r1 + 12+ x3) + x(21.09 + 2. X3 + T1.23) — T1.72.73

Utilizando a igualdade de polinomios, temos:
b b
1. —(.Clﬁl—l—xg—i-.ilﬁg) = a = T1+ Ty + 23 = —a;

c
II. .29 + 2903 + 1.3 = —;
a

III. —x . 29.25 = C—l = T1.X9.03 = —C—i.
a a
As identidades L,II e III sao as relacoes de Girard para a equacao cubica.
Generalizando, seja a equacao anpx™ + an 12" 1 + Ap_oT™ 2 + ap_sx™ 2 + ... +
asx? + a1x + ag = 0, (a, # 0), com raizes xy, T2, T3, ..., Tp.

De maneira analoga, decompondo o polinomio

"™ + ap 12" agr? a1+ ag = alr — 1) (2 — 22) (T — 23)...(T — 7),

desenvolvendo o produto e colocando z™, 2"~ 1, "2, 2" 3...2" K em evidéncia no desen-

volvimento do produto, obtemos o seguinte resultado

~1 2 ~1
A" 4 ap 12"+ ot agrt + g+ ag = apx” — ap(r + T2+ 3+ .o+ 32"

—2
+an (122 + Tox3 + 1123 + ...+ Tp_1Ty,)T"

-3
—an(T122%3 + 10Ty + ... + Tp_oXp_12,)T" "+ ...

+(=1Fa, (Z Ty Ty * vt xnk) AL

+(—=1D)"an (12225 - ... - Tp)



donde

Ap—1 5 An—2 ,_ (431
xn<+ xn 1_+ wn 2
Qp, Qp, (079 Qp,

(2129 + Tox3 + T T3+ .. Ty 1 Ty) 22

(
+(
(

_I_

1)"(x1x2x3'... '$n)

Aplicando a igualdade de polindmios obtemos:

I. Soma das raizes:

an—1
1 +2x9+x3+ ...+, =— .
Qn
II. Soma dos produtos das raizes tomadas duas a duas:
an—2
T1T9 + Lok + T1X3 + ... + Ty 1Ty = .
an
III. Soma de produtos das raizes tomadas trés a trés:
Ap—3
T1X9X3 + X1X2Xy + ... + Ty 02Xy 1Ty = — .
Qn

IV. Soma de todos os produtos de k raizes:

Ay
anlxng et T, = (_1)kn_k‘

Qnp

V. Finalmente o produto das n raizes da equacao polinomial:

a
T1ToXg v Ly = (—1)”—0.
ap

As identidades (1.16)-(1.20) compoem as Relagoes de Girard.

17

ag n n—1
+... + —z+—=a"—(r1+x2+23+ ... +T,)x

-3
— (212973 + T1T2Xy + oo + Ty 0Ty 1 Tp)T" 0+

1)k (Z Ty Ty * v v a:nk> AL

(1.16)

(1.17)

(1.18)

(1.19)

(1.20)

Exemplo 1.2.12. Resolva a equacdo x® — 922 + 23z — 15 = 0, sabendo que suas raizes

estao em P.A.

Sejam x1, 9 e x3 as raizes da equacao.Como formam uma P.A., podemos repre-

senta-las como:

ry = oa—r
To = «

T3 = a+r
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Usando as relacoes de Girard, temos: 1+ 29+ 23 =9< a—r+at+a+r=9< 3a=
9 < a = 3. Assim, o = 3 é uma das raizes e aplicando Briot Ruffini temos as outras
raizes x; e x5 sao as raizes da equacao quadratica 22 — 6z + 5 = 0. Aplicando novamente

as relacoes de Girard é facil ver que 1 =1 e 3 = 5.

Figura 1.6: Dispositivo de Briot Ruffinni aplicado a equacao z® — 922 + 23z — 15 = 0.

Observacao 1.2.13. As relagoes de Girard nao sao suficientes para obter raizes de

equacoes polinomiais.

1.2.6 Raizes Racionais de Equacoes Algébricas

Um método que permite pesquisar possiveis raizes racionais, consiste em inves-
. p . . . - e A
tigar se = com p e ( inteiros e primos entre si, é raiz de um polinomio de grau n com

coeficientes inteiros.

Teorema 1.2.14. [Teorema das Raizes Racionais| Considere a,x™ + Ap12" T +
Ano®™ 2 + @, 32" 3 + ... + a2z + a1x + ap = 0(a # 0), de coeficientes inteiros. FEste
admite uma raiz racional Z—?, em quep €7Z, q €LY ep,q sao primos entre si , entao p €

divisor de ag e q € divisor de a,,.

~ b, . ~ _ _ _
Demonstracao: Se = ¢ uma raiz da equacao a,x" + an 12" " 4 p_oT" 2 + ap_zx" 3 +

.. + asx? + a1 + ag = 0, substituindo temos:

pn pnfl pnf2 pn73 2
anq—n+an_1F+an_2F+an_3qn—_3+ +a2?+a1—+a0—0,
multiplicando a equagao por ¢", obtemos:
n—2 2 n—3 .3 2 n—2

anp" + Q1" g+ Anoop" TP+ 3D P+ 4 P’ + aipg" T + agg” = 0.

Isolando a,p™ e, em seguida, apq", temos:
L a,p" = —qlan-1p"" + an-2p"2q + an—3p" ¢ + ... + a2p’q" > + a1pg" T + apq" |

II. apq™ = —planp™ ' 4 an-10"2q + an-op" 2¢* + ... + a2pq™* + a1¢™ ']
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Como ag, ay, as, as, ..., a,, p, q sao todos inteiros, decorre que

M= an 1P+ @noop PG+ 3" P + o+ aop® "+ aipg” T + agg" !

é inteiro e que

n=ayp" "+ a1 p" g+ an oD 2P o aopg” T A arq"

a,p"
também é inteiro. Assim de (I) e (IT) podemos dizer que P meZe =-n¢€

Z.

Desta forma,

I. a,p™ é divisivel por g e, como p" e ¢ sao primos entre si, segue que a,, é divisivel
por q.

II. agq™ é divisivel por p e, como ¢" e p sao primos entre si, segue que a ¢ divisivel
por p. [ |

Observe que se a,, = 1 as possiveis raizes racionais de P(z) s@o inteiras. Podemos
concluir também que este método ndo garante a existéncia de raizes racionais para P(x)
com coeficientes inteiros, apenas sugere um critério de pesquisa das mesmas, porém se

existirem raizes racionais o Teorema 1.2.14 caracteriza estas raizes.
Exemplo 1.2.15. Vamos encontrar as raizes de x* + 2% — 722 — 2 +6 =0

Conhecemos ag = 6ea, =1, pédivisorde ay = 6, assimp € {—1,1,—-2,2,-3,3, —6,6}.
q é divisor de a,, = 1, logo ¢ € {—1,1}. Portanto, as possiveis raizes racionais estao no
conjunto {—1,1,-2,2,-3,3 — 6,6}.

Substituindo cada uma delas verifica-se que S = {—1,1,2,—3} é o conjunto

solucao.



Capitulo 2

Métodos Numéricos e Resolucao de

Equacoes Algébricas

Neste capitulo faremos uma exposicao sobre alguns métodos iterativos, que cons-
titui um dos conteuidos discutidos no ensino superior, com objetivo de calcular as raizes de
equagoes f(z) =0, onde f(x) é uma fungao nao linear em x. Em especial, os polinomios
de grau superior a 3 que servem de base para a sequéncia didatica a ser aplicada em sala
de aula do ensino médio. A escolha dos métodos apresentados nesta secao sao de tal forma
que podem ser aplicados em turmas do ensino basico sem a necessidade do conhecimento
mais especifico do calculo, por exemplo os conceitos de derivacao.

Sabemos que, em alguns casos, hé possibilidade de se obter raizes exatas de
equagoes algébricas f(z) = 0, como discutidos no Capitulo 1. No entanto, caso as raizes
sejam irracionais e nao seja possivel aplicar uma féormula temos que recorrer ao método
de aproximacoes sucessivas das raizes.

Nos restringimos aquelas situagoes em que conseguimos através de técnicas numé-
ricas obter uma solucao aproximada tao proxima da desejada. Estas técnicas produzem
uma sequéncia de aproximagoes dentro de um intervalo, partindo de uma aproximacao
inicial e utilizamos o processo repetidas vezes até chegarmos a uma aproximagcao do valor

pretendido dentro de uma tolerancia pré-fixada, conceitos estes que veremos a seguir.

2.1 Fases da Resolucao

Para se calcular uma aproximacao de uma raiz, duas etapas devem ser conside-

radas:

Isolamento: refere-se a localizacao ou isolamento das raizes que baseia-se na escolha de

um intervalo [a, b], que contenha apenas uma raiz. Nesta etapa pode-se esbogar um

20
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grafico através de softwares matemadticos e/ou calculadoras gréficas e analisar os

mesmos verificando as intersecoes dele com o eixo das abscissas.

Refinamento: consiste em melhorar o valor da raiz aproximada, refinando até o grau de
exatidao requerido, ou seja, com a aproximagao inicial zy encontrada no intervalo
[a,b], obter aproximagdes sucessivas xj até se obter uma aproximacao para raiz

dentro de uma precisao pré-fixada, chamada tolerancia.

Nesta etapa, sao utilizados diversos métodos numéricos tais como método da bissecao,
da posicao falsa e das secantes e o que diferencia esses é a forma como se faz o refina-
mento. Estes métodos numéricos sao chamados de métodos iterativos que consistem
em uma sequéncia de comandos que sao executadas etapa por etapa, algumas repe-
tidas em ciclos e a execucao de um ciclo da-se o nome de iteracao e as aproximacoes

sucessivas sao os termos iterados.

2.2 Localizagao de Raizes Reais em um Intervalo (Iso-

lamento)

Como ja vimos falando, muitos casos das equacoes algébricas nao é possivel calcu-
lar ou determinar uma raiz, no entanto sabemos da existéncia dela. Dai surge os métodos
numéricos para obter aproximagoes destas raizes. Vamos analisar o comportamento de
uma funcdo f(z) em um intervalo real |a, b|.

A principio, iremos recordar importantes resultados da andlise enunciados e de-
monstrados em (GUIDORIZZI, 2001). Iniciamos nosso estudo com o Teorema de Rolle,
prosseguindo do Valor Intermediario e de Bolzano que serao importantes na aplicacao dos

métodos numéricos e localizacao de Raizes.

Teorema 2.2.1 (Teorema de Rolle:). Dada uma func¢ao f continua num intervalo
fechado [a, b] e derivdvel no intervalo aberto ]a,b] e se f(a) = f(b), entdo existe ¢ em
la,b[ tal que f'(c) = 0.

Demonstragao: Primeiramente devemos observar que, se f é uma fungao constante
para todo z no intervalo [a, b], entdo f'(z) = 0 no interior do intervalo. Assim, ¢ pode ser
qualquer ponto do intervalo ]a, b].

Suponhamos entao que f nao seja uma funcao constante em [a, b]. Como f, por
hipétese, é continua no intervalo fechado, entao, pelo Teorema de Weierstrass (ver (GUI-
DORIZZI, 2001)), existem x; e x2 em [a,b], tais que f(x1) e f(xq) s@o, respectivamente,

os valores maximo e minimo de f em [a, b].
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Como f nao é constante, f(z1) # f(x2). Assim, x; ou x5 €]a, b[, pois f(a) = f(b)
e f(z1) # f(x2). Note que se 1 = a, f(z1) = f(a) = f(b) # f(xs). Logo, x5 €]a,b]. Dali,
f'(x1) =0 ou f'(x3) = 0, pois f'(xf) = f'(x7) =0ou f'(z3) = f'(zy) =0 (f é derivavel

em (a,b)). Portanto, existe um ponto ¢ no interior ao intervalo, tal que f'(¢) = 0. [

Teorema 2.2.2 (Teorema do Valor Intermediario:). Seja f : [a,b] — R continua.
Seja d € R tal que f(a) < d < f(b). Entao, eziste ¢ € (a,b) tal que f(c) =d.

Demonstracao: Seja g(z) = f(z) — d, € [a,b]. Da continuidade de f sejam que g é

continua. Note que, g(a) = f(a) —d <0e g(b) = f(b) —d > 0. Ponhaa; =a ,by =be
. ay + bl

my . H& trés casos possiveis,
i) g(m1) = 0; ii) g(m1) < 0; iii)g(m1) > 0.
O caso (i) fornece o ponto ¢ procurado, isto é, basta fazer ¢ = m;. Se vale o caso

(ii), defina ag = my e by = b;. Ent@o g(az) = g(my) < 0 e g(by) = g(by) > 0. Ponha
as + bo

me = . Isso remete aos casos g(mz) = 0, g(ma) < 0 ¢ g(mg) > 0. Novamente, no

primeiro subcaso, tem-se o ¢ procurado. Supondo g(ms) < 0, tome a3 = mgy e by = bs.

Donde, g(az) < 0 e g(bs) > 0. Prosseguindo com este procedimento obtém-se uma
by —ay
2n—1
g(b,) > 0. Assim, o comprimento dos intervalos tendem a zero. Mas, pela teorema dos

sequéncia de intervalos [a,,b,], encaixados, tais que b, — a, = , gla,) < 0 e
intervalos encaixados (ver (GUIDORIZZI, 2001)), existe um tnico ¢ € [ay, b,], para todo
n € N tal que lima,, = ¢ = limb,.

Como g ¢ continua,

lim g(a,) = g(c) <0e lim g(b,) = g(c) >0,

n—»00 n—00 -

como g(c) < 0 < g(c) segue que g(c) = 0 e, consequentemente, f(c) = d. De maneira
andloga, prova-se que tal ponto ¢ existe quando g(m;) > 0, para i = 1,2, ...n. [ |
Quando tomamos d = 0 no Teorema do Valor Intermediario, obtemos o conhecido

Teorema de Bolzano, que também pode vir escrito na forma:

Teorema 2.2.3 (Teorema de Bolzano:). Seja f : [a,b] — R uma fun¢do continua. Se
f(a).f(b) <0, entdo existe ¢ € (a,b) tal que f(c) =0, ou seja, se a fun¢io continua troca

de sinal nos pontos a e b, entao f tem um zero entre a e b.

Demonstracao: Se f(a).f(b) < 0 podem acontecer dois casos ou f(a) < 0 < f(b) ou
f(b) < 0 < f(a). No primeiro caso segue imediatamente pelo Teorema 2.2.2 que existe
¢ €la, b] tal que f(c) =0, como querfamos. No segundo caso, basta tomar g(x) = —f(x),
assim g(a) < 0 < g¢(b) e aplicando novamente o Teorema 2.2.2 tem-se ¢ €|a,b[, com

g(c) = 0= —f(c), como querfamos provar. |
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Ao leitor que tem interesse em aprofundar na fundamentacao sobre sequéncias, li-
mites, continuidade e derivadas recomendamos as referéncias (LIMA, 2006; GUIDORIZZI,
2001; LEITHOLD, 1994).

No caso de uma fungao polinomial, sabemos que satisfaz as hipdteses de conti-

nuidade exigidas nos teoremas. Assim podemos concluir que:

I. Se P(a) e P(b) tem mesmo sinal, entdao P(x) possui um nimero par de raizes reais ou

nao existem raizes no intervalo |a, b|.

II. Se P(a) e P(b) tem sinais contrérios, entdo P(z) possui um nimero impar de raizes

reais no intervalo |a, b.

Observacao 2.2.4. Na prdtica de sala de aula para alunos do ensino bdsico usaremos a

linguagem abaixo para melhor entendimento:
I. P(x) “cruzou”o eizo x um nimero par de vezes ou nao “cruzou”o eizo x.
II. P(x) “cruzou”o eixo x uma vez ou um nimero impar de vezes.

Recomendamos a demonstracao dos itens I. e II. presentes em (IEZZI, 2009,
pp.134-135).

Exemplo 2.2.5. A equagio z* + 52° — 3z + 4 = 0 no intervalo |0,1[, pelo Teorema
de Bolzano, pode ter duas ou nenhuma raiz no intervalo sugerido pois P(0) = 4 > 0
e P(1) = 7 > 0 enquanto que a equagdio z° — 3x*> + Tz + 1 = 0 no intervalo | — 1,1,
também pelo Teorema de Bolzano, pode ter uma ou trés raizes reais no intervalo dado
pois P(—1) = —-10< 0 e P(1) =6 > 0.

2.3 Tolerancia e Critério de Parada

Uma vez que o processo de refinamento gera uma sequéncia infinita, para se
obter um aproximacao exata da raiz sao feitos testes que chamamos de critérios de parada.
Podemos definir a tolerancia (¢) como uma estimativa para o erro da aproximagao da raiz.
Normalmente toma-se € = 10™™, onde m ¢ o niimero de casas decimais que queremos para

determinar a raiz. Os seguintes testes de paradas podem ser utilizados:
o |f(xrs1)| < € que é o erro fungao;
® |r;11 — x| < € que é uma forma de obter o erro absoluto, visto que ndo possuimos a

solucao exata.

Th+1 — Tk , .
Q < € que € o erro relativo.

|517K+1|
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E z; e x4, sao duas aproximagoes consecutivas para raiz. Caso um dos testes seja
satisfeito truncamos o processo de refinamento e x;1 € a raiz procurada, isto é, tomamos

o = xpy1, 0 valor aproximado da raiz na k + 1-ésima iteragao e, € a precisao desejada.

Observacao 2.3.1. 1. Nem sempre é possivel ter as exigéncias dos testes de para-
das satisfeitas simultaneamente, isto depende da equacdao e da escolha do método

numeéerico.

2. Em alguns casos faz-se necessdrio a utilizagao de duas tolerancias €, e €9, onde €1€
utilizado para o erro na fungao, |f(zri1)| < €1, € a sequnda precisio ey € utilizado

no erro da solu¢do,|xpi1 — Tg| < £9.

3. Nos exemplos deste trabalho, por suas simplicidades, utilizamos € = €1 = €9 sempre

para os testes de parada.

2.4 Aproximacoes Sucessivas (Refinamento)

Aqui considerarmos varios métodos iterativos segundo os autores Cunha (2011),
Franco (2007), Ruggiero e Lopes (2009), Sanches e Furlan (2007) para a determinacao
de aproximagoes para raizes isoladas de f(z) = 0. Sendo dada uma atencao especial as
equacoes polinomiais e o método de bissecao em virtude da sequéncia didatica aplicada
em sala.

Sabemos que existem outros métodos mais eficazes para resolucao de equagoes
nao lineares tais como o método de Newton mas os pré-requisitos dificultam a aplicacao

no ensino basico por necessitar de conhecimentos de calculo diferencial.

2.4.1 Meétodo de Bissecao

Como aplicacao do Teorema de Bolzano temos o método da bissecao. A idéia do
método tem os mesmos principios da sequéncia de intervalos encaixados que é construida
na demonstracao do Teorema do Valor Intermediario 2.2.2.

Vamos supor uma equacao nao linear
fz) = 0.

Veremos que o método da bissecao resulta em boas aproximacoes para as raizes,
apOs sucessivas aplicagoes com a finalidade de diminuir a extensao do intervalo que contém
a raiz até se atingir a precisao pedida (b — a) < ¢, utilizando para isto sucessivos passos

de divisoes deste intervalo ao meio.
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Supondo uma funcao f : [a,b] — R continua tais que f(a)f(b) < 0. Sem perda
de generalidade, vamos assumir f(a) < 0, f(b) > 0. O Teorema do Bolzano 2.2.3 afirma
que existe um valor ¢ no intervalo |a, b tal que f(c) = 0. Este teorema nao afirma nada
a respeito da localizacao de ¢ dentro do intervalo, apenas que ele existe.

O método da bissecao é uma maneira sistematica de obter este valor ¢. Considere

a+b

d =

, 0 ponto médio do intervalo. Existem trés possibilidades:

1. Quando f(d) = 0, temos que d é a raiz da equacdo e nao ha necessidade de prosseguir

com o método.

2. Ocorrendo f(d) < 0 e, assumido que f(b) > 0, sabemos que ha uma raiz no intervalo
[d,b]. Este intervalo tem metade do tamanho do intervalo original, entao estamos

mais proximos de obter uma boa aproximacao para a raiz.

3. Ocorrendo f(d) > 0 e, assumido que, f(a) < 0, sabemos que hd uma raiz no
intervalo [a,d]. Novamente, este intervalo tem metade do tamanho do intervalo

original, entao estamos mais préximos de obter uma boa aproximagao para a raiz.

O método da bissecao ¢ a aplicagao sucessiva dos passos descritos até que se esteja proximo
o suficiente da raiz de f(x) para a tolerancia desejada. Nota-se que para o caso em que
fla) > 0 e f(b) < 0 o método ainda funciona, invertendo 2 e 3, ou seja, ocorrendo
f(d) < 0 havera uma raiz no intervalo [a,d] e ocorrendo f(d) > 0 haverd uma raiz no
intervalo [d, b].

Segue abaixo o algoritmo do método da bissecao.

Algoritmo

Passo 0: Determinar um intervalo inicial [a, b] tal que f(a) < 0 < f(b);
Faca k=0, ap = a e by, = b;

ay, + by,

Passo 1: Defina z, = (Elementos da aproximacao sucessiva);

Passo 2: Utilize o Critério de Parada: Se |f(x)| < € ou |by—ag| < € pare e a aproximagao

desejada é xy;

Passo 3: Atualizacao do intervalo:
Se f(x) <0, defina a1 = % € bpr1 = by.

Se f(]?k) > O, defina Qr41 = Qf € bk+1 = Tg.

Passo 3: Faca k = k + 1 e volte ao Passo 1.
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Ao final do algoritmo temos ai;as;...; by; bo; ...; Xo; 1; Ta, ... tal que

ay + by

Além disso,

Ap+1 =

{ iy se flag) <0

ag; se  f(zy) >0

br; se  f(xg) <0
bk:+1 =
x; se  f(zg) >0

Terminado o processo, tem-se um intervalo [a, b] que contém a raiz e uma apro-
ximagao xp para a raiz exata. O processo iterativo ¢é finalizado quando se obtém um

intervalo cujo tamanho é menor ou igual a tolerancia.

Na Figura 2.1 pode-se ver a interpretacao geométrica do método da bissecao.

fx) 4

Figura 2.1: Interpretagao grafica do método da bissecao

A convergéncia do método da bissegao ocorre sempre que a funcao f(x) for
continua no intervalo [a,b] e f(a).f(b) < 0 no entanto, essa convergéncia ¢ muito lenta,
pois se o comprimento do intervalo inicial, (by — ag) >> € e se ¢ for muito pequeno, o
nimero de iteragoes tende a ser muito grande.

Ainda sobre a convergéncia do método de bissecao temos algumas consideragoes
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a fazer sobre a prova, vamos supor [ag, bg] um intervalo inicial e que « seja a tnica raiz

do intervalo. Vimos que sao geradas trés sequéncias:

1) (ag): ndo-decrescente e limitado superiormente por by, entao existe um r € R tal que

limg_oo(ag) = 1.

2) (bg) : nao-crescente e limitado inferiormente por ag; entao existe um s € R tal que

CLk—i—bk
2

3) (x1): por construgao xj = , temos a;, < 1, < by.

Como a amplitude de cada intervalo sucessor [ax, 1, bg11] é a metade da amplitude

do intervalo antecessor [ay, by], temos que

bo —
bl—al = 02a0
by —ay bo — ag
e
bg—ag b()—ao
b3—a2 = 9 = 23
bp —a
- 02k 0
Dai, segue que:
bo — ao

Como ay e by sao convergentes, segue que

lim b, — lim a;, = 0= lim b, = lim a;, = s =r.
k—o00 k—o00 k—o00 k—o00

Seja @« = s = r o limite das duas sequéncias. Dado que, para todo k o ponto z, €

(ak, by),temos:

lim x5, = a.
k—00

Provamos assim que a sequéncia {x;} é convergente, falta provar que f(«a) = 0.

Em cada iteragao k, temos f(ag)f(bx) < 0. Entao, da continuidade de f:
0> lim f(ap)f(bx) = lim f(ax) lim f(by) = f(lim ax) f(lim by) = f(r)f(s) = ()],

Desta forma, f(a) = 0, pois 0 > [f(a)]* > 0.
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Estimativa do Nimero de Iteragoes:

Dada uma precisao € e um intervalo inicial [a, b] é possivel saber quantas iteragoes
k serao efetuadas pelo método da bissecao até que se obtenha by, — a;, < €. Sabendo que
b—a

b, —ap = T podemos obter o valor de k tal que by — a; < . De fato,

bk—ak<5 =

b—a
ok <€ge =
€
h—
log 2% > log =
€

klog2 > log(b—a) —loge =

log(b —a) — loge

k> (2.1)

log 2

Portanto, se a é a raiz exata e k satisfaz a relagao acima, ao final da iteracao k

teremos a aproximacao xj1 tal que
|Tpi1 —a] <bp —a, <e.

Observacao 2.4.1. Notemos que k dado por (2.1) normalmente nao é um nimero inteiro
e a iteracao € um inteiro positivo. Logo o valor do niumero de iteracoes necessdarias para

garantir a tolerancia é o maior inteiro positivo k que satisfaz (2.1).

Exemplo 2.4.2. Resolver a equacio 2 — 9z + 3 = 0 localizada no intervalo [0,1] com
e = 0.001.

Na Figura 2.2 temos o grafico da funcio f(z) = 2® — 9z + 3 e notamos que
possui trés interse¢coes com o eixo x, assim temos a localizacao para as trés raizes x; €
[—4,—3], x5 € [0,1] e z3 € [2,3]. Vamos aplicar o método da bissegao para determinar
uma aproximagao para Ts.

Seja Iy = [0,1]. De fato, f(0).f(1) < 0, tem pelo menos uma raiz em |0, 1].
Aplicamos o método de bissegao no intervalo sera [0; 1], obtemos z; = % =0,5. como
f(0).f(0,5) < 0 e aplicando o critério de parada f(0,5) > ¢ ou |0,5 — 0| > &, temos um
novo intervalo [0, 0, 5].

Seja I, = [0;0,5] e g =
|£(0,25)] > ¢ ou [0,25 — 0,5 > ¢, continuamos o processo. Como f(0,25).f(0,5) < 0,
tem-se que o novo intervalo sera [0, 25; 0, 5].

Seja, I3 = [0,25;0,5] e x3 = 9,25+0,5 = 0,375. Aplicando o critério de

2
parada temos |f(0,375)] > € ou [0,375 — 0,25| > &, continuamos o processo.Como

040,5

= 0,25. Aplicando o critério de parada temos
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Xe[-4,-3]
X,e [0, 1]
X, [2, 3]

<V

Figura 2.2: Grafico da fungao f(x) = 23 — 9z + 3.

£(0,25).£(0,375) < 0, o novo intervalo serd [0, 25; 0, 375].

Seja, I, = [0,25;0,375] e x4 = 0,25 —;0’3 0 _ 0,3125. Aplicando o critério de
parada temos |f(0,3125)] > € ou |0,375 — 0,3125| > ¢, continuamos o processo. Como
£(0,3125).f(0,375) < 0, o novo intervalo serd [0, 3125; 0, 375].

Seja, I = [0,3125;0,375] e x5 = 0 3125;_ 0,375 _ 0,34375. Aplicando o critério
de parada temos |f(0,34375)| > € ou |0,34375 — 0,3125| > ¢, continuamos o processo.
Como f(0,34375).f(0,3125) < 0, o novo intervalo sera [0, 3125; 0, 34375].

Seja, Is = [0,3125;0,34375] e 24 = 0,3125 20’34375 = 0,328125. Aplicando o
critério de parada temos |f(0,328125)| > € ou |0,34375 — 0, 328125| > ¢, continuamos o
processo. Como f(0,34375).1(0,328125) < 0, o novo intervalo serd [0, 328125; 0, 34375].

Seja, I; = [0,328125;0,34375] e x7 = 0’328125;_0734375 = 0,335938. Apli-
cando o critério de parada temos |f(0,335938)| > ¢ ou |0,335938 — 0,328125| > ¢,
continuamos o processo. Como f(0,335938).f(0,328125) < 0, o novo intervalo serd
[0, 328125; 0, 335938].

Seja, Is = [0,335838;0,34375] e xg = 0’335938;0734375 = 0,339844. Apli-
cando o critério de parada temos |f(0,339844)] > ¢ ou |0,339844 — 0,335938| > ¢,
continuamos o processo. Como f(0,335938).f(0,339844) < 0, o novo intervalo serd
[0, 335938; 0, 339844].

Seja, Iy = [0,335938;0,339844] e xg = 0, 335938 + 0, 339844 = 0,337891. Apli-

cando o critério de parada temos |f(0,337891)] > ¢ ou |0,337891 — 0,335938| > ¢,




continuamos o processo.

[0, 335938; 0, 337891].

Seja, I;p = [0,335938;0,337891] e x1p =

30

Como f(0,335938).f(0,337891) < 0, o novo intervalo serd

0, 335938 + 0, 337891

2

= 0,3369145.

Aplicando o critério de parada temos |0,337891 — 0,3369145| < ¢, tem-se que a apro-

ximagao para raiz com € = 0,001 é x1o = 0, 33691.

Apresentamos na Tabela 2.1 os resultados obtidos aplicando o algoritmo do

método da bissecao na equacao x® — 9z + 3 = 0.

a+b

k a b z=— f(x) f(a) f(b) sinal b-a
f(2)-f(a)

1 0 1 0,5 -1,375 3 ) - 0,5

2 0 0,5 0,25 0,76562 3 -1,375 | + 0,25
3 0,25 0,5 0,375 -0,32227 | 0,76562 -1,375 | - 0,125
4 0,25 0,375 0,3125 0,21802 | 0,765625 | -0,32226 | + 0,06250
5 | 0,3125 0,375 0,34375 | -0,05313 | 0,21802 | -0,32226 | - 0,03125
6 | 0,3125 | 0,34375 | 0,32812 | 0,08220 | 0,21802 | -0,05313 | + 0,01563
7 10,32812 | 0,34375 | 0,33594 | 0,01447 | 0,082203 | -0,05313 | + 0,00781
8 10,33594 | 0,34375 | 0,33984 | -0,01935 | 0,01447 | -0,05313 | - 0,00391
9 10,33594 | 0,33984 | 0,33789 |-0,00244 | 0,01447 | -0,01935 | - 0,00195
10 | 0,33594 | 0,33789 | 0,33691 | 0,00601 | 0,01447 | -0,00244 | + 0,00008

3

Tabela 2.1: Aproximagoes Sucessivas obtida do método da bissecao para a equagao x° —

9+ 3 =0.

Notemos por (2.1), tem-se

k>

log(b—a) —loge

log 2

log 1 —log 0.001
> 0g 0g

log 2

Logo k = 10 e a raiz aproximada ¢ 0.33691.

= 9,96.

Vantagens e Desvantagens:

- Satisfazendo as condicoes de continuidade e a troca de sinais, gera uma sequéncia con-

vergente.
- As iteragoes nao envolvem calculos complexos.

- Convergéncia lenta se b — a for muito maior que a precisao e esta for muito pequena;

gera um grande numero de iteragoes.

2.4.2 Método da Posicao Falsa ou Regula Falsi

A ideia do método da posicao falsa é melhorar o método da bissecao procurando

substituir a escolha de divisao do intervalo pelo ponto médio. Consistird em dividir de
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forma iterativa o intervalo [a,b] nos pontos em que a reta passa por [a, f(a)] e [b, f(b)]

intercepta o eixo das abcissas conforme Figura 2.3.

A
y

v

Figura 2.3: Interpretagao Grafica do Método da Posicao Falsa

Outra maneira de interpretar a construcao do método da posicao falsa é ao invés
da média aritmética, considerar a média aritmética ponderada entre a e b com os pesos

invertidos |f(b)| e |f(a)| tais que f(a) e f(b) tenham sinais opostos, assim

_alf®)+blf(a)] _ a.f(b) —b.f(a)

TR @I Ol T f0) = fl@)

. , . . . . ~ Ty —a
No mais o método da posigao falsa se equipara com o método da bissecdo. Se |

<

:ck—b

e ou | | < e (critério de parada), para um valor pré-fixado, entdo xp é a raiz
procurada. Caso contrario, calculamos f(xy) e escolhemos entre a e b aquele cuja f tenha
sinal oposto ao da f(zy). Com valor xj e esse ponto calculamos z;,; usando a férmula
acima. O processo iterativo deve ser continuado até que se obtenha a raiz com a precisao
pré-fixada. Observe ainda que a aplicacao do método da posigao falsa sempre mantém a

raiz procurada entre as aproximagoes mais recentes.

Algoritmo

Passo 0: Determinar um intervalo inicial [a, b] tal que f(a)f(b) < 0;

Faca k=0, ap = a e by, = b;

ar.-f(br) — by f(ax)
f(bk) — flax)

Passo 1: Defina x;, =

(Elementos da aproximagao sucessiva);
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Passo 2: Utilize o Critério de Parada: Se |f(zx)| < € ou |by—ax| < € pare e a aproximagao

desejada é xy;

Passo 3: Atualizacao do intervalo:
Se f(x) <0, defina a1 = % € bpr1 = by.

Se f(zx) > 0, defina ax 1 = ay € by = T
Passo 3: Faga k = k + 1 e volte ao Passo 1.

Ao final do algoritmo temos aq;as;...; by ba; ... xo; x1; g, ... tal que

_ ak-f(bk) - bk-f<ak)
for) = flaw)

Tk

Além disso, ,

{xk; se f(ay) <0
Ap+1 =

ag; se  f(zy) >0

bi; se  f(xg) <0
b1 =
x; se  f(zg) >0

Terminado o processo, tem-se um intervalo [a, b] que contém a raiz e uma apro-
ximagao xp para a raiz exata. O processo iterativo ¢é finalizado quando se obtém um
intervalo cujo tamanho é menor ou igual a tolerancia.

Na Figura 2.4 pode-se ver a interpretacao geométrica com as iteragoes.

AY
f(x)

o

<

Figura 2.4: Interpretacao Grafica do Método da Posicao Falsa.

Notemos que se f for continua em [a,b] e f(a).f(b) < 0, entdo o método da
posicao falsa gera uma sequéncia que converge para a raiz. A demonstracao deste fato
segue analogo a discussao da convergéncia do método da bissecao uma vez que o principio

é a reducao do intervalo onde a raiz estd localidade utilizando o Teorema de Bolzano 2.2.3.
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Exemplo 2.4.3. Considere a mesma equagio do Exemplo 2.4.2, ou seja, f(r) = x> —

9z + 3 =0.

Seja I} = [0, 1]. De fato, f(0).f(1) < 0, tem pelo menos uma raiz em [0, 1]. Apli-
0.(=5)—-13

—5-3
0,375. como f(0).f(0,375) < 0 e aplicando o critério de parada f(0,375) > e ou

|1 — 0] > ¢, temos um novo intervalo [0, 0, 375].

camos o método de da posigao falsa no intervalo serd [0; 1], obtemos x; =

0.(—0,32227) — 0,375.3
Seja I, = [0;0,375] e g = ( _’0’322;7_’3 = 0,33862. Aplicando o

critério de parada temos |f(0,33862)] > e ou |0,375 — 0] > ¢, continuamos o pro-
cesso.Como f(0,3382).f(0) < 0, tem-se que o novo intervalo sera [0; 0, 33862].

0.(—0,00879) — 0,375.3

—0,00879 — 3
o critério de parada temos |f(0,33763)| < e, tem-se que a aproximacdo para raiz com

e =0,001 é z3 = 0,33763.

Apresentamos na Tabela 2.2 os resultados obtidos aplicando o algoritmo do

Seja I3 = [0;0,33862] e x3 = = 0,33763. Aplicando

método da posicao falsa na equacao z3 — 92 + 3 = 0.

a’f(b) B bf(a) Sinal
kia b = ) = f(a) fla) | f(b) @) g ] 2
110 1 0,375 3 -5 —0, 32227 — 1
0| 0,375 0, 33862 3 —0,32227 | —0,00879 — 0,375
31010,33862 0,33763 3 0,00879 0, 00023 — 0, 33862

Tabela 2.2: Aproximacoes Sucessivas obtida do método da posicao falsa para a equacao
3
x> —9x+4+3=0.

Se comparar com o exemplo anterior percebe-se que a convergéncia foi mais rapida
que o método da bissecao precisando apenas de trés iteracoes.
Vantagens e desvantagens:

- técnica consistente e converge independente do formato do gréfico no intervalo [a,b].

- a convergéncia se torna lenta quando a raiz sé se faz a partir de um extremo do intervalo

e a imagem deste ponto fixo tende a um valor muito elevado.

2.4.3 Meétodos das Secantes

Agora veremos um método motivado pela interpretacao geométrica do método
da posicao falsa que é obter a aproximacao pela intersecao de uma reta secante com o

eixo X, no entanto, nao tera os mesmos principios de intervalos encaixantes do método
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da bissecao. Além disso, neste método nao se fara uso do teorema de Bolzano, exceto na
localizagao das raizes. Este método é conhecido como método das secantes.

A ideia do método das secantes é usar da intersecao da secante com o €ixo x como
aproximacoes para raizes de equacoes e, neste caso, sao necessarias duas aproximacoes xg
e 1 para iniciarmos.

Na Figura 2.5 tomamos a reta secante que passa pelos pontos (xo, f(zo)) e

(21, f(x1)). Seja A o ponto de intersecao desta reta secante com o eixo z. Para determi-

A

y

Figura 2.5: Interpretagao Grafica do Método das Secantes.

nar o valor de A, consideremos os triangulos ABC e AE D, por semelhanca de triangulos,

tem-se
(o) _ f(z1)

Ty — T2 1U1—932’

onde x5 é o ponto definido porA na figura. Calculando o valor de x5 temos

_ wof(w1) — 21 f(20)
f(z1) = f(zo) .

X2

Ao generalizar, obtemos a seguinte formula recursiva para as iteragoes subsequen-

tes:

o — i1 f (@r) — o f (25-1)
= flog) = flan—r)

Para simplificar a escrita, somando e subtraindo zy.f(zx) ao numerador e fazendo agru-

pamentos convenientes, obtemos

e f ()
TR @) — floe)
Ty — Tk—1

Algoritmo:

Passo 0: Dados g, x1, f(x) , e e ou ey;
Faca k = 0;
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Passo 1: Calcule a aproximacao:

o T f (k) — o f(@e-).
T ) = flane)

Passo 2: Teste de Parada:
Se |f(zr41)| < &1 entao a =y

Se |rpy1 — x| < &g entdo o = x4

Passo 3: Faga k = k + 1 e volte ao Passo 1.

Vantagens e Desvantagens:

- técnica consistente pois converge independente do formato do gréafico no intervalo [a, b].

- A convergéncia se torna lenta quando a raiz sé se faz a partir de um extremo do intervalo

e a imagem deste ponto fixo tende a um valor muito elevado.

Exemplo 2.4.4. Considere a equagdo nao linear do Exemplo 2.4.2, tal que f(z) = 23 —

92 4+ 3 =0 e também o mesmo intervalo e a tolerancia.
Inicialmente para k = 1, temos xo = 0, f(xg) =3, 1 =1 e f(z1) = —5. Assim

(x1 —x0).f(21)

To = T1 —

f(x1) = f(zo
_ (1-0).(=5) _
= 1—T—1—0.625—0.375

e verificando o critério de parada,
f(z2) = —0.322265625 e |xo — x1| = 0.625.

Aplicando novamente as iteragoes,

(z2 — @1).f(22)

X = o —
PR T ) — f(n
_ (375 _ (0375 — 1).(~0.322265625)
- —0.3222656255 — (—5)
(—0.625).(—0.322265625)
— 0.375 —
4, 677734375
20141601562
_ o.375 2201416015625

4,677734375
= 0.375 — 0.0430584551148225 = 0.3319415448851775
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e verificando o critério de parada,
f(z3) = 0.0491011379668066 e |z5 — x2| = 0.0430584552.

(w5 — @) f(x3)
fxs) = flx2

= 0.3319415448851775 —

(0.3319415448851775 — 0.375) - (0.0491011379668066)
0.0491011379668066 — (—0.322265625)
(—0.0430584551148225) - (0.0491011379668066)
0.3713667629668066

—0.0021142191452304
0.3713667629668066 0.3376346207230371

= 0.3319415448851775 —

= 0.3319415448851775 —
e verificando o critério de parada,
f(z4) = —0.0002222063554206 e |z4 — x3] = 0.0056930767.

Como |f(x4)| < &, entdao x4 = 0.3376346207230371 é a solucao aproximada pelo
critério de parada.

Os resultados calculados estao dispostos na Tabela 2.3.

k Tht1 f($k+1)
1 0,375 -0,32226
2 0,33194 | 0,04910
3 0,33763 | -0,00022

Tabela 2.3: Resultados pelo método da secante aplicado ao Exemplo 2.4.2.

Para se analisar um método a ser escolhido temos que levar em consideracao
aquele em que a convergeéncia for assegurada, que haja rapidez no nimero de iteragoes
efetuadas e a quantidade de cédlculos a cada iteragao. Obviamente, estes parametros estao
diretamente ligados com a equacao que se quer resolver e ao comportamento da mesma
no intervalo em que se encontra a raiz desejada. Vejamos através da equacao 2.4.2 uma
comparacao entre os métodos da bissecao, da posicao falsa e da secante. Normalmente

esta andlise de convergéncia ¢é a estabelecida entre os métodos.

Bissecao | Posicao Falsa Secantes
Dados Iniciais [0, 1] 0, 1] ro=0exz =1
Tg 0, 336971 0,33763 0,33763
|f(xp)] 0,00601 0,00023 0,00022
|z — Tp_1| 0,00098 0, 33862 0,0056
Nuimero de Iteragoes (k) 10 3 3

Notemos que tanto o método da secante, quanto o método da posicao falsa,
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apresentam melhor convergéncia do que o método da bissecao. Porém a cada iteracao os
seus calculos sao mais complexos.

Por outro lado, se utilizarmos o erro na solucdo, |ry — zj_1| sempre garanti-
mos uma convergencia com um nuimero de iteragoes previamente determinado utilizando
o método da bissecao, o que nem sempre pode acontecer com os outros métodos, eles
convergem mas nao garantimos o nimero limite de iteragoes.

Notemos que os métodos da secante e da falsa posicao aplicados obtiveram os
mesmos resultados, isto se deve ao fato de utilizarem a mesma ideia da intersecao de uma
secante com o eixo x para obter a sua nova aproximacao. Eles diferem apenas pela forma

como as estimativas anteriores sao substituidas pelas novas estimativas.



Capitulo 3

Proposta de Atividade

Uma sequéncia didatica, segundo Dolz, Noverraz e Schneuwly (2004), é uma fer-
ramenta que norteia o trabalho do professor na conducao das aulas e no planejamento das
intervengoes, organizando-o de forma gradual, através de um conjunto de atividades inter-
ligadas com objetivo de ampliar os conhecimentos dos alunos, a partir de conhecimentos
prévios, no processo ensino-aprendizagem.

Neste capitulo, apresentaremos uma sequéncia didatica cujo titulo é “Resolucao
de equacoes polinomiais do 3° grau com método da bissecao”. Particularmente usamos
o método da bissecao, por ser mais facil de aplicacdo em turmas do ensino médio como

afirma Lima (2006, pp.239).

3.1 Sequéncia Didatica: Resolucao de equacoes poli-
nomiais do 3° grau com o método da bissecao.

O objetivo geral desta proposta é desenvolver o lado investigativo do estudante
através da resolucao de equacgoes polinomiais pelo método iterativo.

Propoe-se que a atividade seja desenvolvida durante o tempo de quatro ho-
ras/aulas. Evidentemente que cabe uma observagao, que este tempo dependerd da sensibi-
lidade do professor em relagao a turma, podendo se estender por mais aulas ou comprimi-
las em menos aulas.

Os materiais necessarios sao praticamente os corriqueiros da pratica de ensino,
lapis, caneta, papel oficio, apostilas impressas e livro didatico. A fim de estimular os
alunos faz-se a inclusdo da tecnologia com o uso de celulares e/ou computadores. Vale
ressaltar que grande parte das escolas e os alunos possuem estes materiais disponiveis.

Abaixo segue a sequéncia elaborada em forma de etapas na qual descrevemos

suas respectivas estratégias e objetivos.
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Primeira etapa: Avaliacao diagnéstica e revisao das equacgoes po-
linomiais de 1° e 2° graus.

Inicialmente, propoe-se aos estudantes a resolucao das seguintes equacoes lineares

e quadraticas:

a) 2z —1=0;

b) 2z +1=0;

c) —2x—1=0;
d) —2z+1=0;
e) ? —2x+1=0;
f) 22 — 5z +6 = 0;
g) ¥ —x+2=0.

Objetivo:
Resgatar o conhecimento prévio dos alunos sobre equagoes polinomiais dos 1° e 2° graus

vistos durante o ensino fundamental.

Segunda etapa: Introducao as equacoes de 3° grau e genera-
lizacao.

Apresenta-se as defini¢oes para equagoes de ordem 3 e posteriormente ordem

maior. Discute-se sobre a determinacao das raizes, apresentando alguns casos especificos,

tais como:
a) z° — 81 =0;
b) z° —x = 0;

c) 34222+ 1 = 0;
d) 2 —32—-1=0.

Objetivo:

Apresentar uma extensao natural das equagoes polinomiais para grau maior que 2.
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Terceira etapa: Apresentar o método de Cardano para equacoes

polinomiais de 3° grau

Inicialmente faz-se os seguintes questionamentos:
1) Tiveram dificuldade em resolver equagoes polinomiais de terceiro grau, por exemplo do
tipo do item d),
1’ —3x—1=07?

2) Serd que tem uma férmula assim como a férmula de Béskara para este caso?
Posteriormente solicita-se que fagam uma pesquisa sobre resolucao de equagoes

polinomiais de terceiro grau.

Objetivo:

Com base nestes questionamentos e na pesquisa realizada, discutir métodos para resolucao

de equagoes de terceiro grau e a quantidades de raizes possiveis.

Quarta etapa: Visualizacao grafica de um polinomio e suas raizes.

Apresenta-se geometricamente a relacao do grafico de um polinémio e suas raizes,
utilizando o Geogebra como ferramenta computacional, também disponivel em aplicativos
para celulares.

Objetivo:
Ler, interpretar e utilizar representacoes matematicas através do uso de aplicativos no

celular.

Quinta etapa: Localizacao das raizes de um polinémio.

Discutir com os alunos as técnicas para obter um intervalo [a, b] tal que exista
pelo menos uma raiz do polinomio no interior dele, apresentando uma analise tedrica e

grafica da equagao f(z) = 0.
I. Na analise tedrica usa-se o Teorema de Bolzano 2.2.3;

II. Na analise gréafica usa-se as ferramentas computacionais vistas na quarta etapa.

Objetivo:
Facilitar a anédlise tedrica e grafica, de forma simultanea, na localizacao das raizes de

equacgoes polinomiais do 3° grau.

Sexta etapa: Método da bissecao

Apresentar aos alunos o método da bissecao de forma indutiva e processual esta-

belecendo um algoritmo para a construcao das aproximacoes sucessivas.
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a+b

flz) | fla) | f(b) | sinalf(x).f(a) | Teste

Objetivo:
Apresentar o algoritmo do método da bissecao discutindo as suas etapas e os critérios de

parada, assim como a convergéncia do método.

Sétima etapa: Experimentacao
Propoe-se aos estudantes a resolucao do seguinte problema:
1) Considere a seguinte equagio algébrica x® — 3z — 1 = 0.
a) Determinar o intervalo em que se localiza as raizes. Usar a andlise tedrica e gréfica;

b) Determinar o nimero méximo de iteragdes necessarias do método da bisse¢ao para o
caso da determinacao de uma aproximacao da primeira raiz positiva com precisao
e=0,1¢;=0,01 e £5=0,001;

c) Aplicar o método da bisse¢do e obter a raiz com as precisdes do item b);

d) Preencher a tabela a seguir:

Objetivo:

Testarem os seus conhecimentos aprendidos e refletirem sobre o uso do método da bisse¢ao.

Oitava etapa: Questionario e conclusao

Propor aos alunos que respondam o seguinte questionario. Depois apresentar as
respostas corretas e discutir sobre as suas respostas. Tentar durante a discussao introduzir

o conceito de convergéncia.
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1)

2)

3)

4)

5)

Questionario
Nos itens de 1 a 4, marque somente uma alternativa por questao:

Se diminuir a tolerancia aumenta a quantidade de iteragoes?

a) Sim, pois precisard mais iteragoes para atingir o critério de parada;

b) Sim, pois a quantidade de iteragoes aumenta quando fazemos mais calculos;

c) Nao, pois precisarda de menos iteragoes para atingir o critério de parada;

d) Nao, pois utilizamos a mesma quantidade de cdlculos independente da precisao

escolhida.

Se diminuir a amplitude do intervalos aumenta a quantidade de iteracoes?

a) Sim, pois precisard mais iteragdes para atingir o critério de parada;

b) Sim, pois a quantidade de iteragoes aumenta quando fazemos mais calculos;

c¢) Nao, pois precisara de menos iteragoes para atingir o critério de parada;

d) Nao, pois utilizamos a mesma quantidade de calculos independente da precisao

escolhida.

Se aumentar a tolerdncia aumenta a quantidade de iteragoes?

a) Sim, pois precisard mais iteragoes para atingir o critério de parada;

b) Sim, pois a quantidade de iteragoes aumenta quando fazemos mais calculos;

c) Nao, pois precisard de menos iteragoes para atingir o critério de parada;

d) Nao, pois utilizamos a mesma quantidade de calculos independente da precisao

escolhida.

Se aumentar a amplitude do intervalos aumenta a quantidade de iteracoes?

a) Sim, pois precisard mais iteragoes para atingir o critério de parada;

b) Sim, pois a quantidade de itera¢oes aumenta quando fazemos mais calculos;

c) Nao, pois precisard de menos iteragoes para atingir o critério de parada;

d) Nao, pois utilizamos a mesma quantidade de calculos independente da precisao

escolhida.

O que vocé achou dessa atividade? Descreva colocando os pontos positivos,

negativos, suas dificuldades e o que aprendeu com a mesma.

Objetivo:

Verificar o conhecimento do estudante sobre a convergéncia do método e despertar o interesse

pela investigacao matematica.
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3.2 Discussao sobre a Sequéncia Didatica

A proposta apresentada nao necessariamente precisa ser seguida em sua ordem, po-
dendo ser realizada de forma simultanea ou até mesmo invertendo algumas etapas. Por exemplo,
a etapa de visualizacao gréfica pode ser colocada como primeira etapa a fim de motiva-los devido
ao uso de ferramentas computacionais em sala de aula.

E importante salientar a flexibilidade na execucao da sequéncia podendo ser enriquecido
com outros tépicos que venham acrescentar outras discussoes referentes ao assunto, como por
exemplo, a teoria de funcoes, construcao de graficos e uso de outros métodos numéricos tais
como o método da posicao falsa e da secantes, citados no Capitulo 2.

Sobre o Geogebra e seu manuseio indicamos a leitura do artigo (JUNIOR; ABBEG,
2016), que mostra o passo a passo como resolver equagoes algébricas no Geogebra. Além disso,
pode-se consultar a pagina oficial do Geogebra (INTERNATIONAL GEOGEBRA INSTITUTE,
acesso em 2019), onde pode ser encontrado mais detalhes sobre o funcionamento do Geogebra.

A escolha das equagoes foram realizadas devido a experiéncias observadas ao longo da
docéncia e também retiradas das pesquisas feitas para a escrita deste trabalho.

Tivemos uma preocupacao na elaboragao desta sequéncia a fim de seguir as orientacoes
propostas nos Parametros Curriculares do Ensino Médio, buscando sempre incentivar o lado
investigativo dos estudantes e dando uma formacao critica dos contetidos. Desta forma, a pro-
posta de um questionario no final é que nao seja avaliativo de contelddos, mas buscando que os
discentes facam uma auto-critica do seu papel no aprendizado.

Sugerimos que, na sétima etapa, a atividade seja realizada em grupos, sendo duplas
ou trios para que nao haja dispersoes, conversas paralelas e, consequentemente, perda do foco
na atividade proposta. Além disso, o trabalho em duplas permite aos alunos uma melhor
assimilacao dos conteidos por proporcionar a cooperagao e a socializacdo de conhecimentos
entre os mesmos e assim poderem sentir mais tranquilos seja no manuseio do equipamento seja
na linguagem prépria para sanar as duvidas existentes ou mesmo nas discussoes para buscar
estratégias de resolucao dos problemas propostos.

Outra ferramenta que nos nossos estudos percebemos que poderd ser utilizada para
o preenchimento da tabela é o uso do software Excel da Microsoft, o Geogebra ou similar,

explorando a construcao, a interpretacao e analise de tabelas através das planilhas eletronicas.



Capitulo 4

Relato de Experiéncia

O presente relato de experiéncia constitui-se num trabalho desenvolvido em uma turma
de ensino médio de uma escola ptblica onde sugerimos a aplicacao de um método numérico de
facil compreensao para resolver equagoes polinomiais de grau maior que 2, diante de questiona-
mentos quanto a existéncia de uma féormula para resolver tais equacoes. Aplicamos a sequéncia
didética descrita do Capitulo 3.

Na primeira etapa da sequéncia didatica, avaliacao diagndstica e revisao das equacoes
polinomiais de 1° e 2° graus, iniciamos o trabalho com apresentacao de equacdes a serem resol-
vidas a partir de conhecimentos prévios dos alunos, no entanto, percebemos que a maioria nao
lembrava os conceitos basicos de equacdo nem como achar raizes de equacao do 1° e 2° graus
sendo necessario a intervengao do professor, discutindo etapa por etapa as operagoes na resolucao
das equagoes. Muitos usaram, por exemplo, a formula de Bhaskara para resolver as equacoes do
1° grau, o que mostrou que o conhecimento adquirido pelos mesmos foi apenas de reproducao
das féormulas. Mas a medida que foram sendo revisados os conteiidos, os mesmos perceberam os
seus erros, consertando-os, e, diante disso, percebemos uma evolugao no aprendizado.

Ainda na primeira etapa, devido notar a dificuldade dos alunos, introduzimos os concei-
tos para resolucao de uma equacao incompleta, utilizamos as técnicas da fatoracao para resolver
equacoes incompletas do 2° e 3° graus e destacamos para isso duas importantes propriedades

dos ntimeros reais:
1) Sex,y € Rexz.y =0, entdo z =0 ou y = 0.
2) Sex,y cRea? =y, entao x = |/y ou x = —/y.

De certa forma, a segunda etapa foi iniciada conjuntamente com o término da primeira.
Visto a resolucao das equacoes polinomiais incompletas do 2° e 3° graus chegamos ao problema
de resolver equacoes polinomiais completas do 3° grau, donde iniciamos, quase despercebidos, a
terceira etapa o que ocasionou questionamentos quando nao conseguiram resolver algebricamente
as equagoes polinomiais do 3° grau, a partir dai sugerimos pesquisar sobre possiveis férmulas para
calcular raizes de equacGes polinomiais do terceiro grau. Infelizmente a pesquisa foi realizada

somente por trés alunos. Com base na pesquisa, notamos que a férmula de Cardano nao era
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atrativa para aplicar e os alunos tiveram pouco interesse em utiliza-la. Surgiu por um aluno a
seguinte pergunta:

Aluno 1: “se existe um método mais facil para calcular?” - e, nesse momento, explicamos a
possibilidade de utilizar outros procedimentos para cédlculo de raizes e foi sugerido o método
numérico.

Em seguida, aplicamos a quarta etapa, apresentando o software Geogebra sendo bem
recebido pelos alunos, que se mostraram empolgados na instalacdo e manuseio do programa.
Construimos os graficos de equagoes polinomiais e comparamos com os resultados obtidos ana-
liticamente em relacao as quantidades de raizes, intersecdo dos graficos com as mesmas. Os
resultados obtidos foram satisfatérios no que diz respeito ao envolvimento, a curiosidade pela
aprendizagem de novos conceitos matemdticos e ao uso de “app” de celulares em sala de aula.

Na quinta etapa, localizacao das raizes de um polinémio, a parte grafica foi fundamental
para o entendimento dos alunos. Inclusive, a andlise téorica fundamentamos toda como base no
entendimento grafico e o teorema de Bolzano foi apresentado de forma a ser compreendida pelos
alunos, sem enunciéd-lo de forma axiomaética contida nos livros de calculos do nivel superior. Nesta
etapa houve uma participacao efetiva de toda a sala querendo apresentar os seus resultados.
Notamos que o aprendizado do conceito de raiz de uma funcao foi atingido e a relacdo da analise
tedrica da equacao algébrica com a andlise grafica foi importante neste processo.

Mostrado a necessidade do uso do método numérico, abordamos o método de bissecao,
sexta etapa da sequéncia. Durante a exposi¢ao dos contetidos notamos que os alunos nao tinham
conhecimento do termo de ponto médio, porém um aluno 2 apresentou a seguinte pergunta: “este
calculo nao seria uma média aritmética?”. Pelo interesse de utilizagdo do software Geogebra
mostrado pela turma, fizemos durante a apresentacao do método, o uso, a cada etapa do método.

Surgiu um questionamento interessante: como aplicar o método da bissecao para a
equacdo z2 — 2z + 1 = 0? Ou de forma mais geral, em que o discriminante é zero obtendo rafzes
reais e iguais, de multiplicidade 2 onde no intervalo [a, b] o seu sinal f(a).f(b) > 0? No entanto,
tem raiz neste intervalo promovendo uma discussao rica que colaborou para possivel insercao de
outros métodos mais completos.

Para a sétima etapa, experimentacao do método, dividimos a turma em duplas ou trios.
No que diz respeito ao método de bissecao, um entrave ao conteido foi o trabalho com decimais
diante da dificuldade dos mesmos em realizar operagoes tais como multiplicacao e divisao sendo
sanadas com o uso de calculadoras, além disso, foram detectados também a questao do uso da
desigualdade na comparacao com a tolerancia exigida, além da dificuldade no uso da notacao
cientifica.

Ainda no que diz respeito aos calculos para encontrar raizes percebemos que mesmo
promovendo discussoes observamos que os alunos queriam encontrar uma solucao de forma
mais rapida e imediata ao tentar utilizar outros intervalos e precisoes requeridas, além de que
trabalhamos intensamente durantes trés aulas seguidas o que tornou desgastante para os mesmos.

Devido as longas discussoes e dificuldades encontradas durante a aplicacao da sequéncia

didatica, nao conseguimos aplicar o questiondario por escrito. Foi realizado um debate sobre os
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conteidos e uma discussao sobre a convergéncia do método. Notamos que foi satisfatério a
compreensao dos contetidos sobre métodos iterativos, além disso, observamos a participacao de
todos durante todo o debate demonstrado em algumas das falas a seguir:

- Aluno 1: “Uma experiéncia divertida pois foi bem dinamica e aprendi mais sobre o
assunto”.

- Aluno 2: “Foi uma experiéncia incrivel pois aprendi como fazer o “cdlculo” de equacao
do terceiro grau de um método diferente e também por que a atividade foi dinamica”.

- Aluno 3 : “Achei interativa, me compliquei com os calculos, achei que era incapaz e
a professora me mostrou o contrario”.

Portanto, mesmo que tenham sido detectadas dificuldades na aplicacao do método
numérico, a apresentagao desse novo conteido no ensino médio proporcionou aos estudantes
a pensar matematicamente, usar a tecnologia como ferramenta para entender a matemdtica e

ainda exercer seu protagonismo na aquisicao do conhecimento.



Conclusao

Neste trabalho propomos a aplicacao de uma sequéncia didatica a alunos do ensino médio visando
a apresentacao do método de bissecao na resolugao de equacoes polinomiais de grau maior que
2, por ser de simples entendimento para os mesmos, mas, antes, buscamos apresentar, para cada
conteido, alguns conceitos preliminares além de demonstragoes de alguns autores da area para
embasar a proposta didatica aplicada. Sabemos que desde a introdugao da algebra no ensino
fundamental, parte dos alunos se interessam pela resolucao de equagoes mas ao mesmo tempo
sentem dificuldades ao se deparar com férmulas, o que leva os estudantes apenas a memorizar
as mesmas para resolver questoes de avaliacoes.

Um dos desafios aqui é sugerir técnicas de resolucao de equagoes que nao estejam presas
as férmulas mas apresentacao de conteidos no ensino superior como os métodos numéricos, no
ensino médio, de forma a desenvolver nos estudantes o interesse por continuar aprendendo e
assim podermos mudar a visao que muitos tém da matematica.

Sabemos que, em geral, quando abordamos a algebra na resolucao de equacoes poli-
nomiais, os alunos costumam considerar o conteido de dificil assimilacdo o que torna a aula
monoétona e desinteressante. Diante dessa constatacao e realizando pesquisas na area vimos que,
em Sperandio, Mendes e M. (2003), ele afirma que, quando o método analitico é dificil de ser
obtido podemos recorrer a métodos numéricos. Neste sentido, resolvemos sugerir a aplicagao de
métodos numéricos para resolvermos tais equacoes de forma a tornar as aulas mais dinamicas
e desafiadoras para os alunos, desenvolvendo o lado investigativo dos mesmos, baseando-se no
desenvolvimento de competéncias como a de interpretar informacoes de natureza cientifica e
social obtidas da leitura de gréaficos e tabelas, realizando previsao de tendéncia, extrapolacao,
interpolacao e interpretacao seguidas das seguintes habilidades: utilizar informagoes expressas
em graficos ou tabelas para fazer inferéncias; resolver problema com dados apresentados em
tabelas ou graficos e analisar informagcoes expressas em graficos ou tabelas como recurso para
a construgéo de argumentos, divulgadas pelo Inep na matriz referéncia de matematica e suas
tecnologias para o ENEM.

Nos restringimos, aqui, a resolucao de uma equacao polinomial de terceiro grau tendo
em vista que muitos alunos questionavam sobre a existéncia de féormulas para resolucao das
mesmas e, com base em pesquisas propostas, percebemos que férmulas como a de Tartaglia
desenvolvida no século X VI, sao trabalhosas e de dificil compreensao quando aplicadas no ensino

médio enquanto que os métodos numéricos podem ser abordados, sem conhecimentos prévios de
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Calculo Diferencial, e mesmo que seja necessario buscar uma linguagem adequada para o ensino
dos mesmos, por exemplo, a nocao de continuidade, aqui sendo apresentado graficamente no
estudo de equagoes polinomiais do tipo f(x) = 0 de forma a nao existir “quebra’ou “furo”ao
longo da sua linha. Além disso, o método de bissecdo, na maioria das vezes, necessita apenas
de conceitos béasicos tais como decimais, ao buscar aproximagoes para raizes com precisoes pré-
definidas, o que pode ser facilitado pelo uso de calculadoras simples, da nocao de ponto médio
quando do uso da funcao iteragao para o método de bissecao e da interpretagdo e andlise de
tabelas sendo interessante o uso de planilhas eletronicas e graficos que podem ser realizadas
através de aplicativos nos celulares como o Geogebra, e nesse sentido, recomendamos que seja
estendido o tempo proposto para a atividade.

Embora nao tenha sido aplicados os métodos da posicao falsa e da secante, esperamos
que possamos introduzi-los de forma complementar a sequéncia didatica como uma proposta de
trabalhos futuros.

Quanto a utilizagao dos aplicativos de celular é preciso estar atento ao uso de softwares
pois a tecnologia pode ser util quando atender as necessidades dos alunos no que diz respeito
a ilustracao da situacao, na otimizacao do tempo para efetuar calculos trabalhosos e na inter-
pretacao geométrica do problema em questao e ainda possibilitar o protagonismo dos mesmos de
forma que produzam seus proprios conhecimentos e saibam selecionar as informagoes necessarias
a resolucao do problema como afirma (Brasil,2008 - p.89): “a escolha de um programa torna-se
um fator que determina a qualidade do aprendizado”. Considerando isto, sentimos dificuldade
quanto ao acesso pois percebemos que muitos nao dispoem de celulares, no que foi proposto a
realizacao de trabalhos em grupos para que todos estivessem inseridos no processo.

Portanto, notamos que os objetivos foram alcancados de forma a contribuir para que-
brar paradigmas e promover discussoes a nivel académico no que diz respeito a aplicagao de
métodos numéricos no ensino médio. Além disso, fortalecer a ideia de que esse contetddo per-
mite ao professor trabalhar de forma integrada com contetudos de algebra e geometria aliado as

tecnologias, pouco trabalhadas nesse nivel de ensino.
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