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Resumo

Neste trabalho, o tema contagem de figuras foi desenvolvido, especificamente, em
situacoes envolvendo contagem de pontos, segmentos, caminhos e regioes representadas
por figuras planas. Uma diversidade de contextos que exploram o tema oportunizaram o
uso de contetidos da Matematica encontrados na Algebra, Aritmética e Geometria. Al-
guns métodos de contagem foram apresentados com o intuito de aprimorar estratégias,
capacidade de observacgao, velocidade de raciocinio e precisao no processo de contagem.
Durante todo o trabalho, houve o cuidado em apresentar problemas cujas figuras desper-
tassem necessidade e curiosidade em contar. A maior parte desses problemas foi retirada
dos livros Elementary Combinatorial Geometry, de Andrasz Szilar, professor assistente na
Universidade Babes-Bolyai de Cluj Napoca, Roménia e do livro Conteo de Figuras Recor-
ridos Eulerianos, que faz parte da colecdo Razonamientos Matematico, de Adolfo Povis
Vega. H& também, nesse estudo, questoes provenientes das provas do exame de acesso
ao PROFMAT, o ENA, cuja abordagem compara as solugoes oficiais com as técnicas e
métodos que sao tema dessa escrita, com objetivo de ampliar o repertério dos estudantes
na resolucao de problemas. Em seguida, uma sequéncia didatica foi apresentada como
proposta de introducao ao estudo da Progressao Aritmética e da Analise Combinatoria
planejando, através de praticas docentes, resgatar a simplicidade e a beleza do pensamento

matematico.

Palavras-chave: Contagem de Figuras, Malha Quadriculada, Progressao Aritmética,
Analise combinatoéria.



Abstract

In this work, the theme counting of figures was developed, specifically, in situati-
ons involving counting of points, segments, paths and regions represented by flat figures.
A diversity of contexts that exploit the theme have facilitated the use of Mathematics
contents found in Algebra, Arithmetic and Geometry. Some counting methods were pre-
sented with the purpose of improving strategies, observation capacity, speed of reasoning
and precision in the counting process. Throughout the work, care was taken to present
problems whose figures aroused the need and curiosity to tell. Most of these problems were
taken from Andrasz Szilar’s Elementary Combinatorial Geometry, an assistant professor
at the Babes-Bolyai University in Cluj Napoca, Romania, and from the book Counting
Eulerian Tour Figures, which is part of the Mathematical Reasoning collection by Adolfo
Povis Vega . There are also in this study questions from the tests of the access examina-
tion to the PROFMAT, the ENA, whose approach compares the official solutions with the
techniques and methods that are the subject of this writing, aiming to broaden students’
repertoire in solving problems. Next, a didactic sequence was presented as a proposal of
introduction to the study of Arithmetic Progression and Combinatorial Analysis, plan-
ning, through teaching practices, to rescue the simplicity and beauty of mathematical

thinking.

Keywords: Counting of Figures, Grids, Arithmetic Progression, Combinatorial Analysis.
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Introducao

No decorrer dos tempos, a busca pela origem do conhecimento tem ocupado a
mente e a alma de intimeros pesquisadores, cientistas e curiosos, pessoas que, em muitos
casos, abriram mao das suas vidas e se debrucaram sobre as poucas pistas que nossos
antepassados nos deixaram, em busca de justificativas que credenciem as suas hipoteses
iniciais, e sustentem as suas investigacées. No campo especifico da matematica e particu-
larmente no que diz respeito a contagem, varios questionamentos sao levantados quanto
& sua origem.

Segundo [2], uma grande discussdo relacionada as origens da contagem é moti-
vada pelas questoes: contar é intuitivo, ou ainda, o processo de contagem é evolutivo ou
foi criado em algum momento? Em meados do século XIX, os antropdlogos acreditavam
na unidade psicolégica da raga humana e partiam da premissa que, em média, os seres hu-
manos compartilhavam capacidades mentais semelhantes, principalmente no que se refere
a contagem. A partir da publicacdo de um estudo sobre como pensam os povos nativos,
preconceitos a parte, verificou-se que varios povos primitivos analisados manifestavam
distintas habilidades no que diz respeito a contagem, dependendo de suas necessidades.

O que de fato podemos concluir ¢ que em dado momento da nossa existéncia
particular, o ato de contar foi imperativo. O processo de contagem nos parece ser a no¢ao
matematica mais simples.

Segundo [5], ele comegou a ser desenvolvido pelo ser humano muito antes de haver
escrita ou civilizacao e, por isso, possuimos poucos elementos concretos para sua analise.
No entanto, as habilidades de contagem precedem qualquer desenvolvimento matematico
mais sofisticado e sua compreensao é um passo inicial essencial para uma abordagem
histérica da matemaética.

Segundo [2], é interessante observar que individuos de diferentes culturas ainda
hoje mantém formas distintas de utilizar os dedos para contar. Paralelamente ao processo
de contagem surgiu também a ideia de ordenagao, e o reconhecimento dessa distingao foi
um passo importante na evolugao do pensamento humano no que se refere a contagem.
Outro passo igualmente fundamental na historia da contagem refere-se ao estabelecimento

de uma correspondéncia entre os objetos a serem contados e uma forma concreta de re-



gistro (pedras, nés em um fio, etc..). Este passo é definitivo na dire¢ao de se determina-
rem, posteriormente, os simbolos correspondentes as quantidades a serem escolhidas como
padrao no sistema de contagem, que substituiriam os objetos utilizados para o registro.

Tudo nos leva a cré que o processo de evolugao humana, na arte de contar, se
deva a interacao do ser humano com a natureza que lhe cerca, e consigo mesmo, o que
nos permitiu contemplar avancos significativos.

Segundo [5], o ser humano possui habilidades naturais para pensar nog¢oes quan-
titativas rudimentares: muito e pouco, grande e pequeno, lento e rapido. A evolugao
humana, de uma vida primitiva para uma vida em sociedade, incorporou novos desafios
sociais e econdémicos. Novas demandas surgiram na organizacao do espaco, nas técnicas
de producao e nas relagoes de natureza comercial. Estimulos vieram da interacao com
a natureza ao seu redor, em especial da observacao dos céus. O homem se viu assim
diante da necessidade de pensar numericamente. Desta forma, é razoavel concluir, que os
rudimentos utilizados pelos nossos antepassados, nos primoérdios da nossa existéncia, nao
estavam limitados a um povo especifico, mas sim a necessidade humana de contar.

Segundo [2], o estabelecimento de formas e simbolos para registrar as quantidades
e resolver os problemas que a organizacao da vida cotidiana e social demandavam, foi o
primeiro passo dado pelo homem na direcao de criar uma estrutura formal e operacional
que serve de base a sistematizacao do processo de contagem. Desta forma, ficaram assim
estabelecidos, nas mais variadas culturas, regioes geograficas e civilizagoes, os alicerces do
pensamento matematico.

Este trabalho destina-se, a alunos do 3° ano do ensino médio, mas em parte
pode também atender aos interesses dos alunos do ensino fundamental. A escolha desse
tema foi motivada pela reacao dos alunos, sempre que o tema contagem era abordado.
O interesse inicial dos alunos pelo tema era notoério e, se justifica, pelo fato do mesmo
proporcionar experiéncias matematicas significativas. O tema nos permite explorar ele-
mentos matematicos que em si mesmos enaltecem o ensino dessa matéria. Os elemento
sao: entusiasmo, beleza, simplicidade, abstragdo e muitos outros sem os quais a Ma-
tematica seria destituida de significado e inconcebivel para aqueles que, inicialmente, nos
proporcionaram experimentar as maravilhas dessa ciéncia. Ainda que se alegue que tais
elementos encontram-se presentes na dinamica escolar brasileira, nao os encontrei nos
livros didaticos a que tive acesso, dentre eles destaco, por serem os que mais se evi-
denciam no pais, os livros [1, 3, 4]. Observamos que que estes livros apresentam, em
alguns momentos, uma Matematica refém de uma algebra prematura ou refém de uma
necessidade de “contextualizar” para atender aos ditames de uma sociedade movida pelo
pragmatismo, contrastando com a atmosfera vivenciada pelos nossos antepassados, onde

a filosofia classica via no écio um significado bom.



Segundo Aristoteles:

E com o multiplicar-se das artes, umas em vista da necessidade,
outras da satisfacao, sempre continuamos a considerar os inven-
tores destas ultimas como mais sabios que os das outras, porque
as suas ciéncias nao se subordinam ao 1util. De modo que, cons-
tituidas todas as [ciéncias| deste género, outras se descobriram que
nao visam nem o prazer nem a necessidade, e primeiramente na-
quelas regices onde [os homens| viviam no écio. E assim que, em
varias partes do Egito, se organizaram pela primeira vez as artes
matematicas, porque ai se conseguiu que a casta sacerdotal vivesse
no 6cio. (ARISTOTELES, 1984: 12).

Nesse sentido, métodos, técnicas e proposi¢oes foram cuidadosamente selecionados de
forma a provocar entusiasmo, aprimorar estratégias, capacidade de observacao, velocidade
no raciocinio e precisao no processo de contagem. Para isso, esse trabalho foi organizada
do seguinte modo: no Capitulo 1, serao abordados os conceitos de nimeros poligonais e
malha quadriculada na perspectiva de contagem de pontos. Ja no Capitulo 2, o enfoque
sera em situagoes envolvendo contagem de segmentos e caminhos presentes numa figura
plana. O Capitulo 3, por sua vez, trara métodos de contagem que permitem averiguar o
numero exato de regides e figuras com determinadas caracteristicas. Por fim, o Capitulo
4 sera dedicado a elaboracao de uma sequéncia didatica, em que o aluno seja estimulado a
aplicar métodos, construir tabelas, elaborar esquemas, buscar padroes e testar conjecturas

através das ferramentas das Progressao Aritmética e Analise Combinatoria.



Capitulo 1
Contagem de pontos

Nesse capitulo serao apresentados algumas proposi¢oes e problemas cujas solugoes
serdo referendadas pelo uso de algumas propriedades e ideias muito simples e tteis. Abor-
daremos o conceito de nimeros poligonais, rede no plano, malha quadriculada e poligonos

sempre na perspectiva de enfocar a contagem de pontos.

1.1 Numeros Poligonais

Definicao 1.1.1. Os ntimeros poligonais sao todos os niimeros naturais que podem ser
representados na forma de um arranjo geométrico regular de pontos igualmente espagados

de modo a formar um poligono regular.

Nosso objetivo agora é determinar as férmulas recursiva, interativa e fechada para
os numeros poligonais presentes na tabela acima, objetivando assim determinar o ntimero
de pontos necessarios para representar determinado nimero poligonal. A representacgao e
verificacao dos niimeros através das figuras geométricas é uma ferramenta imprescindivel,
pois a disposicao das figuras em si mesma proporciona desvelo e aguca a capacidade de
observacao, independentemente do publico a que se destina. Durante esse processo, va-
mos constatar a importancia da progressao aritmética como parte integrante das relagoes

existentes entre numeros da mesma “familia”.

1.1.1 Numeros Triangulares

Sequéncia dos numeros: 1,3,6,10,15,21, ...



Figura 1.1.1: Numeros triangulares [7]

i ) Férmula recursiva

Essa formula estabelece uma relagdo entre um ntmero triangular e o seu ante-
cessor imediato. Iniciaremos associado a cada figura um nimero triangular representado

por T'(n), n > 1, e seu respectivo niimero de pontos.

T(1)=1,

T(2)=T(1)+2,
T(3)=T(2)+3,
T(4)=T(3)+4,

ii ) Férmula interativa

Considerando agora os 7 primeiros ntimeros triangulares: 1, 3,6, 10, 15,21, 28. E
possivel perceber que as diferencas entre cada um deles e seu antecessor sao 2,3,4,5,6,7,
respectivamente. Geometricamente, é facil perceber que ha uma regularidade na formacgao
desses numeros: T,,1 = T, + n, para todo n € N. Com essa informagao, é possivel

reformular o raciocinio e notar que:

T1:1,
Ty=1+2,
Ty =1+2+3,

Ty=1+2+3+4,

T,=1+2+3++n.



iii ) Formula fechada

Numero triangular | Nimero de pontos
T(1) 1
T(2) 3
T (3) 6
T (n> n(n2+1)

Temos entao que cada T}, é a soma dos termos de uma PA e, com isso, podemos
concluir que T, = @ Mais adiante, ao analisarmos outros niimeros poligonais vamos
verificar que esse fato nao é um caso isolado. E interessante poder verificar que as dife-
rencas entre dois niimeros poligonais consecutivos, de mesmo tipo, formam uma PA de 22
ordem. Sendo assim, podemos encontrar, utilizando a férmula da soma dos seus termos,

uma expressao geral para os nimeros poligonais.

1.1.2 Numeros quadrangulares

Sequéncia dos numeros: 1,4,9, 16,25, 36, 49...

ey

Figura 1.1.2: Numeros quadrangulares [7]

i ) Férmula recursiva

Essa férmula estabelece uma relacao entre um numero quadrangular e o seu
antecessor imediato. Iniciaremos associado a cada figura um nimero quadrangular repre-

sentado por @ (n), n > 1, e seu respectivo ntimero de pontos.

Nimero quadrangular | Nimero de pontos

Q (1) 1
Q(2) 4

Q(3) 9

Q (n) n’




ii ) Férmula interativa

Considerando agora os 7 primeiros numeros quadrangulares: 1,4,

9,16, 25, 36,49.

E possivel perceber que as diferengas entre cada um deles e seu antecessor imediato, sao

3,5,7,9,11,13. Sendo assim é facil concluir que: @, 11 = @, +2n — 1 , para todo n € N.

Com essa informacao, é possivel reformular o raciocinio e notar que:

1 =1,
Q2=Q(1)+3=1+3,
Qs=Q12)+5=1+3+05,
Q:=QB)+7=143+5+T,

Qn:Qn—1+2n_1:1+3+5++2n—1

iii ) Férmula fechada

Temos entao que cada é a soma dos termos da PA 1,3,5,7,9,11,

Sendo assim temos que:

Qn=1+3+--+(2n—-1)
_ n[1+(2n—1)]
2
=n".

1.1.3 Numeros Pentagonais

Sequéncia dos numeros: 1,5,12,22, 35,51, 70, ...

REgtsdicei

Figura 1.1.3: Numeros pentagonais [7]

i ) Férmula recursiva

e, 2n — 1.

Essa férmula estabelece uma relagao entre um ntmero pentagonal e o seu ante-

cessor imediato. Iniciaremos associado a cada figura um ntmero pentagonal representado



por P(n), n> 1.

P(1)=1,

P(2)=P(1)+4,
P(3)=P((2)+7,
P(4) = P(3) + 10,

ii ) Férmula interativa

Considerando agora os 7 primeiros nimeros pentagonais, 1,5, 12,22, 35,51, 70. E
possivel perceber que as diferencas entre cada um deles e seu antecessor imediato sao
4,7,10,13, 16,19, respectivamente. Podemos concluir entao que: P,y; = P, + 3n — 2,

para todo n € N. Com essa informacao, é possivel reformular o raciocinio e notar que:

P(1)=1,
P(2)=1+4,
PB3)=1+4+T7,
P(4) =1+4+7+10,

Pn+1)=14+44+7+10+---4+3n—2.

iii ) Formula fechada

Temos entao que cada P, é a soma dos termos da PA 1,4,7,10,13, 16, ...,3n — 2.

Sendo assim temos que:

P,=1444+7+10+---+(2n—1)

_ n[1+(3n—2)]
2

_ n(3n-1)

= 5 .

Numero pentagonal | Numero de pontos

P(1) 1
P(2) 5

P(3) 12

)z (n) n(3n—2)




1.1.4 Numeros Hexagonais

Sequéncia dos numeros: 1,6, 15,28, 45,66,91, ...

Figura 1.1.4: Numeros hexagonais [7]

i ) Féormula Recursiva

Essa férmula estabelece uma relagdo entre um niimero Hexagonal e o seu ante-
cessor imediato. Iniciaremos associado a cada figura um ntmero pentagonal representado
por H(n), n > 1.

H(1) =1,

H(2)=H(1)+5,
H(3)=H(2)+9,
H(4) = H(3) + 13,

ii ) Férmula interativa

Considerando agora os 7 primeiros nimeros hexagonais, 1,6, 15,28, 45,66, 91. E
possivel perceber que as diferencas entre cada um deles e seu antecessor imediato sao
5,9,13,17,21,25. Podemos assim concluir que: H,,.1 = H, + 4n — 3, para todo n € N.

Com essa informacao, é possivel reformular o raciocinio e notar que:

H(1) =1,
H(2)=1+5,
H(3)=1+5+09,
H(4)=1+5+9+13,

Hn+1)=1+54+9+134+---+(4n—-3).



iii ) Formula fechada

10

Temos entao que cada H, é a soma dos termos da PA 1,5,9,13,13,17,...,4n — 3. Sendo

assim temos que:

H,=1454+9+13+ -+ (4n —3)

_ n[1+(4n-3)]
2
=n(2n—1).
Numero hexagonal | Ntiimero de pontos
H (1) 1
H (2) 6
H (3) 15
H (n) n(2n —1)

Quadro de resumo:

Forma,

Férmula Recursiva

Férmula Interativa

Férmula Fechada

Triangulo T(n+1) =T (n)+ (n+1) Tp=14+2+3+ - +n T (n) = 2t
Quadrado Qn+1)=Q(n)+(2n+1) Qn=1+3+5+--+n Q(n) = n?
Pentidgono P(n+1)=P(n)+ 3Bn+1) P,=14+4+4+7+---+n P(n):w

Hexagono

H(n+1)=H(n)+ (4n+1)

Hp,=1454+9+--+n

Q(n)=n(2n-1)

Poligono de k lados L(n+1)=L(n)+[(k—2)n+1]

Lyp=1+4+(k—-1)4+2k—=3)+ -

+(k—2)n— (k—3)

2_(x
L(n) = =22 (k—din

1.2 Rede no Plano

Definicao 1.2.1. Uma rede no plano é um conjunto infinito de pontos dispostos regu-

larmente ao longo de retas horizontais e verticais, de modo que a distancia de cada um

deles aos pontos mais proximos na horizontal ou na vertical é igual a 1.

Tomando um sistema de coordenadas cartesianas, com origem num ponto da

rede, um eixo na dire¢ao horizontal e outro na vertical, a rede pode ser descrita como um

conjunto de todos os pontos do plano cujas coordenadas (m,n) sdo nimeros inteiros.

1.2.1 Malha quadriculada

Definicao 1.2.2. Uma malha quadriculada é um caso particular de uma rede no plano

caracterizado quando as intersegoes entre as horizontais e as verticais ocorre perpendicu-

larmente. Cada uma das interse¢des é um ponto da malha.
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Proposigao 1.2.3. Se uma malha € formada por m retas horizontais e n retas verticais

entao a quantidade de pontos da malha € mn.

Agora serao apresentados alguns problemas, em diversos contextos, cuja apre-
sentacao inicial é de carater geométrico, mas a solucao requer ferramentas da algebra, da
aritmética e resultados da geometria. Ratificando o que foi dito no inicio desse capitulo,

a contagem de pontos serd o objetivo final. (Veja [6])

Problema 1.2.4. Considere uma malha quadriculada, e o segmento AB, sendo A(0,0)
e B(m,n). Determine o ntimero de pontos que estdo em AB e sdo pontos da malha, in-

cluindo A ¢ B. Responda a mesma pergunta se as coordenadas forem A(ay, b1) e B(ag, ba).

Resolugao: Inicialmente, vamos examinar os trés casos representados na Figura
1.2.1, onde ocorre m = 6,n = 3 no primeiro caso, m = 6,n = 4 no segundo caso e

m = 7,n = 5 no ultimo caso.

(7,5)

(6,4)

(6,3)

-
-
-

(0,0)

- -
-

(0,0) (0.0)

Figura 1.2.1: Malha quadriculada

Observa-se na Figura 1.2.1 que os pontos da malha quadriculada pertencentes
a diagonal AB, divide a mesma em partes iguais, mas se faz necessario provar que essa
afirmacao satisfaz uma situacao geral. De posse das coordenadas do primeiro ponto de
divisdo, denotadas por (mj,n;), podemos facilmente calcular o nimero de pontos da
malha na diagonal.

De fato, mﬂl = nﬂl = k da o ntmero de partes em que a diagonal foi dividida,
entdo o numero de pontos da malha pertencentes ao segmento AB é dado por k+ 1. Por
outro lado, se Fi(mq,n1) é o primeiro ponto da malha que divide AB, entao o segundo é
Fy(2mq, 2n,).

Isso pode ser provado pelo desenho representado na Figura 1.2.2; onde se percebe
que os triangulos OU F} e F}V F, sao congruentes, entao, se houver algum ponto da malha
em FFy, entao F; nao pode ser o primeiro ponto de reticulagao da linha média aberta,
pois existiria um outro ponto da malha entre O e F;. Pelo mesmo argumento podemos
provar que todos os pontos reticulados da linha média OA tem coordenadas da forma
(kmy, kny).
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0(0,0)

Figura 1.2.2: Tridngulos congruentes

Dai m = kmy e n = kny e essas relagoes implicam que k é divisor comum de m
e n. Mas m; e ny sendo o menor desses ntimeros, k deve ser o maior, entao k£ é o maior
divisor comum de m e n. Devido a estas considerag¢oes podemos concluir que o ntimero de
pontos da malha no segmento AB é mdc(m,n) + 1, onde mdec(m,n) representa o maior
divisor comum de m e n.

Se as coordenadas sao A(aq, by) e B(ag, be), podemos transladar o retangulo cujos
vértices opostos sdo A e B para a origem. Existem quatro situagoes diferentes (veja a
Figura 1.2.3) de acordo com a ordem de ay,as e by, by. Em todo os casos, o nimero de

pontos da malha é mdc(m,n) + 1, onde m = |al-a2| e n = |b1-2|.

=~

O Q

Figura 1.2.3: Malha quadriculada

Observagao 1.2.5. Se usarmos a equagao da linha OA, podemos formular a resolugao de

maneira mais coerente. A equacao da linha OA (com A(m,n)) éy =22 e d = mdc(m,n),
m

entao existem nimeros naturais relativamente primos my e n; tais que m = dm, e n = dn,.

Neste caso, se um ponto de reticula¢do (z,y) estiver nesta linha e satisfizer < m, entao

’

- ¢ um inteiro no intervalo [0,d]. TIsto pode ocorrer se e somente se x = km;, onde

0 < k < d, entao o nimero de pontos da malha no segmento é d + 1.
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De fato, a primeira prova é tao espessa porque praticamente deduzimos a equacao
da linha. O segundo é mais conciso, mas usa mais nogoes e esta longe de ser o primeiro em
visualizacao. A seguir, tentaremos projetar nossas provas para que nao sejam ininteligiveis
nem desnecessariamente circunstanciais. Claro que esta é uma tarefa impossivel porque

o titulo ideal depende do leitor.

Problema 1.2.6. Os lados AB e C'D de um retangulo sao divididos em m ntmero de
partes iguais enquanto os lados BC e AD se dividem em n partes iguais. Ao conectar os
pontos correspondentes (como na Figura 1.2.4), obtemos uma decomposicao da malha do
retangulo. Encontre o niimero de pontos de interse¢ao formados pela diagonal AC' e as

linhas da malha.

S
)

m

_______

n

Figura 1.2.4: Malha quadriculada

Resolugao: Temos linhas verticais m+1 en+1. A diagonal cruza todos eles, mas
alguns pontos de intersecao coincidem. E claro que as coincidéncias ocorrem quando as
diagonais passam através de um ponto da malha, entao o niimero de pontos de interse¢ao
¢ m+n+ 1-mdc(m,n).

Na Figura 1.2.5, os pontos parcialmente sobrepostos representam as duplas in-

terseccoes que ocorrem nos pontos da malha.

F.u" ’
-4r"-‘
-

{0.0)

(6.3)

Figura 1.2.5: Malha quadriculada

Problema 1.2.7. Generalize os resultados dos dois problemas anteriores.

Resolugao: O primeiro passo é formular um problema mais geral (claro que
hé infinitos desses problemas). Entao, no que segue, consideramos os pontos O(0,0,0) e
A(m,n,p), com m,n,p € N* e determinamos o niimero de pontos da malha no segmento

de linha [OA]. Denote por (mq,nq,p1) as coordenadas do primeiro ponto da malha na
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linha média aberta (OA). O mesmo raciocinio que na resolugao do Problema 1.2.6 implica
que todos os pontos da malha nessa linha tém coordenadas da forma F'(kmq, knq, kpy),
onde k£ é um numero natural. Da condi¢do F' € [OA] deduzimos que k < d, onde
d = mdc(m,n,p), entdao o nimero de pontos da malha no segmento de linha [AB] é
mdc(m,n,p) + 1. No caso geral, temos o seguinte resultado:

O segmento de linha cujos pontos finais sdo A(aq,by,¢1) e B(ag,bs,c), com

ai, as, by, by, c1,co € N*, contém exatamente
mdc(|al-a2|, |b1-b2|, |c1-c2|) + 1

pontos de trelica. Pela mesma argumentacgao verificou-se que em R"™ o segmento de
linha cujos pontos finais sdo A (zi,z3,...,7.) e B (2% 2%,...,2%) contém exatamente
mdc {|z} — 22,1 <z < n} + 1 pontos de treliga.

Para generalizar o Problema 1.2.7. Consideramos o paralelepipedo abarcado pelos
pontos O(0,0,0) e A(m,n,p) em R3 e os planos paralelos aos planos coordenados que
passam pelos pontos da malha e também pelos planos de coordenadas. O problema é
encontrar o niimero dos pontos de interse¢ao do segmento [AB] com esses planos. Quando
a diagonal AB passa através de um ponto da malha, ela intersecta de fato trés planos,
mas ha situacoes em que a diagonal intercepta apenas dois planos. Isso ocorre nos pontos
(x,y,z) com exatamente duas coordenadas inteiras. O ntmero de pontos da malha é
mdc(m, n, p)+1, enquanto o nimero de pontos com pelo menos duas coordenadas inteiras
é

mdc(m,n) + mdc(n, p) + mde(p, m) + 3,

entdo o nimero de pontos de trelica na diagonal é:
m 4+ n + p—mdc(m, n)-mdc(n, p)-mdc(p, m) + mdc(m,n,p) + 1.

Na dimensao mais alta, podemos obter uma férmula andloga usando uma peneira

logica.

Problema 1.2.8. Qual é o nimero maximo de pontos de interse¢do que podem aparecer

desenhando n circulos em um plano?

Resolugao: O mesmo argumento pode ser aplicado, o nimero de pontos de
intersecao ¢ maximo se e somente se cada par de circulos tiver dois pontos de interse¢ao
e nao houver ponto pertencente a pelo menos trés circulos. Neste caso, em cada circulo
obtemos 2(n—1) pontos de intersegdo. Entao, contando os pontos em cada circulo obtemos
pontos n2(n—1) = 2n(n-1). Mas, desse modo, contamos cada ponto duas vezes, entao o

nimero de pontos de interse¢ao é n(n — 1).
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Problema 1.2.9. Qual é o nimero maximo de pontos de interse¢do que podem aparecer

desenhando n quadrados (tridngulos etc.) em um plano?

Resolucao: Os lados de dois tridngulos nao podem ter mais de 6 pontos comuns
(porque cada lado de um tridngulo pode cruzar, apenas dois lados do outro). Portanto,
se cada par de triangulos tiver 6 pontos em comum, e nao houver ponto de interse¢ao

pertencente a mais de dois tridngulos, entdao obteremos

n(6(n—1))

5 =3n(n—1)

pontos de interse¢do. Por um raciocinio andlogo obtemos 4n(n—1) para quadrados e em
geral kn(n—1) para k-gons. Para a completude da prova, temos que mostrar que essas
configuragoes extremais existem. Felizmente, ¢é facil construir tal figura girando um k-gon
regular em torno de seu centro com um angulo suficientemente pequeno (para tridngulos

e quadrados, veja a Figura 1.2.6).

Figura 1.2.6: Intersecao de triangulos e intersecao de quadrados

Problema 1.2.10. As linhas d; e dy sao paralelas. Os pontos A, As, ..., A, estdo em
dy e os pontos By, By, ..., B, estdo em dy. Construimos todos os pontos de intersecao dos
segmentos A;B;. Os pontos sao organizados de tal forma que o nimero de intersecoes
internas entre os segmentos de linha é maximizado (para atingir esse objetivo, ndo devemos
permitir que mais de dois segmentos de linha se interceptem em um ponto).

A
~ A2 %m d;

dz

Bl B2 ]_Sm

Figura 1.2.7: Intersecoes interiores
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Resolucao: Se o nimero de pontos de intersecao for maximo, nao havera trés
linhas concorrentes entre as construidas. Isso implica que escolher dois pontos em d; e
dois pontos em dy determinam um tnico ponto de interse¢ao (como na figura a seguir).

N

L

Figura 1.2.8: Intersecao interior

Em d; podemos escolher um par de pontos de %

-1 . ~ ,
em ds podemos escolher um par de pontos nn—l) maneiras, entao o nimero de pontos de

2

maneiras possiveis, enquanto
intersecao ¢ porque cada par de d; pode ser usado com qualquer par de ds

para construir um ponto de interse¢ao).

Problema 1.2.11. (Székely Miko Memorial Contest, 1998) Pinte os vértices de um con-
vexo 2n-gon alternativamente com duas cores e desenhe as diagonais com extremidades
de cores diferentes. Qual é o nimero maximo de pontos de intersecdo determinados por

essas diagonais?

Resolugao: Usamos a mesma técnica do Observacao anterior. Uma diagonal d
com pontos de extremidade de cores diferentes determina dois meio-planos indicados por
H, e H.. Se o nimero de vértices coloridos com a primeira cor for j em H,, entao o
numero de vértices em H,, colorido com a segunda cor também ¢é j e o niimero de vértices
em H é n—j—1 para ambas as cores. Portanto, o nimero de pontos de interse¢ao em d
é 2j(n—1-j). Contando os pontos de intersegdo em todas as diagonais, cada ponto de

intersecao ¢ contado quatro vezes, portanto, o nimero de pontos de intersecao é
n n—2
S:ZQZj(n—l—j).
j=1

E(k+1)(2k+1

Usandol+2+3+...+k:@e12+22+---+k2: 5 ) obtemos

n*(n—1)(n—2)
5 :



Capitulo 2

Contagem de segmentos e caminhos

Nesse capitulo, serao apresentados métodos, técnicas e férmulas que podem ser
trabalhados desde as séries iniciais até o ensino médio visando ampliar a capacidade de
raciocinio e percepcao. Nesse sentido, comecaremos com situagoes envolvendo contagem
de segmentos colineares, segmentos, caminhos e finalizaremos com a deducao de algoritmos
que calcule a quantidade de segmentos e caminhos, presentes numa figura plana cuja regiao
interna foi dividida por pontos ou linhas que determinam figuras secundarias de diversas

formas e tamanhos.

2.1 Contagem de segmentos

2.1.1 Contagem de segmentos colineares

Inicialmente, serao apresentadas figuras simples formada por varios segmentos

colineares com o objetivo de contar a quantidade de segmentos presentes na figura maior.

A B c D
Figura 2.1.1: Segmento AD

Utilizando uma simples inspe¢ao, podemos obter a quantidade exata de segmentos

presentes na figura. Temos entao os seguintes segmentos:
AB, AC, AD, BC, BD, CD.

Ampliando a figura principal, temos:

17
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A B c D E F
Figura 2.1.2: Segmento AF

Inspecionando novamente a figura, temos os seguintes segmentos
AB, AC, AD, AE, AF, BC, BD, BE, BF, CD, CE, CF, DE, DF, EF.

Observa-se que a medida que a figura principal é ampliada, a quantidade de segmentos
também aumenta, dificultando assim a contagem por inspe¢ao. Sendo assim, faz-se ne-
cessario o uso de uma nova forma de contagem, rapida, precisa e eficiente. Para isso, uma
andlise indutiva a fim de deduzir uma férmula para contar segmentos colineares. Isso serd

feito na seguinte

Proposicao 2.1.1. Se um segmento esta dividido em n partes entdo ele possui %

segmentos contidos nele.

Demonstrag¢ao. Observe que a soma desses ultimos n segmentos ¢ a soma dos termos de
uma progressao aritmética (P.A.). Portanto, sem perda de generalidade, um segmento
n(n+1)

dividido em n partes possui —5— segmentos contidos nele. O

Note que essa situacao pode ser utilizada como uma atividade investigativa ou
exercicio introdutério para o estudo de sequéncias, como a P.A.

Agora colocaremos alguns exemplos em que as figuras principais sao formadas por
segmentos de retas horizontais interceptados por segmentos transversais determinando

assim varios segmentos.

Exemplo 2.1.2. Para determinar o nimero de segmentos da Figura 2.1.3,

Ap T
AWAN

Figura 2.1.3: Segmentos transversais

a resolugao serd feita em duas etapas. Primeiramente, faremos a contagem dos

segmentos horizontais usando a Proposicao 2.1.1, como segue a figura abaixo
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. ] »

1/2% 3 iav 5 e

g + ¥ g : |:> L7 =21

N “‘ = S ; 2
1! 2 %3 {4\ 5 /6 B

- ~ » o - - s —21

'.r “. ] 1“ r,r [> 2

1, 2 34 \5.6 6;7=21

Figura 2.1.4: Segmentos transversais

Posteriormente, faremos a contagem dos segmentos transversais, aplicando nova-

mente a Proposicao 2.1.1
dx5
-10 5
g

2

> 4
:':5
2 10

2
Figura 2.1.5: Segmentos transversais

Portanto, somando a quantidade de segmentos obtidas nas duas etapas, con-

cluimos que o total de segmentos é 113.
Exemplo 2.1.3. Neste exemplo, queremos determinar a quantidade de segmentos que

7 (n-1) n

possui a Figura 2.1.6
4 5 6

1

Figura 2.1.6: Segmentos transversais
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Analogamente ao que foi feito no Exemplo 2.1.2, aplicaremos a Proposicao 2.1.1,
para contar os segmentos horizontais e verticais, como mostra a Figura 2.1.7. Sendo assim,

. , 2_ . .
podemos dizer que ha ?’”T” segmentos horizontais.

1 2 3 & 5 6 (n-2) (n-1) . n(n-1)
K 1) ik ik N L) Jeree ) | v 2
" [N LERY Iy LY oy ] 1 1y 1
AR .l! v .l" 1 .l" \ ll \ ;’ \ .l! A ! \ "
Iy ' vy vy Vo oy vy A :’ A : !
:\‘r ‘i ‘i ‘i ‘i ‘e ‘g \:: n(n+1)
1 1 2 2 L I ? 7 E
Vor ‘\ 7 ‘\ 7 ‘\ 7 ‘\ ! ‘\ I ‘\ ¥ ‘\ 7 ‘\ : 2
L U Y [ 2 T S U A U ! oy oot
: 7 [ [ [ v o7 v 1 1 [ |: 1
! v/ L) \ g LW} vy \ \ ' n.(n—
A SRR SR SR SEN AR VORI SR , M )
1 2 3 4 5 6 (n-2) (n-1) 2

Figura 2.1.7: Segmentos transversais

Do mesmo modo, podemos dizer que ha 6n segmentos transversais, que podem

ser observados, na Figura 2.1.8.

LSS LLLL LS

Figura 2.1.8: Segmentos transversais

n(3n+11)

Portanto, somando todos os segmentos obtidos temos 5

figura (Figura 2.1.6)

segmentos nessa

Exemplo 2.1.4. Considere H o conjunto de vértices de uma malha quadriculada 2 x n

conforme Figura 2.1.9

n

Figura 2.1.9: Malha quadriculada
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Vamos calcular o nimero de segmentos cuja intersecdo com H contém exatamente
os pontos extremos desses segmentos.

Iniciaremos, chamando de segmento AB todos os segmentos que satisfazem as
condigoes do acima. Sendo assim, a interse¢ao de cada um desses segmentos com H terd
apenas os pontos A e B, ou seja, ABN H = {A, B}.

Analisando o segmento AB, nota-se que podem ocorrer as seguintes possibilida-
des:

i) O segmento AB estd contido nas linhas da malha e contém pelo menos 3
elementos de H. Nesse caso, ndo precisamos contar nada pois ABN H # {A, B}.

ii) O segmento AB estd contido nas linhas da malha e contém apenas 2 elementos
de H. Nessa situacao, o segmento AB deve ter comprimento 1.

H4 2 situagoes:

1) O segmento AB esté contido nas linhas horizontais da malha

n

Figura 2.1.10: Malha quadriculada

De acordo com a Figura 2.1.10, existem 3 possibilidades para o segmento hori-
zontal AB em cada uma das n colunas da malha. Logo, sob essas condigoes, ha segmentos
horizontais contidos nas linhas da malha que contém apenas 2 elementos de H.

2) O segmento AB esta contido nas linhas verticais da malha

n

Figura 2.1.11: Malha quadriculada

Agora, de acordo com a Figura 2.1.11, ha 2 possibilidades para o segmento vertical
AB em cada um dos n + 1 segmentos verticais da malha, como os destacados na figura.
Logo, sob essas condigbes, hé 2 (n + 1) segmentos horizontais contidos nas linhas da malha
que contém apenas 2 elementos de H.

Portanto o nimero de segmentos AB contidos nas linhas da malha e que contém
apenas 2 elementos de H ¢ 3n+2(n+1) =5n+2

iii) O segmento AB nao estd contido nas linhas da malha e contém pelo menos

trés pontos de H.
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M

n

Figura 2.1.12: Malha quadriculada

Note, pela Figura 2.1.11, que os pontos do conjunto AB N H dividem o segmento
AB em partes iguais, mas eles nao podem dividi-lo em mais de 2 partes, entao ABNH =
{A, M, B} , em que M é o ponto médio do segmento AB.

iv) O segmento AB nao estd contido nas linhas da malha e contém apenas 2

pontos de H.

o

n

Figura 2.1.13: Malha quadriculada

A partir dos resultados de casos anteriores, temos que escolher as coordenadas
A(u,v) e B(x,y) de forma que u # = e v # y e uma das somas u + x, v + y é impar.

Observando a Figura 2.1.12, note que v,y € {0, 1,2} pois sd@o coordenadas verti-
cais e a malha é 2 x n. Sendo assim temos 6 possibilidades para escolher as coordenadas
v ey. Ha 2 situacoes a considerar:

Dy=0,v=2ey=2,0=0

Percebe-se que ha 2 casos em que isso acontece. Dali, temos que escolher u e x

para ser de paridade diferente e isto garante u # x.

n+1

Ademais, na malha 2 x n ha (n + 1) coordenadas horizontais das quais "3+ sdo

impares. Portanto han —1 — ("TH) coordenadas pares.

Pelo Principio Multiplicativo temos (”TH) (n +1-— "TH) possibilidades de esco-

lher v e .

Por isso, com esses 2 casos, obtemos 2 ("TH) (n +1— ”T“) segmentos.

My=0,v=1Ly=1Lv=0;y=1Lv=2ey=2,v=1

Agora, nesses 4 casos restantes, nao temos qualquer outra restricao na escolha de

, ~ . 1 R .
x ey além de x # u, entao existem (ntl)n possibilidades para cada um dos casos, ou seja

2
Dn a1,
w ultimos casos.

h& nesses 4
Sendo assim ha 2 (”T“) (n +1-— ”TH> + 4@ segmentos AB que nao estao

contidos nas linhas da malha e contém apenas 2 pontos de H.
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Portanto, somando os resultados encontrados em i), ii), iii) e iv) temos

1 1 1
(5n+2)+4(n+2)n+2<n; )(n—l—l—n; )

segmentos cuja intersecao com H contém exatamente os pontos extremos desses segmen-

tos.
O estudo do proximo tépico, calculo do niimero de diagonais de um poligono
convexo, ¢ bastante comum em situagoes envolvendo contagem de segmentos, mas isto

nao o torna menos importante.

2.1.2 Calculo do ntimero de diagonais de um poligono convexo
com n lados, n > 3.
E notério que todo poligono convexo com 4 ou mais lados possui diagonais e que
de cada vértice partem n — 3 diagonais.

Neste topico, proponho que seja feita, antes de apresentar a férmula do nimero de

n(n—3)
2

diagonais D,, = , comum nos livros didaticos, uma abordagem usando o raciocinio

recursivo (recorréncia) como forma de ampliar a capacidade de raciocinio. Através da
recorréncia, serd deduzida a férmula D,y = D,, +n — 1 que permite calcular o nimero
de diagonais de um poligono convexo de n + 1 lados através do ntimero de diagonais do

poligono anterior (n lados).

Apoés a inspecao do funcionamento desse resultado, vamos prova-lo a seguir.

Proposicao 2.1.5. Se um poligono com n lados tem D,, diagonais entdo o poligono com

(n+ 1) lados possui D1 = D, +n — 1 diagonas.

Demonstracao. Considere um poligono incompleto com n + 1 lados, consequentemente

com n + 1 vértices representado na Figura 2.1.14

Figura 2.1.14: Poligono
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Vamos determinar a quantidade de diagonais, denotada por D, 1, que esse poligono
com n+ 1 lados tem. Tracando o segmento AC, obtemos um poligono com n lados, repre-

sentado na regiao cinza da Figura 2.1.15, pois perdemos dois lados, BC' e AB, e ganhamos
o lado AC.

Figura 2.1.15: Poligono

Por hipétese, esse poligono possui D,, diagonais. Observando novamente o poligono
com n + 1 lados, temos D,, diagonais vindas do poligono de n lados, a diagonal AC' e

[(n + 1) — 3] diagonais saindo do vértice B, ou seja:
Dyy1y=D,+1+[(n+1)—3].
Logo, o poligono com (n + 1) lados possui uma quantidade de diagonais dada por
Dyi1=D,+n—1.

O

Proposicao 2.1.6. Se um poligono tem n lados entao a quantidade de diagonais D,, é

dada por

Demonstragcao. De acordo com a recorréncia obtida na Proposicao 2.1.5, temos:

D3 =0

Dy=D3+ (3-1)
Ds=Dy+ (4—1)
D= D5+ (5—-1)

Dn = Dn,1 + [(n— 1) — 1]
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Somando membro a membro as equagoes, teremos
Ds+Dy+Ds+---+D,=0+D3+3B3—-1)+Dy+A4—-1)+---+Dy_y+[(n—1)—1].

Portanto, D, =2+4+3+4+---+n — 2, que se trata de uma PA com n — 3 termos, cuja

, -3 . -3
soma é % Sendo assim, D,, = "(”2 ) ]

2.2 Contagem de caminhos

Entende-se por caminhos as diversas trajetorias que se pode escolher para sair de
um ponto e chegar a outro obtendo assim caminhos ou a formacao de figuras, palavras,
inseridas numa figura maior. Neste tépico, queremos contar de quantas formas um evento
pode ocorrer e isto é, basicamente, o objetivo da Andlise Combinatoéria. Os Principios
Aditivo e Multiplicativo serdo abordados, entretanto o objetivo principal deste topico
é apresentar uma técnica pratica de contagem, especifica para contagem de caminhos,

chamada Técnica do Nos.

2.2.1 Principios Fundamentais da Contagem

No que diz respeito as técnicas de contagem, existem dois principios fundamentais:

aditivo e multiplicativo.

2.2.1.1 Principio aditivo

Vejamos em que consiste este principio.

Suponha que:

i) Uma decisdo D; possa ser tomada de d; maneiras;

ii) Uma segunda decisdo Dj possa ser tomada de ds maneiras;

iii) Nao seja possivel que ambas as decisoes sejam tomadas ao mesmo tempo.

Entao, o nimero de maneiras pelo qual a decisao pode ser tomada por D; ou Dy
é (di + ds).

Exemplo 2.2.1. Maria quer comprar 1 bilhete de trem e sabe que esse bilhete é vendido,
exclusivamente nas bilheterias A, B e C'. Na bilheteria A ha 2 guichés para pagamento,
na bilheteria B ha 4 guichés e na bilheteria C' hd 3 guichés. Maria estd em frente aos
guichés e precisa decidir em qual guiché ela vai comprar o bilhete e caminhar até la. De

quantas maneiras distintas Maria pode se dirigir a um dos guichés?
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ag T

N/

e
a4

5%

Figura 2.2.1: Bilheterias

Pelo principio aditivo, Maria pode se dirigir a um dos 2 guichés da bilheteria A
ou a um dos 4 guichés da bilheteria B ou a um dos 3 guichés da bilheteria C' assim ela

pode caminhar para adquirir esse bilhete de 2 + 4 + 3 = 9 maneiras distintas.

2.2.1.2 Principio multiplicativo

Vejamos em que consiste este principio.

Suponha que:

i) Uma decisdo D; possa ser tomada de d1 maneiras;

ii) Uma segunda decisdo D possa ser tomada de ds maneiras;

iii) Cada maneira de tomar a decisao D; pode ser seguida por qualquer daquelas
maneiras para tomar a decisao Ds.

Entao, o nimero de maneiras pelo qual pode ser tomada a decisao D; e depois a
decisao Dy é (dy.dy).

Exemplo 2.2.2. De quantas maneiras distintas podemos escolher um quadrado preto e
um quadrado branco num tabuleiro de xadrez 8 x 87

Um tabuleiro de xadrez, como o descrito no enunciado, possui 32 quadrados
brancos e 32 quadrados pretos. Sendo assim, temos 32 op¢oes para escolher um quadrado

preto e 32 opgoes para escolher um quadrado branco.

Figura 2.2.2: Tabuleiro de xadrez
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Portanto, pelo principio multiplicativo temos 32 x 32 = 1024 maneiras distintas
de se escolher um quadrado preto e um quadrado branco.
Na situagao a seguir, os dois principios serao necessarios. E fundamental que o
[

professor enfatize, para os alunos, a importancia dos conectivos “e” e “ou”, como forma

de determinar a estratégia que serd utilizada na resolucao das situacoes problema.

2.2.2 Técnica dos Noés

A Técnica do Nés usa principios simples de contagem e pode ser aplicada desde as
séries iniciais do Ensino Fundamental mas, infelizmente, é desprezada nos livros didaticos
e consequentemente pelos professores de Matematica em sala de aula.

Considere a figura a seguir.

B

Figura 2.2.3: Malha quadriculada

De quantas formas distintas se pode ir de A até B, sem retroceder e nem passar
por um mesmo caminho?

Note que: De A para M, ha um caminho. De A para N, hd um caminho

A M

s

Figura 2.2.4: Malha quadriculada

De A para P, ha um caminho, mas de A para (), ha dois caminhos.

De A para B, ha 4 caminhos, mas de A para @), ha dois caminhos.

Portanto, se pode ir de A até B, sem retroceder e nem passar por um Imesmo
caminho, de 4 formas distintas.

Note que a quantidade de caminhos é contada de “esquina” em “esquina”. Daqui

para frente, essas “esquinas” serdao chamadas de nos.

Defini¢ao 2.2.3. Chama-se de né o entrelagamento (interse¢do) entre duas ou mais

partes lineares de uma figura.
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M
I D
X A
F ] G

B C

Figura 2.2.5: Intersecao entre figuras

Nos exemplos acima, P, M, N, A, B, C, D, E, F', G, H, I e J sao nés.

Para aplicar a técnica dos nés deve-se fazer o seguinte:

i. Identifique o ponto de partida com o niimero 1. Note que este ponto é um no.

ii. A partir de 1 siga para outros nds, sem retroceder e nem passar por um mesmo
caminho, contando os caminhos possiveis de se chegar a um novo no.

Note que a quantidade de caminhos que levam a cada novo né, é obtidos adi-
cionando a quantidade de caminhos obtidos ao conectar o ponto de partida com os nés

anteriores.

Veja

1 - _,J@a, ...... ---¥(@ formas
B C F

Figura 2.2.7: Malha quadriculada

De A para B, ha 1 caminho(AB).
De A para D, hd 1 caminho(AD).
De A para C, ha 2 caminhos (ADC e ABC).
De A para C, ha 2 caminhos (ADC e ABC).
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De A para E, ha 1 caminho (ADFE).
De A para F, hd 4 caminhos (ADEF, ABCF, ADCF e ADF).

Exemplo 2.2.4. Na figura abaixo

Ag

+B

Figura 2.2.8: Malha quadriculada

vamos determinar o nimero de maneiras de ir de A ate B sem retroceder

Usando a técnica dos nés, temos

A.ll 11

1

1
1 L2 {29
5 5 17 |46

1

1 6 |11 |28 [74 74 74 74 74
74 148 |222 296 |0
74 4491962 | 1337
74 296 740 170248

Figura 2.2.9: Malha quadriculada

Logo, é possivel ir de A até B, sem retroceder, de 3034 maneiras distintas.
Uma outra maneira de resolver esse problema seria determinar o nimero de ma-
neiras de ir de A até M, em seguida o ntimero de maneiras de ir de M até B e por fim,

aplicar o principio multiplicativo.

A.ll 11

2 (3 |& |g

1

3 8 14 17

1

1 12 29
5 5 17 46

. |

1 6 11 28

M
\74

Figura 2.2.10: Malha quadriculada



30

De A para M héa 74 caminhos e de M para B ha 41 caminhos, logo ha, pelo
principio multiplicativo, 74 x 41 = 3034 caminhos distintos de ir de A para B sempre

avancando.

Exemplo 2.2.5. Na figura abaixo

Figura 2.2.11: Caminhos

vamos determinar de quantas maneiras distintas se pode ir de A até B, sempre

avancando.

8 formas

Figura 2.2.12: Caminhos

Portanto, pela Técnica dos Nos, se pode ir de A até B de 8 formas distintas.

Embora essa técnica nao seja muito conhecida, ela é 1til e de fundamental im-
portancia para resolver problemas, sem precisar recorrer as estratégias conhecidas da
Analise Combinatéria como permutacao, arranjo e combinag¢ao. Como forma de reiterar
a importancia e a utilidade da Técnica dos Nos, apresentaremos, uma questao da prova
do Exame Nacional de Acesso(ENA) do PROFMAT.

Exemplo 2.2.6. (PROFMAT, ENA — 2013) Uma pequena praga tem a forma de um

hexagono dividido em triangulos, como ilustrado na figura abaixo.

&

>

i

Figura 2.2.13: A praca
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A reta que liga A e B estd alinhada com a dire¢ao norte-sul, sendo A mais ao
norte. Os espagos do hexagono fora dos tridngulos sdo ruas nas quais uma pessoa pode
caminhar.

Quantos sdo os caminhos diferentes que uma pessoa pode seguir (sem sair da
praga) para ir do ponto A ao ponto B se, durante sua caminhada, ela sempre esta mais
ao sul do que estava em qualquer instante anterior?

Solugao Oficial:

No primeiro trecho ha 3 alternativas. A do meio e as laterais. O ntmero de
caminhos comecando por uma das laterais é igual ao ntimero de caminhos comegando
pela outra lateral, de modo que basta contar uma delas. Comecando pelo meio: desce-se
ao centro, e do centro ha 3 opcoes. Seguindo cada uma delas, a regra de caminhar para
o sul faz com que nao haja mais opgoes depois. Entao sao 3 caminhos quando se parte
pelo meio. Comecgando por uma lateral: depois do primeiro trecho ha duas opgoes, seguir
pelo contorno da praga ou rumar para o meio. Se seguir a op¢ao do contorno da praca
o caminho posterior fica determinado (1 caminho). Se seguir para o meio, hd 3 opcoes,
como no caso anterior (3 caminhos). Entao sao 4 caminhos no total.

Usando diretamente a técnica dos nds temos:

14

118

Figura 2.2.14: A praca

Portanto sao 4 caminhos comecando pela esquerda, 4 pela direita e 3 pelo meio,
perfazendo um total de 11

Note que, nas solugoes oficiais dos Exemplos 2.2.5 e 2.2.6, a técnica dos nés foi
utilizada juntamente com a simples inspec¢ao, entretanto nenhuma mencao a técnica, em
si, foi feita. Porém, a necessidade da técnica fica mais evidente quando nos defrontamos

com figuras maiores como as que aparecem nos exemplos a seguir.



Capitulo 3

Contagem de regioes e figuras planas

O objetivo desse capitulo é apresentar métodos de contagem que permitem ave-
riguar o nimero exato (maximo) de regides ou figuras planas, com determinadas carac-
teristicas. Esses métodos levam o estudante a descobrir, também, propriedades comuns
as figuras estabelecendo relagoes e percebendo o espaco ocupado por elas. Desse modo, o
aluno amplia sua capacidade de raciocinios aritmético, algébrico e geométrico.

Uma figura pode ser simples,

pAGANE
O

Figura 3.0.1: Figuras simples

que sao figuras que no seu interior nao aparecem outras figuras, ou composta,

Figura 3.0.2: Figuras compostas

que sao figuras que no seu interior aparecem outras figuras.

32
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3.1 Meétodos de contagem

Os métodos a serem apresentados nao possuem, necessariamente, uma ordem de
prioridade. A eficiéncia do método esta intimamente relacionada com a forma em que a

situagao é apresentada.

3.1.1 Método da simples inspecao

Nesse caso, contamos diretamente na figura dada utilizando apenas nossa capa-
cidade de observagao.

A principio, os desafios lancados podem parecer simplistas, mas na pratica tenho
observado que existe uma tendéncia muito grande em dar uma resposta equivocada, re-
sultado de impaciéncia, falta de organizacao e cautela. Entretanto também é necessario
ressaltar que esse tipo de situagdo consegue atrair a atencao inicial e desperta um certo
interesse aos que sao confrontados com as mesmas, seja numa sala de aula ou num ambi-
ente informal. Acredito que essa atracdo inicial é resultado da nossa necessidade de dar

respostas que julgamos estar ao nosso alcance.

Exemplo 3.1.1. Vamos contar os nimeros de triangulos que estao presentes na Figura

3.1.1.

Figura 3.1.1: Estrela

A /\ /\

/\ /\ /\

Figura 3.1.2: Triangulos
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Logo, pela Figura 3.1.2, ha 10 tridangulos.

Exemplo 3.1.2. Agora, vamos determinar a quantidade de tridngulos, da figura abaixo,

que contém no maximo dois coragdes no seu interior.

AN

Figura 3.1.3: Triangulos

Devemos contar os tridngulos que nao contém coracao, os triangulos que contém
um cora¢ao e aqueles que contém dois coragoes. Inspecionando atentamente a figura
temos: 2 Tridngulos sem coragao, 9 Triangulos com 1 coracao e 3 Tridngulos com 2
coracoes

Temos assim um total de 14 triangulos que contém no méaximo dois coragoes no

seu interior.

3.1.2 Método Combinatorio

Consiste em atribuir digitos ou letras as figuras simples que compdem a figura
dada e depois contar de maneira ordenada e crescente; ou seja, 1 digito, 2 digitos e assim
por diante.

O recurso utilizado nesse método se justifica quanto maior for o nimero de figuras

simples que compoée a figura dada.

Exemplo 3.1.3. Vamos determinar o nimero maximo de tridngulos da figura abaixo

Figura 3.1.4: Triangulos

Atribuindo digitos &s regioes simples, teremos



N© de regioes Triangulos que N© de
simples se formam triangulos
1 1;3;4;5
2 24; 35; 45; 23 4
2 /a4 3 124 1
4 2345 1
Figura 3.1.5: Tridangulos 5 nenhum 0

um total de 10 tridngulos.

3.1.3 Meétodo indutivo
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Esse método sera utilizado em figuras que apresentam uma sequéncia de repeticao

e, para isso, faremos uso do resultado citado no Capitulo 2, Proposi¢ao 2.1.1, abordando

a contagem de quadrilateros, de triangulos, de angulos e de setores circulares. Em alguns

casos, vamos construir trés figuras semelhantes a que nos foi dada, porém mais simples,

para entdo contar as figuras geométricas ordenadas e relacionar os resultados que nos

ajudarao a deduzir uma regra de correspondéncia, féormula fechada, que aplicaremos no

problema.

3.2.3.1. Contando Tridngulo

Exemplo 3.1.4. Dada a seguinte a figura abaixo

A\

Figura 3.1.6: Triangulos

vamos determinar a quantidade total de tridngulos. Contando separadamente,

vamos analisar 4 figuras.
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. . g A

4 tridngulos

A\

Figura 3.1.7: Triangulos

Nas duas primeiras, aplicaremos o resultado da Proposi¢ao 2.1.1 do Capitulo 2.
Nas duas restantes, aplicaremos o método da simples inspecao. Assim, temos um total
de 42 triangulos.

Vale a pena ressaltar a importancia de resolver por etapas esse tipo de problemas
permitindo assim uma visualizacao detalhada dos triangulos e o direcionamento conveni-

ente da técnica a ser utilizada.

Exemplo 3.1.5. Vamos contar por inducao a quantidade de tridngulos na figura abaixo

Figura 3.1.8: Triangulos

analisando separadamente a figura
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/: = 1=4(1)-3

+4

:Ez > 5=4(2)-3

+ 4

3 =" 9=14(3)-3

4(23)—-3 =189

Figura 3.1.9: Triangulos

O total de triangulos 7T, é dado por T,, = 4n — 3

3.2.3.2. Contando Quadrilateros

Nesse topico vamos contar quadrilateros, priorizando a contagem em malhas qua-
driculadas, mas também em pontos dispostos em formas que permitam identificar qua-
drilateros.

Agora, contaremos quadrilateros nas situagoes que se seguem.

Situacao 1:

11213]...]n

Pela Proposi¢ao 2.1.1, a quantidade de quadrilateros é dada por

1
1_|_2_|_..._|_n:n<n2+>.
Situacao 2:
11213 n
2
3
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Note que para contar a quantidade de quadrilateros na 1* coluna recaimos na

Situacao 1. Desse modo, a quantidade de quadrilateros nessa coluna é dada por

m(m—i—l).

L2 fm=

Dai para contar a quantidade total de quadrilateros na malha quadriculada acima,

basta aplicar o principio multiplicativo

m(m+1)n(n+1)
2 2

Outra maneira de chegar a esse resultado é observar que o problema consiste em escolher
dois segmentos verticais dentre os n + 1 existentes e, em seguida, escolher dois segmentos
horizontais dentre os m + 1 existentes. Tais escolhas serdo feitas por meio de combinagoes

simples. Sendo assim teriamos o total de quadrilateros

o o2 (n+1)! (m+1)! :m(m—l—l)n(n—l—l)
nEEmEL 9l (41— 2)120 (m A+ 1 — 2)! 2 2

3.2.3.3. Contando quadrados numa malha quadriculada

Uma pergunta intrigante: Quantos quadrados ha num tabuleiro de xadrez?

Mas do que apenas encontrar uma resposta para essa pergunta, o objetivo desse
topico é explorar ao maximo as realidades matematicas que possam advir da busca por
um resultado que nos permita contar a quantidade maxima de quadrados presentes numa
malha quadriculada. Se faz necessario observar a priori, que serdao considerando apenas
os quadrados cujos lados sejam dois a dois paralelos aos limites horizontais e verticais da
malha e cujos vértices sejam pontos de né da malha quadriculada. Na figura a seguir,
estao representados em azul um quadrado permitido e em vermelho um quadrado nao
permitido.

Uma malha n X n serd usada como ponto de partida para nos conduzir a solu¢ao
desse problema.

Como estratégia, observaremos o que estd acontecendo em casos mais simples,
por exemplo, para n = 1,2,3,4, buscando regularidades que nos permitam resolver o

problema no caso geral. Analisemos os seguintes casos:

hn=1
Neste caso, s6 ha 1 quadrado.
ii)n=2

Neste caso, contaremos quantos quadrados de lados [ = 1,2, respectivamente,

podemos encontrar.
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Observe que ha exatamente n2 quadrados de lado 1=1, ou seja ha 4 quadrados
de lado unitario e ha apenas 1 quadrado de lado I=n=2. Portanto temos um total de 5
quadrados.

iii) n =3

Neste caso, contaremos quantos quadrados de lados [ = 1, 2, 3, respectivamente,
podemos encontrar.

Observe que hé exatamente n? quadrados de lado [ = 1, ou seja ha 9 quadrados
de lado unitario e ha apenas 1 quadrado de lado [ = n = 3. Podemos identificar também,
na figura acima, 4 quadrados de lado [ = 2. Portanto temos um total de 14 quadrados.

iv)n=4

Neste caso, contaremos quantos quadrados de lados | = 1, 2, 3, 4, respectivamente,

podemos encontrar

Figura 3.1.10: Quadrados

Observe que hé exatamente n? quadrados de lado [ = 1, ou seja 16 quadrados de
lado unitario e h& apenas 1 quadrado de lado I = n = 4. Podemos identificar também, na
figura acima, 9 quadrados de lado | = 2 e 4 quadrados de lado [ = 3. Portanto temos um
total de 30 quadrados.

Apbs analisar os casos anteriores, busquemos regularidade entre a malha (n x n)

e a quantidade total de quadrados que podemos obter. Até agora, vimos que

Malha (n x n) | Quantidade de quadrados (S,,)
1x1 S =1=12
2x2 Sy =5=12 422
3x3 S;=14=124+224+32
4 x4 Sy =30=1742%+ 3% + 47

Nossa intuicao, nos leva a suspeitar que



Malha (n x n)

Quantidade de quadrados (S,,)

1x1 Sy =12

2% 2 Sy =12 4 22

3x3 Sq =12+ 2% + 32

4 x4 Sy =12 422 4 32 4 42
nxn Sp=12+224+3*+4*+ .- +n?

40



Capitulo 4
Proposta de sequéncia didatica

Essa parte do trabalho sera dedicada a elaboracao de uma sequéncia didatica que
pode ser aplicada em alunos do ensino fundamental e médio. O objetivo é oferecer opor-
tunidade para que os alunos pratiquem coletar dados, aplicar métodos, construir tabelas,
elaborar esquemas, estudar padroes, fazer e testar conjecturas, aplicar as ferramentas
da andlise combinatéria, Progressao Aritmética e explorar o processo de recursdao. Em
particular para o ensino médio, os padroes que ocorrem entre sequéncias de niimeros poli-
gonais fornecem muitas oportunidades para o aprendizado de progressoes e funcoes, além
de propiciar familiaridade com uma notacao mais sofisticada. A sequéncia serd apresen-
tada, particularmente, aos alunos do 32 ano do Ensino Médio, levando em conta o fato de
que ficara subentendido que aos mesmos ja foi ministrado aulas de Progressao Aritmética
e Anélise combinatéria. Todo processo ocorrerda durante o decurso das aulas no periodo
de duas semanas totalizando 6 aulas para cada turma. Geralmente, cada aluno compre-
ende os problemas de forma particular, por isso, no primeiro momento a atividade sera
direcionada, individualmente, a cada um deles. Em seguida, a turma sera dividida em
grupos com no maximo 7 alunos, onde sera socializado as nogoes sobre o que foi pedido no

primeiro momento. A partir dai, a atividade devera seguir sendo realizada pelos grupos.

4.1 Desenvolvimento da sequéncia didatica

o Inicialmente serd apresentado aos alunos 4 situacoes problemas que exigem conta-

gem,;

« Os problemas serao analisados um de cada vez até que seja esgotada todas as etapas

propostas;

e No primeiro momento, serd dado ao aluno 10min para que, individualmente, ele

responda ao que foi pedido;
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e No segundo momento, a sala sera dividida em grupos. Agora, os alunos deverao

socializar inquietacoes e resultados;

« No terceiro momento, o professor assume a turma e apresenta a tempestade de ideias

e resultados coletados dos grupos;

o No quarto momento, os grupos deverao generalizar os resultados.

Conteudos a serem trabalhados
o Progressao Aritmética;
o Progressao Aritmética de 2% ordem;
e Recorréncia;
e Principio Aditivo;
o Principio Multiplicativo;

o Permutacgao e Combinacao.

Objetivo Geral

Desenvolver estratégias, ampliando a capacidade de observagao, melhorando a
velocidade de raciocinio e precisao no processo de contagem fazendo uso de métodos de
contagem que permitem contar de forma pratica.

Objetivos especificos

Reconhecer ntimeros poligonais e suas propriedades;
Contar segmentos, caminhos e regioes representadas por figuras planas;
Contar a quantidade de quadrados contidos numa malha quadriculada n x n,

limitando-se aos quadrados cujos lados sao segmentos da malha.

Materiais e ferramentas a serem utilizados
» Folha de papel oficio e milimetrado;
» Régua;
o Lapis de cor;
« PrtSc na construcao das figuras;

o Computador;
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o Carogos de feijao.

Encaminhamentos

o (Cada um dos alunos recebera apenas uma questao por vez;
o Apresentacdo dos materiais e recursos a serem utilizados;
e Divisao dos grupos;

o (Cada aula tera a duracao de 50min.

Cronograma das aulas.

o 12 Aula: Situacado 1, abordando ntimeros poligonais.
o 2% Aula: Situacao 1, abordando nimeros poligonais.
o 3% Aula: Situacao 1, abordando contagem de segmentos e caminhos.

e 42 Aula: Situacao 2, abordando contagem de segmentos e caminhos por figuras

planas.
o 5% Aula: Situacaod, contando regioes representadas por figuras planas.

e 6% Aula: Situacao 4, contando a quantidade de quadrados presentes numa malha

quadriculada n x n.

o 7% Aula: Situacao 4, Contando a quantidade de quadrados presentes numa malha

quadriculada n x n.

4.2 Apresentacao das situacoes-problema a serem tra-

balhadas

4.2.1 Situacao problema 1

Faca uma leitura do texto abaixo e, em seguida, tente responder o que se pede:

Numeros poligonais

Os ntmeros poligonais sdo casos particulares de nimeros figurados. Denominam-
se figurados, ntimeros que podem ser representados por uma construgao geométrica de
pontos equidistantes. Caso tal arranjo seja um poligono regular, esses ntimeros sao cha-

mados de poligonais.
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A figura baixo mostra a representacao de alguns ntimeros poligonais.

s

Jontit ¥

Figura 4.2.1: Numeros poligonais [7]

A partir da primeira linha superior temos os nimeros: Triangulares, Quadrangu-
lares, Pentagonais, hexagonais e Heptagonais.

Agora faca e responda o que se pede:
e Observe, mais uma vez, a tabela acima.

e Agora, junto com os colegas do seu grupo, socialize, a compreensao inicial sobre

numeros poligonais e responda se 27 ¢ um nimero triangular?

o Complete a tabela abaixo, desenhando a representacao do 5° ntmero triangular e

anote, abaixo da representacao, a quantidade de pontos utilizada.

(% < < [ ]
o & .9
© c © (NN
e ceow®
C [ e ¢ e 90 ¢ 60000

1) Quantos pontos vocé desenhou, para obter a figura que representa o 5° ntimero trian-

gular?

2) Quantos pontos terd a figura que representa o 6° nimero triangular? E o 797
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3) Escreva a sequéncia dos 10 primeiros niimeros triangulares.

4) Agora complete a tabela abaixo, subtraindo os termos consecutivos da sequéncia

de ntimeros triangulares.

31 63 106 15-10
Lzlslaefs] [ [ [ [ [ ]

5) A sequéncia acima segue algum comportamento padrao? Qual?

Nesse momento, serd retomado o conceito de P.A.

6) Podemos dizer que essa sequéncia ¢ uma PA? Em caso afirmativo, qual é o
valor da razao?

Agora, sera pedido que os grupos repitam os 6 procedimentos anteriores, para
nimeros pentagonais.

1) Complete a tabela abaixo e anote, abaixo de cada representagao, a quantidade

de pontos utilizada.

2) Quantos pontos tera a figura que representa o 5° niimero pentagonal?
3) Quantos pontos terd a figura que representa o 6° niimero pentagonal? E o 797

4) Escreva a sequéncia dos 10 primeiros niimeros pentagonais.

5) Agora complete a tabela abaixo, subtraindo os termos consecutivos da sequéncia

de nimeros pentagonais.

5-1 12.5 22-12
(e [7 oo [ [ [ [ [ [ |

6) A sequéncia acima segue algum comportamento padrao? Qual?

7) Podemos dizer que essa sequéncia é uma PA? Em caso afirmativo, qual é o
valor da razao?

Na aula seguinte, serd feita a generalizacdo dos ntimeros poligonais para um n
qualquer apresentando, através de uma exposicao dialogada as féormulas recursiva, inte-
rativa. Em seguida, sera preenchida, coletivamente, as colunas das féormulas recursiva e

interativa da tabela abaixo.
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Como tarefa de casa, serd pedido que os alunos determinem a sequéncia de
nimeros octogonais através das formulas e ndo mais por representacao de pontos.

Na 3% e ultima aula, faremos a correcao da tarefa de casa, socializando os re-
sultados encontrados na sequéncia de ntimeros octogonais. Em seguida preencheremos,

coletivamente, a coluna da férmula fechada.

4.2.2 Situacao Problema 2

Nas figuras a seguir, determine a quantidade de caminhos e os caminhos possiveis

para ir de A até B sempre avancando, seguindo os seguintes passos:

A *
B

Figura 1

oB
Figura 2

®B
Figura 3

Figura 4.2.2: Malha quadriculada

1) Na primeira ilustragao da Figura 4.2.2, quantos sdo os caminhos possiveis para
ir de A até B, sempre avancando?

2) Na segunda ilustracao da Figura 4.2.2, quantos sdo os caminhos possiveis para
ir de A até B, sempre avancando?

3) Na terceira ilustragao da Figura 4.2.2, quantos sdo os caminhos?

Nesse momento, socializar impressoes e discutir, coletivamente, a importancia de
se ter uma técnica pratica e precisa que permita obter o total de caminhos possiveis para
ir de A até B, sempre avancando.

Apresentar a técnica dos nos.

Pedir que os alunos calculem, usando a técnica dos nés, na Figura 4.2.3 o total

de caminhos possiveis para ir de A até B, sempre avancando.
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®B
Figura 4

Figura 4.2.3: Malha quadriculada

Pedir que os alunos observem mais uma vez a figura 4 e identifiquem a quanti-
dade de deslocamentos horizontais e verticais. Em seguida serd retomado o conceito de
permutacio com repeticado, mostrando que o total de caminhos possiveis para ir de A até

B, sempre avancando também pode ser calculado fazendo Pgl A,



Capitulo 5
Conclusao

Esse trabalho possui o objetivo de promover uma reflexao sob a necessidade de
apresentar a matematica de uma maneira mais significativa. Sendo assim, o tema con-
tagem de figuras contribuiu com esse objetivo por possibilitar, com entusiasmo, explorar
uma diversidade de argumentos iniciais. Tais argumentos por sua vez, se manifestam no
interesse inicial do aluno, na curiosidade, na aproximacao da algebra, aritmética e geome-
tria. No que diz respeito ao ensino da matemética no Brasil, existem dois erros igualmente
prejudiciais ao desenvolvimento da disciplina: um deles consiste na busca desenfreada pela
contextualizagdo que, em muitos casos nao justificam a si mesmas. O outro, é igualmente
danoso por apresentar uma matematica repetitiva, fria e prematura direcionada a atender
equivocos do nosso sistema de educagao. Essa realidade é de facil observacao nos cursos de
graduagao. A presenca de uma “guerra fria” entre os Matematicos puros e os Educadores
matematicos, era notério. Ainda sentimos os efeitos desastrosos dessas tendéncia. Uma
mudanca no ensino da matematica, nao na forma, mas na esséncia, se faz imperativa
no nosso pais. Esse trabalho, na forma em que estd apresentando, nao é, em si, uma
tentativa de resolver problemas de ordem social ou politica. Ele nos convida a resgatar
elementos da matematica que evidenciam a sua esséncia. Tenho aqui um desafio que
aponta em duas diregoes: Descrever a esséncia da Matemaética para os de dentro, colegas
de profissao, e para os de fora, alunos. Esta é uma dificil tarefa. Em nenhum momento
houve a pretensao de esgotar esse tema nesse trabalho de dissertacao. Que esse trabalho
proporcione a satisfacao de mentes vigorosas, mentes que, quando provocadas por proble-
mas matematicos desafiadores, se expandem rumo ao desconhecido, resinificando o fazer

pedagdgico, resgatando a simplicidade e a beleza do pensamento matematico.
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