Universidade do Estado do Rio de Janeiro

%
U?;J ; Centro de Tecnologia e Ciéncias
® Instituto de Matematica e Estatistica

Herik da Silva Ribeiro

A anélise textual aplicada a um livro do PNLD e a um material de um

sistema de ensino no estudo de fungbes no ensino medio

Rio de Janeiro
2019



Herik da Silva Ribeiro

A Anélise Textual aplicada a um livro do PNLD e a um material de um sistema de

ensino no estudo de funcdes no Ensino Medio

Dissertacdo apresentada, como requisito parcial
para obtencdo do titulo de Mestre, a0 Programa
de Pés-graduacdo de Mestrado Profissional em
Matematica em Rede Nacional - PROFMAT, do
Instituto de Matematica e Estatistica, da
Universidade do Estado do Rio de Janeiro.

Orientadora: Prof.? Dra. Claudia Ferreira Reis Concordido

Coorientador: Prof. Dr. Jodo Bosco Pitombeira Fernandes de Carvalho

Rio de Janeiro
2019



CATALOGACAO NA FONTE
UERJ / REDE SIRIUS / BIBLIOTECA CTC-A

R484 Ribeiro, Herik da Silva.
A anélise textual aplicada a um livro do PNLD e a um material de um sistema
de ensino no estudo de fungfes no ensino médio / Herik da Silva Ribeiro. — 2019.
128f. :il.

Orientadora: Claudia Ferreira Reis Concordido.

Coorientador: Jodo Bosco Pitombeira Fernandes de Carvalho.

Dissertacdo(Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional —
PROFMAT) - Universidade do Estado do Rio de Janeiro, Instituto de
Matematica e Estatistica.

1. Fungbes (Matematica) - Estudo e ensino - Teses. 2. Matemética (Ensino
médio) - Estudo e ensino - Teses. 3. Livros didaticos - Avaliacdo - Teses. 4.
Programa Nacional do Livro Didatico (Brasil). - Teses. I. Concordido, Claudia

Ferreira Reis. Il. Carvalho, Jodo Bosco Pitombeira Fernandes de. III.
Universidade do Estado do Rio de Janeiro. Instituto de Matematica e Estatistica.
V. Titulo.

CDU 517.5

Rosalina Barros CRB-7 / 4204 - Bibliotecéria responsavel pela elaboracéo da ficha catalogréafica

Autorizo para fins académicos e cientificos, a reproducdo total ou parcial desta

dissertacdo, desde que citada a fonte.

Assinatura Data



Herik da Silva Ribeiro

A analise textual aplicada a um livro do PNLD e a um material de um sistema de ensino

no estudo de func¢des no ensino médio

Dissertacdo apresentada, como requisito parcial
para obtencdo do titulo de Mestre, ao Programa
de Pos-graduacdo de Mestrado Profissional em
Matematica em Rede Nacional - PROFMAT, do
Instituto de Matematica e Estatistica, da
Universidade do Estado do Rio de Janeiro.

Aprovada em 11 de Janeiro de 2019.

Banca Examinadora:

Prof.2 Dra. Claudia Ferreira Reis Concordido(Orientadora)

Instituto de Matematica e Estatistica - UERJ

Prof. Dr. Jodo Bosco Pitombeira Fernandes de Carvalho(Coorientador)
PROFMAT - Instituto de Matematica e Estatistica - UERJ

Prof. Dr. Francisco Roberto Pinto Mattos

Instituto de Aplicagdo Fernando Rodrigues da Silveira - UERJ

Prof.2 Dra. Flavia dos Santos Soares

Universidade Federal Fluminense

Rio de Janeiro
2019



AGRADECIMENTOS

Agradeco em primeiro lugar a Deus, o responsavel por me dar todas as oportunidades
que eu tive na vida, me mantendo perto do caminho do bem e me fazendo superar todas as
maldades que cairam sobre mim.

Seguidamente, quero agradecer a minha familia, em especial aos meus dois sobrinhos
Joaquim e Manuella, por todo 0 amor doado sem interesse algum.

Também quero demonstrar gratiddo a todos os amigos de infancia, do EJC, do meu
trabalno e do PROFMAT que adquiri ou mantive ao longo desses anos, pois foram
fundamentais para que eu ndo esmorecesse.

A minha psicologa, Erika, por me fazer voltar a querer ser grande e a acreditar em
mim mesmo. Sem ela, este trabalho néo teria nem comegado.

Expresso meus agradecimentos aos meus orientadores Claudia e Jodo Bosco, cuja
paciéncia para comigo foi tdo imensa quanto a sabedoria que carregam consigo.

Por fim, agradeco ao programa PROFMAT pelo aperfeicoamento, em especial aos
professores que lecionaram a minha turma e todo o conhecimento passado por eles, e a UERJ,
universidade onde conclui também a graduacdo, merecedora de profunda valorizacdo, assim

como seus funcionéarios, ao contrério do que é visto nos Gltimos anos.



RESUMO

RIBEIRO, Herik da Silva. A analise textual aplicada a um livro do PNLD e a um material de
um sistema de ensino no estudo de fungdes no ensino médio. 2019. 128f. Dissertacao
(Mestrado Profissional em Matemética em Rede Nacional - PROFMAT) — Instituto de
Matematica e Estatistica, Universidade do Estado do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2019.

O objetivo desta dissertacdo consiste em mostrar uma aplicacdo da Analise Textual
proposta por Dormolen (1986) especificamente sobre a nocdo de funcéo, estendendo-se ao
estudo das funcdes polinomiais do primeiro grau, em dois materiais didaticos e comparéa-los:
um livro aprovado pelo Programa Nacional do Livro Didatico (PNLD), em 2018, e um
material elaborado por uma rede particular de ensino do Rio de Janeiro. Para tanto, ao longo
do Capitulo 1, primeiramente exibiremos um resumo historico pertinente a evolucdo do
conceito de funcdo, seguido da discussdo acerca das multiplas ramificacdes que 0 mesmo
proporciona, possibilitando, apos isso, a pontuacdo do que esperar encontrar em um material
didatico, além da explanacdo do que viria a ser um texto matematico. No Capitulo 2 sera
exibida toda a metodologia de nossa pesquisa, dando enfoque as pesquisas qualitativas e,
sequencialmente, conversaremos sobre a Analise de Conteudo apresentada por Bardin (1977),
fundamental para guiar nosso olhar sobre os materiais didaticos, definindo, também, nossa
codificacdo utilizada. Apresentaremos por todo o Capitulo 3 a fundamentacdo tedrica em que
esta pesquisa se baseia, inclusive os conceitos de nuacleo, linguagem, sequenciamento e
condicionamento conceituais e signo. No penultimo capitulo havera uma introdugdo as duas
obras que serdo analisadas e as restricGes aos capitulos ou médulos de cada livro a que
restringiremos nosso olhar, imediatamente seguidas pelas analises individuais das mesmas.
No Capitulo 5 colocaremos nossas consideracdes sobre todos os dados colhidos dos dois
materiais didaticos em questao.

Palavras-chave: Analise textual. Nucleos. Analise de materiais didaticos. Conceito de funcao.

Funcéo afim.



ABSTRACT

RIBEIRO, Herik da Silva. The textual analysis applied to a book of PNLD and a material of
an educational system at studying functions in High School. 2019. 128f. Dissertagéo
(Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional - PROFMAT) — Instituto de
Matemaética e Estatistica, Universidade do Estado do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2019.

The objective of this work consist in show an appliance of Textual Analysis proposed
by Dormolen (1986) specifically about the notion of function, expanding itself at the study of
the polynomial function of degree one, in two materials and compare them: one book
approved by the Programa Nacional do Livro Didatico (PNLD), in 2018, and a material
elaborated by a group of particular schools in Rio de Janeiro. Therefore, through the Chapter
1, first we’ll show an historic resume related to the concept of function’s evolution, followed
by the discussion around of multiple subdivisions that this concept provides, permitting, after
that, a pointing of what hope to find in a material, besides the explanation about what
becomes a mathematical text. The Chapter 2 will exhibit all methodology of our research,
focusing the qualitative researches and, sequentially, we’ll talk about Content Analysis
showed by Bardin (1977), primordial to guide our view over materials, defining too the
codification we used. We’ll introduce all over the Chapter 3 the theoretical basis of this
research, including the concepts of kernel, language, cursory and conceptual preparation and
sign. At the last but one chapter will have an introduction to the two books that will be
analyzed and the restrictions to the chapters from each work, followed immediately by their
individual analysis. In Chapter 5 we’ll put our consideration about all collected data from
those two materials.

Keywords: Textual analysis. Kernels. Textbooks analysis. Concept of function. Linear
function.
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INTRODUCAO

Este trabalho ¢é o resultado da unido de meu impeto em continuar aprendendo com a
vontade de melhorar 0 meu ambiente de trabalho. Escolher me aventurar num ambiente no
qual ndo possuo dominio, como foi com a selecdo do tema desta pesquisa, foi 0 meu jeito de
ndo parar de angariar conhecimento e, desta vez, tomei uma decisdo com um objetivo um
pouco mais especial: aplicd-lo em um livro aprovado pelo Programa Nacional do Livro
Didatico (PNLD) de 2018, comparando-o com o material de uma rede particular de ensino,
possibilitando que os autores aprimorem seus trabalhos.

Entender como ¢é estruturado um material didatico, principalmente por sua importancia
na rotina educacional, de modo especial o livro de Matematica e o estudo de funcdes, me
trouxe brilho aos olhos e me permitiu evoluir a minha pratica docente. Devido ao fato de os
materiais didaticos agirem como base tanto para a execucao das aulas dos professores, quanto
para os estudos individuais dos alunos, avaliar se uma obra possui ou ndo um bom
encadeamento de ideias — futuramente discutido por nés por meio do sequenciamento
conceitual e do condicionamento conceitual de ndcleos — trouxe satisfacdo pessoal e
possibilidade de evolugdo em meus planejamentos futuros.

No entanto, a escolha de analisar especificamente o conceito de fun¢do ndo € mero
acaso. Sua importancia tamanha é notada no ensino de Matemética desde o ensino
fundamental até o superior, além das inimeras aplicacdes nas mais diversas ramificacdes de
outras ciéncias, ainda que nao estejamos falando necessariamente de um contexto numerico,
como é de costume.

Surgiam, porém, algumas indagacdes de como iria proceder para avaliar as obras e,
enfim, justificar a escolha de um material didatico ou a ndo selecdo do mesmo. Quais
argumentos tornariam valida a selecdo? Como comecar a avaliar? Que parametros seguir?
Algumas teorias guiam nossos olhares para este tipo de trabalho, como a Anélise Textual,
proposta por Dormolen (1986), a qual foi escolhida para nortear nossa pesquisa.

A Andlise Textual toma por base a analise de expressdes gerais que produzem algum
tipo de conhecimento especifico, conhecidas por nucleos, primeiro de forma individual,
representado pelas categorizagdes, depois de modo conjunto, como serd amplamente debatido
futuramente no nosso trabalho.

Apbs o consenso de que metodologias e teorias usariamos para construir 0s
argumentos que almejavamos, decidimos explicar neste momento como a estrutura do projeto

se estabelecera. O primeiro capitulo se preocupara em passear pela histéria, apontando alguns



10

fatos importantes para a constante evolugdo do conceito de fungdo ao longo dos milénios,
discutindo a importancia do mesmo na atualidade e, por fim, exibindo aquilo que esperamos
encontrar em textos matematicos contidos em livros didaticos.

O segundo conterd a parte metodologica de nosso trabalho, definido como uma
pesquisa qualitativa, a discussdo sobre a Analise de Conteido apresentada por Bardin (1977)
e a codificacdo que usaremos ao longo deste documento; o terceiro capitulo explanara a
fundamentacdo teoOrica deste projeto, como o0s conceitos de nuacleo, linguagem,
sequenciamento e condicionamento conceituais e signo; o quarto €, de fato, reservado para a
introdugdo dos dois materiais didaticos utilizados, seguida de suas andlises feitas; enquanto o
ultimo capitulo possuira nossas consideracGes sobre todos os dados colhidos dos dois

materiais didaticos em questao.
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1 A NOCAO DE FUNCAO PARA A MATEMATICA

Neste capitulo abordaremos o perfil historico da nocdo de funcdo e, por consequéncia, o
desenvolvimento da Matematica como um todo. Em seguida, dissertaremos acerca da
relevancia do assunto, além de apresentarmos as técnicas e erros mais comuns. Na sequéncia,
por conta da importancia do livro didatico no processo de ensino e aprendizagem,
explicitaremos o que estamos considerando ser um texto matematico e 0 que desejamos

encontrar nos materiais de apoio ao professor e ao aluno.

1.1 O conceito de func¢édo ao longo da historia

As definicBes de objetos e operacBes sdo a solidificacdo da base dos conhecimentos
matematicos e, principalmente, possibilitam a obtencdo de saberes desconhecidos que
conduzam a evolugdo todas as ciéncias. Desta forma, é importante destacar que as funcdes,
como um todo, sdo extremamente relevantes em todo este processo evolucionario e, como nao
podia deixar de ser, foi necessario admitir uma estrutura sélida de definigdes.

Apesar de a formalidade da descricdo do conceito de funcdo sé surgir, de fato, no
periodo moderno, sdo conhecidas as atribuicGes de casos particulares na Antiguidade.
Segundo Youschkevitch (1976), os matematicos Babilénios em 2.000 a.C. ja usavam tabelas
para multiplas a¢cdes, como potenciacdes, radiciacdes, conversdes de base sexagesimal, entre
outras. Dois tipos de tabela’ do periodo de reinado dos Seléucidas (312 a.C. — 64 a.C.)
tornaram-se a pedra fundamental para todo o desenvolvimento da Astronomia, por
registrarem empiricamente as efemérides — posicdes do curso natural de objetos astronémicos
—do Sol, da Lua e de outros planetas.

Tempos depois, temos 0s gregos por meio dos pitagoricos com suas tentativas de
determinar as leis que regiam a acustica e, durante a época alexandrina, de toda a

trigonometria das cordas e seus registros em tabelas?, especialmente exploradas pelos hindus

! Neugebauer (apud YOUSCHKEVITCH, 1976, p. 40) atribui a dois tipos de tabelas de fungées os nomes step-
-function e linear-zigzag-function.

2 Ptolomeu, em sua obra célebre Mathématiké Syntaxis em grego antigo (Syntaxis Mathematica ou Almagestum
em latim e até Almagest em inglés), divulga os trabalhos perdidos de Hiparco, dentre eles a mais antiga tabela de
cordas existente.
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mais tarde. Entretanto, a ndo restricdo dos gregos as funcGes tabuladas os destacou perante a
construcdo desse conceito fundamental.

Ha quem defenda que uma forma analitica € necessaria para caracterizarmos uma
relacdo como funcdo, conforme Euler. Todavia, apesar de ndo conter todo o simbolismo
algébrico que nos é praticamente natural, as relagBes funcionais criadas pelos matematicos da
Antiguidade mediante exemplos numéricos ou até formas verbalizadas sobre percepcdes de
elementos da natureza, para parte dos matematicos dos tempos atuais, mostram um conceito
primitivo ou implicito de funcéo.

E oportuno dizer que a palavra fungdo ndo havia sido pronunciada até o0 momento —
apenas séculos depois por Leibniz — e que estes grupos nao registraram analises sobre as
dependéncias entre as grandezas e, muito menos, generalizacdes para 0s estudos feitos.
Kleiner (1989) indica que, além da falta de pré-requisitos algébricos, a falta de motivacéao
para definir nogdes abstratas sem que alguém possuisse exemplos suficientes para generalizar
também era uma razdo principal para que o conceito de funcdo néo tivesse surgido de maneira
precoce.

N&o estamos a dizer que 0s gregos ndo possuiam a ideia de quantidade variavel, vide
os paradoxos de Zendo e a cinematica de Aristételes; contudo ainda ndo estava formado o
conceito de variaveis independentes e varidveis dependentes. Muito devido ao estudo dos
arabes sobre as funcionalidades — principalmente na Trigonometria, na Otica e na Astronomia
— durante os séculos X e Xl e de seus sucessores no ocidente, cerca de trés séculos depois,
com uma nocdo de funcdo mais geral, a Matematica ganha um papel importante no estudo de
fendmenos naturais, expandindo o campo da Cinematica. Enquanto na Inglaterra, Heytesbury,
Swineshead, entre outros, exibiam uma versdo aritmética, na Franca, principalmente Oresme,
escolhe a direcdo geométrica, segundo Youschkevitch (1976).

Oresme afirma que “cada coisa mensuravel [...], exceto os numeros [que ele, como 0s
gregos antigos, acreditava ser um conjunto de unidades] é concebido como quantidade
continua.”® (CLAGETT, 1968, p. 164 — 165, apud YOUSCHKEVITSCH, 1976, p. 46),
deixando visivel em seus estudos ideias gerais sobre variaveis independentes e dependentes.
Nesta época, entre os anos 1450 e 1650, conforme Kleiner (1989), desenvolvem-se temas
fundamentais como: a extensdo do conceito de nimero abrangendo reais e até complexos por
Bombelli, Stifel e outros; a criagdo da algebra simbolica por Viete, Descartes e outros; 0s

estudos do movimento como problema central da ciéncia por Kepler, Galileu e outros; e a

¥ Salvo indicacao contréaria, as traduges sdo do autor deste trabalho.
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proximidade — ou, como diz Kleiner, “o casamento” — da algebra e da geometria por Fermat,
Descartes e outros.

Apesar de o conceito de infinitesimal ndo estar presente de forma explicita nos
conceitos atribuidos a Fisica do século XIV, com o crescimento voraz de uma Matematica
computacional, acompanhado da criacdo da &lgebra simbodlica de Viete, no século XVI,
aperfeicoada por Descartes, Newton, Leibniz e Euler, a andlise infinitesimal, junto de uma
nova série de problemas, proporcionou o desenvolvimento de uma nova visao de funcdo: a
visdo analitica. Nela, o conceito de funcgéo era baseado na relagédo entre conjuntos de nimeros
além de uma representacgéo via formula.

A geometria analitica de Descartes proporciona dinamismo e amplia o conceito de
relacdo entre grandezas. E disposto pela primeira vez e de forma clara que uma equacgdo em X
e em Yy significa estabelecer uma dependéncia de uma varidvel quantitativa em
correspondéncia com os valores dados da outra. Faltava ainda, entretanto, a identificagéo de
variaveis independentes e dependentes numa equacao para a obtencdo da nova visao sobre 0

conceito abordado:

Variaveis ndo sdo fungBes. O conceito de funcdo implica em uma relagdo
unidirecional entre uma variavel “independente” e uma “dependente”. Mas, no caso
de variaveis como elas ocorrem em problemas matematicos ou fisicos, nédo é
necessario que haja uma divisdo de papeis. E enquanto ndo for dado o papel especial
de varidvel independente a uma das varidveis envolvidas, as varidveis ndo séo
fungbes, mas simplesmente varidveis. (BOS, 1980, p. 348 apud, KLEINER, 1989,
p. 283).

Newton iniciou esta etapa de diferenciacdo entre as variaveis independentes, chamadas
fluentes, e as dependentes, nomeadas relacionadas, enquanto associava essas variaveis as
curvas geométricas. Segundo Kleiner (1989), seu “método das fluxdes” era aplicado as
fluentes — a imagem de um ponto “fluindo” por sobre a curva — e ndo as funcdes. Newton se
destaca na observacdo das funcbes utilizando séries de poténcias, caminho pelo qual
obteremos contribuicdes significativas sobre a nogéo de funcao.

Leibniz, no mesmo periodo, mas de forma independente, também atrelava curvas
geomeétricas a ideia de funcdo. Em correspondéncia com Johann | Bernoulli durante os anos
de 1694 a 1698, apontou a necessidade da criagdo de uma expressdo que fosse capaz de
representar essas associacdes entre as variaveis, sendo o primeiro a chamar por funcdes®

(functiones ou fonctions) “quaisquer partes de linhas retas, isto €, segmentos obtidos por

* Segundo Youschkevitch (1976), a palavra funcéo foi publicada pela primeira vez nos manuscritos de Agosto de
1672 de Gottfried Wilhelm Leibniz e, em particular, no intitulado Methodus tangentium inversa, seu de
functionibus.
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construcdo de infinitas linhas retas correspondentes a um ponto fixo e a pontos de uma curva
dada” (YOUSCHKEVITCH, 1976, p. 57).

Apesar de sua definicdo néo ter sido levada adiante, Bernoulli difundiu o uso do termo
criado por Leibniz, ampliando sua divulgacdo ao utiliza-lo em suas obras publicadas em
sequéncia. Em 1718, Bernoulli apresentou a primeira definicdo formal sobre o conceito de
fungdo: “Chamaremos aqui por funcdo de uma variavel a quantidade composta em qualquer
modo dessa variavel e de constantes.” (RUTHING, 1984, p. 72), ndo deixando claro o que
significava “composta em qualquer modo”.

Segundo Youschkevitch (1976), Bernoulli propos a letra grega ¢ como notagdo para a
caracteristica de funcdo — sem parénteses: px — enquanto Euler, seu pupilo, apresentaria f pela
primeira vez em seu artigo comunicado em 1734 e publicado em 1740. Euler também foi
responsavel por definir nocBes iniciais, como constante e variavel, e mudando a palavra
“quantidade” para “expressao analitica”.

Para ele, “uma quantidade constante ¢ uma quantidade determinada que mantém
sempre um mesmo valor” (RUTHING, 1984, p. 72) enquanto “uma quantidade variavel é
uma quantidade indeterminada, ou quantidade universal, que compreende em si
absolutamente todos os valores determinados” (KRAZER e RUDIO, 1922, p. 17 apud
YOUSCHKEVITCH, 1976, p. 61). Além disso, Euler descreve que,

deste modo, uma quantidade varidvel compreende em si absolutamente todos os
nameros, tanto positivos quanto negativos, tanto inteiros quanto fracionarios, tanto
racionais quanto irracionais e transcendentes. Até mesmo 0 zero e 0s nUmeros
imaginarios ndo estdo excluidos do significado de quantidade variavel. (KRAZER e
RUDIO, 1922, p. 18 apud YOUSCHKEVITCH, 1976, p. 61)

Seguindo a defini¢do de seu mestre, Euler admite que “uma fungdo de uma quantidade
variavel € uma expressao analitica composta de alguma maneira desta quantidade variavel e
de niimeros e quantidades” (KRAZER e RUDIO, 1922, p. 18 apud YOUSCHKEVITCH,
1976, p. 61). Todavia, 0 mais importante neste contexto é que o brilhante matematico, apesar
de ndo ter inventado o termo “expressdo analitica”, foi 0 primeiro a tentar explicar seu
significado, enumerando operacGes, nomeando fungdes como explicitas e implicitas,
formulando teoremas da existéncia da funcdo inversa e as expansdes por séries de poténcias”,
entre outras coisas, encaixando-as, de um modo geral, sob sua primeira definicdo geral de
fungéo. Vale salientar que “apesar da nogdo formal de fungdo ndo ter sido originada com

Euler, foi ele o pioneiro a oferecé-la de maneira notdria pelo tratamento do célculo como uma

5 “gxatamente por conta das séries de poténcias o conceito de fungdo pelas expressdes analiticas ocuparam o
papel central na analise matematica” (YOUSCHKEVITCH, 1976, p.54)
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teoria formal de funcdes.” (HAWKINS, 1975, p. 54 apud KLEINER, 1989, p. 285),
ampliando o campo de visdo dos matematicos da época.

Levantados neste periodo o problema da corda vibrante e sua controveérsia, aumentam
ainda mais as discussbes acerca do conceito de funcdo: uma corda elastica com suas
extremidades fixas em 0 e | que era deformada em uma forma inicial e, entdo, solta para
vibrar. O problema consistia em determinar uma funcdo que descrevesse o formato da corda

em um momento t, conforme a figura 1.

Figura 1 — Problema da corda vibrante.

Fonte: KLEINER, 1989, p. 285.

Segundo Kleiner (1989), a controvérsia girou ao redor da caracterizagdo de funcdo na
época, visto que, segundo o artigo de fé seguido pelos matematicos do século XVIII, se duas
expressdes analiticas coincidem em um determinado intervalo, entdo elas coincidirdo em todo
o dominio. Assumia-se, portanto, que toda curva podia ser determinada em um intervalo
qualquer, embora pequeno, e perceberam, por fim, que as funcBes descontinuas (ou nao
diferenciaveis, na visdo euleriana) foram desprezadas por completo.

Havia, pois, a necessidade de repensar este conceito e, por conseguinte, a
remodelagem do conceito de fungcdo como um todo. D’Alembert, em 1747, restringiu as
condicdes iniciais da corda para obter uma funcdo continua (ou diferenciavel, segundo a
definicdo de Euler) e resolveu o problema, por fim, mostrando que a movimentagéo da corda
é regida por equacdes diferenciais parciais como

Py _ 29%
ot2 0x?’
chamada de equacéo de onda, em que a é uma constante. Resolvendo-a, dadas as condicdes

inicialmente apresentadas, obteve o que chamava de “solugdo mais geral” somando duas

funcdes arbitrérias @, expressa por
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x+at)+ex—at)
y(x t) = o

Segundo Kleiner (1989), Euler discordava desta afirmagéo de D’Alembert® e mostrou
que esta solucdo apresentava a forma da corda para diferentes valores de t, mesmo que o
formato inicial ndo fosse dado por uma (Gnica) férmula. Acusa, ainda, que a forma inicial da
corda pode ser dada de duas maneiras: por inUmeras expressdes analiticas em diferentes
intervalos de (0, £) ou por uma curva feita a méo livre. Contudo, segundo as condicdes do
artigo de fé, esses dois tipos ndo poderiam ser descritos por uma expressdo analitica Unica e
que, por tudo isso, a solugéo de D’Alembert ndo poderia ser a mais geral. Por meio de suas
considerac0es fisicas, Euler apresentou para um caso particular uma férmula dada por séries

trigonométricas como

y = a sin (n_lx) + B sin (2#) + ¥ sin (3_7;’“) + -

que ndo era aceita por D’ Alembert, 0 que deu inicio a longa controvérsia. Grandes nomes se
juntaram a historia, como o fisico Daniel Bernoulli e os matematicos Lagrange, Monge,
Laplace, Fourier, entre outros, levando Euler a refletir sobre a definicdo de continuidade de

uma funcao e apresentar uma nova:

Se algumas quantidades dependem de outras quantidades que, caso as Ultimas sejam
alteradas, as anteriores sofram mudancas também, entdo as quantidades anteriores
sdo ditas fungdes das Ultimas. Esta denominacdo é da natureza mais ampla e
compreende todo método por significar que aquela quantidade pode ser determinada
por outras. Se, portanto, x denota uma quantidade variavel, entdo todas as
quantidades que dependem de x de alguma maneira ou sdo determinadas por ela sdo
ditas func¢Bes dela. (KOWALEWSKI, 1913, p. 4 apud YOUSCHKEVITCH, 1976,
p. 70)

Dentre os trabalhos da época, segundo Kleiner (1989), Fourier ndo se destacou apenas
por apontar as inconsisténcias na definicdo antiga de Euler, mas também por mostrar aos
matematicos de seu tempo que a nogdo de integral precisava ser revista, por tornar o artigo de
fé impréprio aquela altura e por possibilitar a criacdo da teoria dos conjuntos de Cantor.
Fourier definiu que toda funcdo poderia ser representada por uma série trigonométrica e que
suas ordenadas ndo eram regidas por uma lei Unica, encerrando, desta maneira, o principio da
“continuidade analitica”, segundo Santana Filho (2017), e proporcionando a revisdo do
conceito de funcgéo construido até aquele momento.

Debrucando-se sobre as producbes de Fourier, dois mateméticos de grande valor
impuseram suas ideias mediante novas definicbes e abordagens, aprimorando aquelas que

seus antecessores trouxeram a comunidade, em um periodo bem curto: Cauchy e Dirichlet. O

® Euler apresenta em 16 de maio de 1748 a De vibratione chordarum exercitato, publicada em 1749 pela Acta
Eruditorium.
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primeiro atacou sob o ponto de vista considerado por Euler, enquanto o segundo focou na
defini¢do de Fourier e suas séries.
Cauchy discutiu o sistema de “continuidade” e “descontinuidade” de uma fun¢do com

um simples exemplo. A funcédo

(X, sex =0
fx) _{—x, sex <0

que é considerada “descontinua” segundo a definicdo de Euler também pode ser escrita como

f(x) =+Vx2, a qual é considerada “continua” pela mesma defini¢do. Segundo o proprio
Cauchy, em 1823, essa situacdo ndo ocorria com a definicdo apresentada por ele mesmo, na

qual o dominio ndo era restrito ao conjunto dos reais.

Quando as quantidades variaveis sdo correlacionadas de tal maneira que, quando o
valor de uma delas é dado, nds podemos inferir os valores de todas as outras, nés
ordinariamente concedemos que essas variadas quantidades sdo expressas por meio
de uma delas, a qual recebe entdo o0 nome de variavel independente; e as quantidades
restantes, expressas através da variavel independente, sdo chamadas de fun¢des desta
variavel (BOTTAZZINI, 1986, p. 104 apud KLEINER, 1989, p.291).

Dirichlet preocupou-se mais em mostrar que nem toda funcdo pode ser dada pelas
séries de Fourier, como imaginava-se na época. Publicada por ele em 1829,

D(x) = { c, se x é racional
d, se x éirracional

é conhecida por funcdo de Dirichlet e, segundo Kleiner (1989), foi importante por varios
motivos: i) foi o primeiro exemplo explicito de uma funcdo que ndo é dada por uma expressao
analitica nem uma curva a mao livre; ii) foi o primeiro exemplo de funcdo descontinua em
todo o dominio; iii) ilustrou o conceito de funcdo como um pareamento arbitrario. Além
disso, Dirichlet foi um dos primeiros a restringir explicitamente o dominio da funcdo a um
intervalo, diferentemente de seus antecessores, 0s quais definiam as funcdes para todos os

reais. Em 1837, publicou sua defini¢do de funcao:

Suponhamos que a e b sdo dois valores definidos e x uma quantidade varidvel que
deve assumir, gradualmente, todos os valores situados entre a e b. Agora, se a cada x
corresponde um dnico Y, finito, de tal maneira que, quando x passa continuamente
pelo intervalo de a a b, y=f(x) varia do mesmo modo gradualmente, entdo y é
chamado uma funcdo continua de x para esse intervalo. E, além disso, ndo é de todo
necessario, que y dependa de x nesse intervalo de acordo com a mesma lei; de fato,
ndo € necessario pensar em apenas relagcbes que podem ser expressas por meio de
operagBes matematicas. Geometricamente representada, ou seja, com x e vy
considerados como abcissa e coordenada vertical, uma funcdo continua parece ser
uma curva ininterrupta, para a qual apenas um ponto corresponde a cada abcissa
entre aeb. (RUTHING, 1984, p.74)

Com o exemplo da funcdo de Dirichlet, o crescimento do estudo das funcles
patolégicas e das classes das funcbGes foi exponencial nos 50 anos subsequentes,

impulsionando o campo da analise e gerando trabalhos de grande importancia, como os de
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Riemann e de Weierstrass. Depois de seu trabalho, o termo fungéo adquiriu um sentido
independente mais claro do termo expressédo analitica.

Muitos matematicos desenvolveram e sofisticaram as definicdes de funcéo
apresentadas até o momento. Com o desenvolvimento da teoria dos conjuntos de Cantor,
destacamos as trés definicbes mais proximas daquilo que temos na atualidade.

Dedekind, em 1887, apresentou o termo imagem quando definiu que “por um
mapeamento de um sistema S entende-se uma lei pela qual cada elemento determinado s de S
estd associado a um determinado objeto, que é chamado de imagem de s e é designado por
¢(s)” (RUTHING, 1984, p.75); Tannery, em 1904, posiciona-se quanto a unicidade da
imagem ao dizer que “b € um elemento de (Y), mais uma vez isto significa que um elemento a
de (X) corresponde a um nimero b. Cada elemento de (X) corresponde a um elemento de (Y) e
vice-versa.” (RUTHING, 1984, p.76); e o grupo de matematicos Bourbaki, em 1939,
chegando ao mais adotado hoje em dia ao distinguir “fungdo” de “relagdo funcional”, além de

englobar os dois enfoques anteriores:

Sejam E e F dois conjuntos, distintos ou ndo. Uma relacdo entre uma varidvel x de E
e uma variavel y de F chama-se relagdo funcional emy, ou relagdo funcional de E
em F, se, qualquer que seja x de E, existe um elemento y de F, e somente um, que
esteja na relacdo considerada com x. Da-se 0 nome de fun¢do a operagdo que associa
a todo elemento x de E o elemento y de F que encontra na relacio dada com x; diz-se
que y € o valor da fungdo para o elemento x, e que a fungdo estd determinada pela
relacdo funcional considerada. Duas relagfes funcionais equivalentes determinam a
mesma funcdo. (BOURBAKI, 1990, p. 6 apud PIRES, 2016, p. 10)

1.2 A importéancia do estudo do conceito de funcéo

E perceptivel em muitos “matematicos em potencial” dos tempos atuais a objetividade
e concisdo quando nos estudos da Matematica, como se todo e qualquer assunto devesse ser
descrito em forma binéria: se o problema apresentar 0 mesmo resultado final que minha
solucdo, entdo estou correto; caso contrario, estou completamente equivocado. Temos a
frequente impressdo de que o fato de chegar a resposta certa de um exercicio € mais
importante que o porqué de o desenvolvimento ndo estar errado e essa ligeira falta de
preocupacdo com o0 meio do percurso pode ser o reflexo de uma base matematica
desestruturada ou incompleta.

Em todos os niveis educacionais em que se encontra, o conceito de fun¢do, um dos

pilares desta ciéncia, esbarra nestas deficiéncias oriundas de diversos outros topicos
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principalmente pelas diversas facetas e inumeras aplicacdes tais quais o universo das fungdes
admite. Hamley (1934) afirma que os conceitos de classe, de ordem, de varidvel e de
correspondéncia sdo fundamentais para a Matematica elementar alcancar a Matematica
superior e, por este motivo, voltando os olhos para a nocdo de funcgéo, € nitida a importancia
da construcdo de uma estrutura solida no estudo das fungdes, principalmente por suas
maltiplas apresentacfes, uma vez que “o conceito de fun¢do ¢ central a habilidade dos
estudantes para descrever relacdes de troca entre variaveis, explicar trocas de parametro, e
interpretar e analisar graficos” (CLEMENT, 2001, p. 745).

No entanto, nos professores, em comunhdo com o livro didatico, contribuimos por
vezes para a escuridao que envolve o assunto quando simplesmente expomos uma versao final
da definicao, desprezando suas diferentes formas de exibicdo e/ou seu trajeto historico com a
finalidade de ndo gerar confusdo em suas mentes. Ao longo dos séculos os matematicos
descreveram as func@es por diversas maneiras, como a correspondéncia entre 0s nUmeros e 0s
objetos durante a contagem, e as representaram de indmeros jeitos distintos, exemplificado
facilmente pelas sequéncias, porém insistimos em sobrecarregar 0s alunos com um conjunto
de palavras meticulosamente pronunciadas quase exigindo a exibicdo de uma foérmula
algébrica.

Esta ultima traz aos estudantes a manipulagdo, vista como o conceito mais basico de
funcdo — o de acdo —, isto €, por meio de uma regra explicita em que se insere uma medida e,
apos algumas operacdes pré-estabelecidas, recolhe-se um novo valor. Apesar da simplicidade
da exposicdo, devemos compreender que, “em um senso pedagdgico, para estes estudantes,
nimeros sdo entidades primitivas essenciais cujos conceitos matematicos mais abstratos
precisam ser frequentemente referenciados” (PONTE, 1992, p. 7).

A representacdo geométrica desempenha papel importante quanto ao quesito relacao
entre conjuntos, além de ser possivelmente a representacdo mais identificavel das funcdes, e
abre caminho para as expressdes analiticas. Vale ressaltar que as fun¢fes ndo necessariamente
admitem uma formulacdo algébrica ou estdo obrigatoriamente associadas a nimeros e, entéo,
naturalmente alguns obstaculos epistemoldgicos surgem, como sobre a existéncia das fungdes
descontinuas ou definidas por mais de uma férmula. Na proxima secdo ampliaremos a
discussdo que envolve estes obstaculos.

Vinner (1992 apud CLEMENT, 2001) disserta acerca desses obstaculos, nomeados
por ele de imagens conceito, com a finalidade de conectar todas as figuras mentais que uma
pessoa associa a um conceito dado, muitas vezes diferenciando-se bastante da definicdo

matematicamente aceitavel ou até incluindo suposic¢des equivocadas. Dentre alguns exemplos,
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destacam-se a limitagdo de alguns alunos ao teste da linha vertical em gréaficos e a
descaracterizacdo de uma fungdo pelo fato de a mesma ndo ter sido dada por uma Unica
formula, por sua descontinuidade ou até por uma imagem estar relacionada a mais de um
elemento do dominio.

Segundo Jones (2006), o estagio seguinte & concep¢do de acdo, que se resume a parte
operacional, na qual as fungdes sdo regidas por algoritmos ou regras especificas dadas, é a
concepcao de processo, 0 qual envolve um profundo entendimento do estudo de funcéo,
especialmente quando a mesma seleciona um objeto, o transforma e produz um
completamente novo. Assim, ao atingir este nivel, os estudantes ndo exigem mais a presenga
de uma férmula por aceitarem que as fun¢bes podem envolver transformac@es vagas.

De modo frequente, muitos professores recorrem a técnica da “maquina de fun¢ao”
para auxiliar seus alunos a visualizarem a concepc¢do de processo. Este método consiste em
uma caixa que aceita entradas e saidas, todavia ndo exibem o conteido de seu interior. Outra
maneira de encarar esta concepc¢do é sob a correspondéncia entre dois conjuntos, em que cada
elemento do primeiro conjunto esté relacionado a um unico elemento do segundo conjunto,
aproximando o estudo a definicdo de Dirichlet de 1837. Com este procedimento o estudante
ndo sente a necessidade de manipular algebricamente a fungéo; ao invés disso, concentra suas
energias em mapear os pares estabelecidos pela relagdo funcional observada.

A maneira mais sofisticada de entender as funcdes é a que as trata como objetos,
afirma Jones (2006), pois a visdo da maquina nao se faz mais necessaria e os discentes passam
a tratar as funcdes como entidades préprias, podendo sofrer transformacdes e participar de
operacdes entre si. Na figura 2 podemos observar a diferenca entre as trés visdes do conceito
de funcéo.

Figura 2 — A ideia de maquina de funcéo estendida aos conceitos de funcdo como

acao, processo e objeto.

Action: Process: Object:

f(x) m f(x)
S O &

X Function

Machine

Fonte: JONES, 2006, p. 18.
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A representacao de pares ordenados, segundo o autor, é aquela que melhor enquadra o
cenario apresentado pela Gtica anterior. Para ele,

a definicdo de par ordenado de funcdo, como a introduzida por Bourbaki em 1939, é
discutivelmente a mais matematicamente precisa no sentido que captura
completamente a esséncia de uma funcdo. Essa representacdo descreve uma funcéo
como um conjunto possivelmente infinito de pares ordenados (X, y), nos quais cada
coordenada x é pareada com uma Unica coordenada y. Isto é importante porque pode
descrever precisamente funcfes descontinuas, pareamentos arbitrarios, e pode até ser
estendido para acondicionar fungdes cujo dominio e contradominio ndo sdo
nameros. Além disso, o conceito de conjunto torna mais legivel a nocdo de funcédo
como um objeto. (JONES, 2006, p. 8)

1.3 O tratamento do conceito de fungao nos livros didaticos

A Mateméatica promoveu ao longo dos séculos uma linguagem prépria, resultando,
com sua evolugdo, em uma teia vasta e complexa de informagdes descritas principalmente por
meio de simbolos e defini¢bes. Portanto faz-se necessaria a apresentacdo dessa linguagem
desde as séries iniciais, promovendo um contato permanente e de constante evolucdo que
perdurara por toda a educacédo basica, pelo menos.

E importante destacar sempre que possivel que, apesar do rigor matematico nesse
dialogo e nas defini¢cGes dos conceitos que sustentam a si e as ciéncias que se apoiam nela, a
Matematica também tem por objetivo apresentar resultados simples do cotidiano de todos nos.

Sobre isso, apoiado sobre os Parametros Curriculares Nacionais (PCN), temos que

A vitalidade da matemaética deve-se também ao fato que, apesar de seu carater
abstrato, seus conceitos e resultados tém origem no mundo real e encontram muitas
aplicagdes em outras ciéncias e em inimeros aspectos da vida diéria: na inddstria, no
comércio e na area tecnoldgica. Por outro lado, ciéncias como Fisica, Quimica e
Astronomia tem a Matematica como ferramenta essencial (BRASIL, 1997, p.23).

Seguindo as orientaces dos PCN, é fundamental capacitar o discente a “reconhecer
representacdes equivalentes de um mesmo conceito, relacionando procedimentos associados a
diferentes representagdes” (BRASIL, 1999, p. 42), “identificar, analisar e aplicar
conhecimentos sobre valores de varidveis, representados em graficos, diagramas ou
expressdes algébricas, realizando previsdo de tendéncias, extrapolacdes e interpolagdes, e
interpretagdes” (BRASIL, 2000, p. 96) e “traduzir uma situagdo dada em determinada
linguagem para outra” (BRASIL, 2002, p. 114).
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De acordo com Duval (2012), mais importante que exibir os diferentes esquemas de
representacdo, chamados de registros pelo autor, sdo os tratamentos que poderdo ser feitos
depois disso. O proprio afirma que

A coordenacdo de muitos registros [...] é, portanto, uma condicdo absolutamente
necessaria para que o esquema diadico de representacdo habitualmente admitido [...]
corresponda a um funcionamento cognitivo efetivo no sujeito e, para que, apenas
superficialmente, o recurso a apenas um registro de representacdo parecesse
suficiente. (DUVAL, 2012, p. 284)

Por este motivo, é deveras relevante a atribuicdo dos diversos modelos de
apresentacdo das fungdes, como graficos, diagramas, formulas, entre outros, para facilitar a
conexdo do estudante com essa linguagem mais carregada de conceitos. Conforme indicagédo
do Programa Nacional do Livro Didatico (PNLD) de 2018, o aluno deve ser capaz de “saber
empregar os conceitos e procedimentos algébricos, incluindo o uso do conceito de funcéo e de
suas varias representacdes (graficos, tabelas, formulas etc.) e a utilizagdo das equagdes”
(BRASIL, 2017, p. 11).

O convivio e a utilizacdo de toda essa linguagem e manipulacdo nos diversos campos
da ciéncia em questdo por todo o periodo escolar traz a tona certa limitacdo que a propria
sociedade matematica impde, ndo por interesse em condicionar alguns intelectos a submisséo,
porém por uma estrutura légica muito bem amarrada ao longo dos séculos. Como bem destaca
Sierpinska (1992), os estudantes apresentam dificuldade na manipulagdo desses objetos
matematicos muitas vezes por culpa da propria linguagem adotada e um exemplo disso é
usarmos f(x) tanto para nomear a uma funcédo f quanto para determinar seu valor em torno da
variavel x.

Portanto, alguns questionamentos serdo norteadores em nossa andlise sobre o ensino
de fun¢des nos livros didaticos: para entender um conceito matematico, basta apresentar uma
definicdo precisa? Observar os objetos sempre da mesma maneira fara com que o aluno
desenvolva seu conhecimento acerca do assunto? Mecanizar o raciocinio sobre o contetido
apresentado é parte fundamental do processo? Que tipos de textos matematicos usar para uma
melhor explanacdo do tépico em pauta?

Dito isto, cabe aqui levantar “o que vem a ser um texto matematico?”, visto que o livro
didatico é, em sua totalidade, constituido por textos das mais variadas formas. Despindo-se da
visdo matematica, um texto é uma estrutura organizada e limitada de palavras cujo objetivo é
0 de estabelecer um sentido sobre a proposicdo dissertada. Todavia, sabemos que para

provocar entendimento de algo, ndo necessariamente estaremos munidos de palavras e,
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portanto, textos ndo verbais também estdo incluidos na concepcdo de texto matematico por
manterem a finalidade de apresentar sentido sobre o que esta sendo exposto.

Mediante essa estrutura, decidimos adotar a analise textual apresentada por Dormolen
(1986), o qual ndo limita de maneira quantitativa o que vem a ser um texto. Segundo este, seu
método de analise ndo se direciona a livros, mas sim a textos e, por esta razdo, ndo ha um
comprimento minimo ou méximo. Pode ser entendido como tal um par de sentengas, um
paragrafo ou até um capitulo inteiro. A Unica exigéncia € a de que o0 objeto seja plenamente
capaz de propor sentido por si s6 ou em relacdo a textos previamente apresentados pela obra.

Dormolen (1986) destaca trés tipos de livro didéatico:

Alguns livros-texto para escolas, como os livros de exercicio, contém apenas
problemas e exercicios; sem generalizagBGes, regras, convencles, etc., e sem
explicagbes. Clareamento de teoremas, de definicbes e de provas devem ser
realizadas parcialmente pelo estudante, com ou sem ajuda do professor, e
parcialmente apenas pelo professor. [...]

Outros livros escolares contém generalizagdes e regras, entre outras coisas, com
explicagcBes em uma parte e problemas e exercicios em outra. Essas duas partes sdo
estritamente separadas. [...]

Um terceiro tipo de livro didéatico consiste de uma mistura: observagoes,
explanacBes, generalizagdes, regras, etc., sdo regularmente interpassadas com
problemas, exercicios e outras tarefas. O livro parece ser o proprio professor.
(DORMOLEN, 1986, p. 141)

Diferente dos dois primeiros tipos de livro-texto, nos quais o professor tem papel
fundamental na escolha de como os mesmos serdo utilizados, o terceiro entende os textos
como autossuficientes. Ainda assim, ndo se entende que o professor serd irrelevante no
processo educacional, contudo sua atuacdo deve ser diferente para cada uma das
possibilidades apresentadas.

Decidimos que em nossa apresentacdo cada capitulo dos livros didaticos em analise
reservados ao conceito de funcdo é um texto matematico e, entdo, cada um deles € o resultado
de uma abordagem moldada a partir de inUmeros enunciados. As caracteristicas presentes em
cada uma das obras — implicita ou explicitamente — serdo amplamente elucidadas no capitulo
3, no qual discutiremos mais a fundo a Anélise Textual.

Desta maneira, o livro — em conjunto com o professor — € altamente importante no
processo de aprendizagem, mas nao define se o assunto abordado sera de fato absorvido pelo
estudante. Como ilustra a figura 3, os antigos e 0s novos meétodos de conhecimento ndo se
anulam. Pelo contrério, os dois devem andar em comunhdo para que haja desenvolvimento

nas diversas etapas em que se encontram os discentes.
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Figura 3 — Um ato de superar uma dificuldade ou um obstaculo.

Fonte: SIERPINSKA, 1992, p. 26.

Segundo Sierpinska (1992), quando estamos seguindo novos caminhos de
aprendizagem e nos concentramos em antigos métodos, o caminho para 0 novo parece se
fechar pelo que muitas vezes chamaremos de obstaculos epistemoldgicos. Entretanto, se
focarmos no que esta a nossa frente ao invés de mirarmos os erros do passado, entdo
tenderemos a descrever um salto em termos de novos métodos de conhecimento, isto é,
descreveremos importantes trocas relacionadas ao conhecimento matematico na mente
humana, que nos levardo dos jeitos antigos aos jeitos novos de aprendizagem.

Um obstaculo que ndo pertence apenas a um grupo pequeno de pessoas, mas é bem
mais abrangente, é chamado de obstaculo epistemolégico. Podemos classifica-lo em trés
categorias: i) atitudes, crengas e convicgdes, ndo necessariamente satisfazendo um senso
comum; ii) modos de pensar e interpretar aprendidos em experiéncias anteriores;
iii) conhecimento técnico capaz de gerar justificativas racionais.

As trés categorias ndo sao independentes. Pelo contrario, cada uma delas é capaz de
modificar a si mesma e tambeém o estado de outra de acordo com a situacdo enfrentada. Por

exemplo, reproduzir algumas solucbes em problemas parecidos pode gerar demonstracdes
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para casos genéricos, assim como o aprendizado de novas técnicas pode desconstruir algumas
assertivas que julgdvamos veridicas em tempos anteriores.

Em meio a todo este processo, esta o individuo que deve extrair o conhecimento
oriundo de suas experiéncias, sejam elas proprias ou induzidas pelo professor ou livro
didatico. Torna-se significativa, entdo, a obra que facilita a identificacdo dos atos de
entendimento, ou seja, daquilo que é necessario para gerar conhecimento acerca do que esta
sendo abordado pelo texto no momento.

Como afirma Sierpinska (1992), apoiada por outros autores, os atos de entendimento
podem ser separados em quatro classes: i) identificacdo de um objeto em meio a outros;
ii) discriminac@o entre dois objetos; iii) generalizacdo; iv) sintese. Além disso, “aplicar” ¢é
outra atividade com relevancia no aprendizado. Apesar de ndo ser considerada um ato de
entendimento, € uma condicdo necessaria para qualquer um deles.

No caso especifico da nogcdo de funcdo, o grau de dificuldade em relagdo ao
aprendizado eleva-se de maneira acentuada quando assumimos nos primeiros contatos o
discurso de que a Matematica ndo é dependente de exemplos cotidianos. Em contrapartida, ao
exibirmos situacfes simples e corriqueiras, € notoria a associacao por parte dos estudantes da
parte teodrica a “pratica”, identificando com mais clareza as regularidades nas relagdes criadas
e exemplificando para si 0 que é e 0 que ndo é pertinente ao estudo.

Dai, essa filosofia de que “matematica ndo se preocupa com problemas praticos” ¢ um
exemplo de obstaculo epistemoldgico, enquanto a ideia de “identificagdo de regularidades em
relacbes como uma maneira de lidar com outras situagdes” ¢é classificado como um ato de
entendimento’.

Sendo assim, toda essa mistura de situacBes cotidianas atreladas as representacfes
geométricas, sejam diagramas, graficos ou até tabelas numéricas, e algébricas, quando
suportadas por definicdes precisas, proporciona um ambiente facilitador do aprendizado da
noc¢do de funcdo e aumenta a capacidade de abstracdo, a qual sera cada vez mais exigida dos
discentes ao longo do periodo destinado ao estudo de funcfes, assim como em muitos outros

ramos da Matematica.

" para uma listagem maior de obstaculos epistemoldgicos e de atos de entendimento, inclusive os exemplos
anteriores, ver Sierpinska (1992).
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2 CAMINHOS METODOLOGICOS

Neste capitulo faremos exibicdo da metodologia de pesquisa em que nos apoiamos,
destacando as pesquisas qualitativas e, em sequéncia, apresentaremos a andlise de conteldo,
fundamentacéo tedrica que regerd nosso olhar aos livros didaticos observados.

2.1 Metodologia de pesquisa

Com a intencdo de obter respostas para perguntas norteadoras, entendemos que a
pesquisa qualitativa, por meio de seu método dindmico de interpretacdo, é o modelo ideal para
nossa analise textual. Acreditamos também em pesquisas cujos dados sdo colhidos de maneira
guantitativa, porém, devido a subjetividade imposta pela analise de Dormolen (1986), dados
estatisticos podem nao refletir precisamente o objeto de interesse de nosso trabalho.

De maneira alguma estamos a dizer que os dois métodos sdo antagbnicos ou
excludentes, vide que, segundo Minayo (1994), os conjuntos de dados quantitativos e
qualitativos sdo complementares, ja que a realidade coberta pelos dois interage de maneira
dindmica, impossibilitando alguma dicotomia. Tampouco estamos rebaixando a pesquisa
qualitativa a classe da simples opinido por ndo conter uma série inflexivel de etapas em

formato sequencial a qual devemos seguir. Quanto a isto, Borba (2004) afirma que

0 que se convencionou chamar de pesquisa qualitativa, prioriza procedimentos
descritivos & medida em que sua visdo de conhecimento explicitamente admite a
interferéncia subjetiva, o conhecimento como compreensdo que € sempre
contingente, negociada e ndo é verdade rigida. O que é considerado "verdadeiro",
dentro desta concepcdo, € sempre dindmico e passivel de ser mudado. Isso ndo quer
dizer que se deva ignorar qualquer dado do tipo quantitativo ou mesmo qualquer
pesquisa que seja feita baseada em outra nocdo de conhecimento. (BORBA, 2004, p.
2)

Garnica (2004 apud BORBA, 2004) afirma que uma pesquisa qualitativa tem, dentre
outras caracteristicas, a ndo neutralidade do pesquisador que, mediante 0 processo
interpretativo, ndo consegue se desvencilhar de experiéncias prévias e a impossibilidade de
estabelecer previamente, estaticamente e genericamente regulamentacbes sobre os
procedimentos sistematicos.

Quanto a primeira caracteristica, ndo queremos dizer que esta liberada a influéncia

direta do observador nos elementos pesquisados e, portanto, no resultado final do produto.
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Apenas ndo se pode negar que “a pesquisa, entdo, ndo se realiza numa estratosfera situada
acima das atividades comuns e correntes do ser humano, sofrendo assim as injungoes tipicas
dessas atividades” (LUDKE e ANDRE, 2017, p. 2), além de que “o conhecimento tem sempre
uma parte subjetiva, que é determinada a partir da visdo daquele que pesquisa, dos temas que
escolhe, dos valores que carrega e das preocupacdes que levanta na mesma, a partir da propria
visdo de conhecimento que possui” (BORBA, 2004, p. 11-12).

Em relacdo & segunda, Bogdan e Biklen (1982 apud LUDKE e ANDRE, 2017)
identificam dentre cinco caracteristicas principais deste tipo de pesquisa que os dados
coletados sdo predominantemente descritivos e que a andlise de dados tende a seguir um
processo indutivo. Com isso, é natural a orientacdo de que o ciclo de pesquisa ndo percorre
um trajeto linear, mas em forma de espiral, no qual o inicio é marcado por um problema ou
um questionamento e, por conseguinte, a producdo de itens provisérios capazes de gerar
novas indagacgdes, conforme afirma Minayo (1994). “Certamente o ciclo nunca se fecha pois
toda pesquisa produz conhecimentos afirmativos e provoca mais questdes para
aprofundamento posterior.” (MINAYO, 1994, p. 27)

O ciclo de pesquisa é formado basicamente por trés etapas sequenciadas: a fase
exploratdria da pesquisa, cujo foco principal € a fundamentacdo do projeto investigatério; o
trabalho de campo, no qual se determinam os limites da atuacdo de acordo com a construcéo
tedrica naquele instante; e o tratamento do material obtido, cujas etapas sdo a ordenacdo, a
classificacdo e a analise do material.

Definida, portanto, a linha qualitativa de pesquisa, explicaremos melhor na proxima
secdo a andlise de conteludo proposta por Bardin (1977), na qual buscaremos inspiracdo
metodoldgica, por conta da proximidade da andlise textual de Dormolen (1986), nosso

referencial tedrico, abordado com mais profundidade no capitulo 3.

2.2 Analise de Conteldo

Ao analisar as comunicagdes humanas, as ciéncias humanas desenvolveram um
instrumento formado pela reunido de técnicas ja aplicadas, nomeado por analise de conteudo.
Segundo Bardin (1977), ndo se trata de um instrumento propriamente dito, mas de um
conjunto de apetrechos, podendo até ser visto como um Unico instrumento, todavia marcado

por uma gama enorme de formas e adaptavel a um campo de aplicacdo extenso.
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Por tamanha aplicabilidade, entende-se que em pesquisas quantitativas ou qualitativas
a analise de conteudo possibilita uma melhor interpretacdo dos dados colhidos, ainda que esta
interpretacdo seja parcialmente carregada por visdes particulares do analista, por cumprir dois
objetivos principais, de acordo com Bardin (1977): ultrapassar a incerteza, isto &, tornar a
leitura valida e generalizavel, partilhada por outros, e o enriquecimento da leitura por meio de
uma leitura atenta com a pretensdo de exibir estruturas que confirmam o propoésito das
mensagens, por exemplo.

Portanto, de forma resumida dizemos que “a analise de contetdo constitui uma
metodologia de pesquisa usada para descrever e interpretar o conteldo de toda classe de
documentos e textos” (MORAES, 1999, p. 2), vide que “tudo o que ¢é dito ou escrito ¢é
susceptivel de ser submetido a uma analise de conteido” (HENRY e MOSCOVICI, 1968
apud BARDIN, 1977, p. 33).

Dito isto, observa-se que cada texto analisado possibilita de maneira relativamente
simples a deducdo das predisposi¢fes causais do autor a partir do conteddo, entretanto é
dificil determinar o que serd comunicado mediante o conhecimento destas causas. Dai, “a
analise de conteudo constitui um bom instrumento de inducdo para se investigarem as causas
(variaveis inferidas) a partir dos efeitos (varidveis de inferéncia ou indicadores; referéncias no
texto)” (BARDIN, 1977, p. 137), ndo desconsiderando-se a capacidade de percorrer o
caminho inverso, ou seja, prever os efeitos a partir das causas.

Como afirma Moraes (1999), a analise de conteudo tanto permitia o rigor da hipotética
objetividade dos dados estatisticos quanto a questionada fecundidade da subjetividade. Porém,
com o passar do tempo, as abordagens qualitativas ganharam espaco por admitir que a
inducdo e a intuicdo fossem utilizadas como estratégias para alcancar camadas mais profundas
de entendimento dos fendmenos investigados por elas.

Ao assumir a vertente qualitativa, por conta das diferentes perspectivas a que podemos

dar enfoque, um texto possui muitos significados e, entdo

(a) o sentido que o autor pretende expressar pode coincidir com o sentido percebido
pelo leitor do mesmo;

(b) o sentido do texto podera ser diferente de acordo com cada leitor;

(c) um mesmo autor poderd emitir uma mensagem, sendo que diferentes leitores
poderdo capta-la com sentidos diferentes;

(d) um texto pode expressar um sentido do qual o proprio autor ndo esteja
consciente. (OLABUENAGA e ISPIZUA, 1989, p. 185 apud MORAES, 1999, p. 2)

A essa subjetividade inata ao processo construtivo ou heuristico ndo ha depreciacoes,
uma vez que “de certo modo a andlise de conteudo, é uma interpretacdo pessoal por parte do

pesquisador com relacdo a percep¢do que tem dos dados. Nao € possivel uma leitura neutra.
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Toda leitura se constitui numa interpretagdo” (MORAES, 1999, p. 3). Além disso, o contexto
em que a comunicagdo estd inserida é fundamental para a verificagdo dos multiplos
significados e interpretacdes oriundos de uma mensagem e das inimeras possibilidades de
andlise.

Ao contrario do que possa parecer, o tratamento intuitivo das mensagens ndo exclui a
necessidade de seguir certos passos para atingir o objetivo final. Bardin (1977) organiza as
diferentes fases da analise de contetdo de acordo com trés polos cronoldgicos: i) pré-analise;
ii) exploracdo do material; iii) tratamento dos resultados, inferéncia e interpretacdo. Moraes
(1999) vai mais fundo, propondo que cinco etapas devem ser cumpridas: i) Preparacdo das
informagdes; ii) Transformacéo do contetdo em unidades; iii) Classificacdo das unidades em
categorias; iv) Descricdo; v) Interpretacdo. Mesmo que o enfoque seja principalmente em
analises qualitativas, Moraes (1999) assume que 0 processo podera ser reproduzido em
estudos gquantitativos.

Definimos, portanto, a partir deste momento, que faremos a leitura das obras a serem
analisadas com o objetivo de confrontar os dados colhidos e o objetivo desta pesquisa. Cada
texto sera dividido em enunciados (unidades de andlise), os quais serdo categorizados por
meio de uma codificacdo, facilitando tanto a identificacdo dos objetos quanto suas
caracteristicas que desejamos destacar. Cada uma das duas obras escolhidas serd analisada
apenas nos capitulos que dissertam sobre o conceito de funcéo e suas transformacdes gréficas,
com o intuito de exemplificar a analise textual apresentada por Dormolen (1986) aplicada em
materiais didaticos.

A categorizacdo realizada por nds sera composta sequencialmente por quatro
informacdes: i) uma letra maidscula indicando a obra do qual foi retirado (P — livro aprovado
pelo PNLD, referenciado por Material P; S — material do Sistema de Ensino, indicado por
Material S); ii) uma ou duas letras mailsculas apresentando o tipo de nucleo a que o
enunciado foi relacionado (T — tedrico; A — algoritmico; H — heuristico; R — restritivo; C —
comunicativo); iii) um namero de trés digitos informando sua posi¢do na sequéncia da obra;
iv) um numero de trés digitos reforcando a pagina em que o enunciado se encontra.

Por exemplo, o cddigo P.A.037.052 afirma que o nucleo foi retirado do Material P, é
caracterizado como algoritmico, foi o trigesimo sétimo enunciado observado e encontra-se na
pagina 52, ao passo que o cédigo S.HR.106.113 mostra que o nucleo heuristico-restritivo em
guestdo esta localizado na pagina 113 do Material S, sendo o centésimo sexto encontrado

nele.
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Vale ressaltar que as unidades de anélise ndo possuem extensdo definida, podendo se
encaixar nesta classificagdo palavras, frases, paragrafos e textos integralmente. Também
devemos esclarecer que ‘“nem todo 0 texto € tido em consideracdo. [...] Apenas uma
dimensdo, a das atitudes, é tida em consideracao, e por consequéncia, s6 0s enunciados que
exprimem uma avaliag@o, sdo submetidos a analise” (BARDIN, 1977, p. 156).

As unidades serdo retiradas de seu contexto original para que a classificacdo ndo seja
influenciada pelo mesmo, pois, durante a fase de unitarizacdo, é importante que cada objeto
tenha como representar por si SO a categoria a que esta atrelado diretamente. Sobre a possivel
desconfian¢a da qualidade da anélise por conta do processo de decomposi¢do e reconstrucao
do texto exercido pela categorizacgdo, Bardin (1977) diz que

a categorizagdo tem como primeiro objectivo (da mesma maneira que a andlise
documental), fornecer, por condensacdo uma representacdo simplificada dos dados
brutos. Na andlise quantitativa, as inferéncias finais sdo, no entanto, efectuadas a
partir do material reconstruido. Supde-se portanto, que a decomposi¢cdo -
reconstrucdo, desempenha uma determinada funcdo na indicacdo de
correspondéncias entre as mensagens e a realidade subjacente. A andlise de
conteudo assenta implicitamente na crenca de que a categorizagdo (passagem de
dados brutos a dados organizados) ndo introduz desvios (por excesso ou por recusa)
no material, mas que d& a conhecer indices invisiveis, ao nivel dos dados brutos.
(BARDIN, 1977, p. 119)

Além disso, Moraes (1999) destaca que

é preciso compreender que a andlise do material se processa de forma ciclica e
circular, e ndo de forma seqiiencial e linear. Os dados néo falam por si. E necessario
extrair deles o significado. Isto em geral ndo é atingido num dnico esforco. O
retorno periédico aos dados, o refinamento progressivo das categorias, dentro da
procura de significados cada vez melhor explicitados, constituem um processo
nunca inteiramente concluido, em que a cada ciclo podem atingir-se novas camadas
de compreensdo. (MORAES, 1999, p. 6)

Findada a exploracdo do material, serd a hora de tratar os resultados com base no que foi
estabelecido na pré-analise, fazer inferéncias sobre os dados colhidos e interpreta-los de

acordo com os objetivos almejados.
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3 REFERENCIAL TEORICO

Apresentaremos neste capitulo a fundamentacdo tedrica que suporta esta pesquisa. Em
destaque, os conceitos que circundam os nudcleos, as linguagens e 0s signos em um texto

matematico.

3.1 Os nucleos na analise textual

O objetivo principal da analise textual é explorar uma obra enquanto reunido de
inimeros textos matematicos. Estes serdo particionados em trechos menores, nos quais é
permitido, porém ndo obrigatorio, o uso de imagens e que virdo a ser classificados de acordo
com as caracteristicas que apresentam.

Nesta divisdo, os nucleos tém papel fundamental, pois sdo eles que definem a que
conjunto cada enunciado pertence. Afinal, dizemos que “nucleos sao de fato expressodes gerais
que tém de ser aprendidas como conhecimento” (DORMOLEN, 1986, p.146) e, portanto,
pode-se entender 0s nlcleos como as estruturas matematicas essenciais em cada texto capazes
de caracterizar e estruturar os diferentes tipos de conhecimento, além de influenciar a maneira
como o estudante aprende.

Segundo Dormolen (1986), ndo ha um critério ou uma regra especifica para
determinar que enunciados serédo classificados como nucleos e quais ndo serdo ou até, para 0s
identificados como tal, seu comprimento ou forma. Da mesma maneira que um paragrafo
inteiro pode ser tomado com um Unico ndcleo, em muitos casos uma silaba pode ser encarada
como outro nucleo.

Desta interpretagédo surge o desafio de definir muito bem quais expressdes gerais sdo
tomadas como nucleos e quais sdo tomadas como ndo-ndcleos. Assumiremos daqui por diante
gue ndo-nucleos sdo todos os enunciados contidos nos livros didaticos analisados que ndo
possuem encargo importante para 0 ensino ou que apenas retomam conceitos previamente
discutidos na mesma obra.

Apbs a decisdo de tornar uma expressdo geral um nucleo, é preciso decidir a que
tipo(s) de nucleo(s) este enunciado se aproxima. Os nlcleos sdo caracterizados de acordo com

pelo menos um dos cinco aspectos apresentados a seguir.
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O aspecto tedrico € responsavel por axiomas, defini¢bes, teoremas, corolarios e outros
itens semelhantes. Portanto, 0s ndcleos tedricos (T) sdo os enunciados que juntos constituem
a estrutura matematica do texto ou parte dela. Aqui é comum o emprego de rigor matematico,
vista a importancia dos conteudos para o desenvolvimento conceitual na area. Veja um

exemplo na figura 4.

Figura 4 — Ndcleo teorico 1.

¢ Definicao de funcao linear

E uma funcdo afim na qual o coeficiente linear b é nulo. Assim:

f(x) = ax, coma # 0

Fonte: Material S, 2016, p. 94.

Determinados enunciados tém por objetivo estabelecer um conjunto de regras praticas
de como obter o desejado ou simplesmente estabelecer um exemplo para alguma tarefa
préxima, a qual deve se resolver de maneira parecida ou idéntica. Este é o aspecto algoritmico
e, por isso, 0s ndcleos algoritmicos (A) tém por finalidade guiar cada passo na construcdo de

uma base processual. Observe na figura 5.

Figura 5 — Nucleo algoritmico 1.
Como podemos construir o grafico de uma funcao conhecendo a sua lei de
carrespondéncia y = f(x) e seu dominio D?

Se D @ finito, pode-se proceder assim
12 passo: construimos uma tabela na qual aparecem os valores de x per-
tencentes a D e 0s valores do correspondente y, calculados por meio da
ery f(x);
29 passo: representamos cada par ordenado (a, b) da tabela por um ponto
do plano cartesiano. O conjunto dos pontos obtidos constitui o grafico
da funcao

Fonte: Material P, 2016, p. 55-56.

Por vezes, os enunciados apresentam regras de como fazer, porém néo se enquadram
ao modelo algoritmico, ja& que nem sempre apresentam a resposta ao problema.

Diferentemente, eles tém por interesse mover o estudante a solucionar por si sO e, por
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conseguinte, fazer com que o préprio interessado descubra aquilo que se deseja que aprenda.
O aspecto metodoldgico, por seguir uma natureza mais heuristica, prioriza a reflexdo e é
basicamente isto que difere os ndcleos heuristicos (H) dos algoritmicos. Um exemplo disto

esta na figura 6.

Figura 6 — Ndcleo heuristico 1.

Tempo e espaco

Uma pista de ciclismo tem marcagdes a cada 600 m. Um ci-
clista treina para uma prova de resisténcia, desenvelvendo uma
velocidade constante. Enquanto isso, seu técnico anota, de minuto
em minuto, a distancia ja percorrida pelo ciclista

O resultado pode ser observado na tabela abaixo:

lnstantev(min) | Distancia (m)

0 0
! 600
2 1200 : , fode

A cada instante (x) corresponde uma Unica distan
3 1 800 fioga -
2 ale cia (y). Dizemos, por isso, que a distdncia é funcao do
4 2400

instante. A formula (ou a lei) que relaciona y com x é

y = 600 - x, com y em metros e x em minutos
Fonte: Material P, 2016, p. 39.

O aspecto légico, também conhecido por restritivo, é aquele que visa garantir ao
estudante os limites do espaco tedrico e dos procedimentos ja abordados. Deste modo, 0s
nucleos restritivos (R) sdo responsaveis por direcionar o que é e 0 que ndo é permitido fazer
na teoria em questdo. Em alguns casos, traz conhecimentos velados. Na figura 7 fica nitida a
restricdo, apesar do equivoco gerado pelos autores ao pedir que se determinasse o dominio da
funcdo f, afirmando em seguida que o dominio da funcgéo f é o conjunto dos nimeros reais e,

por fim, indicando a restri¢do do denominador da fragdo, contradizendo a afirmativa anterior.

Figura 7 — Ndcleo restritivo 1.

Exemplo: Determine o dominio das funcdes a sequir.
x — 1
x+ 1

Restricdo: O denominador ndo pode ser zero.
Fonte: Material S, 2016, p. 27.

a) : R - R, tal que f(x) =
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Por fim, o aspecto comunicativo tem por objetivo enfatizar as convencdes
matematicas. Desta forma, os nucleos comunicativos (C) s@o responsaveis por avisar ao leitor
0 jeito correto de se referir a algum conteudo especifico, que simbologia é usada para
representar um objeto de interesse, como uma propriedade ou uma frase, ou até mesmo como

proceder para realizar uma prova matematica. Vejamos na figura 8.

Figura 8 — Ndcleo comunicativo 1.

FARA RECORDAR

/ significa "tal que”

Fonte: Material S, 2016, p. 26.

E importante salientar que cada nicleo ndo é necessariamente exclusivo de uma
categoria, uma vez que todo o processo que envolve a andlise textual é altamente subjetivo e
depende de quem analisa o0 enunciado. Ainda sobre este fato, como afirma Dormolen (1986),
cada nucleo pode conter mais de um aspecto, sendo denominado nesse caso por nucleo-
conjunto, e quem assume a tarefa de analisar as expressdes gerais deve estar ciente deste fato,
enfatizando, se julgar necessario, aquele mais relevante no contexto ao qual estéo inseridas as

mesmas. Observe um exemplo na figura 9.

Figura 9 — Ndcleo restritivo-comunicativo.

Seemy = ax + b temos a = 0, a |lei nao define uma funcdo afim, mas sim outro tipo de funcao de-
nominada fun¢ao constante
Fonte: Material P, 2016, p. 75.

N&o é incomum que um outro analista, ao pegar 0 mesmo texto matematico, possa ndo
caracterizad-lo da mesma maneira ou até defini-lo como um nado-nucleo. Tais possibilidades
ndo diminuem a importancia da analise textual ou desmerecem o papel do atuante. A
diferenca estd nos contextos em que tanto o analista quanto o texto se encontram e, por este

motivo, qualquer pessoa que assuma a tarefa estara propicia a estas inferéncias externas.
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3.2 Os textos matematicos e seus possiveis aspectos

De um modo geral, todo material didatico deve se apresentar como a interface
intermediéria entre a bagagem matematica trazida pelo discente e adquirida em séries
anteriores e 0s contetdos especificos que tem por objetivo apresentar ao longo do periodo
letivo. Portanto, a maneira como isso ocorre € de suma importancia e devemos destacar dois
pontos principais de observacdo, como discutido por Santana Filho (2017): se os nucleos
estédo perfilados por meio de uma sequéncia conceitual e como vemos seu condicionamento
conceitual.

Dizemos que houve uma sequéncia conceitual quando um nucleo que se deseja
ensinar ao estudante foi precedido de outros ndcleos essenciais diretamente associados a base
informativa do mesmo. Todavia, ainda que tais nucleos estejam sequenciados, frisamos que o
entendimento de um nicleo ndo depende exclusivamente dos conteldos previamente exibidos
pelo livro-texto, mas também das conexdes realizadas pelo proprio aluno e de sua
“maturidade” para conceber a ideia de que a compreensdo dos nucleos tem impacto profundo
em aplicagdes futuras.

Diferentemente do anterior, o condicionamento conceitual é a verificacdo de como
cada nucleo influencia a aprendizagem dos préximos, isto €, se 0 emprego das técnicas e
conceitos naquele nucleo tem funcionalidade clara na obtencdo de novos conhecimentos
prescritos no estudo de novos nucleos. Portanto, quando supomos esta conexao entre nucleos,
estamos também interessados nas ligacOes feitas pelo estudante, porém muito mais atentos ao
processo da aprendizagem do que ao préprio resultado final.

Sendo assim, de acordo com as inumeras particularidades trazidas pelo vasto conjunto
de alunos a que a obra se destina, € de extrema significancia que, quando for o caso, 0s
contetidos (ou até a resolucdo de um problema em particular) sejam descritos de mais de uma
maneira ou ponto de vista, com a finalidade de possibilitar um bom entendimento a todos 0s
discentes, independentemente do modo que cada nucleo necessario foi exposto aos mesmos
em momentos outros. Omitir esta possibilidade é limitar a aprendizagem e, portanto, dificultar
a absorcdo de conhecimentos futuros aqueles que ndo possuem a reflexdo como habito pessoal
de estudo.

Ainda que se cumpra esta ultima recomendagdo, provavelmente ndo tera éxito aquele
material didatico que ndo adequar seus objetivos a realidade do publico pretendido. Deve-se

estar atento, por exemplo, se a linguagem utilizada é compativel com o ano de escolaridade e,
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ndo obstante, se é acessivel aos estudantes conforme ao seu nivel cognitivo. Ferir um destes
itens é imediatamente comprometer a autoestima ou o engajamento dos alunos mediante as
futuras observacdes e aplicacOes tematicas.

Contudo, a figura responsavel por classificar os textos como aptos ou nao aptos aquela
turma ou escola é o professor e ndo o analista e as justificativas podem, inclusive, ndo estar
contidas na publicacdo. Todo e qualquer apontamento realizado na obra serve Unica e
exclusivamente para ser tomado como guia, ndo devendo ser utilizado como regra para a
aceitacdo ou negacéo de tal.

E fundamental que cada texto estabeleca prévia e explicitamente, pelo menos aos
profissionais que trabalhardo diretamente com o material, suas intengdes quanto aos processos
gue envolvem os diferentes momentos da aprendizagem do aluno, situando os conhecimentos
supostamente ja consolidados como impulsionadores em direcdo ao novo estagio de interesse.
De fato, 0 estudante por si s6, mas motivado pelo material, deve reconhecer a importancia de
sua atuacdo em cada momento anterior, trazendo a tona as competéncias trabalhadas e
adquiridas, concatenando-as ao que esta a ser apresentado e, por fim, sintetizando os
conceitos novos e antigos de maneira coesa.

Para tal, é importante que o texto apresente linguagem adequada ao nivel pretendido.
N&o se trata apenas de quais palavras serdo usadas, mas também que representacdes (grafica,
simbdlica, etc.) podem ser inseridas naquele ano para cumprir determinado objetivo e ndo
limitar a evolucdo individual do aluno em alguma de suas diversas fases de aprendizagem.
Segundo Dormolen (1986), dentre muitos fatores que impactam o estudante na leitura e no
entendimento do livro, alguns devem ser observados pelo analista com mais atencdo: niveis de
linguagem, simbolos e sinais e representacdo verbal e grafica.

Freudenthal (1978 apud Dormolen, 1986) divide 0 modo como as pessoas usam a
linguagem matematica e a coloquial no processo de conceituacdo em trés niveis de
linguagem: a linguagem exemplar, a linguagem relativa e a linguagem funcional. A
linguagem exemplar se vale de exemplos para explicar significados, usando verbos
procedimentais (calcular, substituir, etc.) ou descritivos (ser, ter, etc.) de acordo com a
familiaridade do individuo com o que estd sendo abordado, além de indicar objetos
matematicos por meio de descricbes simples (este, aquele, o dltimo, o ponto P, etc.).

Retratando melhor a descrigdo anterior, temos a figura 10.
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Figura 10 — Linguagem exemplar.

Em uma experiéncia, pretende-se medir o tempo | } V;zéwdr
necessdrio para se encher de 4gua um tanque inicial- | Simulagdo | ¢ /oy (min)
mente vazio. Para isso, sdo feitas varias simulagoes | [ =
que diferem entre si pela vazao da fonte que abas-
tece o tanque. Em cada simulagao, no entanto, a 2 4 30 {

vazao nao se alterou do inicio ao fim da experiéncia. |

Os resultados sdo mostrados na tabela ao lado ; P ok
Observando os pares de valores, é possivel notar 7;74 " 1A% N 120
algumas regularidades: 5 10 [ 17
19} O produto (va;éo da_ fante) - (tempo) é 0 mesmo ' 6 ' 0.5 240
em todas as simulagoes: TN = e T D i | i i S
2:-60=4-30=6-20=..=0,5-240

O valor constante cbtido para o produto representa a capacidade do tanque (120 L).

2%) Dobrando-se a vazao da fonte, o tempo se reduz a metade; triplicando-se a vazao da fonte, o
tempo se reduz a terca parte; reduzindo-se a vazao a metade, o tempo dobra; ...

As duas reqularidades listadas acima caracterizam grandezas inversamente proporcionais.

Fonte: Material P, 2016, p. 92.

A linguagem relativa mantém a utilizacdo dos verbos anteriores, porém os objetos séo
apresentados por suas relacdes, sem a subjetividade dos exemplos. Nela, ha o emprego de

variaveis, letras ou palavras para representa-los. Veja na figura 11.

Figura 11 — Linguagem relativa.

Nesse caso de translacdo horizontal, o deslocamento ocorre apenas para a direita ou esquerda (direcdo

paralela ao eixo Ox), isto &, somente mudam os elementos do dominio; a imagem ndo muda.

Resumindo, podemos dizer que, adicionando uma constante positiva k a varidvel x, o grafico da funcio
sofrerd um deslocamento de k unidades para a esquerda, ao passo que, se a constante for negativa, havera

um deslocamento de k unidades para a direita.

Fonte: Material S, 2016, p. 75.

Ja a linguagem funcional também estabelece a indicagdo dos objetos matematicos por
suas relagdes, mas por meio de fungdes, diferentemente das duas anteriores. Observe na figura

12 a seguir.



38

Figura 12 — Linguagem funcional.

Observe:

Y
/) ' D
e L I S ST == A2 S
: a X
Nesse grafico, temos
fla)=0,1b)=0,1fc) =0, f(d) =0efle) =0(a, b, ¢, deesadoraizes);
o sinal de f é:
y>0paraa<x<b,parac<x<douparax>e
y<Oparax<ag parab<x<couparad<x<e.

Fonte: Material P, 2016, p. 60.

Em toda a leitura do texto, reconheceremos alguns signos — signs — que traréo ao leitor
a lembranca de certo(s) conceito(s) ou o impulsionardo a realizar determinada acdo. De
acordo com Dormolen (1986), quando identificarmos a primeira situacdo, chamaremos este
signo de simbolo, responsavel pelos aspectos tedricos e l6gicos; quando notarmos a segunda,
nomearemos por sinal, referente aos aspectos metddicos e algoritmicos. “Este, em esséncia, é
0 aspecto comunicativo dos textos matematicos” (DORMOLEN, 1986, p. 158).

Como afirma Otte (1981 apud Dormolen, 1986), cada marca, em uma situacdo ideal,
deve trazer a luz uma estrutura cognitiva rica o suficiente a ponto de acender uma conexao
entre 0s conceitos (trabalho dos simbolos) tanto quanto recuperar uma série de possiveis
atividades (trabalho de sinal). Deste modo, é possivel perceber que uma marca pode existir
para representar uma inteligéncia descritiva ou até como instrumento de uma inteligéncia

procedimental, complementando-se.
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4 ANALISE DOS MATERIAIS DIDATICOS

No presente capitulo apresentaremos brevemente os materiais didaticos selecionados para
nossa pesquisa, restringindo o olhar apenas aos autores de cada obra e aos capitulos referentes
ao nosso trabalho. Em seguida, analisaremos individualmente cada texto, listando,
classificando e codificando todos os nucleos encontrados em cada livro e, em sequéncia, para

cada tipo de ndcleo, destacar o uso das linguagens e o condicionamento conceitual.

4.1 A apresentacdo dos materiais didaticos

Diante da escolha de analisarmos como o conceito de fungédo é abordado nos materiais
didaticos do ensino médio e, além disso, de compararmos o0 material de um sistema de ensino
com um livro aprovado no ultimo PNLD, precisamos definir que obras utilizaremos. Para o
primeiro, usaremos o Material S pelo fato de termos contato diario; para o segundo,
selecionamos o Material P por estar entre os trés livros didaticos mais distribuidos no PNLD
de 2015°,

Vale ressaltar que analisaremos apenas os capitulos em que a nocdo de fungdo é
explorada e também as funcdes polinomiais do primeiro grau, 0 que nao proporciona algum
tipo de perda, ja que a andlise textual de Dormolen nao possui limitacdes sobre a extensdo dos
textos. N&o incluiremos secdes em que se abordam outras funcbes especiais por néo
possuirmos interesses especificos sobre elas.

O Material S é dividido em quatro cadernos de Matematica e Ciéncias da Natureza e
quatro de Linguagens e Ciéncias Humanas com seis moédulos por disciplina — exceto
Matemética, a qual é dividida em Matemaética | e Matemaética Il, ambas com seis unidades —
em cada uma das trés séries do ensino médio. Limitaremos nossa anélise ao caderno 2 de
Matematica e Ciéncias da Natureza da primeira série do ensino médio por conter os médulos
8, 9, 10, 11 e 12 de Matematica I, referentes a nocdo geral de funcdo e suas abordagens
gréficas, além das fungdes afim. Cada um deles pode ou ndo conter uma secdo opcional, que

apresenta conceitos, segundo os proprios autores, além da matriz de referéncia do Enem.

8 Disponivel em: <http://www.fnde.gov.br/programas/programas-do-livro/livro-didatico/dados-estatisticos>.
Acesso em: 11 jan. 2019.
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No primeiro médulo, o material comeca apresentando a definicdo e a notagdo de
fungdo, seguindo com exemplos numéricos, no intuito de estabelecer as relacBes de
dependéncia entre as grandezas. Mostra também a abordagem por diagramas e o plano
cartesiano, finalizando com exemplos de restricdo de dominio de fungdes e uma situagéo-
problema. Na sec¢do opcional, definem-se pares ordenados, produtos cartesianos e relagdes
binarias.

O segundo modulo trabalha definicbes de plano cartesiano e andlises gréficas,
incluindo construcdes. Na secao opcional, encontram-se estudos de paridade de funcdes. Apos
iss0, no terceiro modulo, estudam-se as translagdes de funcdes, suas reflexdes em torno dos
eixos e as multiplicagdes por constantes reais.

No quarto modulo, os autores definem as func@es afim, linear e constante, identificam
guando duas grandezas sdo diretamente proporcionais, associando-as as func@es anteriores, e
introduzem o conceito de taxa de variacdo. JA no quinto mddulo, o grafico das funcdes
polinomiais do primeiro grau, os coeficientes linear e angular, o crescimento e decrescimento
dessas funcdes, zero e sinais das mesmas sdo enfatizados.

Ja o Material P, no volume 1, no qual encontramos nosso objeto de estudo, ha 13
capitulos, incluindo os capitulos 3 e 4, os quais se destinam ao estudo geral de fungdes e da
funcdo afim. Os autores o iniciam com exemplos cotidianos e relagdes de dependéncia entre
as grandezas, sempre com a finalidade de estabelecer uma férmula (ou lei) entre duas
variaveis. Em seguida, ap6s uma secdo de exercicios, apresentam o conceito de funcéo a partir
da visdo de conjuntos, abordada nos dois primeiros capitulos. Os autores informam a notacéo
utilizada e seguem com as funcdes definidas por formulas.

Mais adiante, numa secdo destacada, preocupam-se em exibir resumidamente a
evolucdo do conceito de funcdo, prosseguindo com os conceitos graficos e uma area de
aplicacdes, no qual se trabalham a velocidade escalar média e a aceleracdo escalar média
como quocientes, tomando por base a taxa média de variacdo de uma funcéo.

No capitulo seguinte, definem as funcGes afim, linear e constante, além de construir
seus graficos e intersecfes com 0s eixos coordenados, apresentando os coeficientes linear e
angular. Também estabelece as possiveis relacdes de proporcionalidade entre duas grandezas

e inequaces envolvendo as funcbes polinomiais do primeiro grau.
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4.2 Analise do Material P

Nos capitulos 3 e 4, intitulados Funcdes e Funcao afim, respectivamente, os autores
abordam a nogdo intuitiva de funcdo, suas defini¢bes e propriedades gréficas, incluindo as
fungBes afim, linear e constante. Em nossa andlise foram definidos noventa e cinco nucleos,

separados no quadro 1.

Quadro 1 — Quantitativo de nucleos no Material P.

Quantidade (%) | Tedrico | Algoritmico | Heuristico | Restritivo | Comunicativo

Tedrico 5(5) 0(0) 2(2) 0(0) 23 (24)
Algoritmico | 8(8) 0(0) 0(0) 2(2)

Heuristico // 34(36) | 0(0) 10 (11)
Restritivo 0 (0) 1(1)

Comunicativo 10 (11)

95 (100)

Fonte: O autor, 2018.

Nele é exibida a quantidade de nucleos de cada classificacdo — informada pela unido
dos aspectos da linha e da coluna correspondente — e o percentual referente a categoria. Por
exemplo, ha 34 nucleos puramente heuristicos, representando 36% dos 95 totais, e 23 tedrico-
comunicativos, equivalente a 24% do total. Destacamos novamente que alguns nucleos, 0s
nucleos-conjuntos, podem conter mais de um aspecto. Ao longo da secdo 4.2 discursaremos
um pouco mais sobre os mesmos. Neste capitulo encontramos trinta e oito nucleos-conjuntos
(40% dos 95). A ordem em que se apresentam 0s nucleos deste capitulo é indicada na figura
13 a seguir, a qual retiramos a inspiracao do trabalho de Santana Filho (2017).
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Figura 13 — Ordenacdo dos nucleos no Material P.
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Fonte: O autor, 2018.
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E facil notar que a teoria praticamente néo se dissocia da apresentacdo de uma nova
linguagem, isto é, quase ndo se nota a presenca de um ndcleo puramente tedrico em
comparagio aos nlcleos tedrico-comunicativos. E visivel também a superioridade numérica
dos nucleos heuristicos em relacdo aos nucleos algoritmicos, possivelmente com intencdo de
fazer com que os alunos descubram as propriedades por conta propria antes mesmo de a
definicdo ser apresentada.

Um nucleo tedrico é o enunciado que constitui a estrutura matemaética do texto ou
parte dela, como afirma Dormolen (1986). Na figura 14, observa-se a construcdo do objeto

funcao afim a partir do conceito de funcdo previamente explicitado.

Figura 14 — Nucleo tebrico 2.

Chama-se funcao polinomial do 12 grau, ou fungao afim, qualquer
funcao f de R em R dada por uma lei da forma f(x) = ax + b, em que a
e b sao numeros reais dadosea # 0

Fonte: Material P, 2016, p. 71.

Um nacleo algoritmico tem a pretensdo de estimular a pratica de algum item tedrico
apresentado. Nele, observa-se a descricdo dos procedimentos de modo sequenciado. O

método para a construc¢éo do grafico de uma funcgéo, na figura 15, é dado por dois passos.
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Figura 15 — Nucleo algoritmico 2.

Vejamos como construir o grafico da fungao dada pory = 2x, com dominioD = {-3, =2, =1
B, 1, 2,3}

19 passo

Construimos uma tabela:

22 passo: Y4
Representamos os pares ordenados que estdo na Bl vg
tabela por pontos, a saber:
A(—3, —b6)
B(—2, —4)
=1 =2)
D(0, 0) 2 (I o v
E(1, 2) Gl
F2, 4) ! 5
- AN ! B; 4
G(3, 6)
O grafico da fungao é formado por esses 7 pontos Ak 6
Fonte: Material P, 2016, p. 56.

- N WA Wn
——t—b

Um ndcleo heuristico também segue comandos pré-estabelecidos, como o algoritmico,
contudo é responsdvel por uma visdo mais critica do objeto, promovendo reflexdo e
descoberta de propriedades, quando existem. Por exemplo, na figura 16 os autores dao a
entender que a taxa média de variacdo de uma funcdo afim, quando positiva, a descreve como

uma funcao crescente.

Figura 16 — Nucleo heuristico 2.

Seja f: R — R definida pory = 3x — 1. Observe a tabela e o gréafico de f.

y
X aumenta
X -3 | =2 | =1 0 1 2 3
y 10 7 4 1 2 5 8 o| /1 x
== 3
y aumenta 1

Note que a = 3 > 0; lembre-se de que a representa também a taxa média de variacao de f. A
fungao é crescente
Fonte: Material P, 2016, p. 85.
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Um nucleo restritivo limita o espago tedrico e os procedimentos ja abordados. No
entanto, ndo encontramos um ndcleo nesta obra que classificassemos como restritivo.

Um nacleo comunicativo € aquele que indica ao leitor a representacdo que sera
utilizada a partir daquele momento para descrever determinados objetos. Por exemplo, a
figura 17 apresenta a simbologia da relacdo entre os conjuntos de dominio e imagem da

funcéo f e como se faz a leitura da mesma.

Figura 17 — Nucleo comunicativo 2.
De modo geral, se f & um conjunto de pares ordenados (x, y) que define
uma funcao de A em B, indicamos:

£.

oo

A—

Se, nessa funcao, y € B € imagem de x € A, indicamos

y = f(x) (Ié-se: y éigual a f de x)
Fonte: Material P, 2016, p. 43.

Os nucleos-conjuntos apresentam uma mescla das caracteristicas fundamentais de

cada nucleo participante escolhido dentre os cinco anteriores.

Figura 18 — Nucleo tedrico-heuristico.

Demonstracao:
Se f(x) = ax + b, temos:

f(x,) = ax, + b e HX,) =ax,+ D

A taxa média de variagao de f, para x variando de x, até x, é

X)) —1Hx) (@ +Db)—@¢ +b)  a+x a-x a-(x X.)

e ——) S = — - "2 N S 3

A - A X, — X, X, A, Ae T A

Fonte: Material P, 2016, p. 82.

Na figura 18 temos um exemplo de ndcleo tedrico-heuristico, enquanto na figura 19 o

nucleo foi caracterizado como algoritmico-comunicativo.
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Figura 19 — Nucleo algoritmico-comunicativo.

2 Construa o gréfico da fungao de R em R dada pory = —2x + 3.
Solucao:
Parax = 0,temosy = —2 -0 + 3 = 3; portanto, um ponto & (0, 3)
Paray = 0, temos 0 = —2x + 3; portanto, x = ; e 0 outro ponto ef- D\
r4

\ 2 I

Yt

Aleiy = —2x + 3 e também chamada equagao da reta s $
Fonte: Material P, 2016, p. 73.

4.2.1 Quadro de nucleos

No quadro a seguir serdo exibidos os nucleos encontrados nos capitulo 3 e 4 do
Material P, que abordam o conceito de funcdo. Para que cada nucleo seja identificado de
maneira Unica, utilizaremos a seguinte codificacdo P.X.Y.Z. A letra inicial P representa que o
nucleo pertence ao Material P; a letra X sera substituida por outra que simbolize qual o tipo de
nacleo que o enunciado foi classificado (T — Teorico; A — Algoritmico; H — Heuristico;
R — Restritivo; C — Comunicativo) ou combinacdes delas; Y é um nimero de trés algarismos
que indica a sequéncia em que foi encontrado no texto; Z € um numero de trés algarismos e

informa a pagina do livro em que o nucleo se encontra.
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Cadigo

Ndcleo

Tempo e espaco

Uma pista de ciclismo tem marcagées a cada 600 m. Um ci-
clista treina para uma prova de resisténcia, desenvelvendo uma
velocidade constante. Enquanto isso, seu técnico anota, de minuto

em minuto, a distancia jd percorrida pelo ciclista.

2 O resultado pode ser observado na tabela abaixo:
o —
b= | Instante {min) Distancia (m)
2 0 0
I
a 1 600
S i S A cada instante (x) corresponde uma Unica distan-
e o TR cia (y). Dizemos, por isso, que a distdncia € funcao do
, 4 2400 instante. A formula (ou a lei) que relaciona y com x é:
L y = 600 - x, com y em metros & x em minutos.
Mercadoria e prego
Em uma barraca de praia, em Fortaleza, vende-seagua | Ngmero de copos |  Preco (R$) ’
de coco ao preco de R$ 3,50 o copo. Para facilitar seu tra- [~ ’ 350 l
balho, o proprietério da barraca montou a tabela ao fado. }—— =T F 7’00— —
Nesse exemplo, duas grandezas estao relacionadas: o ’ —
% nimero de copos de gua de coco e o respectivo preco. A 3 10,50
«i | cada quantidade de copos corresponde um Unico prego. 4 14,00
8_ Dizemos, por isso, que o preco é fungao do numero de 5 17,50
I | copos. A férmula que estabelece a relagao de interdepen- 5 | 2100
O-| déncia entre preco (y), em reais, e o nimero de copos [ - e
3 7 24,50
de dgua de coco (x) é: e e {
y=3,50x et o =1 2800 |
9 350
10 35,00
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Quadro 2 — Nucleos do Material P (continuacéao)

Caodigo

Nucleo

Passageiros e preco da passagem

Para fretar um 8nibus de excursdo com 40 lugares, paga-se ao todo R$ 1800,00. Essa despesa
devera ser igualmente repartida entre os participantes.

Para calcular a quantia que cada um devera desembolsar (y), basta dividir o preco total
(R$ 1800,00) pelo nimero de passageiros (x). A férmula (ou a lei) que relaciona y com x é:

1800
X
o Observe na tabela alguns valores referentes a correspondéncia entre x e y:
S
g1
I: 4 450,00
o 12 150,00
15 | 120,00
|18 | 100,00
F_ 20 | 90,00 |
24 | 75,00
| 36 | 50,00
| 40 | 4500
Tempo e temperatura
Um Instituto de Meteorologia, quando quer estudar a variacao da temperatura em certa cidade,
mede a temperatura a intervalos regulares — por exemplo, a cada 2 horas — e monta uma tabela que
relaciona as grandezas hora e temperatura. Vamos supor que a tabela de um determinado dia seja assim:
Tempo (h)  Temperatura (°C)
VN ML PRI
) N S e
Sr' | 4 3
S ‘ U i e
I 8 i >
o ‘ 10 12
12 18
o 0 e s oy B
! 16 20
ML) | ST
= 32 e S o —[82 ) A cada hora corresponde uma Unica medida de

| temperatura. Dizemos, por isso, que a medida da tem-
l = ki i =1 peratura é funcao da medida de tempo.
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Quadro 2 — Nucleos do Material P (continuacéao)

Caodigo

Nucleo

P.H.005.042

12) Vamos associar a cada elemento x € Ao elementoy € Btalquey =x + 1:
A
; oy

S

R
2
3

J

Para cada elemento x € A, com excecao do 3, existe um s6 elementoy € B
tal que y é o correspondente de x.
Para o elemento 3 € A ndo existe correspondente y € B.

P.H.006.042

24) Vamos associar a cada elemento x € A o elemento y € B tal que y? = x%
A B [ x

=P "o
My i
o] 5
3

Para cada elemento x € A, com excecao de 1, existe um s6 elementoy € B
tal que y é o correspondente de x.

Para o elemento 1 € A existem dois elementos correspondentes em B: o 1
eo—1.

P.H.007.042

3%) Associemos a cada x € Ao elementoy € Btalquey = x:

A 8 X 71 y J

b-— —_— —

=) e
] t ]

<ol

Para todo x € A, sem excegao, existe um Unico y € B tal que y é o corres-
pondente de x.
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Quadro 2 — Nucleos do Material P (continuagéo)

Cadigo

Nucleo

P.H.008.042

4¢) Associemos a cada x € Ao elementoy € B tal quey = x* — 2x:

A 8
U b ‘ =
= °
S
e (e S
Para todo x € A, sem excegao, existe um unico y € B tal que y é o corres-
pondente de X.

X y

,—

P.TC.009.043

Nos dois Gltimos casos, para todo x € A existe um s6 y € B tal que y esta
associado a x. Por esse motivo, cada uma dessas relagdes recebe o nome de
funcgao definida em A com valores em B.

P.TC.010.043

Dados dois conjuntos ndo vazios A e B, uma relacado (ou correspondéncia)
que associa a cada elemento x € A um unico elementoy € B recebe o
nome de funcao de Aem B.
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Quadro 2 — Nucleos do Material P (continuagéo)

Cadigo

Nucleo

Observe ao lado a relagdo entre os elementos dos conjuntos
A=1{ab,¢cdeleB={1,223,4.56,7}

Essa relacac € uma funcao porque a todo elemento de A
corresponde um (nico elemento de B. Tal relagdo também
poderia ser descrita por uma tabela em que cada x € A tem
um Unico correspondente y € B.

XEA VYVEB \
a 2 |
< i (4
S b 3
h C 5
o
O d 7
|—_ — — ———— — —
[l e [ 1 ;
A mesma relagao poderia, ainda, ser descrita por um conjunto f de pares ordenadaos do tipo
x,y)emquex € A, y € B ey &0 correspondente de x:
f={(a 2), b, 3),(cH5)(d7), (e 1)}
Nessa fungdo, dizemos que:
x = a corresponde ay = 2; ou x = a esta associado ay = 2; ou, ainda, 2 € a imagem de a
Da mesma forma:
3éaimagemdeb, 5éaimagemdec, 7 éaimagemdede 1 éaimagem de e
Note, mais uma vez, que cada x € A tem uma Unica imagem y € B.
De modo geral, se f & um conjunto de pares ordenados (x, y) que define
o |uma funcao de A em B, indicamos:
S
o f:A—=B
o
2 Se, nessa funcao, y € B € imagem de x € A, indicamos:

y = f(x) (lé-se: y é igual a f de x)

P.TC.013.047

Seja f: A — B uma funcao.
O conjunto A é chamado dominio de f, e 0 conjunto B é chamado con-
tradominio de f.
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Quadro 2 — Nucleos do Material P (continuacéao)

Caodigo

Nucleo

P.C.014.047

Muitas vezes se faz referéncia a uma fungdo f, dizendo apenas qual é a lei
de correspondéncia que a define. Quando ndo é dado explicitamente o domi-
nio D de f, deve-se subentender que D é formado por todos os nimeros reais
que podem ser colocados no lugar de x na lei de correspondéncia y = f(x), de
modo que, efetuados os calculos, resulte um y real. Vejamos alguns exemplos.

1.TC.015.048

Se f: A — B éuma funcdo, chama-se conjunto imagem de f (indica-se: Im) o
subconjunto do contradominio constituido pelos elementos y que sao imagens
de algum x € A, Retomando os exemplos 8, 9 e 10 temos:

Exemplo 8 Exemplo 9 Exemplo 10
fl) =x+1 fix) = 2x fix) =2x+ 1

Im = (1,2 3,4} im={.,-4-2,024, .}

Podemos também escrever
im={yed |y=2zz2€ Z}

No exemplo 10, todos os nlimeros reais sao imagens de algum x € R, do
dominio de f. Com efeito, dado um niimero real qualquer a, ele é imagem de
a—1
2

a—1 a—1
f( p )~2~( 3 )+1—a—1+1—a,Va€R

£ importante destacar que o procedimento apresentado acima nao se
aplica facilmente a qualquer funcao. Na maioria das vezes, a determinacao do
conjunto imagem de uma fungao seréa feita por meio da leitura de seu gréafico,
como veremos adiante.

(e2]

<

; « A notacao f(x) para indicar “funcao de x“ foi introduzida

5 pelo matematico suico Leonhard Euler (1707-1783).

o

ol O matematico alemao Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859) deu uma definicao de fungao
| muito proxima da que usamos hoje em dia:

~

= “Se uma varidvel y estd relacionada com uma varidvel x de modo que, sempre que um
g valor numérico é atribuido a x, existe uma regra de acordo com a qual é determinado

um Unico valor de y, entdo se diz que y é fungao da varidvel independente x.”
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Quadro 2 — Nucleos do Material P (continuacéao)

o

= ,

3 Nucleo

@]

2

S|+ Por fim, com a criagao da teoria dos conjuntos, no fim do século XIX, foi possivel definir fun-
g ¢ao como um conjunto de pares ordenados {x, y) em que x é elemento de um conjunto A, y é
G| elemento de um conjunto B e para todo x € A existe um Unico y € B tal que (x,y) € f.

o

P.TC.019.050

Taxa de urbanizagao no Brasil — (em %)

O grafico relaciona duas grandezas: a taxa 7 ; 436
(percentual) de urbanizagao e o tempo (periodo TR T |
de 1940 a 2010). A taxa é funcdo do tempo: 7120
para cada ano corresponde um Unico valor do
percentual da populacdo brasileira que vive em 5340 -
zonas urbanas. Por exemplo, em 2000, 81,23%
da populagdo brasileira vivia em zonas urbanas. . o

E facil perceber que a taxa cresce (aumen- ST g e OIS PR ST G M S, Y |

ta) @ medida que o tempo avanga (aumenta).

T

3560 +

Dizemos que essa funcao é crescente. No 000, - : .
gl’éfiCO evidencia-se, também, um forte cres- 1940 1950 1960 1970 1980 1990 2000 2007 2010 Ane
cimento da taxa até o ano 2000; a partir dal, Fonte: IBGE. Cerso demografico 1340-2010. Disponivel em

2 o < <serlesestatisticas.ibge.gov br/senes. aspx?no = 1080p = 0&vcodigo =
05 aumentos saoc mais “suaves”. POR1228t=1axa-urbanizacao>. Acesso em: 4 mar. 2016

P.TC.020.050

O gréfico mostra uma grande conquista da sociedade brasileira: 2 queda na taxa de mortalidade infantil
desde 1980, passando pelos dias de hoje, até as projecdes para 2050. A relagdo entre essas duas grandezas
(taxa e tempo) define uma func¢do; a cada ano esta associada uma Unica taxa de mortalidade infantil.

Em todo o periodo considerado, a taxa de mortalidade diminui @ medida que avangam 0s anos:
trata-se de uma funcao decrescente. Observe que, de 1980 a 2000, a taxa se reduziu em 40 6bitos
{por 1000 nascimentos): de aproximadamente 70 por 1000 para aproximadamente 30 por 1000.

As projecdes indicam que, em 2020, a taxa estara proxima de 15 por 1000. Em 2050, atingira
um valor préximo de 7 por 1000,

Taxa de mortalidade infantil no Brasil (6bitos por 1 000 nascimentos)

43801

29,20+

14,60-...:-
§§§!§§§§§§§§§§é§§§§§§"§§é§§§§§§§§§§§§§5§§§§3§§§E”gg§§§%§§§§§§§ §§§§§ o

Fonte: IBGE, Projecdo da Populagdo do Brasll por Sexo e Idade pars o Perlodo 1980-2050 - Revisso 2008
Disponivel em: < seriesestatisticas.ibge gov bi/senas.aspx?no= 1 0&op=08vcothgo=POP3 248t =revis30-2008-

projecac-populacac-taxa-montalidade> . Acesso em: 4 mar, 2016
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Quadro 2 — Nucleos do Material P (continuacéao)

S ,
3 Nucleo
©)]
O gréfico seguinte mostra a relagao entre duas grandezas: o nimero de obitos por aids no Brasil
{(por 100 mil habitantes) e o tempo (de 1990 a 2009).
Essa relagao define uma funcao, pois a cada ano corresponde uma Gnica taxa.
No 12 ano — 1990 - a taxa de mortalidade (por 100 mil habitantes) era de 3,7 e esse foi © menor
valor registrado no periodo considerado. Dizemos que o valor minimo da funcdo é 3,7 por 100 mil.
De 1990 a 1995 as taxas aumentaram (nesse intervalo a fungao é crescente). Em 1995 foi re-
gistrada a maior taxa de mortalidade (por
100 mil) que € igual a 9,7. Assim, o valor Numero de 6bitos por aids no Brasil
- maximo dessa fungao é 9,7 por 100 mil. {por 100 000 habitantes)
Tl De 1995 a 2000 as taxas diminufram (nesse =
—i| intervalo a funcdo é decrescente) e de 2000 :
8_ a 2003 a taxa praticamente nao se alterou. 880
lt_) Uma nova queda ocorreu até 2006, se- :
a'| guida de novos aumentos até 2009. Quando &80 i
analisamos os dez Ultimos anos do periodo 49
considerado, podemos notar que a taxa de ISR vl
ébitos (por 100 mil habitantes) manteve-se 2,20 -1 F s s shaieii b
na faixa de 5,9 a 6,4. oo b e A A 3 ST
A despeito dos avangos no tratamento da § b2 T § 2 § i § R § v § e 2 & Ano
doenca, no qual o Brasil é referéncia interna- SEEE833583 g 28888288 g
cional, o sempre muito importante lembrar Fonte: Ministério da 5aGde/SVS - 2010, Disponivel em: <seriesestatisticas. bge
quea aidsainda nao tem cura, einformagioe SISO IR RS RS
prevencao sao sempre as opgdes mais seguras. Acesso em; 4 mar. 2016
Dada uma reta r podemos associar numeros reais aos pontos dessa reta.
Para isso, escolhemos um ponto O (origem), uma unidade de medida de com-
primento e um sentido positivo (para a direita).
unidade de medida
—
0 r
A cada ponto P dessa reta associamos um nimero real x tal que:
+ Se P esta a direita de O (sentido de O a P é positivo), X & o comprimento
a do segmento OP associado a um sinal positivo.
< Exemplo: x = +2 = 2
N 2
< rm— —
O : r
[ o P
o
+ Se Pesta a esquerda de O (sentido de O a P é negativo), x é o comprimento
do segmento OP associado a um sinal negativo,
Exemplo: x = —3
5
T o , OBSERVAGAG ().
|
Em ambos os casos, dizemos que x € a medida algébrica do segmento oP ‘ z: :nctgg\?d: g?m
e indicamos por x = med (OP). \ i




54

Quadro 2 — Nucleos do Material P (continuagéo)

Cadigo

Nucleo

P.TC.023.054

Para representar pontos em um plano, pracederemos da seguinte maneira:
19) Tracamos duas retas (eixos) perpendiculares e usamos a sua intersecao O como origem para cada

um desses eixos.
29) Para cada um dos eixos, escolhemos uma unidade de medida e um sentido positivo

39) Para cada ponto P do plano tracamos:
« uma reta paralela ao eixo vertical gue intersecta o eixo horizontal no ponto X.
« uma reta paralela ao eixo horizontal que intersecta o eixo vertical no ponto Y

49) O namero real x = med(OX) é a abscissa de P, e o nimero real y = med(OY) é a ordenada de P.
Observe, na figura acima, que a abscissa de P € positiva e a ordenada de P também ¢é positiva.

Os nGmeras reais x e y sdo as coordenadas de P e as indicamos na forma de par ordenado P(x, y).

O plano que contém as duas retas é o plano cartesiano

O eixo horizontal (Ox) € o eixo das abscissas.

O eixo vertical (Oy) é o eixo das ordenadas.

P.TC.024.055

Cada uma das quatro partes em que fica dividido o plano pelos eixos carte-
sianos chama-se quadrante. A numeracao dos quadrantes é feita no sentido
anti-horario, a contar do quadrante correspondente aos pontos que possuem
ambas as coordenadas positivas.

y

22 quadrante 12 quadrante
() U]
(o] X
3squadrante | 42 quadrante
() (v)
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Quadro 2 — Nucleos do Material P (continuagéo)

Nucleo

Cadigo

Como podemos construir o grafico de uma func¢ao conhecendo a sua lei de
correspondéncia y = f(x) e seu dominio D?
Se D ¢ finito, pode-se proceder assim:
« 12 passo: construimos uma tabela na qual aparecem os valores de x per-
tencentes a D e os valores do correspondente y, calculados por meio da
lei y = f(x);

P.A.025.055

« 2% passo: representamos cada par ordenado (a, b) da tabela por um ponto
do plano cartesiano. O conjunto dos pontos obtidos constitui o gréfico

da func¢ao.

P.A.026.056

Vejamos como construir o grafico da fungao dada pory = 2x, com dominio D = {-3, =2, -1,
B, 1,2, 3%

1% passo:

Construimos uma tabela:

el 3 [ 2 =] 6 [ 3 AN
- EAEAEsmmEmmm
22 passo:
Representamos os pares ordenados que estdo na
tabela por pontos, a saber:
« A(—3, —6)
« B(—2, —4)
&= =) -4-3-2-1 [p!
+ D(0, 0) :
- E(1, 2) + Co. Ln
* H2, 4) .
+ G(3, 6) f =
O grafico da fungao é formado por esses 7 pontos. Ak.... 6

~

P.A.027.056

Se o conjunto D nao é finito, podemos construir uma tabela e obter alguns pontos
do grafico; entretanto, o grafico da fungao sera constituido por infinitos pontos.

P.HC.028.056
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Cadigo

Nucleo

Veja como sao os graficos da fungao y = 2x em dominios diferentes do exemplo anterior.

D=1[-4,4] D=2 D=HR
y . y /
4
e (22, N
/ 8 34 / L3 3
6 Vs :K
© / ’ \ ,
8 4 g %" ’;\2 /
2 i LY,
O_ 2 ’/ 2t L : 1 J
L / ~4=3-2-1| | 2 = ‘
o 4-3-2-1/] 1234 x i [1234 x S g o s
‘/," 2 =3 1.
;s gl /Y]
; g [ 2'_3) / i
/ =0 H
-8
. g /
Vamos construir o grafico da funcao dada por y = x* — 4 com dominio R:
&
L A Ponto
— = Sy —
[=a] 5 | & ] \ y =i54]
=21 ® | & "1 1 I
— - \ [
| -15|=175] € \ '.
f B —" Noee— " .
|| =1 ] -3 | D \ ,
8 n e l‘ ) |
S —0,51—3,75| E ‘. ,
8 \ v /
ol 9 -4 l F g\=15-05(05 15/
I ' jv e v— + 07 + T T, .
x|l 05 [-375| G e e R
poe= \ 1 =~ -175
1 | -3 | H ch ‘/77
I e D\\"3¢ . JH N
21" e | 3 e '
e - 22
3 | 5 K

Essa curva é chamada parabola e sera estudada com mais detalhes no capitulo 5.
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o
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©)
Vamos construir o grafico da funcao dada pory = -% no dominio R*:
Yi 12
X y | Ponto y=-=
; 124 4G
N~
Lo
S
—
(a0}
o
O]
T
a

Essa curva é chamada hipérbole. F

0 estudo completo da hipérbole nédc sera feito neste volume da colegdo; veja, como complemento,

a secao Um pouco mais sobre do capitulo 4.

P.HC.032.059

Observe, ao lado, o gréfico da fungdo de R em R dada pory = 2x

Ja vimos que esse grafico é uma reta.

Como a reta corta o eixa Ox no ponto x = 0, entdo x = 0 =
=y=2x=2:-0=0.

O valor de x que anula y é chamado raiz ou zero da fungéo.

Note que, para x > 0, os pontos do grafico estao acima do eixo Ox,
portanto apresentam y > 0. Veja também que, para x < 0, os pontos do
gréfico estdo abaixo do eixo Ox, portanto apresentamy < 0.

Quanto maior o valor dado a x, maior sera o valor do carrespondente
y = 2x. Dizemos, por isso, que essa funcao é crescente

Observe que todo numero real y é imagem de algum numero real x.
De fato, dado y, € R, o numero real x, cuja imagem éy, é

/&

/&
/&
/&
¢

4 T /v

Q
X = % pois f(x) =2 - x, =2 - % = y,. Desse modo, o conjunto imagem de féim=R.

Note também que f(1) = 2 ef(—1) = =2; f(2) = 4 e f(—2) = —4 etc.

De modo geral, se x € R, f(x) = 2x e f(—x) = 2 « (—x) = —2x; portanto, f(—x)

Isso faz com que o gréfico seja simétrico em relagdo ao ponto O (origem).

= —f(x) para todo x.
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Cadigo

Ndcleo

P.H.033.059

Observe, ao lado, o grafico da funcac de Rem R
dada pory = x* — 4.

14 vimos que esse grafico é uma parabola.

Como a parabola corta o eixo Ox nos pontos de
abscissas 2 e —2, entao:

X=2=2y=x'—-4=22-4=0 e

x==-2=y=x-4=(-2-4=0

/‘/‘ﬂ"
/&

/
@

A%

—2 e 2 sao as raizes dessa funcao.

Note que, parax < —2 ou x> 2, os pontos do grafico
estao acima do eixo Ox, portanto apresentamy > 0. Veja Xl
também que, para —2 < x < 2, 0s pontos do grafico estao
abaixo do eixo Ox, portanto apresentam y << 0.

ponto de
minimo

Para x > 0, quanto maior o valor atribuido a x, maior
sera o valor do correspondentey = x* — 4.

P.HC.034.060

Por outro lado, para x < 0, guanto maior o valor dado a x, menor serd o valor do correspondente
y=x*—4,

Dizemos, entao, que:

+ para x > 0, essa fungao é crescente;

+ para x < 0, essa fungao é decrescente,

Sex =0, temosy = —4, ese x # 0, temos y > —4. Dizemos, por isso, que (0, —4) é ponto
de minimo da fun¢ao e —4 é o valor minimo que a funcao assume. Assim, o conjunto imagem
dessa funggoélm = {yER | y = —4}.

Note também que f{(1) = -3 ef(—1) = —3;f(2) = 0e f(—2) = 0 etc.

De modo geral, sex € R, f(x) = x* — 4 e f(—x) = (—x)* — 4 = x* — 4; portanto, f(x) = f(—x) para
todo x. Isso faz com que o gréfico seja simétrico em relacdo ao eixo y.

P.H.035.060

Os pontos de intersegdo do gréfico com o eixo Ox apresentam ordenadas y = 0, ou seja, suas abscissas
X, 5a0 tais que f(x)) = 0. Essas abscissas x, 580 os zeros ou raizes da fungao f.

Os pontos do gréfico situados acima do eixo Ox apresentam ordenadas y > 0, ou seja, suas abscissas
X, determinam f(x)) > 0.

Ja os pontos do gréfico situados abaixo do eixo Ox apresentam ordenadas y < 0, ou seja, suas abscissas
x, determinam f(x,) < 0.

Note que o sinal de uma funcao refere-se ao sinal de y. Estudar o sinal de uma funcao significa deter-
minar para quais valores de x tem-se y > 0 e para quais valores de x tem-se y < 0.
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>
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O
Observe:
y
% /
/ \ /
/ ® /
/ \ /
3 B/®\b c// l\d e/ ®
/ X
S ThagE o B
3 / N
o

Nesse grafico, temos:
-f(a) =0, f(b) =0, f(c) = 0, f(d) = D e fle) = 0 (a, b, ¢, d e e 530 raizes);
o sinal de f é:
y>0paraa<x<b,parac < x<douparax>e
y<QOparax<ag parab<x<couparad<x<e.

f

decrescente em S.

Se, para quaisquer valores x, e x, de um subconjunto S (contido no dominio D), com x; < x,, temos

(x)) < f(xz), entao f é crescente em S.
Se, para quaisquer valores X, e x, de um subconjunto S, com x, < x,, temos f(x,) > f(xz), entao f é

- Observe:
© y!
N E
~ fle) -+ >~
3 fla) + /i\o ’ /
O &, s/
o ?f' ¢ e, é”:‘/
fic) +--- \g’@, = _;,é"/?\?c@,n .7
fid) + N- <S4 ey’
flb) +----- \éo/ D
: ‘ 4 + S
0l a b ¢ d e x
o Seja S um subcenjunto do dominio D e seja x; € S,
g Se, para todo x pertencente a S, temos f(x) = f(x), entao (x,, f(x))) € o ponto de minimo de f em S,
Qe fx) & o valor minimo de f em S.
O Se, para todo x pertencente a S, temos f(x) = f(x,), entdo (x,, f(x ) é o ponto de maximo de fem S,
a’|e f(x,) é o valor maximo de fem S
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@)

—

©

S

% Se f(—x) = f(x) para todo x € D, entao f tem o grafico simétrico em relacao ao eixo y. Nesse caso,
8 dizemos que f é uma fungao par

=

o

P.TC.040.062

Se f(—x) = —f(x) para todo x € D, entdo f tem o gréafico simétrico em relacao

a origem. Nesse caso, dizemos gue f & uma funcao impar.

P.TC.041.062

Existem fungoes gue nao sao classificadas
em nenhuma dessas categorias (par e
impar) e seus gréficos nao apresentam
nenhuma das simetrias citadas
anteriormente. Veja, por exemplo, o

grafico de uma funcao f que nao é par

nem & impar, representado ao lado A

P.H.042.062

Seja f: [—3, 4] = R uma funcaao cujo grafico esté representado a seguir.
Observe que:

19 se —3 < x < 1, f é crescente; se 1 < x =< 4, temos gue Yi

f(x) = 3; dizemos que, nesse intervalo, f é constante, pois a T

imagem de qualquer x pertencente a esse intervalo é sempre

igual a 3;
22) f admite —2 como raiz;
-3

39 osinaldefé ¥ > 0 se—2<x<4. 7
y<0,se —3=sx<-2 e i

49) o conjunto imagemdeféim={yeR | -1 sy = 3};
52) f ndo & par nem impar.
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©)]

Seja f: R — R a funcao definida por f(x) = %, cujo grafico esta abaixo representado:

y
BIAL

<t 19

(o}

<

)

<

Q

L

o 18

—-4-3-2-10] 1 2 3 4

Vamos analisar de que maneira, em um determinado intervalo, os valores da imagem (isto &, da
variavel y) variam a medida que variam os valores do dominio (isto é, da variavel x). Em outras palavras, &
medida que x varia de x, até x,, analisaremos como se dé a variacdo das imagens de f(x,) a f(x,).

P.H.044.065

Acompanhe a tabela seguinte, considerando inicialmente o intervalo em que
f é crescente, isto é, x = O

x| %, Ax: A\;a:axqzai) :ex y, = fix) | y, = flx) Ay.A\;a:aygzé? :ey
mlo[1] ax=1-0=1 0 i Ay=1-0=1
mi1]2| Aax=2-1=1 1 4 | Ay=4-1=3 |
mm| 23] Ax=3-2=1 4 9 | Ay=9-A=5 |
@) 3] 4] A=4-3=1 | 9 16 Ay=16-9=7|

Nos itens (I), (II), (III) e (IV), @ medida gque x aumenta uma unidade, os
valores de y aumentam 1, 3, 5 e 7 unidades, respectivamente.

Observe o sinal (positivo) de Ay.

Podemos perceber que o "ritmo” de variacdo de y em relacdo a variagao de
x difere de acordo com os pontos (x,, y,) e (x,, y,) considerados.
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Considerando agora o intervalo em que f é decrescente (x = 0), montamos
a tabela:

Lx,jx, le =7x, =% | ¥ f(x,) ’ y, = flx,) Ay=y, =¥

V) | -4|-3| ax=1 16 9 Ay=9—16=—7
[VI)'~3P—2‘—Ax=1 g 4 Ay=4-9=-5
om|=2{=1] &=1_|. & | 3 Ay=1—4=-3 |
(VIII)r—iI 0{ Ax =1 1 1 1 0 Ay=0—-1=—1

Nos itens (V), (VI), (VII) e (VIII), 8 medida que x aumenta uma unidade, os
valores de y diminuem 7, 5, 3 e 1 unidade, respectivamente.
Observe o sinal (negativo) de Ay.

P.TC.046.065

Seja f uma fungao definida por y = f(x); sejam x, e x, dois valores do
dominic de f, (x, # x,), cujas imagens sao, respectivamente, f(x.) e f(x,).
f(x,) — f(x,)

R
da fungao f, para x variando de x, até x..

O guociente recebe 0 nome de taxa média de variagao
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P.T.047.065

« A taxa média de va-

riagao depende dos
pontos (x,, y,) e
{x,, y,) tomados.

* Note que
fix,) — flx,) _

%=

s e

=)
_ fx)) — fix.)

et

Desse modo,
verificamos que é
indiferente escolher
o sentido em que
calculamos a variacao
(de x, para x, ou de
X, para x.), desde
que mantenhamaos
0 mesmao sentido
na numerador e no
denominador.
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Seja f: R — R a funcdo definida por f(x) = 2x + 3 cujo gréfico estd y y
representado ao lado, Vamos calcular a taxa média de variagao de f para 91 == 7
X variande de: /
74
a)—2a0 //
iyt . MO —=H=) I—(=1) _ 5 TR
f(0) = 3 0-(-2) 2 atd
/
1 3f
8 b) 3 a3 /
o. 1 ’/ 1
poc ]
1 t WL = /i
S f(g) -4 @ f(z) 9—-4_5 LA .
T =° L B g 1%1 <
: - - 2 2 1
a f(3) =9 3 > > 3
c—-1ail
f(1) =5 f(1)—f(—1):5—1:2

{f(—1)=1=‘ 1 —(=1) 2
Observe, nesse exemplo, que o valor encontrado para a taxa média de variacao da funcao fé o
mesmo, independente dos pontos (x,, y,) e (x,, y,) considerados. No capitulo sequinte, veremos que
se trata de uma propriedade particular das funcées polinomiais do 12 grau.

P.HC.049.070

Antonio Carlos pegou um téxi para ir a casa de sua namorada, que fica a 15 km de distancia.

O valor cobrado engloba o prego da parcela fixa (bandeirada) de R$ 4,00 mais R$ 2,20 por
quildmetro rodado (ndo estamos considerando aqui o tempo em que o taxi ficaria parado em um
eventual congestionamento).

Cu seja, ele pagou 15 - R$ 2,20 = R$ 33,00 pela distancia percorrida mais R$ 4,00 pela ban-
deirada; isto é:

RS 33,00 + R$ 4,00 = R$ 37,00
Se a casa da namorada ficasse a 25 km de distdncia, Antonio Carlos pagaria, pela corrida:
25 - R$ 2,20 + R$ 4,00 = R$ 59,00.
Podemos notar que, para cada distancia x percorrida pelo taxi, ha certo preco p para a corrida.
Nesse caso, a férmula que expressa p (em reais) em funcdo de x (em quildmetros) é:

p(x) = 2,20 - x + 4,00

que é um exemplo de fungdo polinomial do 1° grau ou funcao afim.
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P.H.050.070

Um carretor de iméveis recebe mensalmente da empresa em que trabalha um saldrio composto
de duas partes:
+ uma ajuda de custc de R$ 700,00;
« uma parte varidvel, que corresponde 3 um adicional de 2% sobre o valor das vendas realizadas no més.
Em certo més, as vendas somaram R$ 300000,00.
Para calcular quanto o corretor recebeu de salario, fazemos:
700 + 2% + 300000 = 700 + -‘% 300000 = 700 + 6000 = 6700

Salario: R$ 6700,00

Em outro més, as vendas somaram apenas R$ 80000,00. Nesse més o corretor recebeu:
700 + 2% - 80000 = 700 + 1600 = 2300

Salario: R$ 2300,00

Observamos que, para cada total x de vendas no més, hd um certo salarioc s pago ao corretor.
Nesse caso, a férmula que expressa s em funcao de x é:

s(x) = 700 + 0,02 : x
que & um exemplo de funcao afim.

P.H.051.071

Restaurantes self-service podem ser encontrados em todas as regices do Brasil. Em um deles,
cobra-se R$ 3,80 por cada 100 g de comida. Dois amigos serviram-se, nesse restaurante, de 620 g
e 410 g. Vamos calcular quanto cada um pagou.

Inicialmente, observe que R$ 3,80
por 100 g equivale a R$ 38,00 por guilo-
grama. Assim, podemos calcular quanto
cada amigo pagou. Quem se serviu de
620 g = 0,62 kg, pagou 0,62 - 38 =
= 23,56 reais; 0 outro amigo pagou
0,41 - 38 = 15,58 reais.

O valor (y) pago, em reais, varia de
acordo com a quantidade de comida
(x), em quilogramas. A lei que relaciona
y € X, nesse caso, & y = 38 * x, que &
outro exemplo de fun¢ao polinomial do
12 grau.

P.T.052.071

Chama-se fungao polinomial do 12 grau, ou fungao afim, qualquer
funcao f de R em R dada por uma lei da forma f(x) = ax + b, em que a
e b sao nimeros reais dados e a # 0.
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Na lei f(x) = ax + b, o nimero a é chamado coeficiente de x, e 0 nimero
b é chamado termo constante ou independente.
Veja os exemplos a seguir.

= «f(x) = 5x — 3,emquea=5eb=—-3.

§ < f(x) = —2x -7, emquea = —2eb = -7

§ -f(x)=—)3(—~%,emquea=%eb=%
- f(x) = 11x, emquea=11eb=0.
ry=—x+3,emquea=—1eb=3.
ry==25x+1,emquea=-25eb=1.
Um caso particular de fungdo afim é aquele em que b = 0. Nesse caso,

temos a fungao afim f de R em R dada pela lei f(x) = axcomarealea # Q,

§ que recebe a denominacao especial de fungao linear.

5 Exemplos:

8 « f(x) = 3x, emquea =3eb = 0.

E « f(x) = —4x,emquea = —4eb=0.

« f(x) = x,emquea = 1 eb = 0. Nesse caso a funcao f recebe 0 nome de
funcao identidade.

P.T.055.072

O grafico de uma fungdo polinomial do 1¢ grau, f: R — R, dada por
y = ax + b, coma # 0, é uma reta obliqua 20s eixos Ox e Oy (isto é, é uma
reta nao paralela a nenhum dos eixos coordenados).
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Demonstracao:

Tomemos trés pontos distintos Alx,, y,), B(xz, y,) e Clx,, ys) pertencentes
ao grafico dessa funcao. Vamas mostrar que A, B e C estao alinhados, isto &,
pertencem a uma mesma reta.

Como A, B e Csao pontos do grafico da funcao, suas coordenadas satisfazem
aleily=ax+ b, comaebreaisea # 0. Temos:

y‘za.x1+b 3
Y, =a'%+b @
y,=a-x+b @

Subtraindo membro a membro, 2' de 3, encontramos:

Y; =¥, = alk, — x)
Subtraindo 1 de 2, obtemos:
Yo =¥ = a(x: o x!)
Dai, temos:
4 e L X =% 4
i—¥ %%
N Vamos supor, por absurdo, que A, B e C ndo pertencessem a uma mesma
8 reta, como mostra a figura:
8 y
I Yar
=
[l
Yz
Y
0

Observemos os tridangulos ABD e BCE, que sao retangulos (O = E = 909
e tém lados proporcionais, pois, de acordo com 4, temos:
EC _ BE
DB AD
Nesse caso, os triangulos ABD e BCE seriam semelhantes e, portanto, seus
angulos correspondentes seriam congruentes, de onde se concluiria que o. = J3,
0 gue nao poderia ocorrer.
A contradigdo vem do fato de supormos que A, B e C ndo pertencem a uma
mesma reta.
Assim, A, B e C estao alinhados, isto &, pertencem a uma mesma reta.
Desse modo, estd provado que o grafico de uma funcao polinomial do
19 grau & uma reta.
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Provada essa proprie-
dade, podemos, de
agora em diante, cons-
truir o grafico de uma
fungao afim utilizando
apenas dois de seus
pontos, pois, como
sabemos da Geometria,
dados dois pontos dis-
tintos existe uma Gnica
\reta passando por eles.

P.TC.057.072

1 Construa o gréfico da funcdo de R em R definida pory = 3x — 1.
Solucao:
Basta obter dois de seus pontos e ligd-los com o auxilio de uma régua:
« Parax =0, temosy =30 - 1 = =1; portanto, um ponto é (0, —1).

1
« Paray = 0, temos 0 = 3x —1; portanto, x = = e 0 outro ponto é(—’-, 0).

G 3 3
< 1
3 Marcamos os pontos (0, —1) e (3. 0) no plano cartesiano e ligamos os dois com a reta r.
o
&E) y r
o Sl Ny

0 -1

| 1
U | off 1
L= |7 ,[?

Aleiy = 3x — 1 étambém chamada equagao da retar.
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2 Construa o grafico da fungdo de R em R dada pory = —2x + 3.
Solucao:
* Parax =0, temosy = —2 - 0 + 3 = 3; portanto, um ponto & (0, 3).

« Paray = 0, temos 0 = —2x + 3; portanto, x = % e 0 outro ponto é(-g- O)

™
N~
o y
D
19}
S
@) 3
<
o
3
2
0 X
Aleiy = —2x + 3 é também chamada equagao da reta s. $
3 Obtenha a equacao da reta que passa pelos pontos P(—1, 3) e Q(1, 1).

Solucao:

A reta PQ tem equagdo y = a - x + b. Precisamos determinar os valores de a e b.

Como (=1, 3) pertence a reta, temos:
g 3=a-(-1)+bouseja, —a+b=3
8’ Como (1, 1) pertence a reta, temos:
f’(- l=a-1+bouseja,a+b=1
o

Assim, a e b satisfazem o sistema:
-a+b=3
{ at+tb=1
cuja solugdo é a = —1 e b = 2. Portanto, a equagao procurada éy = —x + 2.
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2 Nuicl
K=}
S tcleo
&)
s gl o i e [ eSS
3 p rowragy £
O ponto P(xw y,) de interseqao de duas retas i : s : 3
concorrentes pertence, naturalmente, a cada D A S L A T B
uma das retas. Por esse motivo, suas coordena- e s
das devem satisfazer, simultaneamente, &s leis #er
das fungoes afim que representam tais retas.
No grafico ao lado podemos ver as retas a
e b que representam as fungbesy = —3x + 4
ey = 2x + 1, respectivamente. O grafico foi
feito em um software livre de Matematica
< | chamado GeoGebra.
N~
Q
i
©
Q
<
a

; < =-3x+4
Assim, a solugao do sistema formado pelas duas leis y 5 i fornece
= 2x +
as coordenadas (x,, y,) de P. y

Igualando, temos:

—3x+4=2x+1=>x=%———0,6

Substituindo esse valor de x em qualquer uma das equagodes, obtemos

y = % = 2,2, Assim, P(—g- 1—51-)

P.H.062.074

e

E possivel que um siste-
ma formado pelas leis
de duas fungdes afins
nao tenha solucao?
Qual € a interpretagdo
geometrica nesse caso?

P.RC.063.074

Seemy = ax + b temos a = 0, a lei nao define uma funcao afim, mas sim outro tipo de funcao de-

nominada fun¢ao constante.
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<| Portanto, chama-se fungao constante uma fungéo f: R — R dada pela leiy = 0x + b, ou seja, y = b
8_ para todo x € R.

@)

=

o

P.H.065.077

Um técnico, tendo a sua disposicao uma balanga e alguns recipientes
de vidro, mediu a massa de alguns volumes diferentes de azeite de cliva e
montou a sequinte tabela:

Experiéncia | Volume Massa
n® - (em mililitros) | (em gramas)
1 100 80
2 200 160
x| e ] wo
S 47 1 A4OO = 326
. SW i VSOO e i 40;
» ) 1000 800
= - L JM, EOO ‘ 1600

Podemos observar que, para cada volume, existe em correspondéncia uma Unica massa, ou seja, a

massa é fun¢ao do volume.

P.HC.066.077

Com os resultados obtidos, o técnico construiu o grafico abaixo.

Massa
800 -

600 +

4001
3204
240 ¢

200
160

80 [» ”o'l’

—

L RCIRCIRCIORS

&

Volume

Ele notou, entdo, que havia varios pontos alinhados determinando uma reta, a qual passa pela origem
do sistema cartesiano, ou seja, tinha obtido o gréfico de uma funcao linear.
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Ao observar os pares de valores da tabela, o técnico percebeu que, em todas as experiéncias, a razao
entre @ massa e o volume era 0,8:

N~
B~ 80 _ 160 _ 400 _
N 100 ~ i 500~ OF
S Ele ainda constatou que:
I: » quando o volume dobrava, a massa também dobrava;
o « guando o volume triplicava, a massa também triplicava;

- 58 0 volume era multiplicado por 10, a massa também era multiplicada por 10; e assim por diante.
g O técnico concluiu, entdo, que o volume e a massa de certa substdncia sao
x| grandezas diretamente proporcionais. Para uma dada substancia, o quo-
G| clente da massa (m) pelo correspondente volume (V) é chamado densidade.
a’| A densidade do azeite € 0,8 g/mL.

Se ele quisesse determinar @ massa correspondente a 140 mL de azeite,
poderia simplesmente fazer:
M_-08=-"=08=m=112

® vV 140
< : ,
S| Assim, amassa éigualall2g
o . . -
) Outra alternativa seria estabelecer a relagéo:
I
o

{100mL—809 = 100-x=140-80 = x=112¢g
140 mL —x

Esse procedimento & comumente chamado regra de trés simples.

De modo geral, quando uma grandeza y é fun¢do de uma grandeza x

e para cada par de valores (x, y) se observa que % = k (com x # 0) é cons-

tante, as duas grandezas sao ditas diretamente proporcionais. A funcao
y = f(x) & uma funcao linear, e seu grafico é uma reta que passa pela origem.

P.TC.071.079 | P.TC.070.078

Chama-se raiz ou zero da funcdo polinomial do 1¢ grau, dada por f(x) = ax + b, coma # 0, o
nimero real x tal que f(x) = 0
Temos:
fx) =0=ax+b=0=x= —%
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2 -0 ponto(- %, 0) pertence ao eixo das abscissas. Desse modo, a raiz de uma funcao do 19grau corresponde & abscissa
'5 do ponto em que a reta intersecta o eixo Ox.
8 « A raiz da fungao f dada por f(x) = ax + b € a solucao da equagao do 1%grau ax + b = 0, ou sgja,
- b
o = —:.
o
- Obtengéo do zero da fungdo f: R — R dada pela lei f(x) = 2x — 5:
§ f(x)=0=:2x—5=0=:x=%
g' » Calculo da raiz da fungdo g: R — R definida pela lei g{x) = 3x + 6:
< g =0 = 3X+6=0 = x= -2
Q- - Areta que representa a fungao h: R — R, dada por h(x) = —2x + 10, intersecta o eixo Ox no ponto
(5,0), poish(x) =0= —-2x+ 10 =0=x= 5.
Seja f a funcdo afim dada pory = 3x + 2. No grafico ao lado, des- y
tacamos alguns pontos da reta r, que é o gréfico de f. Vamos calcular n4 S
a taxa média de variacao dessa funcao nos seguintes intervalos: /i
aT 5
Intervalo Ax Ay Taxa de variacao: %—:-
= ! 3 s+ &
deAaB |-2-(-3)=1|-4—-(-7)=3 1_:3
2| | deac|-1-(-2-= — (~4) = 3 2
= eBaC|-1-(-2)=1|-1—(-4)=3 +=3 lo
< - g i
5 = T 5 Tt Y : X
. deEaF| 2-1=1 | 8-5=3 ==3 gt %33
< 1 JC 1
o 9 /
deDaG 3-0=3 11-2=9 —3—=3 /
e
deBaE | 1-(-2)=3 | 5—(-4)=9 2=3
| 3 Af L3
5 = L r
deAaF | 2—-(=-3)=5 8—(—7)—15* ?—3
Observe que, independentemente do “ponto de partida” e do inter-
valo considerado, a taxa de variagdo da func¢do é constante (igual a 3).
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Seja f a fungdo afim dada pory = —2x + 3. No grafico ac lado, des- y
tacamos alguns pontos da reta s, que € o grafico de f. Vamos calcular a A b
taxa média de variacao dessa funcao nos sequintes intervalos: \’ J
L7
L e e ATl e e —_A; \
Intervalo AX Ay Taxa de variagao: ~= | R 5
. | 3
deAaB | —2-(-3=1| 7-9=-2 L= | oks
- ! ?
= 14 \E
S deBaC| —1-(-2)=1| 5-7=-2 | - | o i el
Lo : : = { 3—241,91 £ x
S deEafF 2-1=1 —1=1==-2 | e
< -3 s
a >
deBakE 1—(-2)=3 1—-7=-—6 ._3.6__.2 5
deCaG| 3—(-1)=4 | —-3—-5=-8 :;1-8-“—2
— ,_4,V ~ l - _1 5 == =
deAaG| 3—(-3)=6 | 3—-9=-12 _6_:_2
Observe que, independentemente do “ponto de partida” e do intervalo considerado, a taxa de
variacao da funcao é constante (igual a —2).
AN
@ Propriedade:
© Seja f: R = R uma funcao afim dada por f(x) = ax + b.
o . o S .
|_: A taxa média de variagdo de f, quando x varia de X, a x,, com x, # x,, é
81 igual ao coeficiente a.
Demonstragao:
Se f(x) = ax + b, temos:
AN
Q
< fix)=ax, +b e flx)=ax+b
N~
Z| Ataxa média de variagdo de f, para x variando de x, até x, &
|_
k) -fxk) (@ +B)—(x +b)  asx-a-x a-lE-x)
= — = < = =3
X =% X, — % %X THES
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OBSERVACAO G
~ Note nos exemplos 7 e
e 8 que,sea > 0, ataxa
® de vanacao de f & posi-
% tiva e f & crescente; se
o a < 0, a taxa de varia-
cdo de f é negativa e f
é decrescente w
&
©| J&vimos que o grafico da fungao afim f: R — R dada pory = ax + b, a # 0, é uma reta.
2 O coeficiente de x, indicado por a, é chamado coeficiente angular ou declividade da reta e esta
E ligado & inclinacao da reta em relagao ao eixo Ox.
o

P.H.080.084

Observe 0 angulo o que a reta forma com o eixo X, convencionado tal como mostram os dois casos a
seguir.

¥t y
o
b\ 2
X 0 x
e é agudo (0 < ¢ < 80°) o & obtuso (90° < o < 180°)

P.H.081.084

. A - " 2%

O que ocorreria se
it = 9077
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Considerando a funcado afim definida por f(x) = ax + b, temos duas possibilidades.
* Para a > 0, se x, < x,, entao ax, < ax, e, dal, « Para a < 0, se x, < x,, entao ax, > ax, e, dai,
ax, + b < ax, + b; portanto, f(x) < f(x,), e a ax, + b > ax, + b; portanto, f(x) > f(x,), e a
funcao é dita crescente. funcao é dita decrescente.
y . y
£ g \\ fix,)
o. '(X)]-- - e \‘
AN / \
S N
E "’ \\
o \
X - x;
! X 0 X
0 X, X N
,/'/’ --f(X'] \\\
o’ \\‘
ol
\
focit ;.
Seja f: R — R definida pory = 3x — 1. Observe a tabela e o gréfico de f.
y
X aumenta
o) s it ,
= T EIEIEIEIERERE
2 sl -0 7422 ]|s|s o] %
Q A i | = —— —3—
I. y aumenta -1
o
Note que a = 3 > 0; lembre-se de que a representa também a taxa média de variacao de f. A
fungdo é crescente.
Seja f: R — R definida por y = —2x + 3. Observe a tabela e o grafico de f.
y
x aumenta 3
Lo e y
S  EIEBEIEAE ' 2|3
S 7 1 | =1 -
3 . I ENEN S 3
T y diminui 0 A X
o
Note que a = —2 < 0; lembre-se de que a representa também a taxa média de variacdo de f. A
fungdo é decrescente.
: &2 |
@ =
8 ;
e .
[c6]
o
T O que ocomrese a = 07
[l
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O termo constante b é chamado coeficiente linear da reta. Parax=0,temosy =a-0 + b = b.
O ponto (0, b) pertence ao eixo das ordenadas. Assim, o coeficiente linear é a ordenada do ponto em
que a reta intersecta o eixo Oy.

©
0
o y a>0 y a<0
%)
0
O b v b
0 x ) \ -3
Consideremos uma funcao afim dada por y = f(x) = ax + b e estudemos
seu sinal, J& vimos que essa fungdo se anula (y = 0) para x = — b (raiz). Ha
; i a
(o |dois casos possiveis: ?
0 .
S < a > 0 (a fungao é crescente)
~ b
o] >0=>ax+b>0 X>——
Q d - a gizal) b y=>0
I b » a a
o y<0= ax+bh<0 = x<-—-— o\ ) S
a o
B S S . ; y<0 \
Conclusao: y € positivo para valores de x maiores que a raiz; \
. 4 raz
y € negativo para valores de x menores que a raiz.
« a < 0 (a fungao é decrescente) y
b
~ y>0=ax+h>0 = x<s——
o 3
Q
o) b y=>0
] y<0=>ax+b<0=x>—-; @\
I | Conclusao: y é positivo para valores de x menores que a raiz; gD @ \ X
o y € negativo para valores de x maiores que a raiz. %
raiz

P.H.089.088

No exemplo 2 da pagina 70, estabelecemos que o saldrio do corretor é dado por s{x) = 700 + 0,02 - x,
em que x é o total de vendas do més. Qual deve ser o total de vendas em um més para que o salario do
corretor ultrapasse R$ 4000,00?

Devemnos ter:

s(x) > 4000
700 + 0,02 - x > 4000
0,02 - x>3300
x> 165000
Assim, as vendas precisam superar R$ 165000,00.

Acabamos de resolver uma inequacgao do 12 grau. Vamos, a seguir, relembrar como se resolvem outras
ineguagoes do 1 grau e também relacionar a resolucdo de inequagdes ao estudo do sinal da funcdo afim.
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Quadro 2 — Nucleos do Material P (continuagéo)

o
2 ,
3 Nucleo
©)]
Podemos resolver, em R, a inequacdo 2x + 3 > O de dois diferentes modos.
12 modo:
Deixamos no 12 membro apenas o termo que contém a incognita x: 2x > —3
Dividimos os dois membros pelo coeficiente de x: % > - % isto &, x > — %
K| 2?modo:
8 O primeiro membro da inequagdo pode ser associado a fungao y = 2x + 3; assim, é preciso
S |determinar x tal que y > 0. Temos:
L Raiz:2x+3=0:>x=fi 2
e n C 2 e /3 x
A funcao é crescente, poisa = 2 > 0. 2

Assim, para que y > 0, devemos considerar x > — —g—

S={x€R|x>—%}

Para resolver a inequagao —3x + 12 < 0, considerando U = R, podemos proceder de dois modos.
1* modo:

-3x+ 12=0=—-3x<—-12
Ao dividirmos os dois membros pelo coeficiente de x, que é negativo (—3), é preciso lembrar que

o sinal da desigualdade se inverte:
=3, —12

0
3 =—= istoé, x=4
S| 2¢modo: At
g Sejay = —3x + 12; é preciso determinar para que valores de x
o | temsey=0.
raiz:—3x+12=0=>x=4} ®
+a=-3<0 4 gy X
Assim,y=0sex=4.
S={xER | x=4}
Observe como um estudante
% resolveu a Inequacao:
~ -+ 12=0&
o
— & i2=3xe
L 12 _ 3x
o —_—===
3 3

=4=xistoé x=4.

Essa resolucao esta correta?
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Cadigo

Nucleo

P.HC.093.092

Em uma experiéncia, pretende-se medir 0 tempo Vazdo Tempo
necessério para se encher de 4gua um tanque inicial- | Simulagdo | /) (min)
mente vazio. Para isso, sdo feitas varias simulagoes
que diferem entre si pela vazao da fonte que abas- 1 & S0
tece o tanque. Em cada simulagdo, no entanto, a > 4 30
vazdo nao se alterou do inicio ao fim da experiéncia. 3 6 20
Os resultados séo mostrados na tabela ao lado. e e U g e Be

Observando os pares de valores, é possivel notar 4 ! 120
algumas regularidades: 5 10 12
14) O produto (vazao da fonte) - (tempo) é 0 mesmo 6 0.5 a0 |

em todas as simulagoes:

2:-60=4-30=6-20=..=0,5-240

O valor constante obtido para o produto representa a capacidade do tanque (120 L).

2%) Dobrando-se a vazao da fonte, o tempo se reduz a metade; triplicando-se a vazao da fonte, o
tempo se reduz a terca parte; reduzindo-se a vazao a metade, o tempo dobra; ...

As duas regularidades listadas acima caracterizam grandezas inversamente proporcionais.

AN
(2]
= Se x e y sdo duas grandezas que se relacionam de modo que para cada par de valores
2| (x, y)secbservaquex -y = k (k € constante), as duas grandezas sao ditas inversamente
O proporcionais.
[l
Com relacdo a experiéncia anterior, vamos  Tempo
construir um gréfico da vazao em fungéo do  (min)
tempo (observe, neste caso, que o gréfico esta 249 4.4
contido no 12 quadrante, pois as duas grandezas x
sG assumem valores positivos).
A curva obtida é chamada hipérbole. 1
S Veja como podemos determinar o tempo t
UO)- necessario para encher o tanque se a vazao da \
)| fonte & de 13 L/min. \
4 ; N s 120+ 4
LI) Uma maneira é usar a definicao de grandezas
o | Inversamente proporcionais: 0 produto \
{vazao - tempo) é constante e igual a 120, \
w-_
. 120
Dal13:1=120=t = —=—=9,23.
13 - 30 + D e
Para encher o tanque sao necessérios apro- 81 B vy
ximadamente 9,23 min, ou seja, 9 minutos e sH—t . - - -
| R 4 6 10 Vazio
14 segundos. | (Limin)
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4.2.1.1 Os nucleos tedricos

Os nucleos tedricos possuem a funcéo de conceituar objetos matematicos utilizando-se
de algumas definicBes anteriormente apresentadas ao leitor ou ndo. Em nossa analise,
dificilmente ocorreu uma classificacdo de um nudcleo como puramente teérico, visto que em
muitos casos se faz necessaria a introducdo de uma nova notacdo ou nomenclatura para
diferenciar o objeto mais recente daqueles ja exibidos em outro periodo.

Sendo assim, predomina a linguagem relativa nestes nucleos, ja que ha sempre a
conex&o entre os objetos presentes em cada conceito sem subjetividades, exemplificado em
P.T.047.065, enquanto tém papel significativo no condicionamento conceitual da obra, pois o
ndo entendimento de um ndcleo tedrico ou algum nucleo-conjunto semelhante impacta
possivelmente no ndo entendimento de outro nucleo menos informativo, como um algoritmico
ou heuristico. Podemos observar, portanto, que o nucleo P.TC.057.072 estabelece
previamente o necessario para 0 real entendimento de P.AC.058.073, P.AC.059.073 e
P.A.060.073.

No total, foram encontrados trinta ndcleos com aspecto teérico, dos quais cinco sao
puramente teoricos, dois sdo tedrico-heuristicos e 0s outros vinte e trés sdo teorico-

comunicativos.

4.2.1.2 Os nucleos algoritmicos

Os nacleos algoritmicos assumem o modelo pratico para algum item discutido
anteriormente, cuja intencdo é apenas indicar o procedimento, sem necessariamente promover
reflexdo. Com isso, é visivel o emprego da linguagem exemplar em ndcleos deste modelo por
conta dos verbos utilizados na descricgdo, como em P.A.073.080, e, quanto ao
condicionamento conceitual, é sempre observado no fim das ramificacdes por seu aspecto
mais procedimental que reflexivo, conforme observado na subsecéo anterior.

No total, foram encontrados dez nucleos com aspecto algoritmico, dos quais oito séo

puramente algoritmicos e dois sdo algoritmico-comunicativos.
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4.2.1.3 Os nucleos heuristicos

Os nucleos heuristicos seguem a versdo procedimental dos nucleos algoritmicos,
contudo com uma promocgao do pensamento critico, isto €, possuem a iniciativa de fazer com
que o proprio leitor deduza associagcBes antes mesmo de 0s autores apresentd-las. Vale
destacar que, em nossa andlise desta obra, o quantitativo de nucleos heuristicos € 360% maior
gue o quantitativo de nucleos algoritmicos.

Desta forma, verificamos que a linguagem exemplar é utilizada — vide P.H.090.088 —
assim como a linguagem relativa, vista em P.HC.069.078, e a linguagem funcional, por
exemplo, em P.H.007.042, uma vez que a relacdo entre os objetos é feita por meio de uma
expressao analitica. Os nucleos heuristicos participam ativamente do condicionamento
conceitual do livro, seja quando promovem a comunicagdo, como P.HC.032.059, P.H.033.059
e P.HC.034.060 implicam diretamente em P.C.037.061 e em P.C.038.061, seja quando
completam um ndcleo conceitual, bem exemplificado em P.T.079.084 seguido por
P.H.080.084 e P.H.081.084.

No total, foram encontrados quarenta e seis ndcleos com aspecto heuristico, dos quais
trinta e quatro sdo puramente heuristicos, dois sdo tedrico-heuristicos e os outros dez s&o

heuristico-comunicativos.

4.2.1.4 Os nucleos restritivos

Os nucleos restritivos tém por finalidade a classificacdo das a¢fes que sdo e das que
ndo sdo permitidas para aquele item em questdo. Foi encontrado apenas ndcleo com aspecto
restritivo. Mais especificamente, o Unico ndcleo P.RC.063.075, classificado como restritivo-
comunicativo, apresenta linguagem relativa e é base para o entendimento do conteido do
nucleo seguinte P.TC.064.075.
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4.2.1.5 Os nucleos comunicativos

Os nucleos comunicativos fundamentalmente apresentam novas formas de se referir a
objetos matematicos e até notacBes especificas aqueles elementos. Verifica-se, portanto, que
um nacleo comunicativo participa de ndcleos-conjuntos com qualquer outro aspecto sem
grandes dificuldades, destacando a acdo conjunta com nucleos tedricos de maneira frequente,
superando em 130% a quantidade de nucleos puramente comunicativos.

Apresentando a linguagem relativa, por exemplo, no ndcleo P.C.012.043, ou a
linguagem funcional, principalmente quando em um nucleo teérico-comunicativo, como em
P.TC.046.065, os nucleos atuam diretamente ao longo de todo condicionamento conceitual
iniciando, intermediando ou até concluindo uma observacdo, conforme descrito no decorrer
da subsecéo 4.2.1.3.

No total, foram encontrados quarenta e seis nicleos com aspecto comunicativo, dos
quais dez sdo puramente comunicativos, vinte e trés sdo tedrico-comunicativos, dois sdo
algoritmico-comunicativos, dez sdo heuristico-comunicativos e o ultimo é restritivo-

comunicativo.

4.3 Analise do Material S

Nos modulos 8, 9, 10, 11 e 12 de Matematica | do Caderno 2, intitulados Introducéo a
funcdo, Analise de graficos |, Andlise de gréficos Il, Funcdo polinomial do 1° grau | e
Func&o polinomial do 1° grau Il, respectivamente, os autores abordam a noc&o intuitiva de
funcdo, suas definicbes e propriedades graficas, incluindo as definicdes de funcdes
polinomiais do primeiro grau, seus coeficientes, sinais e raizes. Em nossa analise foram

encontrados cento e nove nudcleos, separados no quadro 3.
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Quadro 3 — Quantitativo de nucleos no Material S.

Quantidade (%) | Tedrico | Algoritmico | Heuristico | Restritivo | Comunicativo
Tedrico 10 (9) 0(0) 10 (9) 0(0) 24 (22)
Algoritmico 3(3) 0(0) 0(0) 0 (0)
Heuristico // 33(30) | 5(5) 6 (6)
Restritivo 3(3) 0 (0)
Comunicativo 15 (14)
Total 109 (100)

Fonte: O autor, 2018.

No quadro ¢ exibida a quantidade de nucleos de cada classificacdo — informada pela
unido dos aspectos da linha e da coluna correspondente — e 0 percentual referente a categoria.
Por exemplo, hd 10 nicleos puramente teéricos, representando 9% dos 109 totais, e 24
tedrico-comunicativos, equivalente a 22% do total. Destacamos novamente que 0s nucleos
podem conter mais de um aspecto. Ao longo da se¢éo 4.3 discursaremos um pouco mais sobre
0s mesmos. Neste capitulo encontramos quarenta e cinco nucleos-conjuntos. A ordem em que

se apresentam os nucleos desta obra é indicada na figura 20 a seguir.

Figura 20 — Ordenacéo dos ndcleos no Material S.

Fonte: O autor, 2018.

Podemos observar sem grandes dificuldades que a teoria poucas vezes nao esta
atrelada a exibicdo de uma nova linguagem, ou seja, 0s nucleos puramente tedricos, em
comparagdo aos nucleos teodrico-comunicativos, praticamente ndo aparecem. J& que 0S
nacleos heuristicos tém frequéncia maior que os nucleos algoritmicos, acreditamos que 0s

autores desejavam proporcionar aos estudantes um ambiente de descoberta das relacdes
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préprias aos conteldos sem que as mesmas tenham sido registradas de maneira explicita,
muito bem percebido em seus nucleos tedrico-heuristicos.

Segundo Dormolen (1986), um nucleo classificado como tedrico € aquele em que a
estrutura matematica do texto, em sua forma integral ou parcial, se faz presente. Por exemplo,
na figura 21 podemos verificar que as reflexdes em torno dos eixos coordenados, segundo 0s
autores, ocorrem simultaneamente quando a funcgéo f assume a forma y = — f(—x) para todo x

pertencente ao dominio de f.

Figura 21 — Nucleo teorico 3.

Tal como as translacdes, as reflexdes podem ocorrer de forma simultdnea quando a funcao refletida tem

aformay = —f(—x).

Fonte: Material S, 2016, p. 78.

Ja um ndcleo algoritmico assume a tarefa de descrever todos os passos de uma técnica
em ordem para a verificacdo de algum item teérico apresentado previamente. Seguindo no
conhecimento sobre as transformacdes graficas, a figura 22 mostra a correspondéncia entre a

transformacéo da funcdo em sua forma analitica e em sua forma geométrica.

Figura 22 — Nucleo algoritmico 3.

O quadro abaixo esquematiza as movimentacdes causadas pelas reflexdes:

. Translagdo horizontal de k unidades na
y =flxtk) dire¢do do eixo x (para a esquerda e para
— ..
a direita)

=0tk T i Translacéo vertical de k unidades na
y=1mno= direcdo do eixo y (para cima e para baixo)

y = —f(x) m Reflexdo em relacdo ao eixo x

y = f(—x) D Reflexdo em relacdo ao eixo y

Fonte: Material S, 2016, p. 78.

Um nacleo heuristico é responsavel por uma sequéncia de processos, da mesma
maneira que o algoritmico, porém assume uma postura mais reflexiva do nucleo,

potencializando as conexdes e descobertas feitas pelo discente. Na figura 23, por exemplo, 0s
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autores exibem os elementos do produto cartesiano de A por B e do produto cartesiano de B

por A, contabilizando o nimero de elementos de ambos.

Figura 23 — Nucleo heuristico 3.

Exemplo:

A=1{0,2 3} = n(A) =3

B= {1,014 — n@) =4[ "AXB) =n(A) -nB)=3-4=12

AXxXB={0, -
BxA={(-1,0),
nBxA)=4-3=1

1),(0,0), (01,04, 2 -1,20,21),24 3 -1.30,@31), 3 4}
(=1,2),(=1,3),(0.0),(,2),(03),1,0),01,2),(1,3),40), 4 2), @4, 3)

Fonte: Material S, 2016, p. 35.

Um ndcleo restritivo tem a importancia de limitar o conjunto tedrico e de
procedimentos conhecidos. Na figura 24, os autores afirmam que duas grandezas podem ser
classificadas como diretamente proporcionais quando uma esta definida em funcéo da outra e,
ao passo que uma delas é multiplicada por um namero real, a outra também seja multiplicada

pelo mesmo valor.

Figura 24 — Nucleo restritivo 2.

Para identificarmos se duas grandezas sdo diretamente proporcionais, podemos utilizar o seguin-
te critério:

Sejay = f(x) uma funcdo crescente. Se multiplicarmos x por um valor real qualquer, y também sera
multiplicado por esse mesmo valor.

Matematicamente: f(kx) = k - f(x), em que k & um numero real.

Fonte: Material S, 2016, p. 96.

Um ndcleo é dito comunicativo quando exibe ao aluno a linguagem que passa a
representar daquele instante em diante 0s objetos de estudo ou apenas informar observacoes
pertinentes ao topico. Por exemplo, a figura 25 indica que o conjunto imagem de qualquer

funcdo jamais conterd um elemento que ndo esteja no contradominio da mesma.

Figura 25 — Nucleo comunicativo 3.

Im C CD

Imagem & um subconjunto do contradominio.

Fonte: Material S, 2016, p. 25.
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Como vimos, os nucleos-conjuntos sdo aqueles que mostram uma mistura das

caracteristicas principais de cada nucleo selecionado do grupo que contém os cinco anteriores.

Figura 26 — Nucleo tedrico-comunicativo.

* Dominio da funcéo: D(f)
Chamamos de dominio da fungdo todos os elementos do conjunto A, que séo os valores de x.
* Contradominio: CD(f)
S3o0 todos os elementos do conjunto B.
* Imagem da funcéo: Im(f)
Chamamos de imagem da funcdo o conjunto de todos os valores que y pode assumir, de modo que

cada valor de x em A esteja relacionado a um unico valor de y em B.
Fonte: Material S, 2016, p. 25.

Na figura 26 classificamos o nucleo como teérico-comunicativo, apesar da defini¢éo
confusa de imagem da funcao, enquanto na figura 27 o ndcleo assumiu o rotulo de heuristico-

restritivo, novamente apresentando conflito sobre a questdo de dominio da funcéo f.

Figura 27 — Nucleo heuristico-restritivo.

b)f:R - R, tal quef(x) = v2x =5
Restricdo: Quando a raiz tem indice par, o radicando nado pode ser negativo.

Entao:

2x—5§=:0:*»x3%

D(f) = :xER | x ;%}
Observacdo: Se x = 2, entao f(x) = f(2) = V-1, que ndo existe em R.

Fonte: Material S, 2016, p. 28.

4.3.1 Quadro de nucleos

No quadro a seguir serdo exibidos os nucleos encontrados nos médulos 8, 9 e 10 de
Matematica | do caderno 2 do Material S, os quais abordam o conceito de fungdo e suas
propriedades gréaficas. Para que cada nucleo seja identificado de maneira Unica, utilizaremos a

seguinte codificacdo S.X.Y.Z. A letra inicial S representa que o nacleo pertence ao livro do
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Sistema de Ensino; a letra X serd substituida por outra que simbolize qual o tipo de nucleo

que o enunciado foi classificado (T — Teo6rico; A — Algoritmico; H — Heuristico;

R -

Restritivo; C — Comunicativo) ou combinagdes delas; Y € um numero de trés algarismos

que indica a sequéncia em que foi encontrado no texto; Z € um numero de trés algarismos e

informa a pagina do livro em que o nucleo se encontra.

Quadro 4 — Nucleos do Material S (continua).

Cadigo

Ndcleo

S.C.001.022

Desde nossos primeiros contatos com nimeros, ainda em idade pré-escolar, comecamos, sem saber,
a lidar com fungdes quando relacionamos dois conjuntos A e B, em que, para cada elemento de A,
é possivel estabelecer uma relagdo entre um, e somente um, elemento de B, segundo uma lei que
define essa relacio.

Na linguagem matematica, podemos expressar essa situacdo da seguinte maneira:

fA-SB=y=1x

A@.ﬂ

S.TC.002.022

Dizemos que o preco a pagar esta em funcdo da quantidade de paes a ser comprada e, para si-
tuacoes envolvendo quantidades maiores, bastaria que encontrassemos o que chamamos de lei
de formacao da funcao, que, nesse exemplo, nada mais é do que a multiplicacdo da quantidade
desejada de paes pelo preco unitario, que, de acordo com a tabela, é igual a R$ 3,00. Dessa for-
ma, sendo x a quantidade de paes e y o preco da compra, temos:

y = preco unitario - quantidade comprada = y = f(x) = 3x

A

S.H.003.022

A funcdo para esse tipo de operacido estaria definida, entéo, por f(x) = k - x, em que cada
valor de x, ou seja, cada elemento do conjunto A (sem nenhuma excecio), corresponderia a
um (e apenas um) valor de f(x) (elemento do conjunto B). Nesse caso, a constante k & o valor
unitario do péao, isto €, k = R$ 3,00, e, multiplicando esse valor pela quantidade de paes que
gostariamos de comprar, chegariamos a:

* 2 paes = R$ 6,00;

* 3 paes = R$ 9,00;

enpaes=k:-n=R$3,00:n.
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Quadro 4 — Nucleos do Material S (continuacéo).

S
S Nucleo
O
@)
Observacao: As figuras 1, 2 e 3, abaixo, representam fungdes, pois todos os elementos x do conjunto A
estdo associados a um, e somente um, elemento f(x) do conjunto B, considerando a lei de formacéo ou
de associacdo da funcéo. Veja:
Q
S A B A B A B
-
o
S
O || ||
=
%) |
Figura 1 @ Figura 2 ® Figura 3
No caso das figuras 4, 5 e 6, podemos dizer que existe somente uma relagdo, mas ndo uma funcdo. Ob-
serve que na figura 4 existe um elemento de A que n3o esta associado a um elemento do conjunto B e
que, nas figuras 5 e 6, ha elementos de A associados a mais de um elemento de B.
(92
(aN]
o A B A B A B
Lo
o
S
o | | || al
=
v | —
. Figura 4 : Figura 5 ® Figura 6
Marta precisa comprar algumas camisetas iguais, cujo custo unitario € R$ 25,00, para o seu grupo de
ginastica. O preco a pagar varia de acordo com a quantidade de pegas compradas, conforme mostra a
tabela a seguir:
Nuimero Preco Valor a
de unitdrio | Operagido pagar
camisetas (RS) (R$)
. 1 25,00 125,00 25,00
S 2 25,00 2-25,00 50,00
© 3 25,00 3. 25,00 75,00
o 4 25,00 4-25,00 100,00
(:/E'S 5 25,00 5- 25,00 125,00
6 25,00 6+ 25,00 150,00
7 25,00 7+ 25,00 175,00
8 25,00 8 - 25,00 200,00

Sendo ¢ o nimero de camisetas e y o preco a pagar por elas, podemos escrever, de modo geral:

y=25-c

S.C.007.024

Dizemos que o preco a pagar é funcdo da quantidade de camisetas a ser comprada.
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Quadro 4 — Nucleos do Material S (continuagao).

Cadigo

Nucleo

S.H.008.024

Se tivermos a medida do lado de um quadrado, podemos estabelecer duas relacdes distintas.

¢

* Lado (€) e perimetro (2p):

1 1-4=4
2 2-4=8
3 3-4=12
4 4-4=16

Podemos concluir que o perimetro depende da medida do lado do quadrado, ou seja, o peri-

metro estd em funcdo da medida do lado e, assim, de forma geral, temos:

2p = 4¢

S.H.009.024

* Lado (£) e area (A):

1 12=1
2 2=4
3 2=9
4 42 =16

Da mesma forma, a area do quadrado depende da medida do lado, de tal forma que:

A=

S.C.010.024

Observe que o lado e a area, assim como o lado e o perimetro, sio variaveis e que ha uma relacio

de dependéncia entre eles.
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Quadro 4 — Nucleos do Material S (continuagao).

S

5 Nucleo

O

©]

o Dados dois conjuntos ndo vazios, a funcéo f de um conjunto A para um conjunto B é uma relagdo entre
q elementos de A e elementos de B, em que cada elemento de A esta relacionado a um Unico elemento de B.
— =

= Notacéo:

Q

|L_) f: A =B (f € uma funcdo de Aem B)

w x — y = f(x) (lei de associacdo)

* Dominio da funcéo: D(f)

9 Chamamos de dominio da fungdo todos os elementos do conjunto A, que sdo os valores de x.

Si * Contradominio: CD(f)

S| Séo todos os elementos do conjunto B.

(l._) e Imagem da funcao: Im(f)

o3| Chamamos de imagem da funcdo o conjunto de todos os valores que y pode assumir, de modo que
cada valor de x em A esteja relacionado a um Unico valor de y em B.

Tel

al

g Observagao: O dominio, o contradominio e a imagem s&o definidos para qualquer conjunto numérico

8 (natural, inteiro, racional ou real), dependendo da relacdo entre as grandezas envolvidas.

@)

(9]

S.A.014.025

Dados os conjuntos A = {1, 3,4, 6}e B=1{0,1,2,3,5,7,9, 11}, vamos definir uma funcdo de Aem B que
associa cada elemento x ao seu valor diminuido de 1.

Podemos definir tal fungédo das seguintes maneiras:

f:A— Bouf:A— B, dada pela lei de formaciof(x) = x — 1

x=fx) =x—1

Veja, na tabela, a correspondéncia entre alguns valores de x e y = f(x).

A B

I —

1 1-1=0 —. D) = {1,3, 4, 6}

3 3-1=2 —= CD(f) ={0,1,2,3,5,7,9, 11}
4 4-1=3 Im(f) = {0, 2, 3, 5}

6 6-1=5

S.C.015.025

Im C CD

Imagem é um subconjunto do contradominio.
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>

5 Nucleo
O

o

Lo

(aN]

<

({o]

S Podemos perceber que, nafuncio, os valores de x e y formam pares ordenados: (1, 0), (3, 2), (4, 3) e (6, 5).
L

wn

Dados os conjuntos A= {-1,0,2, 3}eB={-1,0,1, 3,5,7, 9}, considere a funcéo
f: A = B, dada pela lei de formacao f(x) = 2x + 1.

Veja, na tabela, os valores de x e y associados de acordo com tal lei.

© f==2-10+1=-1 1 iy
o flO)=20+1=1
N~ 0 1
b= f@=22)+1=5
g 2 5
< f3A3=2@3)+1=7
@ 3 7
D{f)={-1,0, 2, 3}
Im{f) = {—1,1,5, 7}
CD(f) ={-1,0,1,3,57,9)
Podemos representar essa fungdo no plano cartesiano, por pares ordenados, da seguinte forma:
y A
3,7
y A .
25 |
R -* :
© ! |
N ' |
S L
o0 471 H |
— ! i
2 L
L 3 l :
%) 5 !
o
1 40,1
| —
-1 0 1 2 3 X
(=1, =1) &=
—1
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Quadro 4 — Nucleos do Material S (continuagéo).

o
2 Ncleo
©
O
Veremos, agora, exemplos de fungdes definidas de Rem R:
e fR-R/f(x) =2x
[{e]
% 'f:R—:wR!f(x)=%+1
o
@)
I efRSR/f(x)=2*
w
s RS R/X =$
© FARA RECORDAR
S
&
5 / significa “tal que”
n

S.H.021.027

Agora, para determinar o elemento cuja imagem é 2, devemos igualar a funcio a 2:

2x + 3

fl)=2= 5

=2:2x+3=10:2x=7:ex=%

7 L )
Portanto, x = -5 ¢éo elemento do dominio cuja imagem é 2.

Assim, concluimos que o par ordenado (%, 2) pertence a funcao.

S.TC.022.027

/—C COMPREENDENDO MELHOR e \

Algumas funcdes podem ser definidas por mais de uma sentenca.

Exemplo:

Considere a funcéo I: R — R definida pela lei f(x) = {Eﬁ _sulixszx{}‘ !

Podemos calcular os valores de x ou y de acordo com o que for pedido.

Para x = 3, basta substituir na lei 2x — 1, pois x é maiorque 1: 2(3) —1=6 —1=5
1
Parax = —%, fix) = f(—?] = —1, pois x € menor gue 1.
Quando fizermos y = 2, precisaremos experimentar em qual das leis esta o valor de x, verificando que:

sy=2=2=—1=2x=3=x= % (como x & maior que 1, esta correta a substituicdo)

e y=2=x= —1(ndo serve)
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Quadro 4 — Nucleos do Material S (continuagao).

Cadigo

Nucleo

S.C.023.027

O dominio de uma funcdo pode pertencer ao conjunto dos numeros naturais, inteiros, racionais
ou reais. Vamos estudar as restricdes do dominio no caso em que ele pertence ao conjunto dos nimeros
reais (R).

Exemplo: Determine o dominio das funcdes a sequir.

~
S
< X = 1
N a) . R = R, tal que f(x) = ——
e X+ 1
n A . -
Restricdo: O denominador ndo pode ser zero.
& Logo, temos:
§ Xx+1#0=x# —1
T
% Dif) =R — {-1}
b)f:R =R, tal quef(x) = v2x =5
Restricdo: Quando a raiz tem indice par, o radicando ndo pode ser negativo.
Q Entao:
Q
© 5
N 2x—5=20=2x=—
n:' 2
% 5
@ D(ﬂ={xEH|xz—:?}
Observacado: Se x = 2, entao f(x) = f(2) = v—1, que ndo existe em R.
2 _
9 )= 2 £RSR
3x — 1
g Restricdo: O denominador deve ser diferente de zero e o radicando ndo pode ser negativo.
c':; Logo:
)~ 1
% X—1>0=x>=
%)

D(ﬂz{xER|x>%}
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Quadro 4 — Nucleos do Material S (continuagao).

o
g Nucleo
O
S d)fx) =¥3x+4, FRoR
o
% Restricdo: Nao existe restricdo quando o indice da raiz & impar.
T _
= D =R

&) fx) = ——=—, R R

x? — 4

& Restricdo: O denominador deve ser sempre diferente de zero.
g Assim:
I x2—4#0
(9]

WHEld=x#+1+2
Logo, D) = R - {-2,2}.

S.7T.030.028

/—. COMPREENDENDO MELHOR e \

O contradominio é o conjunto no qual a imagem esta contida. Ele ndo sofre nenhuma restricdo porque
é possivel que alguns de seus elementos ndo pertencam a imagem da funcao. A restricdo vale apenas para
o dominio, pois cada elemento dele deve estar relacionado a um Unico elemento do contradominio, for-
mando a imagem da funcéo.

Observacao: E possivel que mais de um elemento do dominio esteja relacionado a um mesmo elemen-

to do contradominio, desde que cada elemento do dominio possua um Unico correspondente no contra-

dominio.

(S J

S.TC.031.029

Neste modulo, aprendemos a trabalhar com as relacdes entre grandezas, em que uma depende
do valor da outra; isto €, uma é obtida em funcdo da outra. Dessa forma, temos um conjunto
denominado dominio, que determina a imagem da funcao; ja o contradominio € o conjunto que
contém a imagem da funcdo.

Por essa razdo, podemos representar a imagem y, por f(x), pois ela é determinada por meio da
relacdo entre as grandezas que obedecem a uma lei de formacao.

Lei de formacdo: y = f(x)

S.TC.032.035

Um par ordenado (a, b) € um par de elementos, dos quais um é designado primeiro elemen-
to (a) e o outro, o segundo (b).

(a, b)

.

12 elemento 22glemento
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Quadro 4 — Nucleos do Material S (continuagéo).

S

5 Nucleo
No)

@)

Tol

I3e]

S

) Um par ordenado, em um plano cartesiano, representa um ponto, que & chamado de ima-
8 gem do par ordenado.

=

(9]

Os ndmeros que formam um par ordenado sdo as coordenadas cartesianas do ponto, em
que chamamos ao primeiro, de abscissa (x) e ao segundo, de ordenada (y).

4
5__
Lo a4
™
- 31
<t A1, 2)
O L
> |
%] T T ) f T T T =
—4 -3 -2 —1 : 1 2 3 4 X
B(-1,-2) &2
_3__
_d__
o
2 Produto cartesiano (A X B)
(a2}
< Sao todos os pares ordenados cujo primeiro elemento pertence ao conjunto A e o segundo,
O . -
| ao conjunto B. Cada par ordenado é elemento de: AX B = {(x,y)/x EAey€E B}
(92]

S.TC.036.035

Numero de elementos de um produto cartesiano:  n(A X B) = n(A) - n(B)
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Quadro 4 — Nucleos do Material S (continuagao).

o
S Ndcleo
Ne)
&)
Exemplo:
Wl A={0,2 3} = n(A) =3 T
g B= {1,014 — n@g) =4[ "AXB =n(A) -nB)=3-4=12
CIAXB=1{0,-1,0,0,0,1, 0,4, -1),0,21, 24,3 -1, 30,6 1, G 4)
PIBxA={-1,0),(-1,2),(-1,3),(0,0), (2, (0,3),(1,0),(1,2), (1, 3), 40, @ 2), 4 3)}

1,
nBxA=4-3=12

S Dados os conjuntos A e B, uma relagdo binaria em A X B é um subconjunto de A X B, defini-
o
%5 dos nadeclaracdo xRy = (x,y) €R.
8 As relacdes obedecem a uma lei:
= R={x,y)EAXB/y=1x)}
(9p]

Exemplo:

Dados A={-1,0,1,2}eB ={-1,1,2, 3,4, 6,7, 8}, determine os pares ordenados perten-

centes as relacdes:
aR ={kxkyEAXB/y=x}
—1 —1

©o 0 A, pois0& B
™
o
3 1 1
S
s 2 2
wn

¢ Dominio da relacao:
DR) ={-1,1,2}

* Imagem da relacéo:
Im(R) = {—1,1, 2}

Observacao: O par ordenado (0, 0) ndo faz parte da relagdo, porque y = 0 ndo pertence ao
conjunto B.

Logo, R, ={(1, —=1),(1, 1), (2, 2)}.
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Quadro 4 — Nucleos do Material S (continuagao).

Cadigo

Nucleo

b)R,= {(x,y) EA X B/y = 4x}

© =1 A pois —4&B
(a0}
Q
g 0 A, pois0&B
T
2] 1 4
2 8
Logo, R, = {(1, 4), (2, 8)}.
(o}
(a0}
<
g Podemos representar o produto cartesiano também no plano cartesiano.
-
%)

S.H.042.037

Exemplo:
Dados os conjuntos A = {0, 2, 3}e B = {1, 0, 1, 4}, vamos representar A X B no plano carte-
siano:

AxXB={0-1,00,01),(04), 2 —1),20),(21),(24), 3 —-1),3,0, (3 1), 3 4}

B (y)

IS
i
]
]
I
]
1

1 #--——---

+-“3-..--T-----4
L

O dominio contém apenas os elementos 0, 2 e 3.
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Nesse caso, por se tratar de intervalo real, o produto cartesiano somente pode ser represen-

S
5 Nucleo
O
©]
Agora, vejamos um exemplo de representacdo do produto cartesiano de intervalos reais:
Dados A = [—1,1] e B = [-2, 2], representamos A X B por:
B ly)
2
A
N~ i !
™ 0 i
Q ' |
& - -
=) 1! 1 A fx)
= .
S Y
N —

tado no plano cartesiano, uma vez que nao € possivel enumerar seus elementos.

O dominio da relacio é representado por todos 0s numeros reais existentes entre —1 e 1.

A imagem da relacdo é representada pelos ndimeros reais existentes entre —2 e 2.

S.C.044.045

Para entendimento dos graficos apresentados, devemos recordar o estudo do sistema de coordenadas
cartesianas, conhecido por plano cartesiano. Criado por René Descartes, fildsofo, fisico e matematico fran-
cés nascido em Le Haye em 1596, esse sistema se baseia em dois eixos ortogonais graduados em escalas
iguais ou diferentes entre si, onde podemos locar pontos e defini-los graficamente em relagdo as distancias
entre os pontos e os dois eixos citados, chamados de eixo das abscissas (Ox) e eixo das ordenadas (Oy).

S.TC.045.045

Ox: Eixo das abscissas
Oy: Eixo das ordenadas

O: Origem do plano cartesiano

- P(a, b): Coordenadas do ponto P

Caracteristicas do plano cartesiano:
Y 4
b—----mmmm oo 4P
22 quadrante 12 quadrante |
o s x

32 quadrante

42 quadrante
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Quadro 4 — Nucleos do Material S (continuagao).

Cadigo

Nucleo

S.TC.046.045

Vamos marcar alguns pontos no plano cartesiano:

YA
14F

(NE Nagl

Sinal dos pares ordenados em cada quadrante:

* 12 quadrante: x positivo e y positivo (ponto A)

* 22 quadrante: x negativo e y positivo (ponto B)
* 32 quadrante: X negativo e y negativo (ponto C)

* 4= quadrante: x positivo e y negativo (ponto D)

Observacdo: o ponto E(3, 0) pertence ao eixo Ox e o ponto F(0, 4), ao eixo Oy.

S.T.047.046

O dominio D € o conjunto de valores possiveis do eixo das abscissas (Ox), nos limites em que a funcdo
é definida, e a imagem Im é o conjunto dos valores localizados no eixo das ordenadas (QOy), derivados da

substituicdo dos valores atribuidos a x na lei de formacao da funcéo

S.TC.048.046

Raiz da funcao

E todo par ordenado (x, 0) que satisfaz a equagdo f(x) = 0. Identificamos as raizes toda vez que o gréfico

interceptar o eixo Ox, isto &, o par ordenado pertence ao eixo Ox.
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Quadro 4 — Nucleos do Material S (continuagao).

S
5 Nucleo
O
&)
Y= w2+ 4x 4
65
5
4_
3
24
B(0, 0)
T T T T =
-5 1 2 3 cll é X
N~
<
Q
(2]
<
<
O
=
[92]

Sinal da funcao

* A funcdo é positiva, isto &, f(x) > 0, quando o grafico estiver acima do eixo Ox.
No caso da funcéo anterior, f(x) > 0, quando x < —4 ou quando x > 0.
* A funcdo é negativa, isto &, f(x) < 0, quando o grafico estiver abaixo do eixo Ox.

No caso da funcio anterior, f(x) < 0, quando —4 <x < 0.

Definimos desta forma:

* se x, < x,, entdo, flx,) <f(x,) e a funcdo é crescente;

* se x, < x,, entdo, f(x,) > f(x,) e a funcéo é decrescente.

Exemplo:

f(x) = x% a funcdo é decrescente no intervalo ]—eo, 0] e crescente no intervalo ]0, +oef

S.TC.050.047

Decrescente Crescente
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Quadro 4 — Nucleos do Material S (continuagao).

Nucleo

Cadigo

* Ponto de maximo: é o par ordenado (x, y), no qual a ordenada (y) € méaxima.
* Ponto de minimo: é o par ordenado (x, y), no qual a ordenada (y) € minima.
Exemplo:

f(x) = sen x — ponto de maximo = (%, 1); ponto de minimo = (— %J — 1)

S.TC.051.047

Reunindo todas essas informacdes no gréfico, temos:

Y Méximo
At / -
i
3 i
Méximo :
2_
\I _____________ - 3 -'I- E
Raiz ! 1 ! /Haiz 28
+ Raiz : £
o \ LV TN : =
i T T T T T T
< -4 -3 -2\ -1 0 1 2 3 z&f x
g e | :
0 i
I: Minimo ~2 —
n Cl.oe ¢ | Db
| [ [
- Dominio .

Legenda:
C: intervalo da fungdo é crescente.
D: intervalo da funcdo é decrescente.

Observamos que, mesmo sem conhecer a lei da funcio, de posse do gréfico desta, podemos obter todas

essas informacoes.
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Quadro 4 — Nucleos do Material S (continuagao).

Nucleo

Cadigo

Veja, a seguir, exemplos de como utilizar conhecimentos de analise gréfica para construir gréficos.
* f: D > Z, dada por f(x) = 3x, cujo D = {-2, —1,0, 1, 2, 3}
Sabendo que o conjunto D é o dominio dafuncdo, representado sempre no eixo Ox, podemos montar

a tabela e o grafico seguintes:

Y
104
I S — "
2 3:-(-2)=—6 o |
= 2 - Le
-1 3-(-1)=-3 2] P
31---eD 1
0 3-0=0 of 1
He 0
— ! 3-1=3 -2 —1:—;- 1 2 3 4 X
3 2 3-2-6 L Be-3]
3 LT3
o ! — 5
8 3 3:3=9 Ap_____p]lIm=1-6-3,03869
L
n

O dominio é composto exclusivamente pelos nimeros indicados no eixo Ox e, por essa razdo, ndo deve-
mos ligar os pontos formados pelos pares ordenados indicados no grafico, que, no caso, sdo seis no total.
O conjunto Z representa o contradominio da funcao.

Essa funcdo pode ser representada pelo seguinte diagrama:

* R = R, dada porf(x) = 3x

_____________ F
i
E |
— o
o b
o P
< ! !
Lo t t |
e 2 3 4 X
L
wn
Im =R

Observacdo: como o dominio pertence aos reais, devemos ligar os pontos através de uma reta e todo
e qualguer ponto dela correspondera a um par ordenado que atendera a funcdo, sendo impossivel

representar todos eles no grafico, pois sdo infinitos pontos.
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Quadro 4 — Nucleos do Material S (continuagao).

S
5 Nucleo
O
©)
* . R = R, dada por f(x) = 2*
A partir da lei de formacdo da funcdo e de alguns elementos do dominio, chegamos as respectivas
imagens e, consequentemente, aos pares ordenados que nos permitirdo definir o tracado do grafico
que expressa a fungao.
) 1
3 -2 22=—
Lo
3 1
. _‘I 2—1 = —
T 2
@ 0 »=
1 21=2
2 22=4
Como ja comentado anteriormente, quanto maior for a quantidade de pares ordenados que satisfazem
a funcdo marcados no plano cartesiano, maior sera a precisdo no tracado da curva da funcao.
(9N
Lo
8 Existem diversos tipos de gréfico, cada qual aplicavel a uma determinada situacdo, sendo os mais comuns
D] os graficos de linhas, colunas ou barras e de setores, a sequir exemplificados.
Q
wn

N

Lo

(=] ;e . . A .

| Grafico de linhas: ideal para mostrar tendéncias
o

O

(9]

™

Lo

g O gréfico de colunas (também conhecido como gréfico de barras) é ideal para a comparagao visual de
& | valores entre categorias ou periodos.

)

wn

S.C.059.053

Grafico de setores: ideal para mostrar proporcoes de um todo
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Quadro 4 — Nucleos do Material S (continuagéo).

Cadigo

Nucleo

Se f(—x) = f(x), para todo x pertencente ao dominio, entdo a fungdo tem seu grafico simétrico em

relacdo ao eixo y.

flx) = x
Y
8_
o ] ElF
({e]
S 6- 2 | 4
3
3 7 -1 1
(@] 4
(o 0 0
%) 3
24 1 1
14 2 4
T T T T T T T T
-4 -3-2-19 1 2 3 4«x
Usando a definicdo de fungdo par:
fl—2)=12)=4
f{=1)=11)=1
Se f(—x) = — f(x), para todo x pertencente ao dominio, entdo a funcdo tem seu grafico simétrico em
relagdo a origem.
fix) = 2x
0 Y
3
2 T B
o 39 |
O 2o | il
— b
o /0 -1 -2
T T T T i : T T 0 0
-4 -3-2-17| 1 2 3 4 x
i ! 1 2
1 2_
1/ -3 2 4
1 o
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Quadro 4 — Nucleos do Material S (continuagéo).

Cadigo

Nucleo

S.TH.062.069

Observacao: existem fungdes que ndo possuem paridade; isto é, ndo sdo pares nem impares. Seu gra-

fico ndo guarda simetria em relacdo ao eixo Oy ou relagdo a origem.

Exemplo:
flx) = 2x + 1
y=2x+1
G4
5
E EEa
4l y
| —2 | -3
3 D
2 —1 | -1
T T T T T 0 1
2 3 4 5 6 x
1 3
2 5

Como f(—1) # f(1), a fungdo ndo é par.

MNa tabela: f(—1) = —1ef(1) =3

S.TH.063.073

Por definicdo, translagdo é a transformagdo por meio da qual todos os pontos de uma curva ou figura
se deslocam individualmente no mesmo sentido, na mesma direcio e com a mesma distancia. Essa direcao
pode ser vertical, horizontal ou ambas, simultaneamente.

v
f | 12 unidades

7 T T
1 I O O N o . B (18] 10)

1 506, )

8+ — =

2 2 unidades 2

D,(18, &)
ol I 1861 C(22,6)
5_
Dw///

24 - .

' Al4)2) E@8 2)

0

T T 0 T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
=2-1,1"12 345678 9101M1218141516171819202122232425 | *

S.T.064.073

A translacdo de uma funcao f(x) é expressa, matematicamente, por outra funcéo, cujo gréfico no plano
cartesiano possui dimensoes e forma idénticas ao da funcdo que foi transladada.
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Quadro 4 — Nucleos do Material S (continuagao).

Cadigo

Nucleo

S.TH.065.073

Observe no gréfico acima que os pares ordenados da figura 1 (composta pelos pontos A, B, C, D e E) desloca-
ram-se, em um processo de translagéo, compondo a figura 2 (composta pelos pontos A, B, C,, D, e E)), seguin-
do direcdes paralelas (retas em verde) aos eixos cartesianos. Cada par ordenado foi deslocado 12 unidades na
direcdo Ox e 2 unidades na direcdo Oy, mantendo a figura o seu formato primitivo, sem sofrer nenhuma rotacio.

S.TC.066.073

Quando somamos uma constante k ao valor de uma funcdo, o gréafico da funcdo resultante f(x) + k fica
deslocado k unidades em relacdo ao original, em direc3o paralela ao eixo Oy, para cima quando k > 0 e para
baixo quando k < 0.

Ja quando essa adic3o é feita sobre variavel, o deslocamento do gréfico original ocorre em direcéo pa-
ralela ao eixo Ox, para a direita quando k < 0 e para a esquerda quando k > 0, gerando o gréfico de f(x + k).

S.H.067.073

Exemplo 1:
Considere a funcdo f(x) = x% f: R — R. Adicionando £2 a f(x), obtemos as funcdes f,(x) = x¥* + 2 e
fx) = x* — 2. Veja a tabela e o gréfico abaixo:

fod 45 [V
— 32 — 2 l' . B
fb)=x*+2 f(x) = x AN
) y —
X y X y X y A N
2 6 | -2 a4 | 2 2 G ExE2\ T
A 2
-1 3 -1 1 -1 —1 N 1
0 2 0 0 0 -2
1 3 1 1 1 —1 4 -8 -2 51 0 %
\\—1—
2 6 2 4 2 2 "

S.H.068.074

Observando os pares ordenados das novas funcdes, constatamos que, ao adicionar ou subtrair 2 uni-
dades a funcao f(x?), a translacdo ocorre apenas em direcdo paralela ao eixo Oy (para cima ou para baixo),
ficando as ordenadas das novas curvas, em relagdo as primitivas, acrescidas de 2 unidades, como € o caso
da funcéo f(x) = x® + 2 (em verde), ou diminuidas de 2 unidades, no caso da funcéo f(x) = x> — 2 (em azul).
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Quadro 4 — Nucleos do Material S (continuagao).

S
5 Nucleo
O
@)
Exemplo 2:
Adicionando, agora, 32 a variadvel da funcdo (e ndo mais a propria fungdo), obtemos duas outras funcdes)
f,) = (x + 22 ef,(x) = (x — 2% cujos graficos estdo representados a seguir:
fl0) =tk + 217 |flxd =4 ik =[x o 272
< | N
A 0 = o+ o {00 = b= 27 /
o I
% o y o y o y .
)
Q -2 0 -2 4 -2 16 !
- 1 1 1 1 1 '
n - B - A
0 0 0 0 /
+
1 1 1 1 1
2 16 2 4 2 0 T T T
% ) 6 x
Observamos que, nesse caso, as translacdes ocorrem em direcdo paralela ao eixo Ox (para a direita
<t |ou para a esquerda), ficando as abscissas das novas curvas, em relacdo as primitivas, diminuidas de 2
c';\) unidades, no caso da fungéo f(x) = (x + 2)2 (em verde) ou aumentadas de 2 unidades, no caso da funcdo
— (x — 7)2
E f,(x) = (x — 2)2 (em azul).
Q As translacoes podem ser unilaterais, quando o deslocamento se da em direcdo paralela aos eixos x ou
E y (translacdes horizontais ou verticais), como s&o os dois casos anteriores, ou bilaterais, quando ocorrem as
) |duas situagdes de forma simultanea.
O conceito apresentado é vélido para todas as operacdes envolvendo translacio de fungdes.

Exemplo:
Considere a funcio f(x) representada abaixo, tal que : R = R.
v
& —
3 —
Lo
~
e 27
i
N~
i~ -
o
wn
T T ] ] T ] T
o 1 2 3 4 5 6 "

D(f): [0, 4]
Im(f): [0, 2]
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>
5 Nucleo
Ne
O
Fazendo y = f(x £ k) e tomando k = 2, temos:
oy =flx +2)
¥
4
3_
2
'|_
IR A R B
—1
o)
S
&i D(f): [-2, 2]
o Im(f): [0, 2]
L — ffy —
o\ cy=1flx—-2
¥
3 -
2 —
1 —_
T S
D(f): [2, &]
Im(f): [0, 2]

S.TH.073.075

Nesse caso de translacdo horizontal, o deslocamento ocorre apenas para a direita ou esquerda (direcao

paralela ao eixo Ox), isto &, somente mudam os elementos do dominio; a imagem nio muda.

Resumindo, podemos dizer que, adicionando uma constante positiva k a varidvel x, o gréfico da fungéo

sofrerd um deslocamento de k unidades para a esquerda, ao passo que, se a constante for negativa, havera

um deslocamento de k unidades para a direita.
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Quadro 4 — Nucleos do Material S (continuagéo).

S
5 Nucleo
O
©)
O gréfico abaixo ilustra os trés casos:y = f(x), y = f(x + 2) ey = f(x — 2).
¥
3 —
"(,\’ -2 y=[fld 22
— 2% .
e y=fix+2 ,« . h ! “y=fx—2)
j:. ’I B \\ ,I .\‘
(9] " - s b3
‘P \\“I, \\..
T T T T T T T T T
-2 - 0 2 3 4 5 8 7 X
_‘l —
Fazendo y = f(x) + k e tomando k = 1, temos:
oy =f(x)+ 1
Vi
4
el
2]
T4
X
© 210 1 2 3 4 5 6 T
N~
Q —H
Lo
~
o
L oy=f 1
- = f(x) -
> y = )
¥i
3
9 |
1
A X
—'2—'10/ 2 N 5 6 71
— 14
—2
S Nos casos de translacdo vertical, apenas existe o deslocamento paralelo ao eixo Oy; isto &, somente mu-
Q| dam os elementos da imagem e o dominio néo é alterado.
'C\> Resumindo, podemos dizer que, somando uma constante positiva k (k > 0) ao valor de uma funcio, seu
T gréfico sofrerd um deslocamento de k unidades para cima. Ao contréario, se a constante k for negativa (k <0),
= | haverd um deslocamento de k unidades para baixo.
wn
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Quadro 4 — Nucleos do Material S (continuagao).

Cadigo

Nucleo

A figura abaixo apresenta as trés situacoes:y = f(x), y = f(x) + 1, ey =f(x) — 1. No caso, k= 1.

1
= flx) 1
3{
= A
o 24 " \K
- Al
N~ e .
~ 14 - ‘e
pt N = fix)
I -'1 5 Yy X
) 5t A T
& 2 10,1 2 3+ 4 5 6
,
—1 oy = flw =1 s
_2_
N~ - . - . -
~ Quando ocorre a reflexdo de uma figura em relacdo a uma reta (chamada de eixo de reflexdo), cada um
oo |de seus pontos e os seus correspondentes da figura refletida pertencem a uma mesma reta, perpendicular
5 |ao eixo de reflexio, e sdo equidistantes em relagéo ao eixo.
=
wn

S.TH.079.077

\ 7 Figura

4 origiriat

FiguralA |+*

tReftetida)
N

> -

P P e B e - PR PO B
—10—9 =8 =7 =6 =5 44 =3 =2 1 1
=1
Lo
=3

A ilustracdo acima nos mostra o principio basico desse tipo de transformacao, na qual a figura original &
refletida em relacdo ao eixo Oy (figura A) e em relacdo ao eixo Ox (figura B). Em ambos os casos, as figuras
refletidas sdo simétricas as originais, tendo sido espelhadas em relacdo a um dos eixos cartesianos. Perceba
que os olhos dos peixes se rebatem em torno dos eixos de rotacdo, Ox e Oy, mantendo-se numa mesma
ordenada (verde) ou abscissa (vermelha).

No estudo de funcdes, esse tipo de movimentacdo ocorre com as mudancas de sinal, havendo reflexdo
em relagéo ao eixo Oy quando a troca é no sinal da variavel e em relacdo ao eixo Ox quando o sinal trocado

& o da prépria funcéo.
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Quadro 4 — Nucleos do Material S (continuagéo).

S
5 Nucleo
O
@)
* A funcdo f(—x) é a reflexdo da funcdo f(x) em relacdo ao eixo Oy.
Vi
~ 3
N~
—
o 2
(oo}
e
I 14
=
(9] X
4 3 2 1o {1 2 3 1
_'I —
* Afuncido —f(x) é a reflexdo da funcio f(x) em relacdo ao eixo Ox.
Vi
3 -
[e0] 2
~
o
— 1
e
o %
I T D | | | | | g
~ —1 1 2 3 4 5 6
%) ]
—74
_3—
e o]
S
g Nos dois casos apresentados, os gréficos sdo simétricos ao de f(x) em relacdo aos eixos Oy e Ox (respec-
O | tivamente).
L
wn
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Cadigo

Nucleo

A figura abaixo ilustra as trés situagdes: a funcdo original, y = f(x), e as suas reflexdes,y = f(-x) ey

—f(x).

Y
3
Iy
e 0] L) 2_>
N~ 1’ N
o y =[x |, AN * y = fix)
orj ’I \\ 1+
8 f’ ‘\ *
- f- T T T o~ T T T o &’1
T -4 43 -2 .1 2 3.3 "s¥% 6
U) =1 \\\ '»,
~ ’ ”
~ |7 = —ffix)
=9 » Y §
=3

aformay = —f(—x).

S.T.084.078

Tal como as translacdes, as reflexdes podem ocorrer de forma simultdnea quando a funco refletida tem

y =fixtk)

y =f{x)+k T l
y=—fx) (_\'

y =f{—x) :)

S.A.085.078

O gquadro abaixo esquematiza as movimentacdes causadas pelas reflexdes:

Translacdo horizontal de k unidades na
direcdo do eixo x (para a esquerda e para
a direita)

Translacao vertical de k unidades na

direcdo do eixo y (para cima e para baixo)

Reflexdo em relacdo ao eixo x

Reflexdo em relacdo ao eixo y
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Analisando os gréficos das duas funcdes, concluimos que, no caso da fungdo exponencial em questao,
quando a multiplicamos por um ndmero real k, a imagem ndo muda, apenas os elementos dela ficam multi-

>
5 Nucleo
O
@)
¥
6_
5_
4_
3_
2
N
(o0}
S ;
©
0 —//
o_ T T T T T T T T bl
T 5 d4 43 2 41 9 1 2 3 x
% .

plicados por esse numero. A imagem continua sendo R*.

No caso da curva f(x) = 2 - 2, ela ndo mantém a mesma forma da funcio f(x) = 2%, nem mesmo os valores

dey, j& que se deforma, aproximando-se do eixo Oy (curva verde).

S.H.087.082

Vejamos o que ocorre na funcio f(x) = sen(x):

Y
2.5
5 fix) = 2senix)
1.5
1 flx) = senfx)
0,5
T T T T T it
_n o & on 3n 2 Br 3w
2 2 2 2
-0,
— r5 —
—5 -

Observa-se que o dominio se mantém inalterado nas duas funcdes, variando somente a imagem.

f(x) = sen(x) = Im =[-1, 1]
flx) =2 sen(x)=Im =[-2, 2]
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Quadro 4 — Nucleos do Material S (continuagao).

S
5 Nucleo
Q
©]
¢ Definicao de funcao polinomial do 12 grau ou funcao afim
< E toda funcio f: R — R cuja lei de formacio tem a forma:
o
Q
)
8 fix) =ax+b,coma#0
O
=
N » Asletras a e b representam nimeros reais e s3o chamadas coeficientes.
* Aletra x € a varidvel independente da funcao.
A funcdo definida é chamada do 12 grau porque o expoente da incognita é igual a 1, isto &, x = x'.
< o Definicao de funcao linear
3 o
2 E uma funcao afim na qual o coeficiente linear b é nulo. Assim:
S
=
n
f(x) = ax, coma # 0
A funcio linear esta diretamente ligada ao conceito de proporcionalidade.
Dizemos que duas grandezas x e y sdo proporcionais, quando:
g -
o Y (constante real ndo nula)
= X
o
<
=
%) ’ - - 1
Observe que poderiamos descrever a relacdo na forma de funcao linear:
y = kx
Exemplo 1:
10 Considere o raio r de uma circunferéncia e o comprimento C de tal circunferéncia.
S| O comprimento da circunferéncia é proporcional 8 medida do seu raio?
o
= C_2
: r
T — = = 21 (constante)
%) r r

Portanto, r e C sdo diretamente proporcionais.
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Quadro 4 — Nucleos do Material S (continuagao).

S
5 Nucleo
©
O
Exemplo 2:
0 Considere um cubo de aresta a. O seu volume é V = a°.
N O volume do cubo é proporcional 2 medida da sua aresta?
j;j Vv a’ 2 oo
5 —_—= = a“ (ndo é constante)
a a
Portanto, a e V ndo sado diretamente proporcionais.
©
bord
g Vale observar que, quando a aresta a aumenta, o volume Vtambém aumenta. Mas isso ndo quer dizer que
S |as grandezas s&o diretamente proporcionais.
T
n

g Para identificarmos se duas grandezas sio diretamente proporcionais, podemos utilizar o seguin-
Q| tecritério:
-
=4 Seja y = f(x) uma funcéo crescente. Se multiplicarmos x por um valor real qualquer, y também sera
| multiplicado por esse mesmo valor.
n Matematicamente: f(kx) = k - f(x), em que k € um nimero real.
¢ Definicdo de funcio constante

Antes de definir esse tipo de fungdo, é importante ressaltar que ela ndo é uma funcdo do 12 grau. Essa
(o] . . . - . .
8 funcdo aparece quando a = 0, o que n3o é permitida por defini¢do na fungdo polinomial do 12 grau.
w0 Funcdes constantes sdo aquelas com leis de formacao da forma:
(o2}
<
=
n f(x) = b, em que b € um nimero real.

Observe que, para qualguer valor de x, teremos como imagem o valor b.
O
(o2}
Q
S| A taxa de variacdo de uma funcio afim é o valor do coeficiente a da funcio.
o
O
(9]

S.H.097.097

Se y = ax + b, entdo a taxa de variacdo representa quanto y aumenta (ou diminui) &8 medida que x
aumenta uma unidade.
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Quadro 4 — Nucleos do Material S (continuagao).

S
5 Nucleo
O
©]
O gréfico da funcéo polinomial do 12 grau é uma reta. Para demonstrar que essa afirmacio é verdadeira,
observe inicialmente que:
Sex=0,entdaof(0)=a-0+b=>b.
O gréfico de fix) passa por (0, b).
Além disso, escolheremos no plano cartesiano um ponto genérico de coordenadas (x, ax + b) que certa-
mente pertence ao grafico da nossa fungo. Assim, temos:
v
(2}
o
—
Q
8 (0, ax + bl
I
=
- (x0) X
Vamos considerar que os eixos foram construidos na mesma unidade de medida. Assim:
+b)-b .
ig A= £ = u =2 3 (constante), ou seja, tg A=a
AC X X
O angulo é sempre o mesmo, independente do valor de x. Portanto, o grafico da fun¢éo polinomial do
12 grau s6 pode ser uma reta.
9 - X X . - - . -
4 Nas fungdes y = 3 V=TT + 20, obtidas na segdo Para comecgar, os coeficientes lineares sao,
o
8 respectivamente, 0 e 20.
®) Esses valores sdo as ordenadas dos pontos de intersecio da reta com o eixo y e representam o ponto de
T | partida de cada um dos personagens no problema.
wn

S.HC.100.110

De modo geral, dada uma fungdo f(x) = ax + b, diremos que o coeficiente linear é o valor da ordenada
quando a abscissa do ponto € nula, ou seja, quando x = 0. Assim:

x=0=f0=a-0+b=1f0)=b

Portanto, o coeficiente b da funcio f(x) = ax + b é denominado coeficiente linear.
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Quadro 4 — Nucleos do Material S (continuagao).

Cadigo

Nucleo

S.HC.101.110

~ X . « y «
Nas fungdes y=— e y = 7 + 20, obtidas na secdo Para comecar, os coeficientes angulares séo,

. 1 1
respectivamente, — e —.
3 4
Esses valores correspondem a taxa de variacdo obtida para cada uma das funcdes polinomiais do 12 grau.
No maédulo anterior, definimos a taxa de variacdo como sendo o coeficiente a. Graficamente, podemos verifi-
car que, dada uma funcdo polinomial do 12 grau crescente, quando aumentamos o valor de x em 1 unidade,

y aumenta a unidades. Observe:

wx

S.C.102.110

Vale ressaltar que utilizamos o termo taxa de variacao e coeficiente angular como sinénimos.

S.H.103.111

Para determinar tal coeficiente, podemos proceder da seguinte maneira:

Considere os pontos A(x_y, ) e B(x,,y,) sobre o gréfico da funcéo f(x) = ax + b, como segue:

Vi
¥g -
Ya
pd .
e *
Assim:
y,=ax +b
. = ax +b=>yb—ya=(axb+b)—(axa+b)=>
b b

:)yb—ya=axb+b—axa—b=>
:}yb—ya=a(xb—xa):>
= Ay = aAx

'_az_yztgu

X
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Quadro 4 — Nucleos do Material S (continuagao).
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O

@)

—

—

;_! O coeficiente angular da funcéo f(x) = ax + b é o valor da tangente do angulo que a reta forma com o
S semieixo positivo horizontal.

O

w

S.TC.105.111

¢ Zeroda funcao

E o valor de x para qual a imagem da funcdo € igual a zero. Para determinar esse valor, faremos:

fl =0=ax+b=0=ax=-b=x= _b (raiz ou zero da funcao).
a
i . . - . . . b
No gréfico, dizemos que a intersecdo da reta com o eixo horizontal é o ponto 7 0]. Observe:
YA
(0, b)
b
(_? V
/-" :

S.HC.106.112

Vamos escolher alguns valores para a varidvel x, sempre aumentando tais valores, e analisar o que ocorre
com a variavel y, nas funcdes trabalhadas nesse madulo:

y= % — Taxa de variacdo positiva: il

A medida que x aumenta, y também aumenta. A funcdo é crescente.

Observando o grafico dessa funcio, nota-se que o grafico é crescente.

y (km) g
60

50
404
30

] o

T T T T T T T -
0 10 20 30 40 50 B0 70 B0 ximinutos)
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Quadro 4 — Nucleos do Material S (continuagao).

S
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NS
o
X I . 1
y="7 + 20 — Taxa de variagdo negativa: T

Bl : =« o 4+ s

2 21| 20 19 18
N A medida que x aumenta, y diminui. A funcio é decrescente.
H 'y Ll P -
- Observando o gréfico dessa funcéo, nota-se que o gréfico € decrescente.
= y (km)
O _
T 60
2] 50

40 -

30 4

26
10
O] 10 20 30 40 50 60 70 80 ~ x(minutos)

S.T.108.113

De modo geral, seja f uma funcio do 12 grau com lei de formagdo f(x) = ax + b. Teremos:

*Caso1:a>0

Escolhendo dois valores para a variavel x, tais que x, < x,, implica que ax, < ax, e, consequentemente,
ax,+b <ax, +b.

Resumindo: x, < x, = fix) <f(x)

Conclusédo: a > 0 = f é crescente.

* Caso 2:a<0

Escolhendo dois valores para a variavel x, tais que x, < x,, implica que ax, > ax, e, consequentemente,
ax, + b >ax, + b.

Resumindo: x, < x, = flx,) > f(x,)

Conclusdo: a <0 = f é decrescente.
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Quadro 4 — Nucleos do Material S (concluséo).

Nucleo

Cadigo

Para estudar o sinal da fun¢do polinomial do 12 grau, utilizaremos os conhecimentos de zero da funcéo
e de crescimento. Nosso objetivo aqui € simplesmente verificar para que valores de x uma dada funco é
positiva ou negativa.

Exemplos:

* Para y = %, temos:

* Para y = —% + 20, temos:

] x
S 4 +20>0
X -
8 8\—4—— 20<0 x
~1
L
n De modo geral, sendo f(x) = ax + b uma funcao do 12 grau:
® Paraa>0:
Ao
fi) < 0 b X
“a
® Paraa <0:

f&

b fix) <0 x
a

/i

4.3.1.1 Os nucleos tedricos

Os nucleos tedricos sdo responsaveis por conceituar objetos matematicos se
apropriando de algumas defini¢es previamente introduzidas ao leitor ou ndo. Analisando a
obra em questdo, de forma bem menos frequente classificamos um ndcleo como puramente
teorico, pelo motivo de que em muitos casos a apresentagdo de uma nova notacdo ou
nomenclatura para diferenciar o objeto mais recentemente exibido daqueles encontrados em

outro periodo se faz necessaria. De modo mais expressivo, o0 quantitativo de nucleos teorico-
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comunicativos supera em 140% o namero total daqueles cujo aspecto é puramente tedrico ou
tedrico-heuristico.

Por este motivo, é massivamente utilizada a linguagem relativa nestes nucleos, uma
vez que ha correlacdo entre os objetos mostrados em cada conceito sem subjetividades, como
em S.T.030.028, ao mesmo tempo em que atua significativamente no condicionamento
conceitual da obra, porque um nucleo tedrico sozinho ou associado a outro aspecto, quando
ndo entendido, impacta negativamente no entendimento de outro(s) nucleo(s) dependente(s),
por exemplo, um algoritmico ou heuristico. E possivel, entdo, visualizar que o nucleo
S.T.041.036 possibilita a real associagdo com o 0s nucleos S.H.042.037 e S.H.043.037.

No total, foram encontrados quarenta e quatro ndcleos com aspecto teodrico, donde dez
sdo puramente tedricos, dez sdo tedrico-heuristicos e 0s outros vinte e quatro sdo teorico-

comunicativos.

4.3.1.2 Os nucleos algoritmicos

Os ndcleos algoritmicos sdo tais que descrevem 0s procedimentos necessarios para a
concluséo de um assunto anteriormente abordado, somente interessado em exibir 0 processo,
ndo necessariamente inferindo qualquer reflexdo acerca do que estd sendo realizado. Desta
maneira, o uso da linguagem exemplar em ndcleos deste modelo é notdrio, inclusive devido a
utilizacdo de verbos descritivos e procedimentais, visivel em S.A.014.025.

No que diz respeito ao condicionamento conceitual, & sempre empregado no fim das
ramificacOes, por seu carater mais operacional que reflexivo, conforme os ndcleos
S.TH.073.075, S.TH.076.076, S.TH.080.077 e S.TH.081.078 implicam na construcao
realizada pelo nucleo algoritmico S.A.085.078. No total, foram encontrados trés ndcleos com

aspecto algoritmico, sendo nenhum deles reconhecido como um nucleo-conjunto.

4.3.1.3 Os nucleos heuristicos

Os nacleos heuristicos vdo além do que propGem o0s ndcleos algoritmicos,

aprimorando o estudo com a adicdo de iniciativas reflexivas, isto €, apresentam indicios de
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associagdes entre objetos de maneira ndo tdo explicita a fim de que o proprio leitor questione
a veracidade de uma possivel propriedade. E vélido ressaltar que neste material, segundo as
nossas classificacfes, a quantidade de nucleos heuristicos é igual a 18 vezes o quantitativo de
nucleos algoritmicos.

Sendo assim, em muitos casos a linguagem exemplar se faz presente, como em
S.H.042.037, em outra porcdo é a vez da linguagem relativa — S.H.093.096 — e em outros
casos, a linguagem funcional, bem exemplificado por S.H.083.078. Os nucleos heuristicos
tém expressiva importancia no condicionamento conceitual do livro, pois possibilitam a
construcdo de outro nucleo, como quando S.H.103.111 implica diretamente no ndcleo
comunicativo S.C.104.111, ou completam um nlcleo de aspecto mais teodrico, bem
exemplificado em S.TC.036.035 seguido por S.H.037.035.

No total, foram encontrados cinquenta e quatro nicleos com aspecto heuristico, dos
quais trinta e trés sdo puramente heuristicos, dez sdo tedrico-heuristicos, cinco sdo heuristico-

restritivos e seis sdo heuristico-comunicativo.

4.3.1.4 Os nucleos restritivos

Os nucleos restritivos limitam o que pode e 0 que ndo pode ser aplicado em diferentes
objetos matematicos. Apresentam linguagem funcional, como a empregada em S.R.094.096, e
sempre sdo consequentemente observados apds um nucleo teérico, comunicativo ou teorico-
comunicativo, visto, por exemplo, quando o nucleo S.C.023.027 reflete no estudo dos nlcleos
S.R.024.027, S.HR.026.028, S.HR.027.028, S.HR.028.028 ¢ S.HR.029.028.

No total, foram encontrados oito nucleos com aspecto restritivo, dos quais trés sdo

puramente restritivos e 0s outros cinco sdo heuristico-restritivos.

4.3.1.5 Os nucleos comunicativos

Os nuacleos comunicativos tém por objetivo apresentar nomenclaturas aos objetos
novos e notacBes utilizadas a partir daquele instante pelos itens em questdo. Logo, é valido

destacar a facilidade com que um nucleo comunicativo participa de nucleos-conjuntos com
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quaisquer outros aspectos, mais frequentemente em unido aos nucleos tedricos, superando em
60% a quantidade de nucleos puramente comunicativos nesta obra.

Utilizando-se da linguagem relativa, como, por exemplo, em S.C.044.045, e da
linguagem funcional, principalmente quando em um nucleo tedrico-comunicativo — vide
S.TC.061.068 —, os nucleos desempenham um relevante papel ao longo de todo
condicionamento conceitual iniciando uma observacdo, conforme visualizado na secdo
4.3.1.4, intermediando ou até concluindo.

No total, foram encontrados quarenta e cinco nucleos com aspecto comunicativo, dos
quais quinze sdo puramente comunicativos, vinte e quatro sdo tedrico-comunicativos e seis

sao heuristico-comunicativos.
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CONSIDERACOES FINAIS

NOs, neste trabalho, concentramos nossos esforcos na andlise textual de Dormolen
(1986), tal qual baseada na andlise de conteldo de Bardin (1977), para avaliar como dois
materiais de ensino — um livro do PNLD e um de um sistema de ensino — com publico-alvo e
objetivos ndo necessariamente iguais entre eles — apresentam o estudo de funcGes e, mais
especificamente, de fungdes polinomiais do primeiro grau.

A andlise textual é fundamentada nos nicleos — elementos de um texto em que se
adquire algum conhecimento — e suas classificagdes, escolhidas dentre tedrico, algoritmico,
heuristico, restritivo e comunicativo, podendo obter mais de uma denominacédo, sendo, por
sua vez, definido como um nucleo-conjunto. Finda a parte classificatéria dos nucleos,
verificamos as linguagens utilizadas, sendo possiveis os titulos de exemplar, relativa e
funcional, e o condicionamento conceitual, que é o sequenciamento de ndcleos e o impacto
positivo ou negativo gerado por eles no desenvolvimento tedrico do leitor.

Em relacdo ao Material P, dos 95 ndcleos encontrados e humericamente descritos no
quadro 1, podemos destacar que: i) 30 nucleos séo tedricos, dentre os quais 23 sdo teorico-
comunicativos, mostrando que em poucas vezes um novo conceito ndo é separado dos demais
por uma nova nomeacdo ou simbologia; ii) 8 nucleos algoritmicos em comparacdo aos 46
heuristicos significa para nos o destaque ao raciocinio lo6gico e a constru¢do do pensamento,
apesar da necessidade em alguns casos do procedimento mecanico; iii) a maior quantidade de
nacleos esta classificada como heuristico, talvez representando que os autores priorizam o
desenvolvimento do assunto pelo proprio estudante e das ligacGes feitas previamente.

Observando o Material S, de todos os 109 nucleos categorizados no quadro 3,
podemos evidenciar que: i) dos 44 ndcleos tedricos, 24 sdo tedrico-comunicativos, permitindo
que em quase metade das vezes um novo elemento tedrico surja sem necessariamente uma
nova representacdo; ii) 54 nucleos, aproximadamente 50% do total, s&o heuristicos enquanto
apenas 3 sdo algoritmicos, potencializando o pensamento critico do estudante pelas conexdes
anteriores e formando futuras propriedades; iii) ha 8 ndcleos restritivos, onde mais da metade
se encontra sequenciado no texto.

Em ambas as obras foi possivel verificar o uso apropriado das linguagens, adequando-
as para cada classificacdo e, ndo obstante, ao interesse especifico daquele instante. Por

exemplo, a alternéncia entre as linguagens relativas e funcionais quando as funcfes eram
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representadas por seu modelo analitico ou por diagramas torna contundente a exploracdo das
inimeras representacdes das funcdes, conforme exigido nos PCN.

Ja na ordem de apresentacdo dos nucleos mostrada nas figuras 13 e 20, € nitida a
diferenca entre os dois materiais, visto que o Material P organiza seus ndcleos em espécies de
blocos, possivelmente descrevendo etapas de um processo a ser realizado néo
instantaneamente, enquanto o Material S costuma realizar quebras nestas sequéncias com uma
frequéncia muito superior, talvez explicitando uma vontade de construir todos os objetos de
modo mais veloz.

Vale ressaltar, no entanto, que o condicionamento conceitual pode ndo ser
comprometido, mesmo que o modelo organizacional dos nucleos ndo esteja preocupado em
agrupar nucleos com classificacGes proximas, visto que a caracterizacdo de um nucleo, como
discutido nos capitulos anteriores, varia de acordo com o analista e suas experiéncias pessoais.
Logo, se as classificacbes podem ser alteradas de analista para analista, ndo ha como
determinar o funcionamento do condicionamento conceitual pelo agrupamento ou ndo dos
nucleos que possuem denominacdes distintas.

Na parte histdrica do desenvolvimento do conceito de funcéo, entendendo que o grupo
editorial de cada um impBe determinadas limitacbes quanto ao nimero de paginas, dentre
outros itens, o livro do PNLD ainda reserva parte de uma pégina para tentar ilustrar o contexto
brevemente, enquanto o material do sistema de ensino ndo se preocupa nem em citar quando
foi formada a definicdo utilizada por eles e sequer quem a escreveu.

Segundo Sierpinska (1992), é importante aos atos de entendimento que tenhamos a
identificacdo de um objeto em meio a outros, a discriminacdo entre dois objetos, a
generalizacdo e a sintese, ndo esquecendo de que deve haver um momento para aplicar o
conhecimento. O Material P parece seguir 0s procedimentos como em uma receita de bolo por
todos os capitulos analisados, mantendo um equilibrio entre as partes. O Material S, contudo,
propicia em todos os mddulos analisados por nés um ambiente em que a generalizacdo e a
aplicacdo sdo demasiadamente exploradas, quando em compara¢do aos demais pontos de
observacao.

Apesar de verificarmos alguns erros conceituais no material do sistema de ensino, o
que ndo aconteceu no livro do PNLD, entendemos que a participagdo ativa do professor é
suficiente para que ndo haja deficiéncias na construcdo do conceito de funcdo e,
particularmente, no conceito de fungdes afim, visto que a cooperacdo entre o material
utilizado e o docente que o utiliza é essencial para o desenvolvimento completo do grupo de

discentes que participa do processo educacional.
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Reforgando o rigor matematico exigido em publicacBes, inclusive as de cunho
educacional, porém sem desmerecer o material do sistema de ensino, listaremos na sequéncia
um conjunto de ndcleos encontrados do Material S que causaram algum tipo de
estranhamento em nds, seja por um erro, de fato, seja por um desconforto na leitura de uma
definigdo, por exemplo. O Unico interesse neste indice € a melhora do material em uma edicao
futura, caso seja um desejo dos autores.

No material didatico em questdo, apontamos: i) erro de notacdo nos nucleos
S.C.001.022, S.R.024.027, S.HR,026.028, S.HR.027.028, S.HR.028.028, S.HR.029.028 e
S.R.071.075; i) erro de defini¢do nos nucleos S.TC.004.023, S.TC.005.023, S.TC.032.035,
S.TC.038.036 e S.TC.051.047; iii) descricio confusa nos nucleos S.TC.012.025,
S.TC.022.027 e S.T.030.028; iv) erro na linguagem utilizada nos nucleos S.C.023.027,
S.H.069.074 e S.TH.079.077.

Sendo assim, pelos objetivos propostos por nos neste trabalho de utilizar a analise
textual de Dormolen (1986) ao estudo de funcBes no ensino médio em dois materiais com
propostas aparentemente diferentes, destacando os nucleos, classificando-os, avaliando as
linguagens e o condicionamento conceitual, permitindo as comparacdes entre as obras, nos
convencemos de termos alcancado aquilo que almejdvamos, deixando a possibilidade de
utilizacdo destas informacdes em trabalhos futuros cujos interesses sejam de enriquecer e

aprimorar o campo da Educacdo Matematica.
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