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RESUMO

Este trabalho apresenta-se como uma proposta de inser¢do do contetido equagfes diofantinas
lineares no Ensino Médio. Tamanha idealizacdo se justifica pelo fato desse tema modelar
diversas situagdes-problema do cotidiano do aluno, favorecendo o desenvolvimento do seu
raciocinio légico e oferecendo-lhe suporte e motivacdo para compreender melhor outros
assuntos associados, como os sistemas lineares. Observa-se o referido contetdo, quase que
com exclusividade, ser ministrado no Ensino Superior, normalmente na disciplina de Teoria
dos Numeros. Sabe-se, no entanto, que 0s conceitos que estruturam essa tematica pertencem
também ao Ensino Fundamental e sdo, portanto, de total acesso aos alunos do Ensino Médio.
O procedimento de aplicagdo do tema foi planejado de modo a néo coincidir com o modelo ao
qual o assunto €é visto na graduacédo, o que seria um despropdsito. Também foge da maneira
com as quais sdo abordadas as aulas no método tradicional de ensino e que os estudantes
envolvidos ja estdo acostumados. Toda a pratica foi desenvolvida a partir de dois momentos
com os alunos da Escola de Ensino Médio Francisco Moreira Filho, do municipio de
Tabuleiro do Norte — CE. O primeiro momento, a titulo de ensaio, reuniu alunos de diversas
turmas da escola. O segundo, por sua vez, ocorreu em uma mesma turma de 32 série. Nessa
oportunidade, as atividades transcorreram em dois dias letivos. No primeiro dia, foi entregue
aos alunos uma lista de atividades de conhecimentos prévios sobre o contelldo matematico
que seria abordado. Em seguida, passou-se a realizacdo propria do jogo, com a leitura e
discussdo das regras, a disputa entre duplas e por fim a apuragdo dos pontos do jogo,
elegendo-se a equipe camped. O segundo dia iniciou-se com uma nova lista, agora abordando
assuntos pertinentes ao jogo e ao ensino da Matematica. Por fim, foram trabalhados os topicos
matematicos relacionados a atividade ludica, culminando o processo com a apresentacdo das
equacdes diofantinas lineares e seu método de resolucdo. Nesta etapa da aula pdde-se verificar
nos alunos a compreensdo de conceitos como divisibilidade e maximo divisor comum,
resultando na aprendizagem da resolucéo das referidas equacdes. A analise dessa aula revelou
ainda o jogo como importante instrumento de ligagcdo entre o interesse dos alunos e o
conhecimento proposto. Desse modo, nota-se a real viabilidade da aplicacdo do contedo
equacdes diofantinas lineares a estudantes do Ensino Médio, tomando-se apenas o cuidado de
se evitar o rigor matematico e o excesso de formalismos.

Palavras-chave: Equagdes diofantinas Lineares. Ensino. Jogo no ensino de Matematica.



ABSTRACT

This work presents the proposal of inserting the content of linear diophantine equations in
high school. Such idealization is justified by the fact that this theme shapes several
problematic situations in the student's daily life, favoring the development of their logical
reasoning and providing them with support and motivation to better understand other
associated issues, such as linear systems. This content is observed, almost exclusively, to be
taught in higher education, usually in the discipline of number theory. It is known, however,
that the concepts that structure these themes also belong to elementary school and are
therefore of full access to high school students. The application procedure of the themes was
designed so as not to coincide with the model in which the content is seen in the
undergraduate course, which would be disproportionate. It also shuns the way teaching is
approached in the traditional method to which the students involved are already accustomed.
The whole practice was developed from two moments with high school students Francisco
Moreira Filho, in the city of Tabuleiro do Norte - CE. The first moment, as an essay, brought
together students from various classes of the school. The second, in turn, occurred in the same
class as the 3rd grade. At this time, the activities took place in two days. On the first day,
students received a list of prior knowledge activities on the mathematical content that would
be addressed. Then, the game itself was held, with the reading and discussion of the rules, the
dispute between pairs and finally the scoring of the points of the game, and the winning team
was elected. On the second day, a new list, now addressing issues regarding gaming and math
education. Finally, the mathematical topics related to the playful were worked, culminating
the process with the predefined linear Diophantine equations and their resolution method. At
this stage of the class it was possible to verify in the students the comprehension of concepts
such as divisibility and common divisor maximum, resulting in learning and solving the
referred equations. The analysis of this class also revealed the game as an important
instrument of connection between the student's interest and the proposed knowledge. Thus,
the real feasibility of applying the content of linear diophantine equations to high school
students is noted, taking care to avoid mathematical rigor and excessive formalism.

Keywords: Linear diophantine equations. Teaching. Math teaching game.
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1 INTRODUCAO

A vivéncia do professor em sala de aula ¢ normalmente marcada por inimeros
percalcos referentes as dificuldades dos alunos em assimilar certos conteudos. Em nossa
caminhada de alguns anos na educagdo basica ndo foi diferente, principalmente em se
tratando da disciplina de Matematica, objeto de aversdo para a maioria dos estudantes. Em
especial, um assunto se destacou nessa jornada: Sistemas Lineares. Verificamos nas turmas
em que o mesmo foi trabalhado, resultados insatisfatorios ao comparar-se a outros topicos até
mesmo dentro do d4mbito da propria Algebra. Sobre este importante campo da Matematica,
percebe-se, para os docentes, os obstaculos surgirem a partir das séries finais do Ensino
Fundamental, quando verificam as dificuldades dos educandos em resolver equacdes
relativamente simples ou em interpretar e expressar algebricamente situacdes-problema
(RIOS, 2013).

Ao escolher um tema para desenvolver nosso trabalho de conclusao de curso, veio-nos
em mente a oportunidade de encarar essa problematica encontrada em sala de aula.
Gostariamos também de promover nos alunos algo que facilitasse e motivasse a aprendizagem
do conteudo em questdo, mas de maneira diferenciada, ndo estritamente associada a nimeros
e operacoes.

Como proposta, a0 que acabamos de mencionar, descreveremos no decorrer do texto
um método que proporcione a insercao das equacdes diofantinas lineares no Ensino Médio.
Além de ser um contetdo que muito nos despertou a atencdo durante nosso curso de
graduacado, essa tematica revela sua importancia, segundo Oliveira (2006), por constituir uma
ferramenta que facilita a resolu¢do de situagdes-problema acessiveis a compreensdo do
estudante.

Entendemos das ideias elaboradas por esse autor que a resolucdo de problemas
vinculada ao cotidiano dos alunos, facilita a sua compreensao por se tratar de algo do qual
eles veem utilidade. Além disso, acrescentamos que o fato das equacdes diofantinas lineares
se definirem através dos niimeros inteiros se apresenta como outro fator positivo, pois sao
esses numeros com os quais os educandos estdo mais familiarizados.

Abordar esse assunto de maneira diferenciada nos exigiria programar metodologias
que fugissem do tradicionalismo ao qual os estudantes estdo acostumados. Essa sistematica de
ensino ndo surtiria o efeito desejado: a aprendizagem significativa. Foi, através de inimeras
pesquisas, no decorrer do planejamento desta dissertacdo, que optamos pelo uso do jogo

matematico como uma possivel ferramenta para atingir nosso objetivo. Vemos nesse
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instrumento pedagodgico um forte potencial para estimular o interesse dos alunos pelo
conteudo envolvido, facilitando-lhes a aprendizagem dos sistemas lineares e promovendo-lhes
ainda o desenvolvimento de seu raciocinio 16gico.

Levando-se em consideracdo o que acaba de ser exposto, iniciamos o primeiro
capitulo do presente trabalho a partir de um levantamento bibliografico. Nele apresentaremos
alguns tedricos que consideram a viabilidade do uso dos jogos em sala de aula. Conforme
veremos, os jogos funcionam como facilitadores do processo ensino/aprendizagem. Em
seguida, destacando as equacdes diofantinas, explicaremos da possibilidade de sua inser¢ao
no curriculo do Ensino Médio complementando o contetdo Sistemas Lineares, normalmente
abordado na 2* série desse nivel de escolaridade.

No segundo capitulo faremos um estudo dos topicos matematicos que embasardo o
desenvolvimento de todo o trabalho. Partiremos do conceito de divisibilidade, englobando os
seus principais resultados. Ressaltaremos neste momento uma importante ferramenta para
nossos estudos, o Algoritmo da Divisdo, proposto por Euclides. Logo apds, veremos o
conceito de maximo divisor comum, onde anunciaremos ¢ demonstraremos as propriedades
que lhe sdo decorrentes. E a partir dai que obteremos os subsidios para o estudo das equagdes
diofantinas lineares. Ainda nesta se¢do do capitulo, faremos um breve relato historico do
tema, apresentando Diofanto de Alexandria, com suas contribuigdes para o desenvolvimento
da Matematica. Por fim, exporemos as formulas de resolucdo destas equacdes, e
trabalharemos sua aplicagdo com alguns exemplos.

Descreveremos, no capitulo seguinte, o processo de aplica¢do do jogo matematico e da
teoria em sala de aula. Iniciaremos mostrando uma simples descri¢do da escola na qual
desenvolvemos essa pratica. Abordaremos aspectos historicos e gerais tanto dela quanto do
municipio em que a mesma estd localizada, bem como das estruturas fisicas que o colégio
disponibiliza aos alunos. Depois, detalharemos o andamento da aula, que como veremos, foi
realizada em dois momentos distintos, utilizando o jogo “Preenchendo Quadradinhos™ e
culminando com a exposi¢do dos conceitos matematicos relativos as equagdes diofantinas
lineares. Finalizaremos o capitulo apresentado o plano de aula que norteou a aplicagdo do
referido jogo.

Mostraremos, no quarto capitulo, a analise de duas atividades realizadas durante os
encontros que mencionamos acima. Na primeira delas, discorreremos sobre as respostas dadas
pelos alunos a questdes conceituais e de céalculos sobre divisibilidade e maximo divisor
comum. Na outra atividade, examinaremos o que relataram 19 alunos sobre dez itens

envolvendo assuntos pertinentes tanto a realizagdo do jogo, como ao ensino da matematica de
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um modo geral. Com o intuito de facilitar a visualizacdo do que foi respondido, colhemos
todas as respostas e elaboramos representagdes graficas de algumas delas, partilhando as
informacdes de modo mais acessivel e dinamico. Selecionamos ainda varios depoimentos dos
entrevistados, enfatizando e resumindo o que eles realmente assimilaram do encontro e
também como pensamento da turma a respeito do que lhe foi indagado.

Em fim, ao seguir os procedimentos aqui mencionados e levando-se em consideragdo
os depoimentos prestados pelos alunos bem como a préopria conducéo da aula, vislumbramos
a possibilidade de as equacdes diofantinas lineares serem abordadas no Ensino Médio.
Enxergamos esse tema como um complemento ao estudo dos Sistemas Lineares, por facilitar

na compreensao deste dificil assunto para o publico envolvido.
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2 REFERENCIAL TEORICO

Neste capitulo apresentamos os fundamentos que embasam nossas pesquisas e
desenvolvimentos teoricos e praticos. Incluimos aqui, as principais ideias elaboradas por
experientes autores que sdo referéncia quando o assunto € jogo pedagdgico e equaches
diofantinas voltadas para o Ensino Médio.

2.1 A importancia dos jogos no ensino da matematica

O método tradicional de ensino é ainda o mais difundido atualmente. Nesse modelo de
docéncia, o aluno é considerado um ser vazio de conhecimentos e se porta ante um professor

gue ndo o desafia, se restringindo apenas ao que Ihe transmite. A esse respeito,

No ensino tradicional da matematica, é possivel observar que o processo de ensino
apenas o professor transmite e os alunos recebem e realizam de forma repetitiva e
mecanizada os exercicios, acarretando, por parte do aluno, memorizac6es de como
estes exercicios foram desenvolvidos (cabendo ao aluno a responsabilidade em
aprender) e que ap0s repetir inlmeras vezes consegue memorizar e dar resultados,
mas ndo funciona com todos, pois as caracteristicas individuais sdo determinadas
por fatores externos ao individuo (VITAL, 2011).

Vale acrescentar também que segundo o autor, no método tradicional, é a repeticao
sistematica dos exercicios de fixacdo que garantem a aprendizagem. Em sua maioria, 0 que é
pior, estes exercicios nenhuma relagcdo tem como o cotidiano do aluno. Além disso, fatores
como o esforgo préprio e a disciplina do discente sdo os preponderantes para a aquisi¢do do
conhecimento. O questionamento, a troca de informacdes, a interacdo com os colegas sao, por
outro lado, interpretadas como conversas paralelas e, portanto desrespeitosas. O que vemos,
no entanto, € o estabelecimento de uma nova geracdo de estudantes cada dia mais dindmica e
conectada, requisitando, assim, meios mais ludicos de aprendizado.

Com efeito, torna-se necessaria a busca por estratégias que sejam, realmente, eficazes.
Uma delas € a utilizacdo de jogos matematicos. Entretanto, apenas levar para a sala de aula
um passatempo qualquer, destituido de significado, pode resultar em efeito oposto ao
esperado, promovendo, no minimo, uma perda no tempo pedagdgico do aluno. Percebemos,
de fato, que o conceito de jogo como viés educativo ndo esta perfeitamente compreendido por

todos. E o que afirmam Fiorentini e Miorim (1990, p.01):
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O professor nem sempre tem clareza das razdes fundamentais pelas quais os
materiais ou jogos sdo importantes para o ensino-aprendizagem da matematica e,
normalmente, ndo questiona se estes realmente sdo necessarios, € em que momentos
devem ser usados. Geralmente costuma-se justificar a importancia desses elementos
apenas pelo seu carater “motivador” ou pelo fato de se ter “ouvido falar” que o
ensino da matematica tem de partir do concreto ou, ainda, porque através deles as
aulas ficam mais alegres e os alunos passam a gostar da matematica [...].

De fato, a definicdo de jogo € bem ampla, tendo em vista suas variadas acepg¢des. Em
seu trabalho “A utiliza¢do do jogo como recurso de motivagdo e aprendizagem” Pereira
(2013, p.15) explica que “utilizamos a palavra Jogo como um estimulo ao crescimento, como
um recurso em direcdo ao desenvolvimento cognitivo e aos desafios do viver e ndo como uma
competicdo entre pessoas ou grupos que implica uma vitoria ou derrota”. A autora ainda
menciona a confusdo normalmente feita ao tentar diferenciar o jogo e a brincadeira. Ela
justifica esse impasse explicando que ambas sdo acGes ludicas, apesar de brincar ser uma
atividade esponténea e o jogo ser caracterizado pelo cumprimento de regras.

Wagner Marcelo Pommer, por sua vez, afirma que “a palavra jogo € utilizada na
literatura para definir diferentes atividades e contextos com diversos objetivos, tendo
basicamente finalidade de distrair ou ensinar, propiciando progresso cultural e criando
condig@es para um melhor conhecimento da vida” (POMMER, 2008, p.42).

As experiéncias relatadas sobre a aplicacdo adequada de jogos em sala de aula

evidenciam resultados otimistas, pois

Os jogos e as brincadeiras sdo atividades lGdicas que estdo presentes em toda
atividade humana. Por meio dessas atividades, o individuo se socializa, elabora
conceitos, formula ideias, estabelece relagBes l6gicas e integra percepcbes. Essas
atividades fazem parte da construcdo do sujeito (KIYA, 2014, p.10).

De modo semelhante, “os jogos quando bem aplicados, oportunizam a construcdo de
conhecimentos necessarios a vida dos alunos, pois exigem a busca de estratégias, o raciocinio
I6gico, a tomada de decisdes e a criatividade” (DESSBESEL, 2013, p.04). Essa boa aplicacéo
a qual a autora se refere estd fundamentada em um planejamento bem estruturado e pode ser

desenvolvido conforme os seguintes passos:

1 - A escolha do jogo que é apropriado para aquele conteldo;

2 - Apresentagdo do jogo aos alunos;

3 - Apresentar as regras e 0 objetivo do jogo;

4 - A organizacéo da sala de aula;

5 - O tempo de jogar (tempo de aprendizagem e tempo de aula);

6 - Exploracdo do jogo (conversar com os alunos sobre o jogo, e pedir a eles que
produzam um registro expondo suas ddvidas, suas opinides e manifestando sua
aprendizagem com 0 jogo).
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7 - Problematizar o jogo, ou seja, enquanto os alunos jogam o professor pode pedir
para explicar uma jogada, ou porque tomaram uma decisdo e ndo a outra, e até
mesmo perguntar se ndo had uma jogada que dificulte a préxima acdo. Vale a pena
também o professor se colocar como jogador em algumas ocasides para se interagir
mais dentro do grupo, observar como os alunos pensam, discutir as jogadas com eles
dentro do grupo.

8 - O professor deve fazer intervencdes para relacionar o jogo com o conteldo
estudado;

9 - Avaliacdo da aula (O que vocés aprenderam na aula? O jogo facilitou no
entendimento do conteddo? Como? O que vocés mudariam na aula de hoje? O que
ndo mudariam? O que vocé espera da préxima aula?) (SMOLE, DINIZ e MILANI,
2007, apud SILVA, 2015, p. 23).

Conforme o esquema elaborado por Smole, Diniz e Milani (2007), além do
planejamento, outro critério fundamental para o sucesso de um jogo pedagdgico esta na
intervencdo por parte do professor. Este deve atuar como facilitador no processo de
construcdo do conhecimento. Devemos lembrar que o0 jogo estd normalmente vinculado a um
contetdo a ser abordado. O professor pode aplica-lo ao iniciar o conteido como forma de
despertar o interesse do aluno ou mesmo ao final, levando o aprendiz a correlaciona-lo com o
que foi apresentado nas aulas.

Para que um desses métodos seja utilizado produtivamente

Cabe ao professor organizar a aprendizagem, disponibilizando as condices
adequadas para que o trabalho transcorra de forma satisfatoria, propondo atividades
que tornem o0 jogo um recurso valioso para o ensino da matematica, fazendo com
que os alunos percebam a importancia da interagdo com os materiais didaticos, com
o professor e com o0s colegas, oportunizando assim momentos de efetiva
aprendizagem (SELVA, 2009, p.06).

A intervencdo equilibrada por parte do professor se mostra fundamental para que a
aprendizagem aconteca, possibilitando ao jogo cumprir seu objetivo como ferramenta
pedagdgica. Nesse contexto, a autora cita as atividades propostas como valiosos recursos para
0 ensino da matematica. Essas atividades segundo Grando (2000) podem ser formalizadas na
resolucdo de problemas, pois 0 jogo proporciona o desenvolvimento de estratégias para
solucdo dos mesmos, além de possibilitar ao aluno vivenciar a estrutura matematica
subjacente ao jogo, quando ele elabora estratégias e testa-as a fim de vencer o jogo. A
resolucéo de problemas ainda sob essa perspectiva fornecerd ao professor mais instrumentos
que favorecam avaliar o rendimento dos alunos.

Se por outro lado essa mediagdo ndo ocorre, € possivel que os alunos ndo percebam a
relacdo do jogo com o contetido proposto, e 0 pior: corre o risco ainda de eles jogarem sem
saber o porqué do jogo, vendo-o sob o ponto de vista de simples divertimento. Vale ainda

considerar “que esses recursos ndo garantem que o aluno possa apreender 0s saberes
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necessarios a sua formacao plena. Com isso, € indiscutivelmente necessaria a intervengdo do

docente no processo de construcdo do conhecimento” (PEREIRA, 2013, p.36).

2.2 Equacdes diofantinas no Ensino Médio?

Equacdes diofantinas lineares, normalmente, constitui um dos topicos da disciplina de
Teoria dos NUmeros nos cursos de graduacio em Matematica. E um contetido praticamente
exclusivo do Ensino Superior, visto que em nossas pesquisas nos principais livros de
Matematica do Ensino Médio, ndo identificamos nenhuma formalizacdo do assunto. Um dos
objetivos deste trabalho, portanto, € mostrar a possibilidade da inser¢do do tema em questdo
nesse nivel de escolaridade visando a motivacdo dos alunos bem como a melhoria na
aprendizagem do contetido de Sistemas Lineares.

E bem perceptivel que o estudo desse tema esta em perfeito acordo com o que é
proposto atualmente pela Base Nacional Comum Curricular (BNCC), pois a mesma afirma

que

E possivel verificar de forma inequivoca a importancia das representagdes para a
compreensdo de fatos, ideias e conceitos, uma vez que 0 acesso aos objetos
matematicos se da por meio delas. Nesse sentido, na Matematica, o uso dos registros
de representacdo e das diferentes linguagens é, muitas vezes, necessario para a
compreensdo, a resolucdo e a comunicagdo de resultados de uma atividade
(BRASIL, 2018, p.529).

Entendemos, assim, que na modelagem de situacdes-problema através das equacdes
diofantinas lineares ocorre a utilizacdo dessa ferramenta como forma de representar
fendmenos conhecidos pelo aluno, Ihe favorecendo a compreenséo dos mesmos.

Ainda na andlise desse importante documento, verificamos que a resolucdo de
equacOes desse tipo esta prevista na Competéncia Especifica 3, a qual resumimos aqui como o
uso de estratégia e procedimentos matematicos para interpretar, construir modelos e resolver
problemas em diversos contextos. Isto se confirma na habilidade EM13MAT301 para essa
competéncia quando lemos: “resolver e elaborar problemas do cotidiano, da Matematica e de
outras areas do conhecimento, que envolvem equacgdes lineares simultaneas, usando técnicas
algébricas e gréficas, com ou sem apoio de tecnologias digitais” (BRASIL, 2017, p.536).
Logo, ndo nos restam mais duvidas do quanto a tematica que abordamos caminha em perfeita

sintonia ao que regulamenta esse novo modelo para a educacao brasileira.
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Como veremos mais adiante, equacdo diofantina linear é toda equacdo da forma
ax + by = c, em que a, b e ¢ sdo nimeros inteiros e cujas solucdes sdo os pares (X, y) tambem
inteiros. Por se tratar de uma equacdo linear podemos perceber sua associacdo com a
introducdo do capitulo de sistemas lineares abordados, em sua maioria, nos livros de 22 série
do Ensino Médio. Um exemplo pode ser visto no seguinte problema extraido de lezzi et al
(2016, p. 99): “Cintia tem de pagar uma compra no valor de R$ 35,00 e sé dispde de moedas
de R$ 1,00 e de notas de R$ 5,00. De quantos modos distintos podera fazer o pagamento?”.

Trata-se, como podemos perceber, de uma situacdo que pode ser resolvida através de
uma equacdo diofantina linear, pois a resposta que a satisfaz € dada por nimeros inteiros. Em
parte qualquer da explanacdo do livro, entretanto, se faz mencao deste conceito ou de sua
possibilidade de aplicacdo. “Na escola basica, alguns temas de teoria elementar dos niimeros,
por uma falta de compreensdo mais ampla, vao sendo esvaziados nos curriculos, por ndo ter
uma aplicagdo imediata” (RESENDE, 2007, p.73). Essa afirmativa, no entanto, ndo se aplica
as equacdes diofantinas devido as suas amplas possibilidades de contextualizacéo.

A inclusdo desta tematica no curriculo do Ensino Médio é relevante

Pelo fato de sua resolucdo envolver conhecimentos usuais do programa oficial de
Ensino Basico, como o conceito de mdltiplo, divisor e 0 maximo divisor comum
entre dois nimeros inteiros. Ainda, a busca das solugfes inteiras de situagdes-
problema contextualizadas que representam equagdes diofantinas lineares possibilita
uma oportunidade de exploracdo de um topico da Matemaética Discreta (POMMER,
2008, p.33).

Ainda de acordo com o autor, nesse nivel de escolaridade, predomina a Matematica do
continuo. Particularmente, vemos uma maior dificuldade nos alunos em assimilar este campo
do conhecimento. Isto se evidencia, por exemplo, nas aulas em que ministramos sobre
intervalos reais, onde percebemos certa resisténcia por parte dos estudantes em reconhecer
ndmeros que nao sejam inteiros pertencentes aqueles conjuntos.

Tal colocacdo corrobora com a insercdo da Matematica Discreta em sala de aula por
apresentar um dimensionamento mais tangivel ao educando. E o que afirma novamente
Pommer (2008, p.34):

Assim, acredito que a proposicdo de atividades envolvendo equagdes diofantinas
lineares possibilita aos alunos a percepgdo e distingdo da varidvel quando assume
um valor discreto na busca de solugdes inteiras. [...] destaco a possibilidade de
desenvolvimento de situagdes-problema envolvendo o uso de multiplos, divisores e
0 méximo divisor de dois nimeros inteiros, permitindo que se formulem questées de
facil compreensdo aos estudantes do Ensino Béasico e passiveis de desenvolver
habilidades tais como observar, conjecturar e generalizar.
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Outra caracteristica notavel com relacdo ao livro didatico do Ensino Médio citado
anteriormente, bem como os demais pesquisados, é que estimulam a prética de resolucdo
desse tipo de questdo através do método de tentativa e erro. Outros métodos de resolucéo,
contudo, ndo foram mencionados.

Em sua igual pesquisa com duas cole¢des dedicadas ao Ensino Médio, Oliveira (2006)
explica que a resolucdo dos problemas que elas apresentavam se resumiam no emprego de
tabelas. Nelas, os valores de x eram colocados de forma crescente para em seguida se obter
valores naturais para y. Em outros casos, era utilizado o método da tentava e erro, como ja
mencionamos em nossa pesquisa.

Ainda em sua dissertacdo de mestrado, Oliveira (2006) discorre sobre a importancia de
assuntos da Teoria Elementar dos NUmeros para a construcdo do raciocinio matematico.

Citando Ferrari (2002), ele acrescenta:

H& duas razbes para trabalhar com esses assuntos, primeira razdo: o trabalho com
Teoria Elementar dos Ndmeros ndo requer amplo conhecimento tedrico, pois o
assunto depende de ideias e métodos normalmente aprendidos no Ensino Bésico.
Além disso, a quantidade relativamente pequena de pré-requisitos conceituais em
Teoria dos Numeros fornece boas oportunidades para realmente entender os
significados envolvidos por meio de varios processos tais como: indugdo, deducao,
tentativa e erro, verificacdo numérica de resultados, entre outros. (OLIVEIRA, 2006,
p. 19)

Enfim, diante do que foi exposto, percebemos a real possibilidade de inclusdo das
equacdes diofantinas lineares de forma proveitosa para os alunos do Ensino Médio. No
processo de construgdo deste trabalho, por exemplo, fizemos essa insercao através de um jogo
pedagdgico onde, em seguida, exploramos 0s seus conceitos matematicos pertinentes. De
modo também semelhante poderiamos abordar a resolucdo de problemas contextualizados, em
que é possivel envolver os alunos com o campo dos nimeros inteiros, aos quais eles estao
mais familiarizados. De qualquer modo, ambos, jogos ou problemas, sdo ferramentas, que
segundo as Orientagbes Curriculares para o Ensino Médio (2006) podem oferecer ao
educando os meios de resolucdo das questdes praticas do cotidiano, propiciando-lhe o

desenvolvimento de seu raciocinio logico.
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3 ALGUNS CONCEITOS DA TEORIA DOS NUMEROS

Desenvolveremos neste capitulo os pré-requisitos para o bom andamento de todo o
trabalho. Nesse processo, utilizamos as ideias de Alencar Filho (1981), Hefez (2013), Muniz
Neto (2013) e Santos (2018).

Supondo o leitor com a posse de conhecimentos prévios sobre o conjunto dos nimeros
inteiros, abordaremos conceitos como divisibilidade e também suas propriedades. Daremos
continuidade com a demonstragdo do importante Algoritmo da Divisdo bem como dos
principais resultados que envolvem o maximo divisor comum entre dois inteiros. Por fim,
trataremos da equacéo diofantina linear, definindo-a, apresentando suas formulas de resolugéo

e desenvolvendo alguns exemplos.

3.1 Divisibilidade

Divisibilidade é um conceito bastante Gtil em todos os niveis de conhecimento.

Iniciemos nossa discussdo apresentando a sua definicao.

Defini¢do 3.1.1 Sejam a e b dois numeros inteiros, com a # 0. Dizemos que a divide b e
indicamos por a|b, se existir um inteiro k tal que b = ak. Por outro lado, se a ndo divide b,

escrevemos a t b.

Ainda sobre a definicdo, se a divide b, também dizemos que a é um divisor de b, que a

é um fator de b, que b é divisivel por a ou que b é um multiplo de a.

Vejamos a seguir dois exemplos que decorrem do emprego imediato da Defini¢do
3.1.1.

Exemplo 3.1.1 Dados os inteiros 4 e —12, temos que 4| — 12 pois —12 =4 - (—3). No

entanto, —12 t 4, pois ndo existe um inteiro k tal que 4 = —12k.

Exemplo 3.1.2 Considerando o inteiro a ndo nulo, temos que a|0, 1|a e ala pois existem 0s

respectivos inteiros 0,ae 1,taisque0 =a-0,a=1-aea=a-1.



21

A divisibilidade no conjunto dos numeros inteiros possui as seguintes propriedades:
Proposigdo 3.1.1 Sejam os inteiros a, b e c. Se a|b e b|c, entdo a|c.
Demonstracéo: Com efeito, se a|b e b|c entdo existem os inteiros k e q tais que b = ak e
¢ = bq. Substituindo o valor de b em ¢ = bq obtemos ¢ = a(kq) e, portanto, concluimos que
alc. [ ]
Exemplo 3.1.3 Como 7|21 e 21|42, entdo 7|42.
Proposic¢do 3.1.2 Dados os inteiros a, b e ¢, se a|b e c|d, entdo ac|bd.
Demonstracédo: O fato de alb e c|d implica em b=ak e d =cq, com k e q inteiros.
Multiplicando-se, ordenadamente, estas igualdades, temos que bd = (ac)(kq). Logo, ac|bd.

|

Exemplo 3.1.4 Como 3|15 e 4|20, entdo 12|300.

A proposicado a seguir nos informa que se dado inteiro € divisor de outros dois inteiros,
entdo continua sendo divisor de qualquer combinacdo linear formada por esses dois outros

inteiros. Ela serd de grande utilidade para desenvolvimentos futuros.

Proposi¢do 3.1.3 Sejam os inteiros a, b e c. Se a|b e a|c, entdo a|(bx + cy), para todos 0s

inteiros x e y.

Demonstracéo: De fato, se a|b e a|c, entdo existem os inteiros k e q tais que b =ak e c =

aq. Assim, bx + cy = akx + aqy = a(kx + qy). Portanto, a|(bx + cy). n

Exemplo 3.1.5 Como 3|6 e 3|9, entdo 3|(5-6 + 7 - 9), isto é, 3|93.

Proposicéo 3.1.4 Dados os inteiros a e b, com b # 0 temos que se a|b entdo |a| < |b]|.



22

Demonstracdo: Com efeito, se a|b, existe um inteiro k tal que b = ak. Em termos de
modulo, temos que |b| =]a||k]. Como b # 0, temos que k # 0, e portanto, 1 < |K|.

Multiplicando esta desigualdade por |a|, obtemos |a| < |a||k|. Logo |a| < |a||k| = |b]. [

Encerraremos esta se¢do, destacando o Algoritmo da Divisdo, importante teorema
atribuido a Euclides e que servird de apoio aos topicos seguintes. Para demonstra-lo,

recorreremos ao chamado Axioma de Eudoxius que passamos a enunciar agora:

Axioma 3.1.1 (Axioma de Eudoxius) Dados a e b, inteiros com b # 0 entdo a € um multiplo
de b ou estd compreendido entre dois maltiplos consecutivos de b. Em simbolos, existe um
inteiro q, tal que, para, b > 0,

bg<a<b(q+1)
eparab <0,

bg <a<b(q—1).

Teorema 3.1.1 (Algoritmo da Divisdo) Sejam a e b dois inteiros com b > 0. Existem e sdo
Unicos os inteiros q e r tais que

a=bq+r, com0<r<hb.

Demonstracéo: De acordo com o Axioma de Eudoxius, parab > 0, temos que
bg <a<b(q+1),0useja, bqg<a<bq+b.
Subtraindo, membro a membro, bq na desigualdade acima, obtemos
0<a—bg<hb.

Com efeito, tomando r = a — bq, garantimos a existéncia de q e r.

Provemos, agora, a unicidade de q e r. Suponhamos que na divisdo de a por b, exista
outro quociente q' e outro resto r’ tais que

a=bq +1, com0<r'<b.

Mas, do fato de também a = bq + r, segue que
bg+r=bq +r’, 0 que equivale a bq—bq' =r"—r, ou seja, b(q—q') =r'—r e isto
implicaque b|r' —r.

Por outro lado, como r' <b e r <b temos |[r' —r| < b e como b|r’ — r, concluimos

que r' —r =0, isto é r = r'. Deste resultado, obtemos bq = bq’ e como b # 0, concluimos

queq=q". L
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Observe gue no teorema acima, consideramos apenas os valores positivos de b. No
entanto, 0 mesmo € valido também para 0s casos em que b é negativo. Vejamos o Corolario a

sequir:

Coroléario 3.1.1 Sejam a e b dois inteiros com b # 0. Existem e s&o Unicos os inteiros q e r
tais que
a=bq+r, com0 <r < |b|.

Demonstracéo: De fato, para b > 0, segue do Teorema 3.1.1. Agora, supondo b < 0, temos
que |b| > 0, e portanto, existem e sdo Unicos os inteiros q' e r que satisfazem as condigdes:
a=|b|]g'+r, com0<r<|bl.
Como |b| = —b, entdo
a=b(—q)+r, comO0<r<]|bl|
Portanto, existem e sdo Unicos os inteiros q = —q’ e r tais que a =bq+r, com 0 <

r < |b|. [

3.2 Maximo divisor comum

Nesta secdo abordaremos outro assunto de muita relevancia para o desenvolvimento
das equacdes diofantinas lineares. Desde o Ensino Fundamental, 0 maximo divisor comum
entre dois inteiros positivos é abordado, juntamente com, o minimo mdltiplo comum. O
calculo do m.d.c. como encontramos nos principais livros utilizados pelas escolas € feito
através da decomposicdo dos numeros envolvidos em fatores primos. Neste momento, além
de diversas propriedades, trataremos de outro modelo, ndo mais utilizado nesse nivel de
escolaridade, mas de facil compreensdo: o método das divisdes sucessivas, proposto por
Euclides de Alexandria. Iniciemos nossos apontamentos com a definicdo de maximo divisor

comum.

Defini¢do 3.2.1 Dados a e b inteiros, ndo simultaneamente nulos, chama-se méximo divisor
comum (m.d.c.) de a e b, o inteiro positivo d que possui as seguintes propriedades:
(i) d|a e d|b;

(if) se c|a e c|b entéo c|d.
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Em outras palavras, dizemos que o m.d.c. entre dois inteiros a e b € o maior inteiro d
que divide a e que divide b. A seguir, apresentamos um exemplo ilustrando o célculo do

m.d.c. entre dois nimeros inteiros relativamente pequenos.

Exemplo 3.2.1 Consideremos os inteiros 32 e 40. Ambos tém como divisores positivos

comuns 1, 2, 4 e 8, sendo que 8 é o maior deles. Assim, o m.d.c.(32,40) = 8.

Observemos que o método de resolugdo para este exemplo € bastante simples. Para
nameros maiores, entretanto, torna-se inviavel esse procedimento. Adiante, veremos como
resolver casos assim.

O teorema que apresentaremos a seguir sera de grande utilidade para a sequéncia de

nossos trabalhos.

Teorema 3.2.1 (Teorema de Bézout) Se d = m.d.c. (a,b), entdo existem inteiros x, e y, tais

que d = ax, + by,.

Demonstracédo: Consideremos o conjunto B cujos elementos sdo todas as combinagdes
lineares ax + by em que x e y sdo ndmeros inteiros. Desse conjunto, tomemos 0 menor
elemento inteiro positivo ¢ = ax, + by,, com x, € y, também inteiros. Provemos que c|a e
c|b. Suponhamos, inicialmente que c t a. Neste caso, pelo Teorema 3.1.1, existem inteiros q e
rtaisquea=cq+rcom0 <r < c. Logo,
r=a-—cq=a-— (axo + byo)q = (1 — gx¢)a + (—qyo)b.

Uma vez que (1 — gxo) € (—qy,) sao inteiros, segue-se que r € B, 0 que é uma contradicao,
pois 0 <r<c e c € o menor elemento positivo de B. Portanto c|a. De modo analogo,
provamos que c|b.

Como d é um divisor comum de a e b, existem q, e q, inteiros, de modo que a = dq;
eb =dq, e, assim,

¢ = axo + byy = dq;xo + dqzy, = d(q1X + q2¥0)

0 que implica d|c. Mas, pela Proposicao 3.1.4, temos que d < c e como d é o maximo divisor
comum, entdo c|d e novamente pela Proposic¢éo 3.1.4, temos que c < d. Portanto, concluimos

que d = c = axg + byy. [
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Com o resultado que acabamos de demonstrar, concluimos que o mé&ximo divisor
comum entre dois inteiros pode ser expresso como uma combinacgdo linear entre ambos.

Vejamos o0 proximo exemplo:

Exemplo 3.2.2 Dados os inteiros 12 e 16, temos que m.d.c.(12,16) = 4 = 12(—1) + 16-
1 e isto nos indica a representacdo do inteiro 4 como combinacdo linear de 12 e 16, com

coeficientes —1 e 1, respectivamente.

Observe que neste exemplo encontrar os inteiros 1 e — 1 representou uma simples
tarefa. Mas, e se estivéssemos a fim de expressar o m.d.c. (186, 318), por exemplo, como
combinacéo linear entre 186 e 318? Demandaria uma quantidade enorme de tentativas, ndo?
Para facilitar o célculo de situacbes como esta, estudaremos mais adiante, no Teorema 3.2.4,
uma maneira pratica de obter tais combinagdes lineares.

Acompanhemos mais uma propriedade a respeito do méaximo divisor comum entre

dois nimeros inteiros.

Proposicado 3.2.1 Para todo inteiro positivo n, m.d. c. (na,nb) = n-m.d.c. (a,b).

Demonstracdo: Pelo Teorema de Bézout, temos que m.d.c.(na, nb) = nax, + nby, =

n(axy + byy) = n-m.d.c. (a,b), com x, e y, inteiros. [

Exemplo 3.2.3 Notemos que m.d.c.(30,35) =5-m.d.c.(6,7) =5-1=5.

Estudaremos a partir de agora proposi¢Oes relativas a um dos subconjuntos mais
importantes e intrigantes dos nameros inteiros. Trata-se do conjunto dos nimeros primos.
Entretanto, ndo nos aprofundaremos no assunto. Abordaremos apenas definicbes e
propriedades necessarias para o bom andamento do trabalho. Comecemos com as defini¢cdes

de nimero primo e ndmeros primos entre si.

Definicédo 3.2.2 Um inteiro positivo n > 1 € chamado nimero primo ou apenas primose 1 e n

s&0 0s seus unicos divisores positivos. Um numero n > 1 que ndo é primo é dito composto.
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Definicdo 3.2.3 Dados dois inteiros a e b, ndo simultaneamente nulos, diz-se que a e b séo

primos entre si se o m.d.c.(a,b) = 1.
Exemplo 3.2.4 Os inteiros 16 e —25 séo primos entre si, pois m.d.c. (16, —25) = 1.

Teorema 3.2.2 Dois inteiros a e b, ndo simultaneamente nulos, sdo primos entre si se, e

somente se, existem inteiros x e y tais que ax + by = 1.

Demonstracédo: Por definicdo, se a e b sdo primos entre si entdo m. d. c. (a,b) = 1. Segue do
Teorema de Bézout que ax + by = 1, com X e y inteiros.

Reciprocamente, sejam x e y inteiros tais que ax + by = 1 e seja d = m.d.c. (a,b).
Temos dai que d|a e d|b, e pela Proposi¢do 3.1.3, segue que d|(ax + by). Logo, d|1, e,

portanto, m. d.c. (a,b) = 1, mostrando que a e b sdo primos entre si. [

Corolario 3.2.1 Sem.d.c. (a,b) = d, entdo m. d.c. (%,g) =1.

= b . . . .
Demonstracao: Como d|a e d|b, temos que % € 5 S0 numeros inteiros. Se m.d.c. (a,b) =d,

entdo existem inteiros X e y tais que ax + by = d. Dividindo ambos os membros desta

igualdade por d, obtemos:

a +b 1
ATy T

p . . b . . - p
Logo, pelo Teorema 3.2.2, concluimos que os inteiros % e -, sdo primos entre si, isto €,

m.d.c.(i,g) =1. ]

Exemplo 3.2.5 Como m. d. c. (—45,36) = 9, entdo m. d. c. (%“%) =m.d.c.(=54) = 1.

Corolario 3.2.2 Sejam a, b e c inteiros ndo nulos. Temos que
(i)sealbesem.d.c.(b,c) =1,entdo m.d.c.(a,c) = 1.

(ii) se a|c, b|cese m.d.c. (a,b) = 1, entdo ab|c.
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Demonstracéo:

(i) Se alb e se m.d.c.(b,c) =1, entdo b=ak e bx+cy =1, para k,x e y inteiros.
Substituindo o valor de b na ultima equagdo, temos que a(kx)+cy =1 e, portanto,
m.d.c.(a,c) = 1.

(ii) Pelo fato de a|c e b|c, temos que ¢ = ak e ¢ = bq, em que k e q sdo ndmeros inteiros. Por
hip6tese sabemos que m.d.c.(a,b) =1, logo ax + by = 1, com x e y também inteiros.
Multiplicando esta equagdo por c, obtemos acx + bcy = c, e assim, a(bq)x + b(ak)y =, 0

que é equivalente a ab(gx + ky) = c. Portanto, ab|c. [

Exemplo 3.2.6 Considere os inteiros 2, 3 e 12. Como 2|12, 3|12 e m.d.c.(2,3) = 1 entdo

concluimos que 2 - 3|12.

Corolario 3.2.3 Dados os inteiros a, b e ¢, entdo m.d.c.(a,bc) =1 se, e somente se,
m.d.c.(a,b) =1 =m.d.c.(ac).

Demonstracdo: Dado que m.d.c.(a,bc) =1, segue-se que ax + bcy =1, com x,y € Z.
Dessa equacéo, concluimos que
ax+b(cy) =1=>m.d.c.(a,b) =1

ax+c(by) =1=>m.d.c.(a,c) = 1.
Reciprocamente, se temos que m.d.c.(a,b) =1 e se m.d.c.(a,c) = 1, entdo para x,
y, t e z inteiros, remos que

ax+by=1

az +ct=1.
Multiplicando, membro a membro, essas duas equacdes, chegamos em
1 = (ax+ by)(at+ cz) = ax-at + ax-cz + by - at + by - cz = a(xat + xcz + byt) +
bc(yz) = ar + bcs, ou seja, com os inteiros r e s, temos que ar + bcs = 1 e, portanto,
m.d.c. (a,bc) = 1. [

Exemplo 3.2.7 Observemos que m.d.c.(15,2-7) =1, 0o mesmo ocorrendo com
m.d.c.(15,2) =1ecomm.d.c.(15,7) = 1.
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O proximo Teorema se trata de util ferramenta para a secdo adiante quando

aprenderemos a obter as raizes de uma equacao diofantina linear.

Teorema 3.2.3 Se a|bce se m.d.c.(a,b) = 1, entdo ac.

Demonstracdo: Se a|bc, entdo bc =ak, com K€ Z e se m.d.c.(a,b) =1, entdo pelo
Teorema de Bézout, ax + by = 1, com x e y inteiros. Multiplicando esta Gltima igualdade
por c, temos que

acx + bcy = c = acx+aky = c = a(cx+ ky) =c.

Portanto, concluimos que a|c. n

Exemplo 3.2.8 Sejam os inteiros 6, 11 e 12. Como 6|11 -12 e m.d.c.(6,11) = 1 segue que

6|12, 0 que é verdadeiro.

A propriedade abaixo nos oferecerd um novo método para se obter o maximo divisor

comum entre dois niimeros inteiros.

Lema 3.2.1 Se a e b sdo inteiros e a=bqg+r, com 0 <r<b, entdo m.d.c.(a,b) =
m.d.c. (b,r).

Demonstracdo: Se o m.d.c. (a,b) = d, entdo d|a e d|b, o que implica, pela Proposicédo 3.1.3,
que d|(a — bq), ou seja, d|r. Logo, d € um divisor comum de b e r. Por outro lado, se ¢ é um
divisor comum qualquer de b e r, entdo c|(bq + r) ou c|a, isto é, c € um divisor comum de a e

b, 0 que implica ¢ < d. Assim, m.d.c. (b,r) = d. [

Vejamos, na situacao seguinte, uma aplicacdo desse Lema.

Exemplo 3.2.9 Na diviséo entre os inteiros 48 e 20, temos que 48 = 20 - 2 + 8 e, portanto,
m.d.c.(48,20) = m.d.c. (20,8) = 4.

De posse do Lema acima apresentado e também do Algoritmo da Divisdo visto no

Teorema 3.2.1, podemos agora enunciar e demonstrar o Algoritmo de Euclides. Veremos o
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quanto essa ferramenta facilita o cdlculo do m.d.c. entre dois inteiros positivos relativamente

grandes.

Teorema 3.2.4 (Algoritmo de Euclides) Sejam r, = a e r; = b, inteiros positivos, com a > b
e b # 0. Aplicando-se o algoritmo da divisdo sucessivamente para se obter
Ij = Qj+1Tj41 T T2, 0 <T1j42 <Tjpq

paraj=0,1,2,..,n—1er,;; = 0, entdo m.d.c. (a,b) = ry, 0 Ultimo resto ndo-nulo.

Demonstragéo: Aplicando-se o Teorema 3.1.1, inicialmente com ry = a e r; = b, teremos
ro = q1r1 + rz, 0 < rz < I'1
I‘1 = qzrz + r3, 0 < I‘3 < rz

I‘2=q3r3+r‘4, 0<I‘4<r‘3

I'n-2 = Qn-1'n-1 +In, 0 <1y <Tpg
I'n-1 = qnln +0.

Perceba que a cada passo o resto € sempre menor do que no anterior. Logo, apds certo
namero finito de aplicagdes do Algoritmo da Divisdo, obteremos resto nulo.

Supondo, pelo esquema apresentado, que r,,,; Seja o primeiro resto nulo, segue do
Lema 3.2.1 que

m.d.c.(a,b) =m.d.c.(ry,r;) =m.d.c.(ry,r3) ... = m.d.c. (ry_q,1p).

Mas, como vimos na ultima etapa do processo, ry|r,—;, OU seja, m.d.c. (r,_q,1y) = I'p.

Portanto, m.d.c.(a,b) = rp,. ]

O Algoritmo de Euclides é também denominado processo das divisdes sucessivas e
representa um modo pratico para se obter o Maximo Divisor Comum entre dois inteiros

positivos. Como facilitador desse calculo é comum a utilizagdo do dispositivo a seguir:

d1 dz ds dn-1 On
a b Iy I3 In_1 Iy
Iy Is Iy I's 0

A fim de determinar o m.d.c. entre dois inteiros positivos, segundo Edgard de Alencar

Filho, esse processo funciona do seguinte modo: “divide-se 0 maior pelo menor, este pelo
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primeiro resto obtido, o segundo resto pelo primeiro, e assim sucessivamente até se encontrar
um resto nulo. O Gltimo resto ndo nulo é 0 maximo divisor comum procurado” (ALENCAR
FILHO, 1981, p.103).

O préximo exemplo ilustra o emprego do dispositivo acima.

Exemplo 3.2.10 Vamos determinar 0 m.d.c.(186,318) pelo algoritmo de Euclides e
expressad-lo como uma combinacéo linear entre 186 e 318.

Empregando o processo das divisdes sucessivas, obtemos

318 | 186 | 132 54 24 6
132 54 24 6 0

De acordo com o dispositivo acima, temos que o Ultimo resto ndo nulo vale 6, portanto
0 m.d.c.(186,318) = 6. Além disso, todos os restos encontrados podem ser escritos da

seguinte forma

6 =54—-24-2,
24 =132 —-54-2,
54 =186 — 132 -1,
132 =318 - 186" 1.

Para expressarmos 6 como uma combinacéo linear entre 186 e 318, devemos eliminar
0s restos 24, 54 e 132 das igualdades anteriores e operarmos como a seguir:
6=54—24-2=54—-(132—-54-2)-2=54-5-132-2=

=(186—-132-1):5-132-2=186-5-132-7 =
=186-5—(318—-186-1)-7 =186-12 + 318 - (—7).

Assim, temos que 6 = 186+ 12 + 318 (—=7),0onde x, = 12 ey, = —7.

3.3 Equacgdes diofantinas lineares
Antes de partirmos para 0s conceitos matematicos referentes as equagdes diofantinas

lineares, abriremos um breve paréntese nesta secdo para abordar o aspecto historico que

envolve o tema.
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Até o momento empregamos diversas vezes o termo diofantinas sem, contudo,
esclarecer o seu significado. Esse adjetivo se refere a Diofanto de Alexandria, autor das

equac0es diofantinas lineares.

Figura 1 — Diofanto de Alexandria

AW\

Fonte: Disponivel em: <http://redeabe.org.br/historia_estatistica/projeto/interna/40>. Acesso em: 21 ago. 2019.

Os acontecimentos que envolvem a vida deste matemético, contudo, sdo pouco
conhecidos. Acredita-se que ele nasceu no Egito, por volta do século Il da nossa era. Segundo
Eves (2008) ha evidéncias de que possa ter sido contemporaneo de Herdo. A idade com a qual
Diofanto morreu também é misteriosa, mas algo que pode revela-la encontra-se na Antologia
Grega através do seguinte problema:

Deus lhe concedeu ser menino pela sexta parte de sua vida, e somando sua
duodécima parte a isso, cobriu - Ihe as faces de penugem. Ele lhe acendeu a lampada
nupcial apds uma sétima parte, e cinco anos ap6s seu casamento concedeu-lhe um
filho. Ai! Infeliz crianga; depois de viver a metade da vida de seu pai, o Destino frio
0 levou. Depois de se consolar de sua dor durante quatro anos com a ciéncia dos
nameros ele terminou sua vida. (BOYER, 2008, p.121).

A resolucéo deste enigma indica que Diofanto viveu 84 anos.

Deixando a alegoria de lado, € certo que o autor das equacOes diofantinas lineares
contribuiu bastante para a Algebra e em particular para a Teoria dos Numeros. De seus
importantes legados, destaca-se a resolucdo exata de equacfes determinadas e indeterminadas.
Para Diofanto, s6 interessavam dessas equacdes as solucbes racionais positivas que passaram
a se denominar problemas diofantinos. Vale salientar que para Miles e Coelho (2006) citado
por Rafael (2014), as equagdes abordadas neste trabalho, isto é, as que se referem as solugdes
estritamente inteiras, deveriam homenagear ndo Diofanto mas Fermat, pois foi o primeiro a
abordar este tipo de solugéo.

Entre as obras de Diofanto estdo “Aritmética”, “Sobre Numeros Poligonais”, da qual

restou apenas um fragmento e “Porismas”, que infelizmente se perdeu. O tratado “Aritmética”
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era composto por treze livros, dos quais apenas seis “sobreviveram” aos ataques a Alexandria.
Nesses volumes remanescentes se encontram 130 problemas resolvidos envolvendo equagdes
de primeiro, segundo e até terceiro graus. E ainda nessa grande obra do matematico que
aparecem o0s primeiros simbolos para designar as incognitas e suas poténcias.

Passemos, entdo, para a definicdo de equacéo diofantina linear.

Definic¢éo 3.3.1 Uma Equac&o da forma ax + by = ¢, onde a, b e ¢ sdo numeros inteiros, com
ab # 0, é denominada equacdo diofantina linear. Suas solugdes sdo 0s pares de inteiros xg,

Vo que satisfazem a igualdade ax, + by, = c.

Observemos que a definicdo acima considera as equacGes em apenas duas variaveis
inteiras. No entanto, podem-se ter equacgdes diofantinas lineares em n variaveis inteiras, sob a
forma a;x; +a;x, +azxs + -+ a,x, =k Pela natureza de nosso trabalho estamos
considerando apenas as equacdes da Definicdo 3.3.1.

Atentemos, agora, ao proximo exemplo:

Exemplo 3.3.1 Para a equagdo diofantina linear 2x + 4y = 8, temos que o par de inteiros 2 e

1 ésolucgdo, pois2-2+4-1=8.

Ocorre, porém, que nem sempre uma equacao diofantina linear possui solugcdo. O

exemplo a seguir ilustra essa situacdo. Vejamos:

Exemplo 3.3.2 A equacdo diofantina linear 2x + 4y = 9, ndo tem solugdo. Perceba que
2x + 4y € sempre um inteiro par, enquanto o inteiro 9 é impar. Observe ainda que
m.d.c.(2,4) = 2 e 2 ndo divide 9.

Pelo exemplo acima, sugere-se que se d = m.d. c. (a,b) nédo divide c, entdo a equacédo
diofantina linear ax + by = ¢ ndo possui solu¢cdo. Também podemos supor o contrario: se
d = m.d.c. (a,b) divide c, entdo a equagdo diofantina linear ax + by = ¢ possui solucéo. E

exatamente isso 0 que nos dira a proxima proposicao.

Proposicdo 3.3.1 A equacdo diofantina linear ax + by = ¢, com a,b,c € Z, admite solucéo

se, e somente se, m. d.c. (a,b)]|c.
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Demonstragdo: Suponhamos que o par de inteiros x,, y, seja solugdo da equagéo ax + by =
c, isto é, ax, + by, = c¢. Uma vez que m.d.c. (a,b) = d, existem inteiros r e s tais que a = dr
e b = ds. Logo,
¢ = axy + by, = drx, + dsy, = d(rx, + syy).

Por ser rx, + sy, um inteiro, concluimos que d|c, ou seja, m.d.c. (a, b)|c.

Reciprocamente, suponhamos que m.d.c. (a,b) = d divide c (d|c), ou seja, existe um
inteiro t, tal que ¢ = dt. Como m.d.c. (a,b) = d, temos que d = ax, + by,, onde Xp € Yo S&0
inteiros quaisquer. Resulta dai que,

c = dt = (axq + byy)t = a(xot) + b(y,t)

e portanto, x,t, y,t é solucdo da equacdo ax + by = c. [

As solucbes de uma equacdo diofantina linear podem ser determinadas a partir de uma

solugdo particular (xg, ¥o). E 0 que veremos na proposicao a seguir.

Proposicdo 3.3.2 Se o par de inteiros x,, y, € uma solucdo particular da equacdo diofantina
linear ax + by = ¢, com m.d.c. (a,b) = d, entdo as solugbes inteiras x, y desta equacdo séo

dadas por

X=X0+(a)t, y=y0—(a)t, t € Z.

Demonstracéo: Consideremos x;, y; outra solucdo inteira da equacdo ax + by = c. Entéo,
axg + byy = ¢ = axq + by,
ou seja,
a(x1—xg) = b(yo — y1).
Como m.d.c.(a,b) = d, entdo existem inteiros r e s tais que a = dr e b = ds, com

m.d.c.(r,s) = 1. Logo,

dr(x1—Xo) = ds(yo — ¥1)
0 que € equivalente a
r(x;—xo) = s(yo — y1)-
Da igualdade acima, segue que s|r(x;—xg), mas como m.d.c.(r, s) = 1, temos, pelo Teorema

3.2.3, que s|(x; — X(). Assim, existe um inteiro t, tal que x; — X, = st, donde concluimos que

b
X1:X0+St:X0+(a)t'
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De modo analogo, encontramos

Exemplo 3.3.3 Vamos resolver a equagéo diofantina linear 160x + 132y = 240.
Precisamos, inicialmente, determinar o m.d.c.(160,132). Pelo algoritmo de
Euclides, segue que
160 = 132 -1 + 28,
132 =28-4 + 20,

28=20-1+8,
20=8-2+4,
8=4-2.

Logo, 0 m.d.c. (160,132) = 4 e como 4 divide 240, concluimos que a equacdo dada
tem solucéo.

Devemos agora expressar 0 inteiro 4 como combinacdo linear de 160 e 132.
Procedendo como no Exemplo 3.2.10, obtemos
4=20-8-2=20—-(28—20-1)-2=20-3+28-(—-1) =

=(132—-28-4)-3428-(-1) =132-3+28-(=5) =
=132-3+4 (160 —132-1) - (=5) = 160 - (=5) + 1328,
isto é:
4=160-(=5)+132-8.
Multiplicando ambos os membros desta primeira igualdade por 60, encontramos:
240 = 160 - (—300) + 132 - 480

Disto, concluimos que o par de inteiros x, = —300 e y, = 480 é uma solucéo

particular da equacdo proposta, e segundo a Proposicdo 3.3.2, todas as demais solucdes sdo

dadas por:

X = —300+(14ﬂ)toux= —300 + 40t e

y = 480 — (=%) touy = 480 — 33t, onde t € Z.

Corolario 3.3.1 Se o par de inteiros Xo, Yo € uma solucdo particular da equagdo diofantina
linear ax + by = ¢, onde m.d.c. (a,b) = 1, entdo as solucBes inteiras X, y desta equacdo sdo

dadas por
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X = Xg + bt, y =y, — at, t € Z.

Demonstragéo: Considerando X, y uma solugéo de ax + by = c, temos que
axg + byg = ¢ = ax + by.
Segue dai, que
a(x—xXp) = b(y — yo).
Mas m.d.c.(a,b) = 1, logo, b|(x — x,) €, portanto, existe t € Z tal que

X —Xg = bt
isto é,

X = Xq + bt.
De modo analogo, obtemos

y =Yo —at.

No exemplo a seguir, abordaremos uma questdo extraida do Exame Nacional de
Qualificacdo aplicado em 2018 pelo PROFMAT. Nela, utilizaremos o Corolario 3.3.1 e

verificaremos que o mesmo facilita a sua resolugéo.

Exemplo 3.3.4 Considere a equagdo diofantina linear 5x + 3y = 2018.
(a) Escreva a solugéo geral em Z.

(b) Quantas solugdes existem em N U {0}?

Solucéo:
(@ Om.d.c.(5,3) = 1 implica que a equacdo dada apresenta solugdes. Além disso, podemos
aplicar o Corolério 3.3.1.

Ao determinar uma solucdo particular percebemos, por simples inspecdo, que 0S
inteiros xo = 400 e yo = 6 satisfazem essa condic¢do. Portanto, a solugdo geral para esta

equacdo é dada por x = 400 + 3tey = 6 — 5t,comt € Z.

(b) Neste caso, estamos procurando apenas as soluc¢des ndo negativas. Assim, devemos ter

400

400+3t20=>t2—T
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6
6—5t20ﬁtgg.

Mas como t € Z, essas mesmas relacdes devem ser escritas como t > —133 et < 1,
donde concluimos que —133 <t < 1. Logo, existem para a equacdo proposta 135 solucdes
em N U {0}.

Como proximo exemplo retomaremos aquele apresentado no Capitulo 2 e extraido de
lezzi et al (2016, p. 99). Faremos a sua resolucédo utilizando a teoria abordada nesta secao.

Exemplo 3.3.5 Cintia tem de pagar uma compra no valor de R$ 35,00 e s6 dispde de moedas

de R$ 1,00 e de notas de R$ 5,00. De quantos modos distintos podera fazer o pagamento?

Solucdo: A andlise deste problema nos leva a equacdo diofantina linear x + 5y = 35.
Percebemos, imediatamente, a existéncia de solugédo, pois 0 m.d.c.(1,5) = 1, e neste caso,
podemos aplicar o Coroléario 3.3.1.

E facil ver também que os inteiros x, = 5 e y, = 6 constituem uma solugo particular
da equacdo. Logo, todas as solugdes sdo dadas por x =5+ 5t e y = 6 —t. Neste caso,
novamente, como estamos interessados nos valores inteiros ndo negativos de t, disso resulta

que —1 < t < 6. Portanto, Cintia podera fazer o pagamento de 8 modos distintos.

O dltimo exemplo deste capitulo que apresentaremos foi extraido de um artigo
publicado na RPM (Revista do Professor de Matematica) 19 e proposto por Gilda La Rocque
e Jodo Bosco Pitombeira.

Exemplo 3.3.6 Quantas quadras de basquete e quantas de vélei sdo necessarias para que 80

alunos joguem simultaneamente? E se forem 77 alunos?

Solucgéo: Consideremos o primeiro caso abordado neste problema, referente aos 80 alunos.
Sabemos que jogos de basquete e vélei sdo disputados respectivamente por 10 e 12
jogadores. Assim, obtemos a equacdo diofantina linear 10x + 12y = 80, e que possui
solucdo, pois m.d.c.(10,12) = 2 e 2|80. Simplificando-a, teremos a equacdo equivalente
5x + 6y = 40. Por simples checagem, encontramos a solucdo particular xo = 2 € yo = 5. As

demais solugbes séo dadas porx =2 + 6tey =5 — 5t,comt € Z.
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~ . . 1
Como devemos ter para x e y valores ndo negativos, concluimos que —;sts 1.

Logo para t inteiro temos duas possibilidades e, portanto, o problema apresenta duas solugoes:
(i) Para t = 0, 0 que indica serem necessarias 2 quadras de basquete e 5 quadras de volei;
(i) Para t = 1, o que indica serem necessarias 8 quadras de basquete.

No segundo caso, referente aos 77 alunos, obtemos a equacdo diofantina linear
10x + 12y = 77. Como m.d.c.(10,12) = 2 e 2 ndo divide 77, segue que esta equacdo ndo
possui solugdo. Portanto, ndo é possivel que 77 alunos joguem simultaneamente em quadras

de basquete e de volei.
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4 PERCURSO METODOLOGICO

Reservamos o capitulo atual para descrever todo o processo de aplicagdo do jogo
elaborado e dos desdobramentos das agdes que envolvem o mesmo. Iniciaremos apresentando
o ambiente escolar onde desenvolvemos o referido trabalho. Faremos um breve levantamento
sobre o municipio onde a escola estd localizada além das suas estruturas fisicas e do perfil dos
alunos que ela comporta. Em seguida, discorreremos sobre a atividade pratica em si, realizada
em dois momentos distintos, caracterizando os fatos principais transcorridos e que oferecerao
o suporte para a andlise da nossa proposta de trabalho. Por fim, indicaremos um roteiro de

como aplicar, em sala de aula, o jogo proposto.

4.1 O ambiente da acéo

A Escola de Ensino Médio Francisco Moreira Filho, esta localizada na Rua Manoel
Franklin, 5.033, no centro da cidade de Tabuleiro do Norte-CE. Este municipio encontra-se
distante 211 km da capital cearense, Fortaleza, e situa-se a leste do estado, na regido do Vale
do Jaguaribe, fazendo divisa com o estado do Rio Grande do Norte. Conta com uma area
superficial de aproximadamente 861,8 km?” e de acordo com o senso de 2010, sua populagdo é
estimada em 29.210 habitantes. Em termos de IDH (indice de Desenvolvimento Humana),
Tabuleiro do Norte ocupa a nona posi¢do do Estado, com valor de 0,698. Atualmente, o
municipio dispde de outras trés instituigdes de Ensino Médio: a EEEP Avelino Magalhaes, o
Instituto Federal de Ciéncia e Tecnologia (IFCE) e a EEMTI Antonio Vidal Malveira, situada
no distrito de Olho D’4gua da Bica.

A escola Francisco Moreira Filho foi fundada em 05 de Maio de 1981, sendo a
primeira a oferecer o Ensino Médio em Tabuleiro do Norte. Neste ano de 2019, ela atende a
668 alunos distribuidos nos trés turnos: 270 alunos pela manha, 170 a tarde e 228 alunos a
noite. E também a tinica escola do municipio a disponibilizar este nivel de educagéo no turno
noturno, favorecendo assim aos que estdo inseridos no mercado de trabalho e pretendem
concluir seus estudos. Ao todo, ela funciona com 18 turmas, sendo cinco turmas de 1?* Série,
quatro de 2 Série e seis turmas de 3" Série, além de trés turmas de EJA (Educagdo de Jovens e

Adultos).
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Figura 2 — Fachada da E.E.M. Francisco Moreira Filho

Fonte: Elaborada por Ancelmo Neto da Silva

Em sua estrutura fisica, o Chicdo, como ¢ carinhosamente apelidado, possui os
seguintes ambientes: oito salas de aula climatizadas, proporcionando maior conforto a alunos
e professores; um laboratorio escolar de informatica (LEI), onde infelizmente os
computadores se encontram sucateados, devido ao longo tempo sem manutengdo; um
laboratério escolar de ciéncias (LEC), também bastante comprometido quanto aos recursos
materiais; uma sala de Professores, local de realizagdo dos planejamentos e reunides no
decorrer do ano letivo; uma sala de secretaria; uma sala de coordenagdo; uma sala de
diretoria; uma sala de multimeios, contendo amplo acervo de material para pesquisa € uma
quadra de esportes coberta, onde acontece parte das aulas de educagdo fisica, atividades de
recreagdo e de desenvolvimento de projetos da escola.

A escolha desta instituicdo de ensino para aplicagdo do nosso projeto educacional se
justifica por dois motivos principais. O primeiro deles é o fato de ser a escola na qual
lecionamos had mais de quatro anos. Isso nos confere mais seguranga no sentido de realizar
algo transformador a0 mesmo tempo em que cumprimos nossas obrigagdes como funcionario
publico. O segundo motivo, ndo menos importante, gira em torno da plateia que pretendemos
atingir através desse trabalho.

Como mencionamos antes, o municipio de Tabuleiro do Norte conta com quatro
estabelecimentos de ensino para o nivel médio. Um deles, a EEMTI Anténio Vidal Malveira,
esta situado em um distrito, distante 25 quilometros do centro da cidade, onde se localizam as
outras trés. Dessas, a EEEP Avelino Magalhdes e o Instituto Federal de Ciéncia e Tecnologia
recebem seus alunos através de processo seletivo. Isto significa que os discentes oriundos do

Ensino Fundamental que ingressam nessas escolas sdo aqueles, supostamente, com nivel
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maior de conhecimentos. Além disso, vém atraidos pela invejavel estrutura fisica que tais
estabelecimentos possuem. Os demais alunos, sem maiores expectativas, acabam como
muitos deles afirmam, “sem outra escolha” e adentram o modesto ambiente da Escola
Francisco Moreira Filho. Sao alunos, em sua maioria, indisciplinados, com maior deficiéncia
de aprendizagem e em alguns casos, revoltados por ndo estarem em uma das outras duas
escolas. Isto se reflete nos resultados insatisfatorios apresentados ao longo dos ultimos anos.
Os indices de evasdo e reprovagdo apenas aumentam, bem como os resultados fracassados nas
provas externas como SPAECE e SAEB.

Sao por esses motivos que a tarefa educacional torna-se um processo desafiador, bem
como a realizacdo deste nosso projeto. Contudo, promover o engajamento do aluno, sua
participacao na aquisi¢cdo do saber ¢ uma conquista imensuravel para qualquer educador. Tudo
1Sso requer uma aten¢ao especial, um tratamento inovador e total dedicacao visando realmente

o aprendizado e o bem estar dos nossos alunos.

4.2 A prética em sala de aula

Nesta se¢do discorreremos sobre algo que fundamenta nosso trabalho: a aplicagdo de
um jogo matematico. Procuramos, sempre, evitar formalizagdes com as quais os alunos ja
estavam acostumados nas aulas convencionais. Todo o processo foi desenvolvido em dois
momentos, de acordo com o proprio planejamento das atividades e sua adequagdo com as

necessidades que poderiam aparecer.

> Primeiro Momento: 13/ 06/ 2019

Na manha deste dia, ao ministrar nossas aulas a uma turma de 3% série, convidamos os
alunos a participarem de um projeto que desenvolviamos como parte de nosso trabalho de
conclusdo de mestrado. Os alunos se empolgaram com esta informagdo e pelo menos oito se
comprometeram em participar de tal atividade no contra turno.

Ao chegar a tarde apenas trés alunos compareceram, o que nos levou a mudar de
estratégia e convidar outros daquele turno. Ao todo, havia 14 alunos, de todas as trés séries,
quando iniciamos nossa apresentacdo. Informamos a eles a importancia daquele momento,
bem como da atividade diferenciada da qual eles seriam protagonistas. Feitos os devidos
apontamentos, entregamos a cada aluno, uma atividade de sondagem, contendo apenas quatro

questdoes (ver Apéndice A). O objetivo ¢ reconhecer neles o nivel de conhecimento
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matematico adquirido até entdo. Foi um momento mais tenso. Primeiro, os alunos percebiam
naquilo algo totalmente comum ao que viam em sala de aula. Depois, promoveu-lhes certo
constrangimento em virtude daquelas questdes nao lhes serem tdo familiares. Ja prevendo
aquele desconforto, orientamos a todos a ndo se preocuparem com o questionario €
resolvessem apenas o que lhes fosse possivel. Comentamos que era normal o esquecimento de
algo que porventura ndo haviamos estudado recentemente. Essa atitude, a nosso ver, os

tranquilizou e proporcionou-nos uma melhor conducao no decorrer da aula.

Figura 3 — Alunos resolvendo a Atividade de conhecimentos prévios

‘_ T — _—

Fonte: Elaborada pelo autor

Em seguida, partimos para o jogo, propriamente dito. Convidamos os discentes a
espontaneamente se dividirem em duplas e lhes entregamos a folha contendo as regras do
jogo (ver Apéndice C). Passamos a ler em conjunto a todas elas e em dados momentos
utilizamos do quadro branco para sanar as dividas que apareciam. Varios questionamentos
surgiram, mostrando um real interesse por parte deles. Comentamos também a respeito dos
critérios da pontuagdo final, afirmando que dentre as sete duplas, ganharia a que somasse mais
pontos.

Entregues a malha quadriculada (ver Apéndice B) e as canetas hidrograficas, iniciamos
a 1* etapa, escrevendo no quadro branco o tipo de retiangulo que eles deveriam revestir. Cinco
minutos foi o tempo combinado para a realizacdo da tarefa. Percebemos, entretanto a
insuficiéncia do mesmo, pois os alunos demonstraram dificuldades para compreender as
regras. Esse primeiro momento destacou-se, portanto, pela baixa produtividade. Na segunda
etapa eles deveriam preencher retdngulos do tipo 4x5, porém, agora com 10 minutos de

duragdo. Dessa vez, foi notoria a evolucdo dos alunos. Eles pouco nos requisitaram ajuda. Por
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fim, na ultima etapa, ja mais familiarizados como o jogo, mostramos no quadro, o retangulo
do tipo 5x5 para o revestimento em trés minutos, conforme também haviamos combinado.
Nesse momento, surgiram algumas davidas quanto ao preenchimento dos retdngulos, pois
segundo eles algo estava errado. Mesmo assim, chegaram a preencher equivocadamente
varias figuras sem detectarem a problematica.

Finalizamos o encontro que ja durava mais de uma hora e meia, com a apuracio dos
pontos de cada equipe. Como eram apenas sete duplas, fizemos toda a contagem no quadro.
Foi um momento conturbado, uma vez que aquilo exigia tempo e paciéncia. Além disso, os
alunos estavam realmente interessados na vitdria. Apods elegermos a dupla vencedora,
parabenizamos e agradecemos a todos pela participacdo e informamos que posteriormente

lhes encaminhariamos um questionario a respeito do jogo para eles responderem.

Figura 4 — Ranking de pontos

Fonte: Elaborada pelo autor

Na semana seguinte, chamamos alguns dos alunos e aplicamos o questionério (ver
Apéndice D). Percebemos certa relutancia por parte de alguns, outros sequer o preencheram
alegando falta de tempo. Claro que nesse momento, nos interessava a opiniao pessoal de cada
aluno, portanto nao tinhamos o objetivo de reuni-los todos em um mesmo ambiente. Alguns
inclusive, responderam a esta atividade durante o horario letivo, em nossas proprias aulas de

matematica.
» Segundo Momento: 24/ 06/ 2019 e 25/ 06/ 2019
A principio, este segundo momento nao havia sido anteriormente planejado, visto que,

em nossa opinido, o encontro do dia 13 de junho do mesmo més ja seria suficiente.

Entretanto, percebemos que faltava algo. O proprio desenvolvimento do jogo naquele dia ndo
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havia nos agradado tanto. Apds uma semana de reflexdes, decidimos refazer o jogo e até
mesmo complementa-lo em alguns aspectos.

Entramos em sala as 07 horas do dia 24 de junho, substituindo as duas aulas de outro
colega, e isso gerou certo espanto na turma da 3* série A. Alguns alunos pensaram que
haviamos errado de sala, mas a maioria por se tratar do professor de Matemadtica, ficou
desapontada. Findo esse momento de apreensdo, explicamos o motivo de nossa presenca ali,
mostrando se tratar de algo relativo a dissertagdo de mestrado. Esclarecemos a todos como
funcionava esse curso de pds-graduagdo e explicamos-lhes a diferenga entre os dois tipos de
mestrado: o académico e o profissional. Sobre este Ultimo, comentamos também sua
importancia diante do cenario educacional com suas possiveis e reais contribuigdes.

Em seguida, apds todas as consideragdes iniciais, assim como no encontro passado
com os outros alunos, entregamos a turma a Atividade de conhecimentos prévios (ver
Apéndice A). Novamente aquilo gerou grande desconforto neles. Muitos alegaram
desconhecer aquele conteido ou ndo se lembrarem mais dele. Mediamos o conflito e
esclarecemos que tal atitude de esquecimento era normal e que aquela tarefa ndo serviria para
enaltecer ou desqualificar ninguém. O objetivo central seria perceber que nivel de
conhecimentos matematicos os alunos traziam até entdo. Recolhemos essas folhas e passamos
para uma nova fase da oficina.

Nessa ocasido, pedimos aos alunos que se dividissem em duplas para darem inicio ao
jogo. Era esse o momento que eles mais aguardavam, pois aqueles alunos normalmente
adoravam as disputas entre si. Entregamos as equipes as folhas contendo as regras (Ver
Apéndice C), e fizemos em conjunto e detalhadamente a leitura das mesmas. Dessa vez,
buscamos uma orientacdo diferente da anterior, introduzindo informalmente, o conceito de par
ordenado como resultado para uma solugdo do jogo. Felizmente, tal ideia foi facilmente
compreendida, e isto resultou, ao final, numa apura¢do dos pontos mais rapida. Uma regra
fundamental que também enfatizamos nesse momento foi a questdo da repeticdo de
preenchimentos. Percebemos que no encontro com a outra turma fomos displicentes a este
respeito.

Apbés a entrega das malhas quadriculadas (ver Apéndice B) e das canetas
hidrograficas, explicamos aos alunos que na primeira etapa eles deveriam preencher
retangulos do tipo 3x4. Para isso, eles teriam 10 minutos, tempo maior que da outra vez, pois
consideramos como produtivo tal aumento. Nessa rodada do jogo, percebemos, em geral,
certa dificuldade, e por isso direcionamos maior atengdo as duplas que nos solicitavam ajuda.

Para a segunda etapa, o tempo combinado foi de 15 minutos e eles deveriam revestir
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retangulos do tipo 4x5. Mais familiarizados com a brincadeira percebemos neles maior
desenvoltura, tanto que em poucas vezes fomos requisitados para tirar-lhes as dividas. Na
rodada final, cada dupla recebeu novamente uma malha quadriculada e agora o objetivo era
preencher retangulos do tipo 5x5. Comecada a nova disputa, logo as inquietacdes surgiram.
Mais uma vez, os alunos percebiam que algo estava errado, mas mesmo assim continuavam
revestindo incorretamente os retdngulos. Para nossa surpresa, uma das duplas detectou o
problema a tempo, sem fazer marcagdes na folha. As duas alunas dessa equipe perceberam a
questdo da paridade como obstaculo para realizagdo da tarefa. Passados os 10 minutos
referentes a essa etapa, recolhemos as folhas em meio as duvidas dos alunos diante daquele

impasse.

Figura 5 — Aplicacéo do jogo "Preenchendo Quadradinhos™

Fonte: Elaborada pelo autor

Figura 6 — Aplicacdo do jogo "Preenchendo Quadradinhos"

Fonte: Elaborada pelo autor
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O final da aula se aproximava quando iniciamos a apuragdo dos pontos. Dessa vez,
redistribuimos a equipes oponentes todas as folhas que haviamos recolhido. Assim, eles
fariam a apuragdo entre si. Seria também uma oportunidade para testar a seriedade de cada um
deles. Esse processo, contudo, ndo foi tdo simples, pois varios alunos demonstraram
dificuldades ao atribuir as pontuagdes e isso exigiu em dados momentos a nossa intervengao.
Logo apds, montamos um ranking no quadro com a somatdria de todos os pontos ¢ a dupla
campea foi conhecida. Encerramos esse encontro, agradecendo a atencao e a participagdo da
turma e informando que no dia seguinte voltariamos a abordar conceitos relativos ao jogo.

Voltamos a mesma turma como combinado, no dia 25 de junho, ter¢a-feira, também as
7 horas. Infelizmente, naquela oportunidade, havia menos alunos que no encontro anterior. E
costume na ultima semana letiva de bimestre, um baixo indice de frequéncia. De qualquer
modo, iniciamos nossos trabalhos cumprimentando os que estavam presentes e discorrendo
sobre o que realizariamos naquele dia. De imediato, um aluno perguntou se continuariam
disputando o jogo, ao que lhe respondemos que possivelmente, no final da aula. Eles ainda se
mostravam intrigados com o fato do tltimo retdngulo nao ter admitido solugdo.

Comegamos, efetivamente, apresentando a turma, um questiondrio sobre o jogo e
pedimos que eles desenvolvessem as respostas de forma sincera, preenchendo o que fosse
possivel. Deixamo-los bem a vontade quanto a isso. Dentre as questdes, focamos bastante, na
que solicitava deles fazer alguma relagdo entre a atividade de conhecimentos prévios e o jogo
em si. Apos recolher todos os questionarios afirmamos que fariamos algumas observacgdes no
quadro branco. Isso frustrou, a meu ver, as intenc¢des de parte da turma. De fato, escrevemos o
problema: “Quantas solucdes naturais (X, y) possui a equacao 2x + 4y = 20? Quais sdo elas?”
Os alunos mais atentos perceberam que se tratava da ultima questdo da atividade da aula
passada. Como ninguém havia respondido satisfatoriamente ao item, comegamos a explicar o
que realmente ele significava. Apds a compreensdo da turma, justificamos que o problema
estava intimamente ligado ao jogo, pois cada retangulo revestido representava uma solugao
para aquela equagdo. Isso gerou boa expectativa neles, pois passaram a entender o jogo nao
mais como uma ingénua brincadeira.

Passamos, em seguida, a abordar os conceitos de divisores de um niimero inteiro, bem
como o de méaximo divisor comum. Percebemos que, para eles, tais definigdes estavam
totalmente adormecidas. De fato, poucos desenvolveram respostas plausiveis as perguntas.
Quando, porém, desenvolvemos no quadro o célculo do m.d.c.(10, 15) todos perceberam se
tratar de algo extremamente simples e compreensivel. Apos esses topicos, definimos as

equagoes diofantinas lineares, e afirmamos que somente parte delas possuia solugdo,



46

informando a condi¢@o para que isso ocorresse. Foi a oportunidade, para explicar o problema
do ultimo retangulo, associando de vez as equagdes ao jogo. Finalizando a exposicao,
mostramos a eles as féormulas para se obter as possiveis solugdes, bem como um exemplo de

sua aplicagao.

Figura 7 — Exposicao dos contetdos relativos ao jogo

Fonte: Elaborada pelo autor

O encontro somente foi encerrado apds a reaplicacdo do jogo. Pedimos aos alunos que
novamente se dividissem em duplas e entregamos a eles as canetas e uma malha quadriculada.
O objetivo de entdo ndo seria a disputa, mas inferir se os apontamentos feitos durante aquele
dia interferiria em um novo revestimento de retangulos. Para tanto, orientamos a eles que
revestissem retangulos 4x6, determinando antes, a quantidade total possivel de revestimentos.
Isso se resumiria em resolver a equagdo 2x + 4y = 24. Auxiliando os alunos, descobrimos que
esse valor seria 7. Utilizando um raciocinio relativo a analise combinatoria um dos alunos,
chegou a esse valor antecipadamente. Ele relatou que o retingulo poderia ser preenchido
através de composi¢oes onde as pecas de 4 quadradinhos variariam em quantidades de 0 a 6.

Infelizmente, a aula chegava ao fim e pela limitacdo do tempo somente alguns alunos
completaram a tarefa. No entanto, percebemos que neste segundo momento o preenchimento
dos retangulos transcorreu de forma mais leve, sem questionamentos por parte da turma.
Notamos também que todos ficaram satisfeitos com o enfoque diferenciado pelo qual se

poderia abordar um conteudo matematico.
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I. Dados de identificacéo

Escola: E.E.M. Francisco Moreira Filho
Professor: Elvis Maikon Reges Sousa
Disciplina: Matematica

Carga horéria: 2 h/a

Serie: 3% série do Ensino Médio

Turma: A

Data: 24 jun. 2019

I1. Titulo da atividade

Preenchendo quadradinhos.

I11. Objetivos

Objetivo geral:

Introduzir o assunto equac@es diofantinas lineares de maneira dinamica e divertida.
Obijetivos especificos:

Associar as solucgdes do jogo ao conceito de divisibilidade.

Identificar quando uma etapa do jogo possui ou ndo solucdo.

Calcular o nimero de solucdes de cada etapa do jogo.

1V. Contelido

Equacdes diofantinas lineares.

V. Metodologia

Inicialmente, dividimos a turma em duplas, entregando-lhes uma folha contendo as regras
do jogo (Apéndice C). Passamos a discuti-las e, nesse momento, introduzimos o conceito de
par ordenado, para identificar cada solu¢do do jogo e tambem facilitar a apuracdo dos
pontos ao final. Em seguida, entregamos a cada dupla uma malha quadriculada e para
iniciar a 12 etapa representamos no quadro branco um retangulo 3x4 (3 quadradinhos como
comprimento e 4 quadradinhos como altura) que os alunos deverdo reproduzir na malha.

Esse retangulo devera ser preenchido somente com pegas de 2 ou 4 quadradinhos, com
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cores diferentes. Os alunos dispordo de 10 minutos para concluir esta etapa. ApoOs esse
tempo, recolhemos essas malhas e daremos inicio a 2* etapa, estabelecendo um
procedimento analogo ao da primeira. Nesse momento, porém, desenhamos no quadro um
retdngulo 4x6 como modelo para eles preencherem com as mesmas pecas da 12 etapa, mas
agora dispondo de 15 minutos. Finalizada esta rodada, ap6s o recolhimento de todas as
malhas quadriculadas, continuaremos o processo com a terceira e Ultima etapa, onde as
duplas deverdo revestir retangulos 5x5, em 5 minutos. Concluidas as trés etapas do jogo,
iniciaremos a apuracdo dos pontos. Redistribuimos aleatoriamente todas essas malhas
quadriculadas e assim as duplas realizardo o julgamento entre si. De acordo com as regras,
cada revestimento correto soma 2 pontos e cada incorreto, incompleto ou repetido vale — 1

ponto. Encerramos a aula elegendo a dupla camped e discutindo as particularidades do jogo.

V1. Recursos didaticos

Malhas quadriculadas, canetas hidrograficas, folha com as regras do jogo, quadro branco,

pincéis para quadro branco.

VII. Avaliacdo

A avaliacdo se realizara ao final da aula com apuracdo dos pontos e com a discussao dos

resultados.
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5 ANALISE DOS RESULTADOS

Nas paginas que seguem nos proporemos a discutir as a¢des realizadas em sala de aula
conforme descrevemos no capitulo anterior. Sera a possibilidade de analisarmos que parcela
daquilo que planejaramos realmente se concretizou. Entretanto, a fim de ndo nos alongarmos,
destacaremos aqui apenas as atividades desenvolvidas na turma da 3% série A, ndo mais nos
reportando aquela aplicagdo inicial, a qual julgamos um tanto precoce e pouco organizada.
Consideramos, portanto, de total suficiéncia para nossas pretensdes pedagodgicas os

apontamentos que ora iniciamos.

5.1 Analise da atividade de conhecimentos prévios

A atividade de conhecimentos prévios foi desenvolvida logo no inicio do primeiro dia
do encontro. Era composta por quatro questdes cujo objetivo seria identificar nos 28 alunos
presentes o nivel de conhecimento sobre o assunto abordado que eles traziam até entdo.

Infelizmente, apenas 16 alunos devolveram a folha com pelo menos um item resolvido.

Primeira questao O que vocé entende por divisores de um nimero inteiro?

Na primeira questdo buscamos sondar nos alunos o que eles compreendiam por
divisores de um nimero inteiro. Nao esperavamos respostas formalmente bem construidas,
em virtude de conhecermos de perto a turma, mas sim que eles demonstrassem uma simples
nocao do que era solicitado. Verificamos, contudo, de modo geral, uma enorme insuficiéncia
de conhecimentos, ndo s6 nesta, mas nas demais questdes. Para esse item, apresentamos a

resposta de dois alunos:
Aluno 1: “Determinados numeros que divide exatamente um outro nimero”.
Aluno 2: “S3o numeros que podem ser divididos por nimeros exatos.”
Verificamos que nesta questao apenas o aluno 1 deu uma resposta satisfatoria. O aluno
2, por sua vez, demonstra ter no¢ao do significado de divisor, mas ndo conseguiu expressa-lo

formalmente. Percebemos ainda, em outros alunos, repostas semelhantes a esta ultima e

também aquelas que fugiam do que era pedido.
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Segunda questdo Defina, com suas palavras, o m.d.c. (maximo divisor comum) de dois

nameros inteiros.

Assim como na primeira questao, procuramos aqui identificar se os alunos conseguiam
expressar, com suas palavras, a defini¢do de m.d.c. entre dois numeros inteiros. Dessa vez,
dos 28 alunos, 19 preferiram ndo responder. Entre aqueles que expressaram seu ponto de

vista, selecionamos as seguintes respostas:

Aluno 4: “O maximo divisor comum entre dois ou mais niumeros inteiros ¢ 0 maior nimero

inteiro que ¢ fator de tais nimeros”.

Aluno 16: “E quando se procura um nimero que divide os dois nimeros inteiros”.

Entendemos que o aluno 4 foi bem feliz e conciso em sua resposta, complementando
inclusive o questionamento ao empregar os termos “dois ou mais niimeros inteiros” e “fator”,
este ultimo pouco comum na linguagem dos demais. Ja o aluno 16, compreendeu
parcialmente o sentido do que lhe era pedido. Ele ndo citou que o nimero que divide os dois

inteiros deveria ser o maior possivel.

Terceira questao Determine: a) m.d.c. (20, 28); b) m.d.c. (21, 25)

Nesta questdo, pediamos que os alunos calculassem o maximo divisor comum entre
dois numeros inteiros. Percebemos durante a aplicacdo do questionario certo desconforto da
turma ao se deparar com um item desse tipo. Alguns alunos informaram que sabiam
determinar o m.m.c. entre dois inteiros, mas ndo o m.d.c. Alegavam eles que ha muito tempo
nao lidavam com tal assunto. Escolhemos a resposta mais significativa de um dos alunos (ver
Apéndice E). Nela verificamos que ele procedeu com a decomposi¢ao dos numeros dados em
fatores primos, mas ndo soube emprega-la no célculo do m.d.c. Outro colega ofereceu um
desenvolvimento semelhante e os demais fugiram totalmente do que foi solicitado, muitos

inclusive, deixando em branco o espaco proprio para a resposta.

Quarta questdo Quantas solugdes naturais (X, y) possui a equacdo 2x + 4y = 20? Quais sdo

elas?
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Na ultima questao da atividade de conhecimentos prévios pretendiamos que os alunos
resolvessem uma equac¢do linear nas varidveis X e y, apresentando-lhe as possiveis solugcdes
naturais. Este foi certamente o item mais complicado para todos. Pelas poucas respostas
dadas, percebemos uma incompreensao geral ao que era solicitado, inclusive e principalmente
o significado das solug¢des (x, y). Em algumas delas houve a troca da solucdo da equagdo

pelos seus coeficientes a, b e ¢, como podemos ver na resposta a seguir:

Aluno 8: “As solugdes sao 2, 4 ¢ 20”.

5.2 Andlise do questionario

Nesta etapa da analise dos resultados levaremos em consideragdo as respostas dadas
pelos alunos ao questionario aplicado no segundo dia de atividades de nosso trabalho. Nessa
ocasido, estiveram presentes em sala 19 alunos que responderam as dez questdes propostas,
antes de expormos 0s conceitos matematicos relativos as equagdes diofantinas lineares. Ao
elaborarmos o questionario tinhamos em mente nao apenas colher os relatos dos alunos a
respeito de como se processou o jogo, suas facilidades ou dificuldades, mas também
reconhecer suas opinides a respeito do estudo e do ensino da matematica.

Novamente, reproduziremos aqui as respostas de alguns estudantes a todas as questoes
e apresentaremos graficamente os resultados de algumas delas que favoreceram nosso

levantamento analitico.

Primeira questédo Vocé gosta de estudar Matematica? Por qué?

A resposta dada a essa indagagdo, ndo podemos negar, nos surpreendeu positivamente.
O convivio com todos, durante o semestre letivo, dava-nos mostra de que obteriamos um
resultado contrario. Sabemos, entretanto, que o gostar ou ndo de Matematica, leva em
considera¢do uma série de fatores, como a sua aplicabilidade no dia a dia ou a forma como ela
¢ e foi abordada em sala de aula durante toda uma vida escolar. Mas de forma gratificante,

expressamos no seguinte grafico os dados obtidos:
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Grafico 1 — Gosto pela Matematica

Vocé gosta de estudar Matematica? Por qué?
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alunos
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Fonte: Elaborado pelo autor

Vejamos agora, a resposta de dois alunos a respeito desse questionamento:

Aluno 18: “Sim, ¢ algo necessario no cotidiano e, além disso, sempre tem algo novo a se

aprender”.

Aluno 5: “Nao, porque eu nao compreendo”.

Identificamos na resposta do aluno 18, assim como na de outros colegas que
responderam sim, a importancia do emprego da matematica no dia a dia. Além disso, ele se
mostra receptivo ao que essa disciplina tem a oferecer. Por outro lado, respostas como a do
aluno 5 servem de alerta para o modo de como a Matematica ¢ ensinada: a instrugdo ¢
oferecida de forma consistente apenas aos alunos que demonstram maiores conhecimentos ou
interesses. Jovens como este se apresentam desmotivados em sala de aula por se sentirem

menosprezados.

Segunda questiao Durante toda sua vida escolar (Ensino Fundamental e agora Ensino Médio)
como se processou o ensino da Matematica? As aulas seguiam o modelo tradicional de ensino

ou houve inovagoes?

Buscamos na segunda pergunta do questionario, conhecer o modo de como a

matematica foi ministrada desde o ensino fundamental até o presente. Pelas respostas
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colhidas, esta indagagdo ndo foi bem compreendida. Alguns interpretaram as inovagdes, como
contedos novos do Ensino Médio e ndo como estratégias de ensino. Dos discentes que
compreenderam o teor da pergunta, houve praticamente unanimidade, informando o método

tradicional como modelo de ensino. E o que vemos na resposta a seguir:

Aluno 5: “Seguem o modelo tradicional”.

Terceira questao Vocé apresenta facilidade ou dificuldade em compreender os contetdos de

Matematica abordados no Ensino Médio?

Esse questionamento pareceu-nos de dbvia resposta. Nao ¢ de hoje que a matematica ¢
o terror da maioria dos alunos. A resposta apontada no grafico a seguir, revela que mais da
metade da turma realmente tem dificuldades em assimilar os contetidos da disciplina neste

nivel de escolaridade.

Gréfico 2 — Facilidades ou dificuldades em aprender Matematica

Voceé apresenta facilidade ou dificuldade em
compreender os contetiidos de Matematica abordados
no Ensino Meédio?
Numerode

alunos

12
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B

B
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FACILIDADE DIFICULDADE AMBAS

Fonte: Elaborado pelo autor

Imaginamos que os motivos para justificar essa problematica sdo muitos, entretanto,
de acordo com os relatos da turma, eles foram pouco relacionados. Alguns apontam que a
dificuldade de aprendizagem depende do conteudo abordado, outros, porém mencionam a
falta de atengdo nas explicagdes. A esse respeito, vejamos a resposta seguinte:

Aluno 10: “Nao tenho dificuldade, € s6 eu prestar atengao”.
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Algo que deve ser ressaltado nesta colocag@o ¢ que o interesse do aluno, muitas vezes
¢ desviado. Isto se deve a motivos diversos, e estd na pratica docente reverter essa situagao,

através de aulas diferenciadas, que alimentem a curiosidade do aprendiz.

Quarta questao Vocé gostou do jogo “Preenchendo Quadradinhos™? Por qué?

Propomos este item no intuito de saber se os alunos gostaram ou nao do jogo. Este &,
portanto, um ponto crucial do trabalho, pois significa um dos indicios de que estariamos num
bom caminho. O resultado, conforme apresentamos no grafico abaixo, foi bastante
satisfatorio, pois reforcou essa certeza. Ele nos mostra que aproximadamente 90% da turma

aprovou a atividade ludica.

Gréfico 3 — Gosto pelo jogo "Preenchendo Quadradinhos™

Voce gostou do jogo “Preenchendo Quadradinhos™?
Por que?
MNumero de
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Fonte: Elaborado pelo autor

Selecionamos, a seguir, as respostas de quatro alunos com suas respectivas

justificativas.

Aluno 1: “Gostei. E bem interessante o jogo, trabalha a logica e aten¢o e a0 mesmo tempo

competitivo que torna o jogo mais divertido ainda”.

Aluno 6: “Sim porque foi uma aula diferente e também bota os alunos para usar a cabeca um

pouco.”
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Aluno 11: “Sim, pois ajudou a raciocinar e ¢ bastante interessante”.

Aluno 15: “Nao, porque ndo entendi”.

Os relatos dos trés alunos 1, 6 e 11 denotam que eles gostaram do jogo pois 0 mesmo
era interessante, divertido e estimulava o raciocinio légico. Isto nos leva a compreender que
mesmo nas aulas que exigem mais operagdes numericas ou algébricas, se o raciocinio logico ¢
incentivado, ou se ¢ justificado o motivo de realizacdo de certos calculos, muitas vezes
omitidos, tais atitudes podem propiciar o interesse do aluno. Empregar uma foérmula, por
exemplo, sem saber como ela foi obtida, convenhamos, ndo ¢ nada estimulante.

A justificativa do aluno 15 ¢ bastante precisa, e nos faz relaciond-la a do aluno 5,
quando perguntado se gostava de matematica. Neste momento, nem o jogo em si, ¢ autbnomo,
isto ¢, somente ele ndo basta para motivar o educando e garantir uma aprendizagem
satisfatoria. Esse aluno ndo gostou do jogo porque provavelmente ndo compreendeu as suas
regras. Podemos deduzir que durante a explicacdo das mesmas, a informacao ndo abrangeu a
todos. Houve, assim, uma falha no processo comunicativo € que merece ser sanado em futuras

aplicagdes do jogo.

Quinta questio As regras do jogo foram de facil compreensao?

Essa questdo esta intimamente ligada a anterior. Pelos dados coletados, percebemos
que trés alunos alegaram nao compreender as regras do jogo. Destes, estdo incluidos os dois
que informaram ndo gostar do mesmo. O terceiro aluno ndo justificou o motivo pelo qual as
regras ndo foram de facil compreensdo para ele. Quatro alunos, por sua vez, informaram ter
delas apenas um entendimento parcial, enquanto que a maioria alegou ndo ter maiores
dificuldades quanto a isto.

Observemos o grafico seguinte em que essas informagdes sdo transmitidas de forma

mais pratica.
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Grafico 4 — Opinido do alunos sobre a compreenséo das regras do jogo

As regras do jogo foram de facil compreensio?
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Fonte: Elaborado pelo autor

Das respostas declaradas, escolhemos duas que exprimem o posicionamento desses

estudantes quanto ao que compreenderam sobre as regras do jogo:

Aluno 1: “Sim, deu para compreender facil com a explicagdo do professor”.

Aluno 7: “Mais ou menos. No comeco eu ndo tinha entendido mas com o rolar do jogo foi

ficando facil e divertido”.

Evidenciando a resposta do aluno 7, percebemos que o proprio desenvolvimento do
jogo em si contribuiu para ele se apropriar dos principios da brincadeira. Foi realmente o que
observamos durante a aplicagdo em sala, onde na primeira etapa da dindmica, os

questionamentos foram sucessivos, 0 mesmo nao ocorrendo nas etapas finais.

Sexta questio “Preenchendo Quadradinhos” foi facil de ser jogado? Por qué?

A resposta dada a este questionamento revelou, como poderemos visualizar no grafico
adiante que 14 alunos, isto ¢, aproximadamente 74% dos entrevistados afirmou ter sido
“Preenchendo Quadradinhos™” facil de ser jogado. Esse resultado nos foi satisfatorio e
animador, pois de certo modo vem confirmar o bom direcionamento que nossos esforg¢os estao

tomando.
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Grafico 5 — Facilidades ou dificuldades ao jogar

“Preenchendo Quadradinhos” foi facil de ser jogado?
Por que?

Numero de
alunos

16

14
12

10

8

B

4

2 L

0 |

3IM MAO MAIS OU MENOS

Fonte: Elaborado pelo autor

A fim de elucidar o que motivou tais informacgdes, selecionamos as seguintes respostas

de dois participantes:

Aluno 19: “Sim, pois tinha regras faceis de compreensao”.

Aluno 15: “Nao, porque nao prestei atencao na explica¢do do jogo”.

Entendemos que para ser considerado facil, o jogo deve primeiramente possuir regras
compreensiveis. Foi exatamente isto o que alegou o aluno 19 e alguns outros mais. Precisa
também despertar o interesse do jogador. Conforme justifica o aluno 15, esse critério ndo foi
totalmente eficaz, uma vez que se ele ndo se atentou para as explicacdes do jogo, o mesmo
pode nao ter-lhe sido atraente. Mantendo a mesma linha de raciocinio, precisa ainda a disputa
ter um objetivo final que possa sempre ser alcangado. Jogos complexos, por exemplo, tendem
a transmitir no aluno a sensagdo de ndo poderem ser solucionaveis, desmotivando-o e nao lhe

garantindo um aprendizado conveniente.

Sétima questiao Que sugestdes ou criticas vocé apresentaria a este jogo?

Propomos esta pergunta com o intuito de colher as percepcdes dos alunos em relacao

ao jogo que nos, enquanto elaboradores, poderiamos ndo ter observado. Nada melhor do que

eles mesmos, que vivenciaram a atividade, para nos auxiliarem quanto a isso. As respostas
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obtidas poderao nos oferecer subsidios para o aperfeigoamento do jogo bem como a criagdo e
desenvolvimento de outros mais.
Infelizmente, a maioria dos alunos afirmou nao ter criticas ou sugestdes. Dos que se

dispuseram a comentar, destacamos os seguintes:

Aluno 09: “Sugiro aumentar a pontuacao, para ficar mais competitivo”.

Aluno 11: “Poderia ter mais tempo”

A questdo do tempo, relatado pelo entrevistado acima, foi algo que nos preocupou
desde a primeira aplicacdo do jogo. Para tanto, neste segundo momento, fizemos uma
adaptacao, prolongando o tempo de disputa em cada etapa. Ainda assim, reconhecemos que o
mesmo foi insuficiente para alguns. Na verdade, percebemos que ao preencher os
quadradinhos, os alunos queriam completar todas as possibilidades, sendo prazerosa esta

atividade para eles.

Oitava questido Vocé observou alguma relagdo entre o jogo e a atividade de conhecimentos

prévios? Quais?

Como ja mencionamos anteriormente, o jogo bem como a atividade de conhecimentos
prévios foram aplicados no primeiro dia dos nossos trabalhos na turma da 3* série A. Essa
questdo, um tanto quanto audaciosa de nossa parte, proposta no dia seguinte, foi justamente
para verificar o que os alunos reconheceram de matematica na dindmica, relacionando-a com
os conceitos de divisibilidade, m.d.c. e equagdes.

Pelos dados expostos no seguinte grafico, obtidos das respostas colhidas, supomos que

os alunos julgaram perceber alguma relagao entre ambas.
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Grafico 6 — Relagdo entre 0 jogo e a atividade de conhecimentos prévios

Vocé observou alguma relacio entre o jogo e a
atividade de conhecimentos prévios? Quais?
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Fonte: Elaborado pelo autor

A andlise detalhada de todas as respostas nos sugere que as mesmas ndo estdo
baseadas em argumentos convincentes. Dos que responderam sim, a grande maioria nao
justificou ou ndo lembra a qual conteido matematico o jogo estava estruturado. Excetuando
estes, selecionamos os relatos de dois alunos que demonstraram alguma coeréncia com o que

lhes era indagado:
Aluno 1: “Sim os quadradinhos o total deles”.
Aluno 5: “Acho que sim, 0 m.m.c., entre outros”.

Nas palavras do aluno 1, presumimos que ele se referia ao total de quadradinhos como
um valor que obrigatoriamente deveria ser decomponivel entre as pegas que constituiam o
jogo. Ja o aluno 5, citou o m.m.c., onde acreditamos mais uma vez que ele se referia ao

m.d.c., também imaginando o conceito de divisibilidade.

Nona questao Que conteudos matematicos vocé acredita possam ser abordados com o jogo

“Preenchendo Quadradinhos™?

As respostas dadas a este item serviram, ndo somente como no anterior, em relacionar

0 jogo com a matematica, mas também em dimensionar nos estudantes o que eles entendiam
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como contetidos matematicos. Saberiamos, entdo a que topicos desta disciplina, eles estariam,

pelo menos, familiarizados. Vejamos o que alguns deles relataram:
Aluno 1: “Formas geométricas, equagao”.

Aluno 2: “Dividir nimeros e cores no quadrado”.

Aluno 9: “Geometria, operagdes basicas”.

Aluno 18: “Raciocinio 16gico”.

Identificamos nestes apontamentos, € nos demais também, que todos demonstraram
possuir nogdes relativas entre o jogo e suas possibilidades de aplicagdo de contetidos em sala
de aula. Na verdade, estdo envolvidas no mesmo, a geometria com as formas geométricas, as
operagdes basicas como divisdo e também, conforme indica o aluno 18, o raciocinio logico se

estendendo, em consequéncia, para os principios de contagem.

Décima questao O que vocé pensa a respeito do uso de jogos para a melhor compreensao de

um conteudo matematico?

Elaboramos esta pergunta, diferentemente das demais, com certa expectativa em
relagdo ao que a turma opinaria. Compreendendo a caréncia dos alunos por aulas
diferenciadas, vimos as repostas a este item, como um apelo deles para continuagdo das
inovacdes nos métodos de ensino, ndo s6 de Matemadtica, mas de todas as disciplinas.
Divulgamos abaixo trés colocagdes, resumindo de certo modo, a opinido da turma.

Aluno 1: “E bom o jogo porque fica uma aula diferente e a gente aprende e se diverte”.
Aluno 3: “Acho que com o jogo ajuda a gente a compreender mais os calculos”.

Aluno 18: “Uma forma mais dindmica, e sai da mesmice de sempre”.

O aluno 1, conforme o exposto, relaciona o aprendizado a diversdao e compreendemos

esse ponto de vista, ndo como uma diversao a titulo de passatempo, mas algo que seguindo o
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mesmo pensamento do aluno 18, promove a fuga da mesmice das aulas tradicionais. O aluno
3, por sua vez, cita o jogo como uma ferramenta que favorece nele um melhor entendimento
dos calculos. Foi exatamente isto o que observamos no segundo momento com a turma em
que expusemos no quadro os conceitos matematicos contidos no jogo. A resolucao da quarta
questdo da atividade de conhecimentos prévios, s6 passou a fazer realmente sentido quando
mostramos que a busca dos pares ordenados que solucionassem a equacdo 2x + 4y = 12

poderia ser feita a partir da composi¢ao das pecas que revestiam o retangulo 3x4.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Conforme percebemos, novas perspectivas sdo elaboradas para mudar o panorama
tradicionalista que perdura até entdo no ensino da Matematica. Foi particularmente este
modelo de docéncia um dos maiores causadores da aversdo que grande parte dos alunos
apresenta a respeito desta disciplina. E ndo é para menos. A repeticdo mecénica de exercicios
é desestimulante para eles principalmente por que ndo veem nisso nada correlacionado com o
seu cotidiano. N&o percebem, portanto, a aplicabilidade deste saber para fins Gteis.

A proposta de ensinar equagdes diofantinas lineares no Ensino Médio e de maneira
diferenciada baseou o desenvolvimento deste trabalho. E nesse processo, 0 jogo pedagdgico
se mostrou bastante eficiente na busca desse objetivo. Conforme identificamos, a atividade
ludica proporciona um envolvimento muito mais amplo da turma, pois os alunos se veem
como parte integrante de um todo na busca de um objetivo palpével, neste caso, vencer a
disputa. Este propdsito, sem duvida, foi desencadeador para estimular a vontade dos alunos,
contudo, entendemos que os ganhos obtidos ndo se limitam a apenas isto. H4, certamente, a
apropriacdo de elementos cognitivos, imperceptiveis para a maioria deles, como o
desenvolvimento do pensar matematico e do raciocinio légico.

Ao buscarmos introduzir no Ensino Médio o contetido proposto, pensamos no cuidado
de ndo formalizé-lo demais, transformando aquele ambiente em um apéndice de uma turma de
Ensino Superior. Estaria, assim, fora dos nossos propositos preestabelecidos. Contudo,
sabiamos perfeitamente da viabilidade de tal metodologia, pois 0s requisitos para 0 seu
desenvolvimento vinham de conceitos supostamente aprendidos no Ensino Fundamental e,
portanto, estariam ao alcance de todos.

Para a andlise dos dados obtidos, os questionarios desenvolvidos se mostraram
preponderantes. Percebemos através deles o perfil de cada participante da atividade se vendo
como alguém valorizado, cuja opinido € significativa para o processo de ensino. A primeira
atividade denunciou resultados preocupantes sobre o nivel de conhecimentos adquiridos até o
momento. 1sso, por diversos aspectos, ja nos era esperado. O questionario pds-jogo, esse sim,
desempenhou maior ferramenta para as nossas observacoes.

Por meio das questdes propostas no segundo dia de atividades, verificamos diversos
aspectos relativos a dinamica apresentada e a propria docéncia em Matematica. Percebemos
gue os alunos, em sua maioria, ndo detestam a disciplina por si mesma, mas pela forma como
ela é ensinada, pouco lhes despertando a atencdo. Julgamos ser esse um dos principais

motivos que levou grande parte da turma a alegar dificuldades em assimilé-la. Nesse sentido,
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0 jogo representa uma ponte interligando o interesse dos estudantes e o conhecimento
proposto. Pelas informacGes coletadas, entendemos que o0 jogo se desenvolveu de forma
tranquila, pois a turma, em seu maior percentual, respondeu gostar do material, demonstrando
habilidade em manusea-lo e compreender suas regras.

A exposicdo dos contetdos matematicos referentes as equagdes diofantinas lineares
também propiciou-nos ricos elementos de anélise. Entendemos que o ato de abordar as
equac0es e suas solucdes relacionando-as ao jogo favoreceu a compreensdo do assunto de um
modo geral. Como exemplo, percebemos que os alunos assimilaram, em sua maioria,
conceitos como divisibilidade, e o porqué de algumas equacbes ndo apresentarem solugéo,
utilizando-se apenas dessa associa¢do. O préprio transcorrer da aula, centrada em definicGes
e formulas, se processou atraindo a atencdo da turma, uma vez que a dindmica proporcionou
um incremento no entusiasmo da mesma.

Finalizamos nossas consideracdes, incentivando aqueles que buscam inovar em suas
metodologias de ensino, a aceitar o desafio de inserir em sua vivéncia didatica, o projeto aqui
exposto. Sabemos das dificuldades em se planejar as aulas, pois diversas varidveis interferem
no processo, desconsiderando ainda o extenso contetido programatico a ser ministrado em um
periodo letivo relativamente curto. As transformacbes no ensino requerem a audacia da
mudanga, e nossa proposta, passiva de alteracGes ou adaptacOes, acreditamos representar uma

decente iniciativa.
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APENDICE A - ATIVIDADE DE CONHECIMENTOS PREVIOS

01. O que voce entende por divisores de um nimero inteiro?
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02. Defina, com suas palavras, o m.d.c. (maximo divisor comum) de dois nimeros inteiros.

03. Determine:

a) m.d.c.(20, 28)

b) m.d.c.(21, 25)

04. Quantas solucdes naturais (X, y) possui a equacao 2x + 4y = 20? Quais sao elas?
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APENDICE B — MALHA QUADRICULADA

Figura 8 — Malha quadriculada

Fonte: Disponivel em: <http://maniadecalcular.blogspot.com/2017/06/malha-quadriculada.html>. Acesso em: 07
jun. 2019.

Resultados:

Pontuacao:



http://maniadecalcular.blogspot.com/2017/06/malha-quadriculada.html
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APENDICE C - REGRAS DO JOGO “PREENCHENDO QUADRADINHOS”

Material Necessario:
Malha quadriculada

Canetas hidrograficas

Procedimentos:
= O jogo sera disputado entre duplas, em trés etapas;

» Para cada etapa, as duplas receberdo uma malha quadriculada;

Nesta malha, elas revestirao retangulos indicados pelo professor, pintando pegas formadas

por 2 ou 4 quadradinhos em posi¢des conforme o modelo abaixo;

Figura 9 — Pecas do jogo

* Em um mesmo retdngulo, as pegas devem ser pintadas com cores diferentes;

Fonte: Elaborada pelo autor

Exemplo de revestimentos do retangulo 4x6:

Figura 10 — Exemplo de revestimento

Fonte: Elaborada pelo autor

= Sera considerada repeti¢do, retdngulos revestidos com a mesma quantidade de pecas de 2

ou 4 quadradinhos, mesmo com cores diferentes ou posigdes diferentes;
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Exemplo de repeticao:

Figura 11 — Exemplo de repeti¢do de revestimento

Fonte: Elaborada pelo autor

Em ambos, foram utilizadas 8 pecas de 2 quadradinhos e 2 pegas de 4 quadradinhos;
» O objetivo do jogo € revestir a maior quantidade de retdngulos, sem haver repeti¢des;
* De acordo com os retangulos divulgados pelo professor no decorrer do jogo, a 1* etapa

durara 10 minutos, a 2* etapa durard 15 minutos e a 3% etapa, 10 minutos;

Apuracao dos pontos:

" Ap0s as trés etapas, as malhas quadriculadas serdo recolhidas, e redistribuidas a duplas
oponentes que realizardo a contagem dos pontos;

= (Cada revestimento correto vale 2 pontos e cada revestimento incorreto, incompleto ou
repetido vale —1 ponto;

» Ganha o0 jogo, a dupla que somar mais pontos;

* Em caso de empate, soma-se 1 ponto a dupla que tecnicamente melhor revestiu os

retangulos, considerando-se o melhor preenchimento das cores.
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APENDICE D - QUESTIONARIO

01. Vocé gosta de estudar Matematica? Por qué?

02. Durante toda sua vida escolar (Ensino Fundamental e agora Ensino Médio) como se
processou 0 ensino da Matematica? As aulas seguiam o modelo tradicional de ensino ou

houve inovacgdes?

03. Voceé apresenta facilidade ou dificuldade em compreender os contetidos de Matematica
abordados no Ensino Médio?

04. Vocé gostou do jogo “Preenchendo Quadradinhos™? Por qué?

05. As regras do jogo foram de facil compreenséo?

06. “Preenchendo Quadradinhos” foi facil de ser jogado? Por qué?
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07. Que sugestdes ou criticas vocé apresentaria a este jogo?

08. Vocé observou alguma relagdo entre o jogo e a atividade de conhecimentos prévios?
Quais?

09. Que conteldos matematicos vocé acredita possam ser abordados com o0 jogo

“Preenchendo Quadradinhos™?

10. O que vocé pensa a respeito do uso de jogos para a melhor compreensao de um contetdo

matematico?
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APENDICE E — RESPOSTAS DE ALGUNS ALUNOS

Aluno 1: “Determinados numeros que divide exatamente um outro namero”.

01. O que vocé entende por divisores de um mimero inteiro?

LDE [ERMm s DL A Ui E8 T Hatd N e E4R T e Arg 8 S TR Ak,

Aluno 2: “S3o numeros que podem ser divididos por nimeros exatos.”

01. O que vocé entende por divisores de um niimero inteiro?

O, o= ’ A5 X 3 A\
NS e 10 00N VS QAT A8

(\ !
MANEO N R EF SV

Aluno 4: “O maximo divisor comum entre dois ou mais nimeros inteiros ¢ 0 maior nimero

inteiro que ¢ fator de tais nimeros”.

02. Defina, com suas palavras, o m.d.c. (méximo divisor comum) de dois niimeros inteiros.

~ P ) y Lo
O ~naxunmd dutuhen Garnuurn —enian des QU conaas AN nun @ atianes

N ~~-.(\r\r\\; N OACCONS AN RQus g ,x‘r)-? (@M f‘{i -1(\,\ N YNNI NAED,

Aluno 16: “E quando se procura um nimero que divide os dois nimeros inteiros”.

02. Defina, com suas palavras, o m.d.c. (méximo divisor comum) de dois niimeros inteiros.

o, N o X , S A i
€ a0 e VROGUER U MDA RO Byt Pyily O0S  O01S __ ANurarg? in \EIRODS,
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03. Determine:

a) m.d.c.(20, 28) 5
o / (
,’«}Qif ,' ) L0Sd a 2
19 | < 1y \4 4% 2%
S1S g4 b
« '}‘ A
A &
b) m.d.c.(21, 25)
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Aluno 8: “As solugoes sdo 2, 4 ¢ 20.”

04. Quantas solugdes naturais (X, y) possui a equagio 2x + 4y = 20? Quais sdo elas?

Aluno 18: “Sim, é algo necessario no cotidiano e, além disso, sempre tem algo novo a se

aprender.”

01. Vocé gosta de estudar Matematica? Por qué?

S, € NGO VECESSARID w0 OT\RIAMO & aLEM DISS0  4Em-
PRE YEM A0 WOU0 B S\ APRGNPER:

Aluno 5: “Nao, porque eu nao compreendo”.
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01. Vocé gosta de estudar Matemética? Por qué?

o O i
G000y 0l U Q4 x*:\,l) Cﬁcmml“ (

Aluno 5: “Seguem o modelo tradicional”.

02. Durante toda sua vida escolar (Ensino Fundamental e agora Ensino Médio) como se

processou o ensino da Matematica? As aulas seguiam o modelo tradicional de ensino ou

houve inovagdes?

= QL/?'U\M 6] lmlcét@(? dm/ h\" 12O O

Aluno 10: “N3ao tenho dificuldade, € s6 eu prestar atencao”.

03. Voce apresenta facilidade ou dificuldade em compreender os contetidos de Matematica

abordados no Ensino Médio?

Aluno 1: “Gostei. E bem interessante o jogo, trabalha a logica e aten¢io e ao mesmo tempo

competitivo que torna o jogo mais divertido ainda”.

04. Vocé gostou do jogo “Preenchendo Quadradinhos™? Por qué?

(c;\&u &131/\0'\ JV\WH‘U ® LQCbu Qm,{)}ng
oﬁmum &QOlQIV\&),@) ¢ (10 ’Ym)\,/m " imps C@/mmjf ‘ll%
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Aluno 6: “Sim porque foi um aula diferente e também bota os alunos para usar a cabe¢a um

pouco.”
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04. Vocé gostou do jogo “Preenchendo Quadradinhos™? Por qué?

bcﬂtxo/)/ U/}/MWAM//W
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Aluno 11: “Sim, pois ajudou a raciocinar e ¢ bastante interessante”.

04. Voce gostou do jogo “Preenchendo Quadradinhos™? Por qué?

Aluno 15: “Nao, porque ndo entendi”.

04. Voce gostou do jogo “Preenchendo Quadradinhos™? Por qué?

J!_CA\Q.;‘ '/Pc.mQuo Mag én?lfzzﬂ,n[/r/

Aluno 1: “Sim, deu para compreender facil com a explicagdo do professor”.

05. As regras do jogo foram de fécil compreens#o?

At ) cleay (0atal Camrnammd)m 'Lou@ Lom Q 2)(ng/
Cor? Ao e MDA

Aluno 7: “Mais ou menos. No comego eu ndo tinha entendido mas com o rolar do jogo foi

ficando facil e divertido™.



05. As regras do jogo_foram de facil compreensdo?
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Aluno 19: “Sim, pois tinha regras faceis de compreensao”.

06. “Preenchendo Quadradinhos™ foi facil de ser jogado? Por qué?

Simn
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Aluno 15: “Nao, porque nao prestei atencao na explica¢do do jogo”.

06. “Preenchendo Quadradinhos™ foi facil de ser jogado? Por qué?

Noo /Panuc Nao ‘prﬂ)m\é}u Hﬁ[e%(m }\ld
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Aluno 09: “Sugiro aumentar a pontuacao, para ficar mais competitivo”.

07. Que sugestdes ou criticas vocé apresentaria a este jogo?

MAS Ly pr T IS
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Aluno 11: “Poderia ter mais tempo”
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07. Que sugestdes ou criticas vocé apresentaria a este jogo?

o —

Aluno 1: “Sim os quadradinhos o total deles”.

08. Vocé observou alguma relagdo entre o jogo e a atividade de conhecimentos prévios?
Quais?

Sim %o@@moénﬂnm @12@\[@9 A

Aluno 5: “Acho que sim, 0 m.m.c., entre outros”.

08. Vocé observou alguma relagdo entre o jogo e a atividade de conhecimentos prévios?

Quais?

ACMN ,(%M:G Mg () B & ij;

Aluno 1: “Formas geométricas, equagao”.

09. Que conteidos matematicos vocé acredita possam ser abordados com o jogo

“Preenchendo Quadradinhos™?

%&wwmi\ ?J_mwjm'm. 8 @mﬁ%@’\

Aluno 2: “Dividir nimeros e cores no quadrado”.
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09. Que conteidos mateméticos vocé acredita possam ser abordados com o jogo
“Preenchendo Quadradinhos™? '

\\ A\ J\§~\<‘ \ uscoan®s 3 Sacian Qg \\J\x n&\a\\w\

Aluno 9: “Geometria, operacdes basicas”.

09. Que contetidos matematicos vocé acredita possam ser abordados com o jogo
“Preenchendo Quadradinhos™?

‘- sl 2 o A
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Aluno 18: “Raciocinio 16gico”.

09. Que conteidos matematicos vocé acredita possam ser abordados com o jogo
“Preenchendo Quadradinhos™?

RACLOCIND 1O A

Aluno 1: “E bom o jogo porque fica uma aula diferente e a gente aprende e se diverte”.

10. O que vocé pensa a respeito do uso de jogos para a melhor compreenséo de um contetido

matematico?

& Lom emmg st bt S oulo &
15,wuﬂh A aV. @m Jz &o)uvw&g mo@mﬂll

Aluno 3: “Acho que com o jogo ajuda a gente a compreender mais os calculos”.
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10. O que vocé pensa a respeito do uso de jogos para a melhor compreenséo de um contetido

matematico?

Vo2
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Aluno 18: “Uma forma mais dinamica, e sai da mesmice de sempre”.

10. O que vocé pensa a respeito do uso de jogos para a melhor compreenséio de um contetido

matematico?
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