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RESUMO

Desde os primoérdios, os povos se interessavam por construcoes com régua e compasso.
As inquietacOes sobre quais construcoes eram ou nao possiveis com o uso destes instru-
mentos contribuiram, e contribuem até os dias atuais, para a evolucao de diversas areas
de conhecimento dentro e fora da Matematica.

Explanamos, aqui, resultados da Teoria de Grupos, do estudo de Polinémios e de
Extensoes de Corpos, da Teoria de Galois e da forma como esta tltima relaciona conceitos
envolvendo grupos e corpos.

Resultados esses, que nos darao respaldo para tratarmos das questoes de construtibili-
dade, em especial, da problemética sobre quais poligonos regulares sao construtiveis com
régua e compasso e, de forma mais breve, dos trés problemas gregos classicos.

Palavras-chave: Régua e Compasso; Extensoes de Corpos; Numeros Construtiveis.
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Introducao

Desde a antiguidade, os povos se interessavam por construgoes utilizando somente
régua nao graduada e compasso. Momento em que ja estabeleciam uma relacao entre
a Algebra, a Aritmética e a Geometria. As atividades de construcio utilizando esses
instrumentos possibilitaram e possibilitam até hoje um desenvolvimento da Matemaética
através dos resultados obtidos com o uso desses instrumentos, como por exemplo, avancos
permitidos em virtude das reflexoes feitas sobre as possibilidades e impossibilidades de
determinadas construcoes.

Nesses alicerces, trataremos aqui de um dos problemas especiais que intrigavam os ma-
tematicos desde a antiguidade, veja [6], qual seja, o da construcao de poligonos regulares
utilizando régua nao graduada e compasso.

Foi feita uma vasta pesquisa bibliografica que nos possibilitou um maior entendimento
da imensa e valiosa teoria que trata dos resultados que apresentamos.

Nos esforcamos para apresentar um tratamento simplificado do tema que consiga,
mesmo diante da abstragao necessaria a teoria, obter um texto numa linguagem compre-
ensiva e agradavel. I assim, podermos vislumbrarmos melhor a beleza de todo o caminho
e do que seria o apice do tema.

O Capitulo 1 reservamos para a apresentacao de alguns preliminares aritméticos, a
definicao e propriedades da importante Fungdao Phi de Euler e resultados envolvendo
relacoes de equivaléncia.

No Capitulo 2, introduzimos a Teoria de Grupos, onde apresentamos uma gama de
resultados, os quais serviram como uma base que recorremos, com uma certa frequéncia,
no transcorrer de todo o texto.

No Capitulo 3, fizemos um estudo do corpo C dos complexos, inclusive de alguns ob-
jetos geométricos no plano complexo. Isto, completa um conjunto de ferramentas teoricas
que nos é necessario para o tratamento da construtibilidade. Tratamento esse, feito no
Capitulo 7.

No Capitulo 4, introduzimos um estudo de polindmios sobre um corpo em uma indeter-
minada. Resultados sobre irredutibilidade de polindmios permitem fazer uma associacao
com conceitos envolvendo Extensoes de Corpos.

No Capitulo 5, detalhamos Extensoes de Corpos, procuramos evidenciar o uso do

estudo de polinémios da validagao dos resultados do capitulo e ficamos em condicoes de
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introduzirmos, no Capitulo 6, resultados centrais da Teoria de Galois.

O Capitulo 6 reservamos para as questoes de Normalidade e Separabilidade de Exten-
soes, que culminam com os resultados essenciais da Teoria de Galois.

O Capitulo 7 é o centro do nosso trabalho. De posse de todo o aparato tebrico
dos capitulos anteriores, tivemos condicoes de descrever as possibilidades e limitacoes de
construcoes com régua e compasso a luz dessas teorias.

Apo6s descrevermos o funcionamento das construcoes com régua e compasso no Ca-
pitulo 7, reservamos o Capitulo 8 para apresentarmos uma caracterizagao dos poligonos
regulares construtiveis feita por Gauss num belissimo teorema, apice de nosso trabalho.

No Capitulo 9, ainda pautados pelos resultados (validados) sobre construtibilidade,
apresentamos demonstracoes das famosas impossibilidades de duplicacao do cubo, tris-

seccao do angulo e quadratura do circulo com o uso de régua e compasso.



Capitulo 1

Preliminares

Iremos apresentar neste capitulo uma série de definicoes e resultados que nos serve
como pré-requisitos para auxiliar no entendimento de resultados mais intermediérios e

finais de nossa caminhada.

1.1 Alguns Resultados de Aritmética

Os resultados a seguir encontramos em [9], bem como suas demonstragoes.

Teorema 1.1. (Teorema Fundamental da Aritmética) Todo nimero n € Nyn > 1 ou é
primo ou se escreve de modo unico (a menos da ordem dos fatores) como um produto de

numeros primos.

Proposicao 1.2. Sejam a,b € Z, a # b, temos que Vn € N, n > 2,
a® — bn

:anfl+anf2b+_“+abnf2+bn71.
a—b

Proposicao 1.3. (Binoémio de Newton) Sejam a e b nimeros reais e n € N. Temos que

(a+b)" =a" + (T) a” b+ (Z) a2 <n"z 1) ab™ 4+ b,

n n!

onde | | | = ——.

(z) il(n —1)!

Lema 1.4. Seja p um nimero primo. Entao, (p) ¢ divisivel por p, para 0 < 1 < p.
i

Demonstracao.
|
Como (229) = ﬁ Depl=pp—1)---(p—i+1)(p—1)!, temos
p\__ P _plp=1)--p-itl)
? il(p —1)! 7! '
E assim,

Z.!(I;) —p(p—1)--(p—i+1).

11
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A dltima igualdade mostra que p’ (z’! . (p

)> Mas, mdc (p,i!) = 1, pois, p > i e é primo,
. . ~ p ;
assim p 1 i! e entdo, p‘ .|, como queriamos. O
i

Teorema 1.5. (Pequeno Teorema de Fermat) Dado wm nimero primo p tem-se que o

nidmero a? — a € divisivel por p, Va € Z. Ou seja, a? = a (mod p).

Demonstracao.

Se p = 2 o resultado é trivial, pois, a? —a = a(a — 1) é par.

Seja p impar. Basta mostrarmos para p > 0, pois, resultados analogos obtém-se para
p negativo.

Vamos usar indu¢do sobre a: para a = 0 o resultado ¢é valido, pl|0.

Supondo valido para um a > 0, mostraremos ser valido para a + 1: pela Proposicao

1.3,
b 1 p 2 p -1
1p 1 —_— AP p p D .
(a+1)—(a+1)=a a—i—(l)a —|—<2>a - —i—( 1>a

Finalmente, por hipotese de inducao e pelo Lema 1.4, p divide o segundo membro da

igualdade acima. Logo, a”? = a (mod p). O

1.2 Funcao Phi de Euler

Apresentamos a seguir uma funcao que nos serd muito 1util em nossos propositos.
Algumas caracteristicas e propriedades dessa funcao sao essenciais em resultados centrais
deste trabalho.

Definicao 1.6. Seja ¢ a seguinte funcao:

p: N — N
n — p(n),

onde p(n) = #({0 <m < n:mdc(m,n) =1,m € Z}), onde #(A) denota a cardinalidade

do conjunto A. Esta funcao é a que chamamos de Funcao Phi de Euler.
Proposigao 1.7. Sejam p primo e n € N. Entao, o(p™) = (p — 1)p" L.

Demonstracao. De 1 até p™ temos p" niimeros naturais. Pela Definicao 1.6, se excluirmos
do conjunto desses niimeros os nlimeros que nao sao primos com p" obtemos exatamente
o conjunto que queremos determinar a cardinalidade. Como p é primo, os nimeros que
l . ~ . ,1 . 1 d n—1 . ~
queremos excluir sao precisamente os miltiplos de p, {p,2p,...,p" 'p}, ou seja, sdo pre-

cisamente p"~! ntimeros. Logo,

n—1

o) =p"—p" " =@p-1p
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Definicao 1.8. Chamamos de “Sistema Completo de Residuos Modulo n” a todo conjunto
de nimeros inteiros cujos restos na divisao por n sao os nimeros 0,1,2,...,n — 1, sem

repeticoes e numa ordem qualquer.

Lema 1.9. Sejam a,k,n € Z, comn > 1 e mdc (k,n) = 1. Se ay,...,a, € um sistema

completo de residuos modulo n, entao
a+ kay,...,a+ ka,
também € um sistema completo de residuos maodulo n.
Demonstragao. Encontramos em [9]. O
Proposicao 1.10. Sejam p e q primos entre si. Entao, ¢(pq) = p(p)e(q).

Demonstracao.
Se p =1 ou g =1 o resultado é valido trivialmente. Sejam p > 1 e ¢ > 1. Considere

a seguinte tabela com os niimeros de 1 a pq.

1 2 J e q
q+1 q+2 q+7 .o 2q
(p—1g+1 (p—1g+2 ... (p—Lg+j ... pg

Para determinar quantos dos niimeros na tabela acima sdo primos com pq, ou seja, ¢(pq),
notemos que mdc (k,pg) = 1 se, e somente se, mdc (k,p) = 1 = mdc (k, q). Desta forma,
basta determinarmos na tabela quantos dos ntmeros sao primos com p e ¢ simultanea-
mente.

Se o primeiro nimero de uma coluna nao for primo com ¢ entao os demais nimeros
da coluna também nao sao (pois, os demais niimeros da coluna sao resultados da soma de
um miltiplo de ¢ com o primeiro nimero da coluna). Portanto, os ntimeros que queremos
fazer a contagem estdo necessariamente nas outras colunas, que sdo em niamero ¢(q), onde
estao os primos com q.

Agora, analisando essas ¢(q) colunas, quais dos nimeros dessas colunas sao primos
com p?

Como mdc (p, q) = 1, pelo Lema 1.9, a sequéncia

forma um sistema completo de residuos modulo p e, assim, ¢(p) desses niimeros sao primos
com p.
Portanto, podemos concluir que ¢(p)-p(q) dos niimeros da tabela sao, simultaneamente

primos com p e ¢, logo v(pq) = w(p) - ©(q). -
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1.3 Relacao de Equivaléncia e Conjunto Quociente

E importante que o leitor esteja familiarizado com o conceito de relacio de equiva-
léncia. De qualquer forma, pelo seu auxilio na compreensao dos importantes resultados
sobre “Classes Laterais” que veremos mais a frente, faremos aqui uma breve explanacao
do mesmo.

Seja um conjunto C, e uma relacao R entre pares de elementos de C'. Dados dois
elementos a,b € C' fazemos aRb para dizer que a se relaciona com b por R. Esta relacao
é dita “de Equivaléncia” se ela satisfazer as seguintes propriedades:

Para todos a,b,c € C, valem

1. Reflexividade, aRa para todo a € C;

2. Simetria, se aRb, entao bRa;

3. Transitividade, se aRb e bRc, entao aRc.

Diante de uma relagao de equivaléncia surge a “classe de equivaléncia de um elemento”.
Seja um conjunto C' e um elemento a € C, definimos como classe de equivaléncia @ do
elemento a em relacao a R, o conjunto a = {x € C;zRa}.

Uma imediata e valiosa consequéncia de uma relacao de equivaléncia é que ela “par-
ticiona” um conjunto, vejamos isso na proposicao seguinte, cuja demonstracao pode ser

vista em [8]:
Proposicao 1.11. Sejam uma relagao R em um conjunto C' e a,b € C'. Entao:
1. a=b se, e somente se, aRb;

2. Sea#b, entdoanNb=a;

3, Ua:(].

acC

Demonstragao. Disponivel em |[8]. O
Chegamos a congruéncia mod n:

Exemplo 1.12. No conjunto Z dos niimeros inteiros definimos uma relacao R da seguinte
forma:

Dadoum n € Z. Seja a,b € Z dizemos que aRb se, e somente se, a — b for um miltiplo
de n. Verifica-se facilmente que esta relacdo R, que denotamos por = (mod n), é uma
relagao de equivaléncia em Z.

Desta forma, pela Proposicao 1.11, esta relacao particiona o conjunto Z.

Em [8], podemos ver uma prova de que = (mod n) nos fornece n classes distintas

dadas por {0,1,...,n—1}.
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Apos introduzirmos a definicao de relagao de equivaléncia apresentamos uma noc¢ao

diretamente associada, que é a de “Conjunto Quociente”.

Definicao 1.13. Dada uma relacao de equivaléncia R num conjunto C, definimos como
conjunto quociente de C' por R, C'/R, ao conjunto de todas as classes de equivaléncia

relacionadas a R.

Exemplo 1.14. Na congruéncia mod 5, pelo Exemplo 1.12, determinamos o seguinte

7 (mT 55

conjunto quociente: —— - =

conjunto como Zs.



Capitulo 2

Grupos

Nesse capitulo, damos uma introducao a Teoria de Grupos. A gama de resultados
que apresentamos aqui, sao frequentemente revisitados e utilizados no desenvolver dos
capitulos seguintes.

Valiosas contribuicdes para a Teoria de Grupos foram dadas por Evariste Galois, foi
ele, inclusive, quem primeiro utilizou a palavra “grupo” em seu sentido técnico, veja [6].
Mais a frente, quando apresentarmos o Teorema da Correspondéncia de Galois, veremos
como esse teorema é eficaz na demonstracao do surpreendente Teorema de Gauss sobre a
caracterizacao de poligonos regulares construtiveis, que acaba por ser o resultado principal

de nosso trabalho.

2.1 Grupos

Definicao 2.1. Grupo é um par formado por um conjunto GG e uma operacao * que associa
dois elementos desse grupo (por exemplo a e b) a um terceiro a * b nesse mesmo conjunto,

onde essa operacao satisfaz determinadas condi¢oes. Quais sejam essas condicoes:
i- Associatividade, ou seja: sejam a, b, ¢ elementos de G, entdo (a * b) x ¢ = a * (b* c);
ii - Existéncia de um elemento neutro e tal que: a *x e = e x a = a para todo a € G;

iii - Existéncia de inversos a’ para todo a € G, tais que: a*xa =d' *a = e.

Notacgao 2.2. Por vezes utilizaremos G para denotar o grupo (G, ), o que nao prejudicara
o entendimento em virtude do contexto, da mesma forma, por vezes, utilizaremos ab para

representar a * b, e a~! para representar o inverso a’.

Obs: Se além dessas condigoes o grupo satisfazer a seguinte dizemos que o grupo é

abeliano:

* Comutatividade, ou seja: para todos a,b € G, temos a xb = b * a.

16



CAPITULO 2. GRUPOS 17

A denominagao “abeliano” é em homenagem a Niels Henrik Abel, outro grande mate-
méatico que deu valiosas contribuicoes a Teoria de Grupos.

Apresentamos algumas propriedades decorrentes da definicao de grupos:
Proposicao 2.3. O elemento neutro e cada inverso sao inicos.
Demonstracao.

i - Unicidade do elemento neutro:

Sejam ey e es dois elementos neutros de um grupo G, precisamos mostrar que, ne-
cessariamente, e; = ey. De fato, e; = e x es por ey ser elemento neutro do grupo, e

€1 * eg = e por e; ser também elemento neutro do grupo, sendo assim, entao
€1 = €1 kX €9 = €9.

ii - Unicidade de cada inverso:

Sejam a e a), dois inversos de um elemento a, precisamos mostrar que, necessaria-
1 2 ’ ’

mente, a) = aj. De fato,

ay =aj xe=ua;*(a*xay) = (a1 xa) xay = e * ay = a,.

Exemplo 2.4.
1- (Z,+) (grupo aditivo dos inteiros - com a adi¢ao usual dos inteiros);
2 - (Zy,®) (grupo aditivo dos inteiros mod n - com a adicdo mod n dos inteiros);

3 - (Q\{0},-) (grupo multiplicativo dos racionais nao nulos - com a multiplica¢do usual

dos racionais);

4 - (Z%,*) (grupo multiplicativo das unidades de inteiros mod n - com a multiplica¢ao

mod n dos inteiros);

5- (C',-) (grupo multiplicativo dos complexos z = a + bi tais que a® +b* = 1, onde C! é

o circulo unitario);

6 - (Un,-) (grupo multiplicativo das raizes n-ésimas da unidade - com a multiplicagao
usual dos complexos)(onde U,, = {x € C;2™ — 1 = 0});

7 - (D, %) (grupo diedral ou grupo das simetrias de um n-agono regular - com a operagao

composicao de simetrias).

Chamamos de “ordem de G”, |G|, de um grupo GG, o nimero de elementos do conjunto

G desse grupo, quando o conjunto G tem infinitos elementos dizemos que |G| = oc.
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2.2 Subgrupos

Dado um subconjunto H de um grupo G, estabelecemos a seguinte defini¢ao:

Defini¢ao 2.5. Subgrupo de um grupo G é, basicamente, um grupo (H, ) onde H é um

subconjunto nao vazio de G e % é a restricao da operacao * de G aos elementos de H.
Notagao 2.6. Usaremos H < G para representar que H é subgrupo de G.

Proposigao 2.7. Sejam G um grupo, H # @ um subconjunto de G, H com a restri¢ao
da operacio de G a H é um subgrupo de G se, e somente se, a x b € H sempre que
a,be H.

Demonstracao.

=) Seja H < GG, notemos inicialmente alguns resultados:
i- Os elementos neutros de G e H sao os mesmos, ou seja, e; = ey}

ii - Sendo b € H, temos b; = U, os elementos inversos de um elemento b € H sao os

mesmos tanto em H quanto em G.

Com isso, tomando a,b € H, temos que b’ € H, pois H é grupo. E pelo mesmo motivo,
axb € H.
<) Se axb' € H sempre que a,b € H, precisamos mostrar que H < G, para isso basta

verificarmos os seguintes itens:
i- Como H # () tomemos a € H e, da hipotese, axa’ =e € H;

ii - De item anterior, e € H. Assim, sempre que b € H, temos b’ € H, pois, da hipotese,
exb =0 € H;

iii - H é fechado para sua operacao. Pois, da hipotese e do item anterior, se a,b € H

entdo V' € H e, assim, com a e ' € H teremos a * (0') € H, logo a*xb € H;

iv - Acontece a associatividade, pois se a,b,c € H, entao a,b,c € G e em G acontece a

associatividade.

Exemplo 2.8.

1- Se (G,*) é um grupo, ({e},*) e o proprio G sdo subgrupos do grupo G, ditos sub-

grupos triviais;
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4mi 2(n—1)ms

2 - (Retirado de [7]) Seja U, = {l,e%, en ,...,e = }(o grupo multiplicativo das

raizes n-ésimas da unidade). Temos a seguinte cadeia de subgrupos de C — {0}:

U, < U U; = {raizes da unidade} < C' < C — {0}

jeN

onde C! é o grupo dos niimeros complexos de norma 1, citado no item 5 do Exemplo
2.4.

3- D, <S,,onde D, éo grupo Diedral ou grupo das simetrias do poligono regular de n
lados e S,, é 0 grupo das permutagoes de n elementos, (note que neste exemplo estamos
relacionando grupos de elementos diferentes, isso sera elucidado quando introduzirmos
o conceito de isomorfismo. E entao, o que diremos é que: o grupo das permutagoes

isomorfo a D,,, é subgrupo de S,,).

Conseguiremos determinar caracteristicas importantes de subgrupos e grupos que,
devido a Teoria de Galois, podemos relacionar com resultados de corpos, conceito que
vamos introduzir e detalhar em capitulos posteriores. Essas relacoes, conjuntamente com
outras que envolvem, por exemplo, o conceito de polinémio, explana e valida os resultados

que precisamos sobre as construgoes com régua e compasso.

2.2.1 Subgrupo Gerado por um Elemento

Definicao 2.9. Seja G um grupo e a € GG. Definimos poténcia inteira de a da seguinte

forma:
s n _ ,n—1 .
i) a"=a""txa,sen>1,;
iii) a®=(a"")"t sen <O.

A partir desta definicao, apresentamos o conceito de subgrupo “gerado” a partir de um

elemento:

Definicao 2.10. Seja a um elemento de um grupo G, definimos como “subgrupo gerado
por a’, ao conjunto:
(a) ={a";n € Z}

Na proxima proposicao demonstramos que o conjunto dado por essa definicao é real-

mente um subgrupo.

Proposicao 2.11. Dado um grupo G, o conjunto (a) com a operacio de G é um subgrupo
de G.

Demonstracao. Pela Proposicao 2.7, é suficiente verificarmos os seguintes dois itens.
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i- (a) # @. De fato, e € {(a), pois, e = a® e como 0 € Z, a° € {(a);

ii - zy~! € (a) sempre que z,y € {a). Ora, se z,y € (a), temos que x = a” e y = a®,

1 1

S = qa"%, logo zy ' = a™ € (a) para

para alguns r,s € Z. Assim, xy~" = a"a”

m=7r—s€&Z.
O

Chamamos de “ordem de a”, |a|, de um elemento a € G, ao nimero de elementos do

conjunto (a), quando este conjunto é infinito denotamos |a| = occ.

2.3 Classes Laterais

O que foi apresentado na Secao 1.3, nos deixa em condi¢oes de estabelecermos o
conceito de “Classes Laterais” (nesta se¢do) e resultados correlatos, como o de Grupo
Quociente (na se¢ao seguinte).

Seja G um grupo, H um subgrupo de G e x € G, chamamos de “classe lateral a

esquerda de H em G, por 2”7 o conjunto:
ctH={xxhhec H}

De maneira analoga, definimos a “classe lateral a direita de H em G, por x”
Hr={h*xxz;he H}

Dado um subgrupo H de um grupo G, pela forma como foi definido as classe laterais,
obtemos o seguinte resultado com relacdo ao nimero de elementos/representantes das

classes laterais.

Proposicao 2.12. Todas as classes laterais de H em G tem a mesma cardinalidade, igual
a cardinalidade de H.

Demonstracao. Resultados semelhantes aos obtidos aqui, podem ser obtidos para classes
laterais a direita Hx.
Se verificarmos que a seguinte funcao é bijetiva, terminamos a demonstracao.

Seja a funcao:
f: H — xH
h +—— zh

i- Sejam xhy,zhy € xH tais que

l’hl = .%'hg
por x pertencer a0 grupo G ele tem inverso 2/ e, assim

r'xhy = 2'zhy &

hi = hy

Provando a injetividade;
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ii - Agora, tomemos um y € xH, entao dh; € H tal que y = xh; e, assim
f(hi) =y
Provando a sobrejetividade.
De (i) e (i7), temos a bijetividade. O

Apresentamos a seguir a definicdo de “indice”, a qual esta diretamente relacionada a

nocao de Grupo Quociente, esta tltima serd detalhada na Secao 2.4.

Definicao 2.13. Sendo G um grupo e H um subgrupo de G. Como consequéncia da
Proposicao 2.12, o niimero de elementos do conjunto das classes laterais a esquerda de H
em G é igual ao nimero de elementos do conjunto das classes laterais a direita de H em

G. Esse numero chamamos de “indice de H em G” e denotamos por (G : H).

Apresentamos, a seguir, o importante Teorema de Lagrange que relaciona as ordens

de grupos e subgrupos.
Teorema 2.14. (Lagrange) Sejam G um grupo finito e H um subgrupo de G. Entao,
Gl = (G H)|H|.

Demonstracao. Seja G um grupo finito de ordem n e H < G. Pela Proposicao 1.11, uma

relacao de equivaléncia em G o particiona. Sendo assim, temos
G| = |arH| + |zoH| + - - - [z H],

onde, z1H, zoH, ..., x,, H sdo as m classes laterais (distintas, pela Proposi¢ao 1.11) de H
em G.
Pela Proposicao 2.12, |z;H| = |H| para todo 1 < ¢ < m. Assim,

|G| =m-|H]|.
Pela definicao de indice, segue o resultado:

Gl = (G: H)\H]

2.4 Subgrupos Normais e Grupos Quocientes

Defini¢ao 2.15. (Subgrupo Normal) Seja G um grupo e H um subgrupo de G, diremos
que H é um subgrupo normal de GG, denotamos por H <G, se tH = Hx para todo = € G,
ou seja, se as classes laterais a esquerda de H em G sao iguais as classes laterais a direita

de H em G. Quando isso acontece temos vHaz ! = o 'Hx = H Vz € G.
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A nocao de “Subgrupo Normal” é fundamental em nossos propositos, tem resultados
centrais do trabalho que s6 sao validos devido a peculiaridades exclusivas de subgrupos

normais. A seguir apresentamos alguns exemplos de subgrupos normais.
Exemplo 2.16. Seja G um grupo.

i- Seja H um subgrupo de G. Se (G : H) =2, entao H < G.

De fato, como (G : H) = 2, temos duas classes laterais. Assim, se x € H, entao
xH =H = Hx. Sex & H, temos a classe tH ¢ H e ficamos com as classes laterais
a esquerda H e xH. De maneira analoga, temos como classes laterais a direita H

e Hx. Como vimos as classes laterais particionam o grupo, portanto, tH ¢ H e
Hx ¢ H implica tH = Hx. Pela Definicao 2.15, H < G.

ii - O conjunto Z(G) = {a € G;ax = za,Vxr € G}, que chamamos de centro de G, é um

subgrupo normal de G.

De fato, para todo a € Z(G) e todo x € G, pela definicao de Z(G), ax = xra. Assim,
tZ(G) = Z(G)x e, pela Definicao 2.15, Z(G) < G.

iii - Se H < Z(G), entao H < G.

De fato, como H < Z(G), temos ax = xa, para todo x € H e, o resultado segue

analogo ao item anterior.

O proximo resultado evidencia a relagdo entre os conceitos de “Classes Laterais” e

“Subgrupos Normais”.
Proposicao 2.17. Se G € abeliano, entao todo subgrupo de G € normal.

Demonstracao. Seja G um grupo abeliano e H um subgrupo de G. Pela Defini¢ao de
subgrupo normal 2.15, H é um subgrupo normal de G se, tH = Hx para todo x € G.

Dito isso, tomemos x € G e seja hy, hs, ..., h, os elementos de H, temos
xH = {zhy,zhy, ... ,xh,}.

Por G ser abeliano, ab = ba para todos a,b € G. Assim, como os elementos de H

naturalmente pertencem a G, temos xh; = h;x para todo 1 < i < n, o que nos leva a
xH ={zhy,zhy, ..., xhy,} = {hix, hox,... hyx} = Hzx,

demonstrando que H < G. n

A seguinte definigao, vista em [4], complementa o que ja vimos sobre classes laterais e

permite definir “Grupo Quociente”.
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Defini¢ao 2.18. (Operagao Multiplicagdo de Subconjuntos) Seja G um grupo, A e B
subconjuntos de GG. Definimos o produto AB por:

AB =92

secA=CouB=0e
AB = {xy|lr € Aey € B},

se AT e B#O.

Na proxima definicao, notemos que s6 faz sentido definir “Grupo Quociente” quando
consideramos um subgrupo normal. No transcorrer do texto, frequentemente, percebemos

a relevancia do conceito de subgrupo normal.

Defini¢ao 2.19. (Grupo Quociente) Seja G um grupo e H um subgrupo normal de G,
“Grupo Quociente de G por H”, denotamos por (G/H,*) ou simplesmente G/H, é o par
formado pelo conjunto das classes laterais a esquerda de H em G, G/H, com a operagao

« multiplicagao de subconjuntos restrita a G/ H.

2.5 P-Grupos Finitos

Nesta secao relatamos caracteristicas de uma classe de grupo da qual temos uma

especial necessidade.

Defini¢ao 2.20. Sejam p um nimero primo e G um grupo finito tal que |G| é igual uma

poténcia de p. G é dito um p-grupo.

Proposicao 2.21. Seja G um p-grupo finito de ordem p™, onde p é primo en > 1. Entao,
existe um subgrupo H de G tal que |H| = p.

Demonstracao.

Seja G um p-grupo finito tal que |G| = p". Como n > 1 a ordem de G é um multiplo
de p, assim, e # Ja € G. Pelo Teorema 2.14 (Teorema de Lagrange), o subgrupo (o) tem
ordem p¥, com 1 < k < n. Se k = 1, terminamos a prova.

Seja k # 1. Note que |a| = p*. Tomemos 3 = o' e seja H = (B) afirmamos que,

H=(8)=1{8.p%....0"}.

De fato, como |a| = p* e, pela forma como definimos 3, os elementos 3, 3%, ..., P sdo
todos distintos e,

BP = (ap""l)p — o =
Portanto, |H| = |(8)] = p. O

Proposicao 2.22. Seja G um p-grupo finito de ordem p" com p primo e n > 1. Entao,
1Z(G)| = p.

Demonstragao. Disponivel em [7]. O
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2.6 Homomorfismos e Isomorfismos de Grupos

Apresentamos, nesta secao, um encadeamento de informacoes que nos dara familia-
ridade com os conceitos de “homomorfismo”, “isomorfismo” e “automorfismo” de maneira
que, quando estivermos em capitulos posteriores, teremos condicoes de falar destes termos

com naturalidade.

Definigao 2.23. Seja (G, *) e (J,+) dois grupos e f : G — J uma funcao, dizemos que
f & um homomorfismo de grupos se f(a*b) = f(a) - f(b) para todos a,b € G.

Observagao: nas condi¢oes da Definigao 2.23, quando f é bijetiva dizemos que f ¢ um

isomorfismo.

Notacao 2.24. Se existe um isomorfismo f : G — J, dizemos que G e J sao isomorfos,
G~J.

Notemos que, em outras palavras, a Definicao 2.23 diz que uma funcao que aplica
elementos de um grupo em outro ¢ um homomorfismo se ela “preservar”’ as operagoes.

No caso do isomorfismo, temos que além da funcao preservar as operacoes, os elementos
dos grupos sao associados bijetivamente. Isso nos tras como consequéncia que qualquer
dos grupos isomorfos pode ser analisado através do outro, ou seja, as conclusoes tiradas
na andlise dum grupo tem suas correspondentes no outro. Essa consequéncia, a depender
das caracteristicas dos grupos, suas operacoes e seus elementos, pode facilitar anélises

sobre esses grupos.

Exemplo 2.25. Seja f : (Z,+) — (Z,+), f(z) = ax para um a € Z, f € um homomor-
fismo.
De fato, sejam «, 8 € Z, temos que f(a+ () = a(la+ f) = aa+af = f(a) + f(B).

Proposicao 2.26. Seja G e J grupos, eg € ey os elementos neutros de G e J, respecti-

vamente, e f: G — J um homomorfismo. Entao:

i- fleg) =es;
i - fla™h) =[f(@)]"
Demonstracao.

“w»

As operacoes nos dois grupos serao denotadas indistintamente por

i- f(eg) = es. De fato, utilizando a defini¢do de homomorfismo,

fleg) = fleg - ec) = flea) - flea). (2.1)

Por outro lado, pelo fato de f(eq) e e; serem elementos de J com e; o elemento

neutro, temos

f(eg) =€j- f(eg). (22)
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De 2.1 e 2.2,
es- flea) = flea) - flea).

E, por fim,

es- flea) - [fleq)™ = ;EQG; flea) - [f(eq)] ' &

ii- f(z7') = [f(x)]"!. De fato, da defini¢do de homomorfismo, das propriedades do

elemento neutro e do item anterior,

fla)- fla™) = fla-2a™") = fleg) = es = f(z) - [f(2)] 7

que resulta em,

B
L

I
==
&
1

Proposicao 2.27. Sejam G,J e L grupos, [ : G — J e g : J —> L homomorfis-
mos/homomorfismos injetores/homomorfismos sobrejetores. Entao, fog: G — L é um

homomorfismo/homomorfismo injetor/homomorfismo sobrejetor.

Demonstracao.
Denotaremos as operacgoes nos dois grupos indistintamente por -.
Primeiramente para o caso dos homomorfismos:
Se a,b € (G, entao, pela definicao de homomorfismo, conjuntamente com as proprieda-

des da composicao de funcgoes, temos que,

(gof)la-b)=g(f(a-b))=g(f(a)- f(b)) =g(f(a))-g(f(b)) = (g0 f)(a)- (g0 f)(D)

Assim,
(9o f)la-b)=1(go f)(a) (g0 [f)b)
Provando que f o g ¢ um homomorfismo.
Para os casos de homomorfismos injetores/sobrejetores, basta notarmos que, das pro-

priedades de composi¢ao de fungoes, a composicao de duas fungdes injetoras/sobrejetoras

é injetora/sobrejetora. O

Definicao 2.28. Dado um homomorfismo f : G — J. O conjunto:
Ker f = {o € G; f(z) = e5)

é chamado ntcleo de f.
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Exemplo 2.29. Dado um homomorfismo f: G — J, temos:

i - O conjunto Ker f com a operacao de G é um subgrupo normal de G;

ii - O conjunto Imf = {z € G; f(x) € J} com a operacao de J ¢ um subgrupo de J;
iii - f é injetivo se, e somente se, Ker f = {eq}.

O seguinte teorema, cuja demonstra¢do encontramos em [4], [7] ou [13], serve como
um método para encontrar um isomorfismo, e assim, fazer uso de suas consequéncias, ji

comentadas nesta sec¢ao.

Teorema 2.30. (Teorema dos isomorfismos)

Dados um homomorfismo de grupos f : G — H e N = Ker f seu nicleo. A aplicacdo:

.: G/IN — H
gN — f(9)

é injetiva. Em particular, G/N ¢ isomorfo ao f(G). Ou seja, se o homomorfismo dado

for sobrejetivo teremos G/N ~ H.

O exemplo a seguir, retirado de [7], contribuira tanto para o entendimento do teorema

acima como mostrard a utilidade do mesmo na identificacao de um isomorfismo.

2kmi

Exemplo 2.31. Seja f : (Z,+) — (U,,-) dado por f(k) = e™» . Temos que f é
um homomorfismo sobrejetor e Ker f = nZ. Portanto, pelo Teorema 2.30 (Teorema dos
Isomorfismos), (Z/nZ,+) ~ (Uy, ).

Definigao 2.32. Seja G um grupo. Um isomorfismo de G em G é dito um automorfismo.

“Automorfismos” serao vistos com maiores detalhes quando tratarmos de corpos, onde
iremos estender o conceito para automorfismos de corpos e tratarmos dos grupos de au-

tomorfismos.

2.7 Grupos Ciclicos

Nesta se¢do, damos continuidade a resultados apresentados na Subsec¢do 2.2.1 (onde

tratamos dos subgrupos gerados por um elemento).
Definigao 2.33. Um grupo G é ciclico se existe a € G tal que G = (a).

Pela Definicao 2.10, verificamos que os dois exemplos a seguir mostram de fato grupos

que sao gerados por poténcias dos geradores apresentados.

Exemplo 2.34.

1- (Z,+) é um grupo ciclico, pois, (Z,+) = (1) = (—1);
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2 - (Z,,®) é um grupo ciclico, pois, (Z,,®) = (1).

Na proxima proposicdo, cuja demonstragdo encontra-se em [13|, ha uma sintese de
todos os grupos ciclicos existentes, a menos de isomorfismos. Assim, temos informacoes

suficientes para nosso trabalho no que se refere a grupos ciclicos.
Proposicao 2.35. Seja G um grupo ciclico. Entao:
i - Se G ¢ infinito, G ~ 7;

1 - Se G € finito de ordem n, G ~ 7Z,.
Demonstragao. Disponivel em [13]. O
Proposicao 2.36. Todo subgrupo de um grupo ciclico € ciclico.
Demonstracao. Sejam G um grupo ciclico e H um subgrupo de G. Vamos analisar dois
Casos:
i- Se (G é infinito:
Pela Proposicao 2.35, G ~ 7Z, com isso, pode-se verificar que H = aZ para algum

a = 0, onde aZ denota o subgrupo formado pelos miiltiplos de a.
ii - Se G ¢ finito:
Lembremos que por G ser ciclico G = (g) para algum g € G. Dito isto, seja d o

menor inteiro positivo tal que ¢ € H. Tomemos um h € H, ou seja, h = ¢° para

algum a € Z. Dividindo a por d, obtemos
a=qd+r,com0<r<d.
Notemos que g% g* € H e, como H é subgrupo, ¢~% € H também, bem como
¢*% € H, ou seja, g" € H.
Este ultimo resultado implica, pela minimalidade de d, que » = 0. Logo, h = g% =
g9 = (¢*)%, portanto, i = (g“).
]

A seguir, fizemos uso do Teorema 2.14 (Teorema de Lagrange) para a demonstragao

de um resultado sobre grupos finitos de ordem p, onde p é primo.
Proposicao 2.37. Se G é um grupo finito de ordem p primo, entao G € ciclico.

Demonstrac¢ao. Seja G um grupo finito tal que |G| = p, onde p é primo. Pelo Teorema
2.14 (Teorema de Lagrange), |H|, de um subgrupo H de G, divide |G].

Por |G| ser prima, temos |H| igual a 1 ou p. Assim, G s6 admite os subgrupos triviais
{e} e G.

Agora tomemos um elemento a € G, o subgrupo gerado por a (veja a Subsegao 2.2.1)
serd {e} ou G caso, respectivamente, a = e ou a # e. Dessa forma, G = (a) para algum

a € G, a # e, esse resultado, pela Definicao 2.33, implica que G é ciclico. n



Capitulo 3

Um pouco sobre os Niimeros
Complexos

Na capitulo 7 faremos uma analise da construtibilidade no plano complexo. Por isso,
consideramos fundamental reservar este capitulo para descrever representacoes, opera-
¢oes e outros resultados que envolvem o corpo dos ntmeros complexos. Ao tempo, que
relembramos uma bijecdo entre niimeros complexos e pontos do plano R2.

Para uma melhor associacao entre as operacoes geométricas e algébricas que serao
apresentadas recomendamos familiaridade com o conteudo “operagoes entre vetores”, que

pode ser encontrado em [2] e [18].

3.1 Representacoes e Operacoes dos Complexos

3.1.1 Representacao e Operacoes Aritméticas

O conjunto dos nimeros da forma z = a + bi, com a,b € R e ¢ a unidade imaginéria,
onde i> = —1 é conhecido como o conjunto dos ntimeros complexos C. Recordamos aqui
as operacoes de soma e produto em C, bem como, outros conceitos relacionadas a este
corpo (maiores detalhes podem ser vistos em [18]).

Sejam (a + bi), (¢ + di) € C definimos a soma + e o produto - em C por:

{ (a+bi)+ (c+di)=(a+c)+ (b+d)i
(a+bi) - (c+di) = (ac — bd) + (ad + bc)i.

E pertinente agora, notarmos que o corpo R dos nimeros reais é realmente um subcorpo
do C dos ntimeros complexos, como vimos no Exemplo 5.1. De fato, os ntimeros reais r
podem ser vistos como os numeros complexos da forma r = r + 0.

Cada nimero z = a + bi € C pode ser representado por um ponto (a,b) € R?.

Outra representacao de z é através do vetor u que vai da origem O de R? ao ponto
que o representa.

Uma outra maneira de representar um complexo z é através das chamadas coordenadas

polares, pelo par (p, ), onde p é o comprimento ou distancia da origem O de R? ao ponto

28
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que o representa e 6 é o angulo formado no sentido anti-horéario, a partir do chamado
primeiro quadrante, pela reta horizontal de R? que passa por O e pelo vetor u (veja na

Figura 3.1 o angulo «).

Figura 3.1: Coordenadas polares

O p que apresentamos, chamamos de modulo do nimero z, |z|. Ja o 6 chamamos de

argumento de z.
Na Figura 3.2, notemos relacoes que existem entre essas representacoes. Do Teorema

de Pitagoras, temos que p = va? + b2, assim p € R. Esse é um resultado interessante,

pois, nos garante que o médulo de um nimero complexo é um nimero real.

Da definicao de seno e cosseno, temos

b
senf = ——.
Va* + b?
cosf = L.
Va2 + b2
b zZ

Figura 3.2: Relacao entre coordenadas polares e cartesianas
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Dito isto, podemos escrever:
z=a+bi = p(cosf + isen?)

A multiplicacdo na forma polar fica:

Seja z = p(cos @ +isenf) e w = n(cosd + isend), entdo:

z-w = p(cosf+isend)-n(cosd + isend)
= pn[cos @ cos § — senfsend + i(senf cos o + cos 6 cos J)]
= pn(cos (0 + &) + isen (6 + 9)).
A dltima igualdade é resultante das conhecidas formulas de adicao de arcos.

Do resultado acima, concluimos que na multiplicagao de complexos na forma polar
multiplicamos os moédulos e somamos os argumentos. Lembremos disso, mais a frente,
quando efetuarmos operacoes com régua e compasso.

Para descrevermos a divisao entre niimeros complexos, vamos introduzir a descri¢ao
de inversos:

Dado um nimero complexo z = p(cosf + isenf), pela propriedade do inverso mul-
tiplicativo, um nimero w sera inverso de z, se z-w = 1. Seja w = n(cosd + isen?),
teremos:

z-w=p-nlcos (0 +0)+isen (6 + )] =1
Notemos que, 1 = cos(27) + isen(27) e, assim,

p-nlcos (0 4 0) +isen (0 + §)] = cos(2m) + isen(27)

Disso, obtemos p-n =1e 0 4+ § = 2knw, para algum k € Z. Que nos fornece, n =
0 = 2kmw — 0. Portanto,

R

1
w = ;[cos(—@) + sen(—0)].

Denotamos o inverso de z por 271

) z z . .
Para o quociente —, onde w # 0, temos — = 2z - w™! que, pelo que vimos acima,
w w
resulta:
z _ -1_ P ,
—=z-w = =(cos(f —0)+isen(d—9)).
w n
Seja um numero complexo z = p(cosf + isend). Da multiplicagao, recursivamente,

fazendo 2% = 1 e 2" = 2" ! . 2, podemos determinar a poténcia:
2" = p"(cos (nh) + isen (nd)),
que no caso de p = 1, obtemos a chamada Foérmula de De Moivre:
(cos@ + isend)" = cos (nf) + isen (nh).

De maneira analoga, determinamos a operacao radiciacao em complexos, que detalhare-

mos na proxima subsecao.
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3.1.2 Radiciacao Polar

Para a radiciacao, destacamos aqui que a mesma tem um papel especial no transcorrer
de nosso texto, especialmente a raiz quadrada.

Sejam z = p(cosf + isenf) e w = n(cosd + isend) tais que z" = w. Queremos
determinar z.

Do resultado obtido na subsecao anterior para a potenciacao, temos
w = 2" = p"(cos (nf) + isen (nd)).
Logo,
n(cosd +isend) = w = p"(cos (nh) + isen (nd)).
E, assim
ncosd = p"(cos(nh)), enquanto que, nsend = p"(sen (nh)).

Das duas 1ltimas igualdades, concluimos por p = /i e nf = 0 + 2kn, k € Z que resulta

o+2km
-

em 6 =

Finalmente, obtemos

d+ 2k d+2k
z = %(COS%-FZ'SGII:).

Pode-se verificar que a variacdo em k acima produz exatamente n resultados distintos

0+ 2k 0+ 2k
dadospor,zk:{7ﬁ(cos:+isenu ,comk=1{0,1,...,n—1}. Ou seja, a
n n

equacao z" = w tem exatamente n raizes, chamadas de raizes n-ésimas de w.

3.1.3 Raizes n-ésimas da Unidade

Em particular, quando w = 1 no ultimo paragrafo da subsecao anterior, utilizamos
uma notacao diferenciada, temos que z" = 1 tem n raizes n-ésimas, chamadas raizes

n-ésimas da unidade, dadas por:

2k . 2km
2z =cos— +1sen—, com 0 < k <n-—1.
n n

L 2T . 27
Um resultado notério é que se tomarmos z; = cos — + isen —, que denotamos por
n n
21 = (u, temos que CF = 25, ou seja, as n-ésimas raizes da unidade sdao determinadas por
poténcias sucessivas de (,. Desta forma, o grupo das raizes n-ésimas da unidade (grupo

6 do Exemplo 2.4 (U,,-)) é gerado por (,.

Definicao 3.1. Seja ( uma raiz n-ésima da unidade, ¢ é dita uma raiz n-ésima primitiva
da unidade se U, = (¢) = {(b; b e Z}, ou seja, ¢ gera o grupo multiplicativo das raizes

n-ésimas da unidade.
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Observe que, na Definicao 3.1, n é o menor inteiro positivo tal que (" = 1. Assim, (,
¢ uma raiz n-ésima primitiva da unidade.

As raizes n-ésimas primitivas da unidade serao muito tteis em nossos prop6sitos, como
serd visto em capitulos posteriores.

Seja b € Z. Dividindo b por n, obtemos b = qn +r, com 0 < r < n. E com isso,

=G =G =) G =) G =G (3.1)

Da Equacao 3.1, concluimos que realmente as raizes n-ésimas da unidade sao determinadas
pelas poténcias r com 0 < r < n de (,. Ou seja, todas as poténcias de (, nos inteiros
gera resultados que estao no conjunto das potencias r, com r sendo os restos da divisao
por n, mostrando a relevancia da Definicao 3.1.

Em resumo, obtivemos as solucoes em C da equacao x™ = 1 ou, equivalentemente,
" —1=0.

Mas quais das raizes n-ésimas da unidade sao primitivas? Responderemos a essa

pergunta na Proposicao 3.3. Antes, porém, um pequeno lema auxiliar:
Lema 3.2. Se ( é uma raiz n-ésima primitiva da unidade, m € Z e ("™ = 1, entao n|m.

Demonstracao. Dividindo m por n, temos m = qn +r, com 0 < r < n. E assim, como

por hipoétese ("™ = 1, temos que

1 =(¢m = (atr
= (. (T
= (e
=()7-¢
=1-C
= (7
Da Definicao 3.1, n é o menor inteiro positivo tal que (" =1 e como 0 < r < n, temos

r =0, logo m = gn, provando que n|m. O]

Proposicao 3.3. Seja ¢ uma raiz n-ésima primitiva da unidade e m € Z. Temos que (™

é uma raiz n-ésima primitiva da unidade se, e somente se, mdc (m,n) = 1.

Demonstracao.

=)

Seja ("™ uma raiz n-ésima primitiva da unidade. Por absurdo, suponhamos que
mdc (m,n) = ¢ # 1, logo existe um a € N, tal que n = ¢ - a, disso:

(€)= ()" = (¢“)e = (")~

Chegamos que (("™)* =1, (com 1 < a < n pelo fato de 1 # ¢ = mdc (m,n)), um absurdo
pois n é o menor inteiro tal que (("™)" = 1. Portanto, mdc (m,n) = 1.
<)
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Agora suponha que mdc (m,n) = 1. Seja um b € N tal que (¢™)® = 1, entdo, temos
(™ = 1. Pelo fato de ( ser uma raiz n-ésima primitiva da unidade, temos que n|mb.
Visto que mdc (m,n) = 1 entao n|b. Entdo, o menor inteiro positivo b tal que (¢™)® =1

é b = n. Pela Definicao 3.1, implica que ("™ é uma raiz n-ésima primitiva da unidade. [

Corolario 3.4. Para todo n € N temos p(n) raizes n-ésimas primitivas da unidade, onde

©(n) € dada pela Definigao 1.6.

Demonstracao. Resultado da jungao da Equacao 3.1 com a Proposi¢ao 3.3. De fato, pela
Equacao 3.1, obtemos n raizes n-ésimas e, destas, sao primitivas, pela Proposicao 3.3 e

Definicao 1.6, exatas ¢(n). O

Proposicao 3.5. Seja ¢ uma raiz n-ésima primitiva da unidade e m € N. Entao, m|n

se, e somente se, toda raiz m-ésima da unidade € raiz n-ésima da unidade.

Demonstracao.
=)
Seja m € N tal que m|n, entdo n = am para algum a € N.

Seja v uma raiz m-ésima da unidade. Temos " =1 e, assim

,Yn — ,Yam — (,ym)a — (1)a — 17

ou seja, v* = 1 e v é uma raiz n-ésima da unidade. Como tomamos v arbitraria, toda
raiz m-ésima da unidade é raiz n-ésima da unidade.

<)

Supondo m tal que, toda raiz m-ésima da unidade é raiz n-ésima da unidade.

Seja U, = () e U, = (¢) os grupos multiplicativos das raizes m-ésimas e n-ésimas da
unidade, respectivamente, onde v e ¢ sao respectivas raizes primitivas destes grupos.

Pela hipotese, v € U, para todo 1 < ¢ < m e assim, U,, é subgrupo de U,. Pelo

Teorema 2.14 (Teorema de Lagrange), |U,,| divide |U,|, ou seja, m|n. O

3.1.4 Modbdulo e Conjugado

Nesta subsecao, faremos uma exposicao sucinta dos conceitos de modulo e conjugado,
veremos algumas de suas propriedades, cujas demonstracoes podem ser facilmente verifi-
cadas utilizando as operacoes apresentadas na Subsecao 3.1.1.

Dado um nimero complexo z = a + bi, chamamos de conjugado de z, denotamos por
Z, ao nliimero complexo zZ = a — bi.

O modulo de um nimero z ji introduzimos na Subsecao 3.1.1, momento em que
descobrimos tratar-se de um ntmero real. Como consequéncia disso, a distancia entre

dois pontos do plano complexo é um ntimero real.

Proposicao 3.6. Sao vdlidas as sequintes propriedades do maodulo e do conjugado:
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1 - 2z =172 se, e somente se, z € R;

34

Demonstracao. Estas propriedades sao de verificacoes imediatas a partir das operacoes

definidas na Subsec¢ao 3.1.1.

]



Capitulo 4

Polinémaios

Na primeira secao deste capitulo introduziremos o conceito de corpo, para nas segoes
posteriores tratarmos de polinémios sobre um corpo. No préximo capitulo, retomaremos
o estudo de corpos com maiores detalhes, utilizando para isso, inclusive, os resultados

deste capitulo.

4.1 Corpos

Definicao 4.1. Seja um conjunto C munido de duas operacoes que chamaremos de soma,
+, e multiplicacao, -, que satisfazem as seguintes operacoes:

1- Associatividade da soma: sejam a, b, ¢ elementos de C, entao,
(a+b)+c=a+(b+c)

2- Existéncia de elemento neutro da adicao, 0, tal que, para todo a € C,

a+0=04+a=a

3- Existéncia de simétricos —a para todo a € C, tais que,
a+(—a)=(—a)+a=0

4- Comutatividade da adicao: para todos a,b € C,

a+b=b+a
5- Associatividade da multiplicagao: para todos a,b,c € C,
a-(b-c)=(a-b)-c
6- Distributividade da multiplicacao em relacao a adicao: para todos a,b,c € C,

a-(b+c)=(a-b)+ (a-c)

(a+b)-c=(a-c)+(b-c)

Nesta situacao, diremos que C' é um Anel.

35
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Definicao 4.2. Um corpo é um anel que satisfaz as seguintes propriedades:
7- E um anel com unidade: 31 € C, onde 0 # 1, tal que,

8- E um anel comutativo: para todos a,b € C,
a-b="b-a
9- E um anel sem divisores de zero:
a-b=0=a=0o0ub=0
10- Existéncia de inversos multiplicativos: Va # 0, existe a™!, tal que,
a-al=1

Definicao 4.3. Se um anel A satisfaz as propriedades 7,8 e 9 diremos que A é um dominio

de integridade.

Exemplo 4.4.

1 - Z com a soma e multiplicacao usuais é um exemplo de dominio de integridade;

2 - Q,R,C com as operacoes de soma e produto usuais sao exemplos de corpos;

3 - Z, com p primo é um exemplo de corpo com as operacoes de soma e produto mod p.

Definicao 4.5. Seja S um subconjunto de um corpo A. Diremos que S é um subanel,

subdominio de A, se .S com as operacoes de A for, respectivamente, um anel, um dominio.

Definicao 4.6. Seja S um subconjunto de um corpo K. S é dito um subcorpo de K
sempre que S, com as operacoes de soma e de multiplicacao de K, for um corpo. Neste

caso, diremos que K é uma extensao de S.

Apresentamos condicoes necessérias e suficientes para identificar se determinado sub-

conjunto de um corpo é um subcorpo.

Proposicao 4.7. Seja S um subconjunto de um corpo K. Entao, S € um subcorpo de K

se, e somente se:
i-0elels;
w-a,beS=a—-bea-bes;

iwi-aeS—{0}=ates.
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Demonstracao. As propriedades que citamos nesta demonstracao sao as contidas nas De-
finicoes 4.1 e 4.2 acima.

=)

Suponha que S seja um subcorpo de um corpo K. Por S ser um corpo ele satisfaz as
propriedade 2 e 7, e assim 0 e 1 € S.

Se tomarmos a,b € S e por S satisfazer tanto os fechamentos da multiplicacao e da
adicao quanto a propriedade 3, teremos que —b€ Sea—bea-beS.

Ainda por ser corpo, S satisfaz a propriedade 10 e assim, se a € S — {0} = a™! € S.

<)

Supondo que um subconjunto S de um corpo K satisfaz (i), (i) e (ii7) acima. Por (i),
0 € S epor (ii), dados a,b€ S, 0 —b=—-be Seaindaa— (b)) =a+be S, logo S é
fechado para a adicao.

Por (i), S é fechado para a multiplicagdo.

Naturalmente por S ser um subconjunto de K com as operacoes fechadas essas ope-
racoes de adicao e multiplicacao satisfazem as propriedades 1,4,5,6,8 e 9.
Por (i), S satisfaz 2 e 7.
Por (i) e (ii), temos que Ya € S, —a € S, satisfazendo 3.

Por (iii), S satisfaz 10, completando a demonstragdo de que S é um subcorpo de
K. m

Exemplo 4.8. Q é um subcorpo dos R; R é um subcorpo dos C; Q é um subcorpo dos
C.

Apresentamos, a seguir, um conceito que nos sera util quando introduzirmos os resul-

tados sobre separabilidade.

Definicao 4.9. (Caracteristica de um corpo) Se em um corpo K tivermos um menor
inteiro positivo n, tal que na = 0 para algum a # 0 diremos que K tem caracteristica n.

Se nao existir tal n nesse corpo diremos que K tem caracteristica 0.
Exemplo 4.10.
i - E possivel provar que a caracteristica de um corpo ou é p primo ou é 0;
ii - Q, R, C sao corpos de caracteristica zero;

iii - Os corpos Z, com p primo sao corpos de caracteristica p.

4.2 Algumas Defini¢coes sobre Poliné6mios

Precisamos introduzir o conceito de polindmios em uma indeterminada e apresentar
mais uma série de informacoes relacionadas. Se K é um corpo, chamamos de polimémio

sobre K na indeterminada z a toda expressao da forma p(x) = ag + a1z + - -+ + a,2",
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onde n € N e a; € K para todos 0 < 7 < n. De maneira analoga, se tivermos K como um
dominio de integridade diremos que p(x) é um polinémio sobre o dominio K. Englobamos,
a seguir, uma gama de resultados iniciais sobre polinémios.

A igualdade entre dois polindmios é dada da seguinte forma:

Dois polinémios p(z) = ag + a1 + - - - + apx® e q(x) = by + bz + - - - + bja! sdo iguais
se, e somente se, k = [ e a; = b; para todos 0 <1 < k.

Um polinémio p(x) = ag+ayz+- - -+ apx® sobre K tal que ag = c € Ke a; = 0,Vi > 1
chamamos de polinomio constante c. E mais, se ¢ = 0 chamamos de polinomio nulo e
denotamos por 0.

Se um polinémio p(z) = ag+a1x+- - -+ a,x™ é tal que a, # 0 dizemos que o polinémio

p(z) tem grau n, denotamos dp(z) = n. O grau do polindémio nulo damos como indefinido.

Defini¢ao 4.11. Diremos que um polinémio p(z) = ag + a1 + - - - + a,z™ é monico se

a, = 1.

Denotamos por K[z| o conjunto de todos os polindémios na indeterminada x. Vamos

definir uma soma e um produto em K|x]:

Definigao 4.12. Sejam p(z) = ag + a;x + - -+ + axz”® e q(x) = by + byx + - - - + ! dois
polinémios em K[z], definimos a soma e o produto entre p(z) e ¢(z) da seguinte forma:
A seguir, quando k # [, sem perda de generalidade, seja k > [ consideramos b; = 0
para todos [ < i < k.
+:

p(ﬂf) + q<l') =ctcr+---+ CkSCk’

onde ¢; = a; + b;.

p(x) - q(x) = co + v+ - + cpat,

onde ¢; = agb; + a1b;_1 + - - - + a;_1b1 + a;by, para todo 0 < i < k.
Notacao 4.13. Escrevemos 2° =1 e 2! = 7.

Se identificarmos os elementos ¢ € K como os polindmios constantes p(x) = ¢ podemos
considerar que K C K[z].

Na Defini¢ao 4.12, temos uma soma e um produto em K[z]. Pode-se verificar que K|z]
com essa soma e esse produto ¢ um dominio, em particular um anel, onde 0 é o elemento

neutro e o polinémio constante 1 é a unidade.

4.3 Algebra do Anel de Polinémios

Apresentamos alguns resultados sobre os anéis de polinémios que fazem uma analogia
ao anel dos inteiros. Estamos falando do Algoritmo da Divisao, Maximo Divisor Comum,

e o Lema de Bézout.
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A seguir temos uma demonstracdo, encontrada em [8], do Algoritmo da Divisdo no

anel dos polinémios.

Proposigao 4.14. (Algoritmo da Divisao) Sejam f(x),g(x) € K[z] e g(z) # 0. Entao,

existem unicos q(x),r(z) € K[z] tais que:

onde r(x) =0 ou Or(x) < dg(z).
Demonstragao. Seja f(x) = ag + a1z + -+ + ap,z™ e g(xr) = by + byx + - - + byx™, com
dg(x) = m.
i- Existéncia: Se f(z) = 0 basta tomar ¢(x) = r(z) = 0. Suponhamos f(z) # 0.
Assim, 0f(x) = n. Se n < m basta tomar q(z) = 0er(z) = f(x). Assim, assumindo
n > m. Agora seja fi(x) o polinomio definido por:
f(x) = anby'z" ™™ - g(z) + fi(x)
Note que 0f;(z) < df(x).
Vamos demonstrar por inducao sobre n.
- Paran = 0: de n > m, temos m = 0, portanto, f(x) = ag # 0 e g(x) = by # 0 e,
teremos
f(z) = aoby ' g()
bastando tomar q(z) = agby* e r(x) = 0.
- Sendo vélido para n — 1, precisamos mostrar que é valido para n:

Temos
filz) = f(2) = anby,' 2" ™™ - g().
E, 0fi(z) < Of(x). Pela hipotese de inducao, 3¢ (z), () € K[z] tais que:
[i(@) = q(x)g(x) +ri(z),
onde ri(x) =0 ou dry(z) < dg(x).

Dai segue que:
fl@) = (qa(@) + anby, 2" ™) g(a) + ().

E, portanto, tomando

provamos a existéncia de polinomios ¢(x) e r(x) tais que f(x) = q(x)g(x) + r(zx),
onde r(x) = 0 ou Or(z) < dg(z).
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ii - Unicidade: Sejam ¢;(x), g2(2), 1 () e ro(z) tais que:

f(@) = qi(x)g(x) + r(z) = @()g(x) + ra(2),

onde r;(x) = 0 ou dr;(x) < dg(x), i = 1,2. Dai, segue que:

(@1(2) = ¢2(2)) - g(2) = ra(2) — (7).

Mas, se qi(x) # g2(x) o grau do polinémio do lado esquerdo da igualdade acima é
maior ou igual que o grau de g(z), enquanto que 0 (rq(z) —ri(z)) < dg(x), uma

contradicao. Logo,

Dai temos que

[]

Definigao 4.15. (mdc) Sejam dois polinomios p(x),q(x) € K|z], onde g(x) é um po-
lindmio nao nulo. Dizemos que ¢(x)|p(z) se existe algum polindémio s(z) € K[z] tal que
p(x) = q(x) - s(x).

Levando isso em consideracao, dados dois polinémios p(z), ¢(z) € K[z], um polinémio
m(z) € K[z] é dito méaximo divisor comum de p(z) e g(z) se m(z)|p(x), m(z)|q(z) e, além
disso, qualquer polinémio n(x) que, da mesma forma, n(z)|p(z) e n(x)|q(x), tivermos

Os resultados desta secdo comecam a mostrar uma semelhanca entre as Algebras do
anel dos inteiros e do anel de poliné6mios. Iremos apresentar mais resultados que elucidam

essas semelhancas.

Proposigao 4.16. (Lema de Bézout) Sejam p(x) e q(x) dois polinomios nao nulos sobre
um corpo K que tem como mdc um polinomio d(x) € Kx]. Entao, existem polinomios

r(z) e s(x) € K[z] tais que

Demonstragao. Pode ser encontrada em [17]. O

4.4 Raizes de Polindmios

Reservamos a secao para introduzir a definicao de raizes de polinémios e alguns resul-
tados envolvendo-as.
Se p(z) é um polindmio ndo nulo em K[z] e a € K é tal que p(a) = 0 € K dizemos

que « é raiz de p(z) em K[z].
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Proposicao 4.17. Sejam K um corpo e p(x) € K|z], onde p(x) # 0 de grau n. Entéo, o

nimero de raizes de p(x) € no mdximo n.

Demonstracao. Vamos provar por indugao:

Para n = 0: temos que o polindémio p(z) considerado, por ser ndo nulo e constante,
nao possui raiz e a proposicao ¢ trivialmente vélida.

Consideremos o resultado vélido para todos os polinémios com grau < (n — 1) e
mostraremos que ¢ valido também para n: tomemos p(z) de grau n, se p(x) nao tiver
raiz, nada ha a considerar. Entdo, tomemos uma raiz « de p(z). Notemos que o polinémio

f(z) = x — o € K[x] e, assim, usando a Proposi¢ao 4.14 (Algoritmo da Divisao), temos

p(x) = g(x) - f(z) +r(2),

com r(z) = 0 ou dr(z) < f(z). Entdo, Or(z) < 1, o que o torna um polinémio constante

c. Agora devido « ser raiz de p(z) e f(x), temos

pl@) = qa)- fla) +ee
0 = g(a)-0+ec
Logo, r(x) =c=0e p(z) = q(z)(x — a).
Disso, obtemos que dq(x) = n—1, assim, por hipotese de indugao, ¢(x) tem no maximo
n — 1 raizes. Como p(z) tem como raizes « e as raizes de ¢(z), p(x) tem no maximo n

raizes. O

A Proposicao 4.17 é generalizada no corolério a seguir, onde, pelo grau de um poliné-
mio determinamos seu ntimero maximo de raizes em qualquer extensao do corpo onde o

polindmio foi tomado inicialmente.

Corolario 4.18. Seja p(x) um polinémio ndo nulo em Klz|. Entdo, p(z) possui no

mdzimo n raizes em qualquer extensao L de K.

Demonstra¢ao. Como K C L, podemos considerar p(z) € L[x]. Assim, pela Proposi¢ao

4.17, terminamos a demonstragao. O

4.5 Polindbmios Irredutiveis

O estudo e determinagao da irredutibilidade de polinomios relaciona-se com o estudo
de extensoes de corpos, isto serd evidenciado no desenrolar do texto, principalmente por

esse motivo, apresentamos nesta secao resultados relacionados com a irredutibilidade.

Definigao 4.19. Seja p(z) um polindémio ndo constante sobre K|z], dizemos que p(x) é
irredutivel sobre K se inexistem ¢(z),r(z) tais que 1 < 9q(z),0r(xz) < Op(x) e p(z) =

q(z) - r(z). Caso contrario, dizemos que p(zx) é redutivel.
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Exemplo 4.20. O polinoémio p(z) = x? — 2 ¢ irredutivel sobre Q. Ja se considerarmos
p(x) € R[z], temos p(z) = (z + V2)(x — v/2), e assim p(x) é redutivel sobre R.

A seguir, um resultado atribuido a Gauss que facilita as demonstracoes de diversos
critérios de verificacao de irredutibilidade de polinémios, alguns destes critérios serao

apresentados posteriormente.

Lema 4.21. (Gauss) Seja p(x) € Zlx]. Se p(x) € irredutivel sobre Z, entdo p(x) é

wrredutivel sobre Q.
Demonstragao. Pode ser consultada em [8] ou [17]. O
Apresentamos, a seguir, outro lema que nos serd muito util em demonstracoes futuras.

Lema 4.22. Sejam p(z), q(z) € Q[z] monicos tais que p(x)-q(x) € Z[z], entao p(z), q(z) €
Z[z).

Demonstragao. Pode ser vista em [7]. O

Exemplo 4.23. p(x) = x® — 2 ¢é irredutivel sobre Q. De fato, se existisse um a € Z tal
que p(a) = 0, teriamos que a®> = 2, um absurdo: nao existe inteiro com essa propriedade.
Assim, como p(z) nao tem raiz em Z, p(x) nao pode ser reescrito como produto de
polinémios de grau maior que 1 e menor que 3. Logo, p(z) é irredutivel sobre Z que, pelo

Lema 4.21, implica p(z) irredutivel sobre Q.

Proposigao 4.24. (Critério de Eisenstein) Seja f(x) = ag+ a1z + -+ -+ a,a™ € Zlx]. Se

tivermos um primo p, tal que:

i~ p1ap;

it - pla;,Vie{0,1,...,n—1};
i - p* 1 ap.
Entao, p(x) € irredutivel sobre Q.

Demonstra¢ao. Pelo Lema 4.21 (Lema de Gauss), é suficiente mostrarmos que f(z) é

irredutivel sobre Z: Supondo que nao. Pela Defini¢ao 4.19, existem g(z), h(z) € Z[z], tais
que f(z) = g(x)h(z), onde

g(x) =by+ bz + -+ ba’

h(x) =co+ c1x + - + cs®

com 1 < dg(x),0h(x) < Ip(x).
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Utilizando propriedades do produto de polinomios, temos que r + s = n. E mais,
boco = ag e, por (i), p | ag €, por p ser primo, p | by ou p | ¢o, porém, pelo item (iii), ndo
pode dividir ambos. Assim, sem perda de generalidade, digamos que p | by e p 1 co.

Sabemos que p | by, mas p ndo divide todos os b;, pois se dividisse, dividiria a,,
contrariando (7). Entao, tomando b; como o primeiro coeficiente de g(z) que nao ¢ divisivel
por p, temos

a; = bjco + - -+ + boc;j,
onde 7 < n.

Como p | a; (por (i7)), divide b, by, . .., b;—1 e ndo divide b; (pela forma como tomamos

bj), entdo p | ¢, um absurdo, pois supomos que nao dividia. Concluindo que f(z) é

irredutivel sobre Z. O

Proposicao 4.25. Sejam K um corpo, p(z) € Klz| e a € K. Se p(x + a) for irredutivel

sobre K, entao p(x) € irredutivel sobre K.

Demonstracio. E suficiente verificarmos que a seguinte funcdo é um automorfismo.
p(x) — plz+a).
Entao, vamos a isso.
Afirmagao: f é um homomorfismo. De fato, sejam p(x) e ¢(x) polinomios em Klz],
entao,
fp(x) +q(2)) = p(x + a) + g(z + a) = f(p(z)) + f(q(z))

f(p(z) - q(x)) = p(z +a) - q(x +a) = f(p(x)) - fa(z)).

Temos que f é injetiva:

Pelo item (iii) do Exemplo 2.29, f é injetivo se, e somente se, Ker f = {0}. Agora,
notemos que,

f(p(z)) =0« p(z) = 0.

Pois, 0f(p(x)) = dp(x), assim Ip(x) = 0 e, o tnico polindmio constante ¢ tal que f(c) =0
é o polinoémio 0, portanto Ker f = {0} e f é injetiva.

Temos que f é sobrejetiva. De fato, tomando um polindémio p(z) € K[z]. Temos, que
o polinomio ¢(x) = p(z — a) € K[z] e, é tal que, ¢(z + a) = p(z), ou seja, existe ¢(z),
onde f(q(z)) = p(x), mostrando que f é sobrejetiva.

Terminando a prova, pois temos um homomorfismo bijetivo em K[z]. O

Exemplo 4.26. Seja ¢(r) € Z[z], g(x) = 2P~ +2P"?+-- -+ +1, onde p & primo. Entao,
q(x) é irredutivel sobre Z.
De fato, temos que
P —1
r—1"

q)=aP PP P+l =
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A ultima igualdade ocorre em virtude da Proposicao 1.2.
Dali,

(z+1)P—-1 (z+1)P—1
(x+1)—1 x ‘
que desenvolvendo o binémio, utilizando a Proposicao 1.3, temos

e (Pt (P )2+ (P a1
1 p—2 -1

X

= p—1 p p—2 p p
€T +<1)x + +(p—2)x+(p—1>'

Do Lema 1.4, p‘ (p) para todo 0 < i < p. E sabemos que p*{p = ( p 1).
i p—
Aplicando o Critério de Eisenstein em ¢(z+ 1), com relacdo ao primo p, temos g(z+1)

g(r +1) =

q(z +1)

irredutivel sobre Z. Pela Proposigao 4.25, ¢(x) também é irredutivel sobre Z.

Exemplo 4.27. O polinomio p(z) = 23 — 3x — 1 ¢ irredutivel sobre Q.
De fato,
plx+1)=(r+1P°-3x+1)-1=
=(@*+32°+3r+ 1)+ (=32 -3) - 1=
=2° 4+ 32° — 3
Aplicando o Critério de Eisenstein ao polinomio p(z + 1) = 23 + 32% — 3, para p = 3,
provamos que p(z + 1) é irredutivel sobre Z e, pela Proposicao 4.25, p(x) também é

irredutivel sobre Z.
Pelo Lema 4.21 (Lema de Gauss), p(z) é irredutivel sobre Q.

Veremos agora, mais um critério interessante que nos permite identificar a irredutibi-

lidade de polinomios.

Proposigao 4.28. Se tivermos um corpo Z,, com p primo, Z, = {0,1,...,p— 1}, para
um polindémio p(x) = ag+ a1z + - - - + a,x™ podemos definir o polindmio p(x) = ag+ax +
oo+ ™ em Zylx], onde @; € a classe de equivaléncia de a; modulo p, em que a; € o
representante. Se p nao divide a,, e p(x) € irredutivel sobre Z,, entdo p(x) € irredutivel
sobre Q.

Demonstra¢ao. Suponhamos, por absurdo, que p(z) seja redutivel sobre Q. Pela contra-
positiva do Lema 4.21 (Lema de Gauss), p(z) é redutivel sobre Z, ou seja, existem po-
linomios f(x),g(x) € Zlz], onde df(z) = r e dg(x) = s com 1 < r,;s < n, tais que
p(x) = f(z) - g(x).

Pela forma como definimos p(z), temos p(xz) = f(z) - g(x), onde f(z),g(z) € Z,x].
Sejam f(x) =by+bix+---+b.2" e g(x) = co+c1x+- - csz®, pelo produto de polindmios,
an = by - ¢, € por pt ay,, temos que p{ b, e p{c,, que resulta em Jf(z) =r e dg(z) = s,

logo p(z) é redutivel sobre Z,[x], um absurdo. O



Capitulo 5

Extensoes de Corpos

Se tivermos um subcorpo K de um corpo L dizemos que L é uma extensao de K,

denotamos por L|K, e K é dito o corpo base da extensao.

Exemplo 5.1.
CIR, R|Q e C|Q sao exemplos de extensoes.

5.1 Extensoes Algébricas

Definicao 5.2. Sejam L uma extensao de K e v € L. dizemos que « é algébrico sobre
K se existe p(x) € K|z], um polindomio nao nulo, tal que p(a) = 0. Caso o contrario,

dizemos que « é transcendente sobre K.

Notagao 5.3. Se um nimero « é algébrico/transcendente sobre o corpo Q, dizemos sim-
plesmente que « ¢é algébrico/transcendente, a menos que deixemos explicito que estamos

falando de outro corpo.
Exemplo 5.4.
i) /2 é algébrico. De fato, p(v/2) = 0, onde p(z) = 2? — 2;
ii) O ntimero complexo i é algébrico, pois p(i) = 0, onde p(z) = 2? + 1;

iii) 7 é transcendente. Ferdinand Lindemann provou a transcedéncia de = em 1982, veja

[6]. Uma prova da transcedéncia de 7 encontramos em [17];

iv) Dada uma extensao L|K. Se a € K, entao « ¢ algébrico sobre K. De fato, p(a) = 0,

onde p(x) € K|z] é o polinomio p(z) =z — a.

Definigao 5.5. Uma extensao L|K é dita algébrica sobre K se, Vo € L, « for algébrico

sobre K . Caso contrario dizemos que L|K é transcendente sobre K.

45
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5.2 Polindmio Minimal

Definigao 5.6. Sejam LL|K uma extensao e o € L um elemento algébrico sobre K. Cha-
mamos de polindomio minimal de a sobre K, o tinico polinémio monico e de menor grau

nao nulo m(z) € K[z], tal que m(a) = 0. O denotamos por m(z) = ppmin(a, K).

Na Definicao 5.6, o polinémio descrito ¢ de fato tinico. Pois, se existisse um outro,
digamos ¢(z) € Klz], satisfazendo as mesmas condi¢oes, como os dois sdo irredutiveis,
eles ndo possuem fator comum em K[z| logo, pelo Lema 4.16 (Lema de Bézout), terfamos

que existem r(x), s(z) € K[x] tais que,

r(z)p(z) + s(z)q(x) = 1.

Logo,
1 =r(a)p(a) + s(a)g(a) = r(a) -0+ s(a) - 0= 0.
Absurdo.

Proposigao 5.7. Numa extensio L|K, sejam o € L e m(z) = pmin(c, K). Entdo, m(z)
divide todos os polinomios p(x) € Klx] tais que p(a) = 0.

Demonstragao. Seja um polinomio p(x) € K[z], tal que p(a) = 0. Pela Proposigao 4.14
(Algoritmo da Divisdo), existem ¢(z) e r(z) € Klz] tais que p(z) = q(z) - m(x) + r(z),
com 0 < Or(z) < om(x).

Disso, temos

Mas, como m(«) =0 e p(a) = 0, temos r(a) = 0.
Desta tltima igualdade, e da definigao de polinomio minimal (o fato de ser o de menor
grau que tem « como raiz), afirmamos que r(z) = 0. E, entao p(x) = ¢(x)m(z), mostrando

que, pela Definigao 4.15, m(z)|p(z). ]

Proposicao 5.8. Sejam L|K uma extensdo, a € L algébrico sobre K e p(z) € K[z] um
polindmio monico, tal que p(a) = 0. Entao, p(z) é o polindmio minimal de o se, e

somente se, p(x) € irredutivel sobre K.

Demonstracao.

=)

Seja p(r) = pmin(a, K). Por absurdo, suponhamos que existem f(x),g(z) € K[z] tais
que f(z)g(z) = p(z), com 1 < If(x),dg(x) < Ip(x). Como p(a) = 0 temos

Como f(a),g(a) € K e K é& um corpo, temos que f(a) = 0 ou g(a) = 0, mas isso é um
absurdo, pois, df(z),dg(z) < Ip(z) e p(x) é o polindmio de menor grau que tem « como

raiz, portanto, p(z) é irredutivel sobre K.
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<)
Seja p(z) irredutivel sobre K, moénico e tal que p(a) = 0 e m(z) = pmin(, K), pela
Proposicao 5.7, m(z)|p(z), como m(z) ¢ irredutivel sobre K e também ¢ ménico, temos

que p(.’L’) = m(x) = pmin(a7K>' [

5.3 Extensoes Finitas

Notemos que podemos considerar . como um espacgo vetorial sobre K. Ou seja, as
operacoes de adicao dos elementos de L e a multiplicacao de elementos de IL por elementos
de K (multiplicagao por escalar) obedecem as definigoes de espaco vetorial (cabe neste

momento uma revisao de conceitos de Algébra Linear, sugerimos [10]).

Definicao 5.9. A dimenséo (e assim o niimero de elementos de uma base) de L. como um
K-Espaco Vetorial chamamos de grau da extensao L sobre K e denotamos por [L : K].

Uma extensao L|K sera dita finita se tem grau finito e, caso o contrério, infinita.

Exemplo 5.10. [C : R] = 2. Pois, C é um espaco vetorial sobre R, onde temos {1,}

como uma base deste espaco.

Teorema 5.11. (Teorema da Torre) Sejam KL e M corpos tais que K C L. C M sdo
extensoes finitas. Entao, [M : K] = [M : L|[L : K].

Demonstragdo. Sejam (a;);e; uma base do espago vetorial de L sobre K e (b;);e; uma
base do espaco vetorial de M sobre L, onde I,.J sao conjuntos. Para todo ¢ € I e todo
j € J, temos a; € L e b; € M. Basta mostrarmos que (a;b;)icr jes ¢ uma base para o
espaco vetorial de M sobre K.
Vamos inicialmente mostrar que (a;b;);er jes ¢ linearmente independente. Para isso,

tomemos

> kijaib; =0, com k;; € K.

2%

E, assim
Z kijaibj =0« Z (Z kijai> bj =0.

Como (b;)jes € L.1., temos
ijbj = 0<:>mj =0.
J

Logo, voltando ao nosso caso,

Zkijai = O,VJ e J

Temos também que (a;);c; € L.1., entao

Zkijai:()@kij :O,VZ GI,Vj e J
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Vamos agora mostrar que (a;b;)er jes gera M sobre K. Tomemos um elemento v € M

que podemos escrever da seguinte formas:
v = g n;b;, com n; € L.
J

E com isso, para cada j, temos que existem r;; € K tais que
nj = E rijai.
i

Assim, o elemento v € M, pode ser escrito como:

V= Z (Z ri]—ai> bj = Zrijaibj.
i ij

J
Portanto, (a;b;)icr jes ¢ uma base de M sobre K. O

Definicao 5.12. Sejam L|K uma extensao e a € L.. Denotamos por K|a] ao subdominio

de L formado por todos os polinomios de K[z] em «, ou seja, K|a] = {p(«) : p(z) € K]z]}.

Note que como « € L, temos que os elementos de K[a] pertencem a L, e mais, pode-se
mostrar que K[a], como definido, é realmente um dominio.
A partir de um dominio, podemos construir o “corpo de fragoes”, como podemos ver

em [8]. Sendo assim, denotamos por K(a) o corpo de fragoes do dominio K[a]. Dessa

forma,
_ [ f(a),
K(a) = 7@) o f(@),g(x) € Klz] e gla) #0 .
Proposicao 5.13. Se « for algébrico sobre K, entio Klo] = K(a).
e B _ 9(a)
Demonstracao. Sejam p(x) = ppin(a,K) e f € K(a). Temos que § = h(o) onde

9(x), h(z) € Klz], h(a) # 0.

Como h(a) # 0, pela Proposicao 5.7, p(z) nao divide h(x), e como p(z) é irredutivel
temos que o mdc (p(z), h(x)) = 1. Assim, pelo Lema 4.16 (Lema de Bézout), existem
a(x),b(z) € K[z] tais que

a(x)p(z) + b(z)h(x) = 1.

Dessa forma,

a(a)p(a) + b(a)h(a) = 1.
Logo,

a(a) -0+ b(a)h(a) = 1.

Portanto, h(«) é invertivel e podemos escrever: 5 = g(«a)b(a), ou seja, os elementos de

K(a) sao escritos como polinomios em K|a]. Provando que K(a) = K|a/. O
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A Proposi¢ao 5.13 nos permite escrever indistintamente K|a] ou K(a) quando « for

algébrico sobre K.

Definicao 5.14. Sejam aq, s, ..., a, elementos algébricos sobre K. A partir da Propo-

sicao 5.13, podemos definir, recursivamente:
K(ag, ag, ..., 0n) = K(ag, ag, ...y a_1) ().

Definigao 5.15. Seja L|K uma extensdo. Dizemos que L|K é uma extensao simples se

L = K(«) para algum « € L.

Proposicao 5.16. Sejam L|K uma extensao simples, L = K(«), onde o € L € algébrico
sobre K e n é o grau do polinémio minimal m(x) de « sobre K. Entao, [L : K] =n e

uma base de K(a) sobre K ¢ {1,a,a?, ... ,a" '},

Demonstragao. Por a ser algébrico sobre K e pela Proposi¢ao 5.13, temos K(a) = Kla/.
Ou seja, os elementos de L sdo escritos como polinomios em K|a.

Seja v € IL arbitrario, entao v = g(«), para algum g(z) € K[z]. Pela Proposi¢ao 4.14
(Algoritmo da Divisao), existem ¢(z),r(z) € K[z| tais que

9(x) = q(z)m(x) + r(z),
com 0 < Or(z) < dm(z) = n. Dali,

gla) = q(a)m(oz)—l—r;a)

I
=
&
o
+
=
Q

Isto significa que g(a) = r(a) = ag + ey + -+ + a,_1a" ' com ag,ai,...,a,_; € K,
provando que {1, a,a?,...,a" 1} gera L.
Provemos que esse conjunto é linearmente independente: sejam b; € K,.0 < j<n—1
tais que
bo-1+bia+--+b, 10" =0.

Se os b; nao forem todos nulos, entao o polinomio
h(x) = by + byx + - + b,z !,

é tal que h(a) = 0 com Oh(z) < n, contrariando a minimalidade do grau de m(z), logo
os b; sao todos nulos e {1,,0?,...,a" '} é L.L
Portanto, {1,,a? ...,a"" '} ¢ uma base de L|K e [L : K] = n. O

As duas proximas proposicoes relacionam extensoes algébricas e finitas: a primeira
mostra que toda extensao finita é algébrica e a segunda apresenta as condi¢oes que uma

extensao algébrica deve satisfazer para que possamos garantir sua finitude.
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Proposicao 5.17. Se uma extensio L|K € finita, entao L|K € algébrica.

Demonstragao. Seja uma extensdo L|K finita. Tomando a € L, temos que K C K(a) C L,
pelo Teorema 5.11 (Teorema da Torre), K(«)|K ¢é finita. Seja n o grau da extensao K(«)|K,

2

entao se tomarmos o conjunto {1, a, a?, ..., a"}, como este conjunto tem n+ 1 elementos,

ele ¢ L.D., dai existem elementos b; € K, 0 < j < n, nao todos nulos, tais que
bo-14+bia+ by + -+ +ba" = 0.

E « é raiz do polinomio nao nulo p(z) = by + bix + byx? - - - + b,2", mostrando que « é

algébrico e, como foi tomado arbitréario, temos que L|K é algébrica. O

Proposicao 5.18. Se uma extensio L|K € algébrica e existe um nimero finito de ele-

mentos oy, v, . .., € L, tais que L = K(aq, as, ..., ay), entdo LK € finita.
Demonstracao. Pela Definicao 5.14,
L =K(ay,ag,...,a,) =K(ag, asg, ..., a,_1)(ay)

E pela Proposi¢ao 5.16, [L : K(ag, as, ..., @, _1)] é finito. Finalmente, pelo Teorema 5.11
(Teorema da Torre), [L : K] é finito. O

Terminamos a secao com o belissimo Teorema do Elemento Primitivo:

Teorema 5.19. (Teorema do Elemento Primitivo).
Sejam Q C K C L C C corpos. Se L. = K(d1,0,...,0,), entdo existe um vy € L tal
que L = K(v).

Demonstracao. Notemos que, por inducao, basta mostrarmos que é valido para n = 2,
pois, o caso n = 1 ¢ trivial e 0os demais ¢ resolvido de maneira recursiva, se provarmos
paran = 2.

Dito isto, seja L um subcorpo C tal que L. = K(d1, d5), vamos reescrever L. = K(«, f3).
Basta mostrarmos que existe v € L tal que L = K(v).

Sejam p(z) = pmin(a, K) e ¢(x) = ppin(5,K), com Ip(x) = m e dq(x) = n. Pela
Proposicao 6.4, p(z) e g(z) tem, respectivamente, m e n raizes distintas em C. Sejam
a=ayq,...,q, as mraizes distintas de p(z) e 5 = [, ..., B, as n raizes distintas de ¢(x).

Paral <7< me2<j<n,sejam \;; os seguintes nimeros complexos:

o —
Mij = =
BB

Agora, tomemos um A € K, onde X\ # \;; para todos ¢, j considerados, observe que,

por K ser um conjunto infinito, garantimos a existéncia de tal A. Definimos vy = a+ A\j e
seja h(z) € K(vy) o polinomio h(z) = p(y — Az).
Temos que [ é raiz de h(z), de fato, h(B) = p(y — A\3) = p(a) = 0.
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E mais, h(f;) # 0 para todo 2 < j < n, provemos:
Supondo, por absurdo, que h(f;) = 0 para algum j dos considerados, teremos p(y —
AB;) =0, logo v — AB; = «; para algum 1 <1i < m.

Pela forma que definimos v, temos

o = 7= Ab;
= Oé‘i‘)\ﬂ—)\ﬂj

que resulta em
a; —

T

um absurdo, pois, contraria a hipotese estabelecida sobre .

A

Desta forma, podemos afirmar que o mdccpy) (p(), h(z)) = (x — §), pois, das raizes de
p(z) (lembrando que sdo todas simples) apenas (3 é raiz de h(z).

Temos, também, que o mdck(,) (p(2), h(x)) = (x — B). De fato, por K(y) C C, o
mdcg 2] (P(), h(z)) divide o mdeepy (p(2), h(x)) e,

8[mch(7) [z] ] < 3{mdccm ]

Assim, o mdcg () (p(2), h(x)) éigual 1 ou x — 3. Se mdcg(y)2) (P(), h(x)) fosse igual & 1
terfamos o absurdo de mdccy (p(2), h(z)) = 1, portanto, mdcg () (p(2), h(z)) = = — B.
Isto garante que 3 € K(7), pelo fato de mostrar que z — 8 é um polinémio em K(v). E
isso implica que o € K(7), pois a =7 — A e, vy € K(v), A e KCK(v) e 8 € K(y).
Disso tudo:
L = K(a, 8) € K(7). (5.1)

E, juntando o fato de v € L (pela forma como o definimos) com o fato de K C L, temos,

K(v) C L. (5.2)

De (5.1) e (5.2), L = K(v). O



Capitulo 6

Teoria de Galois e Extensoes
Ciclotomicas

Neste capitulo, apresentamos um estudo da Teoria de Galois, onde expomos resul-
tados que sao necessarios em demonstracoes sobre construtibilidade feitas nos proximos
capitulos.

Na Secao 6.5, introduzimos aplicagoes dos resultados da Teoria de Galois no estudo

de Extensoes Ciclotomicas.

6.1 Corpo de Decomposi¢cao de um Poliné6mio

Pelo Teorema Fundamental da Algebra, veja [17], todo polinémio com coeficientes
complexos de uma variavel e de grau n > 1 tem todas as suas raizes em C. Desta forma,

um polinomio p(x) € K|z], sendo K um subcorpo dos complexos, é tal que
p(x) = k(z —a1)™ (z — a2)™ - - (x — a,)™,

onde n, my, mo, ..., m, sao inteiros positivos, k € Ke aq, as, ..., a, sdo as raizes complexas
de p(x). Dizemos que m; ¢ a multiplicidade da raiz a;. Quando m; = 1, a raiz a; é dita

simples.

Definigao 6.1. (Corpo de decomposi¢ao de um polinémio) Seja um polinémio p(z) €
K[z]. O menor corpo L que contém K e todas as raizes de p(x) é dito corpo de decom-
posicao de p(z), denotaremos por L = Gal(p(z),K). E assim, um corpo L é o corpo de

decomposicao do polinomio p(x) € K[z] se ele satisfaz:
i- p(z) decompoe-se em L da seguinte forma
p(x) = k(r —a)(z —az) -+ (x = an),
onde k,ay,as,...,a, €L e ay,ag,...,a, sdo as raizes de p(x);

ii - Se p(x) decompoe-se em um corpo " onde K C " C L, entao L' = L. E temos,
L =K(a,as,...,an,).

52
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Precisamos do conceito de derivada e algumas de suas propriedades.

Defini¢ao 6.2. Seja p(r) = ag + a1z + asz® + -+ - + a,2" € Kz], onde K é um corpo.
Temos que p'(x) = a; + 2asx + -+ + na,z"~' & dita a derivada de p(z). Podem ser
facilmente verificadas as seguintes propriedades:

Sejam p(x), q(z) € Kz], entao:

i- ((p(z) +q(x)) =p'(z) +d(z);
i - ((p(x) - q(x)) =p'(z) - q(x) +p(x) - ¢ (2);

iii - [p(q(x))]" = [p(y)] - ¢'(x), onde y = q(x).

6.2 Extensoes Separavéis, Normais, de Galois

Introduzimos o conceito de separabilidade com a seguinte definicao:

Definicao 6.3. Seja L|K uma extensao algébrica. Um polinémio p(z) € K[z] irredutivel
sobre K é dito separavel sobre K se ele nao tiver raizes miltiplas em nenhum corpo de
decomposicao. Caso o contrério, dizemos que ele é inseparavel. Um « € L algébrico sobre
K é dito separavel se seu polinémio minimal sobre K for separavel sobre K. L|K é dita

uma extensao separavel se todos seus elementos forem separaveis sobre K.

Proposicao 6.4. Sejam K um subcorpo de C e p(x) € K[x] um polinomio de graun > 1.
Entao:

i - p(z) € separdvel < mdc(p(z),p'(z)) = 1.
ii - Se p(x) € irredutivel sobre K, entdo todas as raizes de p(x) sdo simples.

Demonstracao.

i- =) Suponha mdc(p(z),p'(z)) = d(z) # 1. Entdo, p(z) = pi(x)d(z) e p'(z) =
pa(z)d(x) para alguns py(x),pa(x) € K[z]. Agora, seja a € C tal que d(a) = 0.
Temos que p(a) = p'(a) = 0, portanto podemos escrever p(z) = (x — a)g(x).
Derivando p(z), pela forma como escrevemos, chegamos a p'(z) = (z—a)g' () +g(z),
assim, p'(a) = g(a) = 0. Temos que, g(x) = (z — ) f(x), que substituindo em p(z),
obtemos p(x) = (x — a)?f(z), logo a ndo ¢ uma raiz simples de p(z), portanto p(x

nao é separavel, um absurdo.
<) Suponha que p(x) ndo seja separavel. Entdo, p(x) possui uma raiz com multi-

plicidade k > 1. Seja « essa raiz. Podemos escrever p(z) = (x — a)*g(z). Derivando

p(z), obtemos
P(2) = (z = ) Hkg(z) + (z — a)g'(2)].
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Portanto, p(z) e p'(z) tém pelo menos um fator em comum em C[z], a saber (z — ),
logo
mde(p(z), p'(x)) # 1.

ii - Seja a uma raiz de p(x). Se o tem multiplicidade maior do que 1, entdo, p'(a) = 0,

assim mdc(p(x), p'(x)) # 1, pelo item (i), p(x) ndo é separavel, absurdo.
[

Proposicao 6.5. Seja LK uma extensao algébrica. Se K é um corpo de caracteristica 0,

entao L|K € separdvel.

Demonstracao.

Tomando um « € L, por L|K ser algébrica, existe m(z) = pmin(, K). E seja m/(x)
sua derivada.

Seja Om(x) = n, por K ser de caracteristica 0, temos Om’(z) = n — 1.

Assim, m/(a) # 0, pois caso contrario, terfamos um absurdo, diante da minimalidade
de grau de m(z).

Suponha que m(x) nao seja separavel, entao, pela Proposi¢ao 6.4, mde (m(x), m'(x)) =

d(x) # 1. Portanto, d(z)|m(x) o que contraria a hipotese de que m(x) é irredutivel. [

Definig¢ao 6.6. Uma extensao L|K é dita normal se todo polindmio irredutivel p(x) € K]z]
que tem ao menos uma raiz em L se decompde linearmente em L, ou seja, se p(z) tem

uma raiz em L, entdo todas as raizes de p(x) estdo em L.

Apresentamos a seguir uma situacao onde a extensao é normal. O exemplo nos ajuda
a melhor compreender a definicao de extensao normal e nos mostra um processo de iden-

tificagao de extensoes deste tipo.

Exemplo 6.7. Se uma extensao L|K é tal que [L : K] = 2, entao [L : K] é normal.

De fato, para todo a € L, com « ¢ K, temos, pelo fato de [L : K] = 2, que L = K(«).
E, da Proposi¢ao 5.16, o grau de p(z) = ppin(a, K) = 2. Entao, p(z) = (z — a)q(x) para
algum ¢(z) € L[z] com Jq(x) = Ip(x) — 1 = 1, dai, q(z) = = — § para algum S € L. Ou

seja, a outra raiz de p(x) estd em LL, mostrando que LL|K é normal, pela Defini¢ao 6.6.

Definigao 6.8. Sejam K, K’ subcorpos de C, ¢ : K — K’ um isomorfismo e p(x) =

ag + a1x + - -+ + a,xz™ um polindomio em K|z]. Definimos p?(z) por:
p’(x) = ap +aryr + -+ a,z”,
onde a; = o(a;) para 0 < i < n.

Usamos a Defini¢ao 6.8, na apresentacao de dois importantes lemas, cujas demonstra-
¢oes podem ser encontradas em [8], [11] ou [17], que serdo necessarios em uma gama de

demonstragoes no transcorrer de todo o capitulo.
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Lema 6.9. Sejam K, K’ subcorpos de C, o : K — K’ um isomorfismo e p(x) um poliné-
mio irredutivel sobre K. Se o é uma raiz de p(x) e B € uma raiz de p°(x). Entao, eriste

um dnico isomorfismo ¢ : K(a) — K(B) tal que 6(a) = 5 e 7|k = 0.

Lema 6.10. Sejam K, K" subcorpos de C, o : K — K’ um isomorfismo e p(x) € Klz].
Se L = Gal(p(z),K) e L' = Gal(p?(z),K’). Entao, existe um isomorfismo ¢ : L — L'

tal que ok : 0.

A seguinte proposi¢ao mostra um critério menos restritivo sobre extensoes finitas que
implica em suas normalidades. O resultado nos poupa de termos que verificar as condicoes
da Definicao 6.6 sobre todos os polindmios irredutiveis citados, bastando que a extensao

seja o corpo de decomposicao de um polindmio separavel sobre o corpo base.

Proposicao 6.11. Seja L|K uma extensao finita. LIK é normal e separdvel se, e somente

se, L for o corpo de decomposicao de algum polinémio separdvel p(z) € K[z].

Demonstracao.

=) Seja L|K normal e separavel. Pelo Teorema 5.19, Ja € L tal que L = K(«). Como
a extensao é finita, pela Proposicdo 5.17, é também algébrica. Seja m(z) = ppin(a, K),
temos que m(z) é separavel, pelo fato de L|K ser separavel. Por a € L e L|K ser normal,

temos que todas as raizes de m(z) estdo em L. Assim,
Gal(m(z),K) C L = K(a) C Gal(m(x), K).

Portanto, . = Gal(m(x),K), ou seja, L|K & o corpo de decomposi¢do do polinémio
separavel m(x).

<) Seja L um corpo de decomposi¢ao de um polinémio separavel p(x) € Klz|, ou seja,
L = Gal(p(x),K). Seja f(x) um polinémio irredutivel sobre K e o € L uma raiz de f(z).
Seja 8 uma outra raiz de f(x), é suficiente mostrarmos que § € L. Vejamos:

No Lema 6.9, consideremos ¢ como o isomorfismo identidade de K, Idg, ou seja,
o(a) = a para todo a € K. Entao, esse lema garante a existéncia de um tnico isomorfismo
7 : K(a) — K(B) tal que 6(a) = e o|g = Idk.

Enquanto que, pelo Lema 6.10, existe um isomorfismo
o : Gal(p(z), K(a)) — Gal(p(x), K(5))

tal que 0|k = & e, restringindo mais, temos &|x = Idk.

De a € L, temos Gal(p(z), K(a)) = L = Gal(p(z), K). Chamemos Gal(p(z),K(3)) de
L.

Assim, ¢ é um isomorfismo entre dois K-espacos vetoriais e, portanto,

[L:K]=[L":K]

Notemos que, como K C K(3), temos L = Gal(p(z),K) C Gal(p(z),K(5)) = L.
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E, assim, juntando as informagoes L. C L com [L : K] = [’ : K], temos, pelo Teorema
da Torre 5.11,
L' : K] =[L": L)L :K].

Logo, [L' : L] = 1, que equivale a " = L, portanto, § € L, mostrando que L|K é normal.
A separabilidade é imediata, pois L = Gal(p(z),K), e assim, todos os elementos da
extensao sao separaveis, uma vez que, L = Koy, ag, ..., ay], onde a,as, ..., a, sdo as

raizes do polinémio separavel p(x). ]
Definicao 6.12. Uma extensao finita L|K & dita de Galois se ela for normal e separavel.

Proposicao 6.13. Seja K C M C L uma cadeia de corpos. Se a extensiao L|K é de
Galois, entdo L|M € de Galois.

Demonstragao. Seja L|K uma extensao de Galois. Pela Proposi¢ao 6.11, juntamente com
a Definicao 6.12, é suficiente mostrarmos que L|M é o corpo de decomposi¢ao de um
polinémio ¢(z) € M[z] separavel.

Como L|K é de Galois, pela Proposigao 6.11, L = Gal(g(x), K), ou seja, é o corpo de
decomposi¢ao de um polinémio ¢(z) separavel sobre K.

Agora, por K C M, temos que, g(z) € M(z] e Gal(q(z),K) C Gal(g(z),M) que
equivale a

L C Gal(g(x),M). (6.1)

Por outro lado, por IL ser o corpo de decomposicao de ¢(z), L contém todas as raizes de
q(z). Além disso, M C L, portanto,

Gal(q(z),M) C L. (6.2)

De (6.1) e (6.2), L = Gal(g(x), M), terminando a demonstragcao. O

6.3 Grupo de Galois

Como citado no Capitulo 2, estenderemos o conceito de automorfismo de grupos para

automorfismo de corpos e falaremos sobre grupos de automorfismos.

Defini¢ao 6.14. (Automorfismo) Seja uma funcao f de um corpo K nele proprio. Se f

for tal que
fla-b) = f(a)- f(b) e
fla+1b) = fla)+ f(b)
Va,b € K

e, além disso, f ser bijetiva, f é dito um automorfismo de K.
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Proposicao 6.15. O conjunto dos automorfismos de um corpo K, que denotaremos por

Aut K, com a operacao o composicao de funcoes € um grupo.

Demonstrag¢ao. Precisamos mostrar que o par (Aut K, o) obedece as condigoes da Defini-
cao 2.1. Vejamos:
Sejam o, p, 7 € Aut K. Da Definicao 6.14,

(00p)(x) =0o(p(x)) = o(y), para p(z) =y, tal que z,y € K.

Com isso, a composicao de automorfismos é também um automorfismo, garantindo que a
operacao esta bem definida.
Notemos que pela definicao de automorfismo, todo automorfismo é homomorfismo,

sendo assim,

To(oop)(z)=7(x)0(00p)(r) =T7(x)00(xr)0p(r) = (Too)(x)op(r) = (T00)0p(z).

Ou seja,
To(oop)(x)=(ro0c)op(x).
O que mostra a associatividade da operacao.

Agora, seja € € AutK tal que ¢(z) = x, para todo x € K, chamamos € de identidade
de Aut K, e como

(0 oe)(x) =o(e(r)) = a(x) = e(a(x)) = (€0 0)(2),

temos € como o elemento neutro de Aut K.
Ainda da Definicao 6.14, todo automorfismo é bijetivo. Como toda aplicacao bijetiva

admite inversa, isto nos garante a existéncia dos inversos. O

Defini¢ao 6.16. Seja uma extensao L|K. Um automorfismo ¢ dessa extensao é dito um

K-automorfismo se ele preserva os elementos de K, ou seja,
¢(a) = a,Va € K.
O conjunto dos K-automorfismos de I denotaremos por Auty L.

Proposicao 6.17. Seja uma extensio LIK. O conjunto dos K-automorfismos forma um
grupo com a opera¢ao o composi¢ao de funcgoes. O qual denotaremos por I'(IL|K), Grupo
de Galois da extensao L|K.

Demonstracao. Da Proposicao 6.15, sabemos que Aut L é um grupo com a operacao com-
posicao de fungdes. Mostraremos que I'(IL|K) é um subgrupo de Aut K. Pela Proposigao
2.7, devemos mostrar que sempre que o, p € Autg L, temos o o p~! € Autg L, vejamos:

Seja x € L, da definicao de automorfismo e da definicao de K-automorfismo,

(0 0p)(x) =0o(p(x)) = o(r) =,
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0 que nos mostra que, sempre que g, p € Autg L, temos o o p € Autg LL.

Resta-nos mostrar que p~! € Autg L. Ora,
z=(p""op)(x) = p~(p(2)) = p~ (x).
Portanto, Autg L. < Aut L. O]

Proposicao 6.18. Sejam L|K uma extensio, o um K-automorfismo da extensao L|K e
a € L uma raiz do polinomio p(x) € K[z|. Entao, o(a) = «;, onde «; € raiz de p(x). E

mais, pelo fato de o ser bijetivo, o permuta as raizes de p(z).
Demonstragdo. Sejam o € Autg L e p(x) € K[z], tal que p(x) = a2 + ap_12™ 1 +--- +
a1x + ag.

o(p(r)) = o(aa™ +a, 12"+ + a1 + ag)

= o(a,z") + o(ap12" ) + -+ o(a1x) + o(ag)
= o(ay)o(z") +o(an_1)o(z" )+ +o(ar)o(x) + o(ap)
U0 (") + ap_10(x™ 1) + -+ ayo(x) + ag

o(x)).

|
S

Assim,

Logo, se o é raiz de p(x), ou seja, p(a;) = 0, temos:
plo(a;)) = o(p(es)) = 0(0) = 0 = p(o(a;)) = 0.

Portando, o(«;) € raiz de p(x) e podemos concluir que um automorfismo leva uma raiz

de p(x) em outra que esteja em L. ]
Proposigao 6.19. Seja L|K uma extensao finita e separdvel. Entao, |I'(L|K)| < [L : K].

Demonstragao. Seja a € L, ¢ K, e tomemos a extensao K(«)|K. Por L|K ser finita, é
algébrica. Assim, « é algébrico sobre K e seja m(x) = ppin(a, K). Seja R, o conjunto de
raizes de m(x) e tomemos a seguinte aplicacao:
f: NLIK) — R,NL
o — ().

Pela Proposigao 6.18, f estd bem definida, pois cada K-automorfismo da extensao L|K
leva uma raiz de m(x) em outra que esteja em L.

Temos que f é injetiva. De fato, se tivermos o(a) = p(a) = a4, como a extensao é
separavel, as raizes do conjunto R,, sao distintas, logo, existe um tnico automorfismo que

leva o em oy, portanto, o = p. E, assim,
ID(LIK)| < [Ry NL| < 9m(z) = [K(a) : K] < [L: K], (6.3)

onde |R,, NLL| denota a ordem do conjunto R,, "L, e m(z) = [K(«) : K] pela Proposigao
5.16. u
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Proposicao 6.20. Seja L|K uma extensao finita e separdvel. L|K é de Galois se, e
somente se, T'(IL|K) = [L : K].

Demonstracao.

Como LL|K é finita e separéavel, pelo Teorema 5.19 (Teorema do Elemento Primitivo),
Jo € L tal que L = K(«). Seja m(z) = pmin(a, K), com Om(z) = n.

=) Seja L|K de Galois, pela Defini¢do 6.12, L|K é normal. Dai, todas as raizes de
m(x) estao em L, pelo fato de o € L e pela Defini¢ao 6.6. Logo,

L = K(a) C Gal(m(z),K) C L.

Ou seja, IL é o corpo de decomposicao de m(z), L = Gal(m(z), K). Por m(z) = ppin(a, K),
temos m(x) irredutivel e, pelo item (i7) da Proposi¢ao 6.4, m(z) tem n raizes distintas
(lembrando que todas estdo em LL). Sejam a = ay, ..., q, as n raizes de m(z).
Tomando, no Lema 6.9, 0 = Idg o isomorfismo identidade em K, obtemos que, para
todo 1 < i < n, existe o isomorfismo o; : K(a) — K(ay) tal que o;(a) = ; e o|g = Idk.
Como K(a) = L, temos o isomorfismo o; reescrito como o; : L — K(a;), mostrando que
K(a;) C L e, pela Definigdo 6.14 (Definigdo de Automorfismo), o; € AutL. Lembramos
que o; preserva K, logo o; € Autg L que equivale a o; € I'(L|K). Desta forma, obtemos

n automorfismos de I'(L|K) e, assim, usando a Proposicao 5.16,
P(LIK)| > n = [K(a) : K] = [L: K]. (6.4)
Por outro lado, pela Proposicao 6.19,
P(LIK)| < [L: K] (6.5)

De (6.4) e (6.5), II'(L|K)| = [L : K].
<) Seja [I'(L|K)| = [L : K]. Pela demonstracao da Proposi¢ao 6.19, em particular,
pela Equagao 6.3, temos |R,, NL| = Om(x) = [K(«a) : K] = [L : K].

Assim todas as raizes de m(x) estdo em L e,
Gal(m(z),K) C L = K(a) C Gal(m(x), K).

Ou seja, L = Gal(m(z),K), estamos dizendo que L é o corpo de decomposi¢ao do polino-

mio separavel m(x) e, dai, pela Proposi¢do 6.11 e Defini¢ao 6.12, L|K é de Galois. O

Proposicao 6.21. O corpo de decomposicao de " — 1 sobre Q é dado por Q[C], onde ¢

€ uma raiz n-ésima primitiva da unidade em C.

Demonstracao. De fato, vimos na Subsecao 3.1.3 que, as raizes de z™ — 1 sao as do

conjunto:

{Cn7<727,7 et 7<T?717CT7LL = 1}7
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27 27
onde (, = cos — + 7sen —.
n

Vimos tambném que, ¢, é uma raiz n-ésima primitiva da unidade e que, uma caracte-
ristica marcante de uma raiz n-ésima primitiva da unidade é a propriedade que ela tem
de “gerar” as demais raizes n-ésimas da unidade, por poténcias sucessivas.

Desta forma, seja ¢ uma raiz n-ésima primitiva da unidade e (2,...,(" ! as demais

raizes n-ésimas da unidade. Pelo que vimos acima, obviamente, Q[¢] C Q[¢, (?,..., ("]
e, como (' € Q[¢] para todo 1 <i < n, Q[¢,¢%,...,¢" ! C Q[¢]. Logo,

Q¢ ¢ ..., (" = Q¢
Pela Definigao 6.1, Q[¢] = Gal(p(z),Q), onde p(z) = 2™ — 1. O

6.4 Correspondéncia de Galois

Devido a grandiosidade do Teorema da Correspondéncia de (alois, é interessante que
sua demonstracao seja fracionada. Desta forma, faremos as demonstragoes de proposicoes
que, em conjunto, culminam com o referido teorema.

Seja uma extensdao L|K. Chamamos um corpo M tal que K € M C L de corpo
intermediario. Notemos que todo M-automorfismo de I é também um K-automorfismo
de LL e, assim I'(L|M) é um subgrupo de T'(IL|K).

Proposicao 6.22.

Seja H um subgrupo de I'(L|K), o conjunto si,H={a €L :0(a)=a,Yo € H} € uma
extensao intermedidria K C ¢, H C L. Denominamos o corpo ¢iH como “corpo fixo de
H”.

Demonstracao.

Verificaremos os itens (i), (i7) e (ii7) da Proposi¢ao 4.7:

i- Temos que 0 e 1 pertencem a s, H, pois, para todo ¢ € H, 0(0) =0 e o(1) = 1,
uma vez que, os automorfismos de H fixam os elementos de K e por K ser corpo ja

contém 0 e 1;
ii - Sejam a,b € 4 H, entao Vo € H, pelas propriedades de homomorfismo de o
Como o(0) =0,
g+ (=b)) =0c(b)+0c(=b) =0
Logo, o(—b) = —a(b).

Agora,
ola—b)=0(a)+o(=b)=a—0>

ola-b)=o0(a)-ob)=a-b

Assim, a—bea-be p,H;
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iii - Seja 0 # a € g, H, pelas propriedades de homomorfismo de o dadas na Proposi¢ao
2.26, temos que,
o) =lo(a) " =a™".

Portanto, a™* € 4;,H.

Por satisfazer estes itens, temos f;,H é um subcorpo de L. Agora, como H é um subgrupo
de I'(L|K) temos que, Vo € K e Vo € H,o(z) = x, logo, K C ;;,H. Concluindo que,
K C 4, H CL. m

Proposicao 6.23. Sejam LIK uma estensio, I'(L|K) o grupo de Galois da extensao e
Hy, Hy dois subgrupos de I'(L|K). Se Hy < Hs, entdo f;,Hy C f;,.Hj.

Demonstragdo. Seja x € p,Hy. Assim, x € L e o(z) = x para todo 0 € Hs e, em
particular, como H; < Hs, temos o(x) = x para todo o € Hy. Portanto, x € ;,H;, logo,
fizHo C pipH. ]

Apresentamos a seguir um lema (encontrado em [11]) central nesta se¢dao, o qual

apresenta resultados que sao necessarios na demonstracao do teorema principal da secao.

Lema 6.24. Seja L|K uma extensao finita, separdvel e simples que, por ser simples,
da € L tal que L = K(a). Se H = {o01,...,0,} é um subgrupo de T'(L|K) e seja o
polinomio p(z) = (x — o1(a)) - -+ (x — op()). Entio, p(x) € piH[z] e [L -, H] < |H].

Demonstracao.

Vo € H, tomando p?(z), nos moldes da Defini¢ao 6.8, temos,
p’(x)=(x —oooi(a)) - (x —ooo,(a)) = p(x). (6.6)

Isso acontece porque {ocooy,...,000,} = {01,...,0,} para todo o € H (isso pode
ser verificado considerando que H é um grupo finito de automorfismos).

Escrevendo p(x) = ag+a1x+ axz® + - - - +a,x™, da Equagao 6.6 e Defini¢ao 6.8, temos,
p(z) = ap + a1z + axx® + -+ a,2™ = o(ag) + o(ay)r + o(ay)x® + -+ o(a,)z™.

Ou seja, o(a;) = a;, para todo o € H e 0 < i < n, entdo, p(x) € s, Hz|.

Para a dltima afirmacao, notemos que, utilizando a Proposicao 6.22, temos
K C 4, H CL.

Logo,
L =K(a) C sH(a) C L.

Assim, L = 4, H(a).
E, como p(z) € ji,H[z] e p(a) = 0, combinando a Proposi¢ao 5.7 com a Proposi¢ao
5.16, chegamos a
L+ fioH] = [fiaH() : pioHl] < Op(a) = [H].
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Vamos a mais um resultado auxiliar na busca de completarmos a demonstracao do

Teorema da Correspondéncia de Galois.

Lema 6.25. Sejo L|K uma extensao finita e separdvel, G = T'(L|K) e o« € L tal que
a ¢ K. Se LIK é de Galois, entdo do € G tal que o(a) # a.

Demonstracao.

Por LL|K ser finita, é algébrica e, por o € L, existe m(x) = ppin(a, K). Como o € K,
temos que, Om(x) > 2.

Por L|K ser separavel e dm(x) > 2, garantimos a existéncia de § € Gal(m(z), K),
B # «. Pela Proposicao 6.11, L|K é normal e, assim, 5 € L, uma vez que « € L.

Pelos Lemas 6.9 e 6.10 (para auxiliar no entendimento da aplicacao destes lemas
considere o isomorfismo o do Lema 6.9 como sendo o = Idk) existe um isomorfismo
oc: L — L tal que o(a) = f e o|lg = Idg. Sendo assim, 0 € G e o(a) = § # «,

terminando a prova. O

Proposicao 6.26. Seja L|K uma extensdo finita e seperdvel e G = I'(L|K). Entdo, LIK

¢ de Galois se, e somente se, K = 4,G.

Demonstracao.

=) Seja L|K de Galois. E suficiente mostrarmos que K C 7izG e £i,G C K.

Pela propria defini¢ao de Grupo de Galois, G fixa os elementos de K, logo, K C 4, G.

Para provarmos que ;G C K: suponhamos, por absurdo, que ;;,G € K. Assim,
do € 4,G, onde o ¢ K. Isso significa que a@ € L\K e, pelo Lema 6.25, existe 0 € G
tal que o(a) # a, ou seja, o nao é preservado por o, logo, o ¢ 7;;G, contrariando o que
supomos no inicio e, assim, ;,G C K. Portanto, podemos concluir que K = ,,G.

<) Seja K = 4;,G. Pela Proposigio 6.19,

|G| = |I'(LIK)| < [L : K]. (6.7)
Notemos que [L : K] = [L: 4,G] e, pelo Lema 6.24,

LK = [L: 8] < G]. (65)
Das Equacoes (6.7) e (6.8), |G| = [L : K] que, pela Proposi¢ao 6.20, L|K é de Galois. [

Proposicgao 6.27. Seja L|K uma extensio de Galois e G = I'(L|K). Se H é um subgrupo
de G, entdao [L: s, H] = |H| e H = T'(L|,H).

Demonstracao.

Da cadeia de subgrupos {Id,} € H C @G, utilizando a Proposicao 6.23, obtemos a
cadeia de subcorpos ;G C f;,H C ¢, {IdL}. Notemos que, trivialmente, ¢, {Idp} = L
e, pela Proposigao 6.26, como L|K é de Galois, £,G =K.
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Por L|K ser de Galois e, pela Proposicdo 6.13, temos que L|;,H é de Galois.
L| s, H sendo de Galois, pela Proposicao 6.20,
L : pioH] = [T(L i ). (6.9)

Agora, afirmamos que H C I'(IL|;,H). De fato, tomando o € H, pela defini¢ao de z;,H,

para todo o € g, H, o(a) = «, que equivale a dizer que,

Ou seja, o € I'(L|;,H) (pois, por H < G, 0 € AutL e, como vimos, o preserva g, H). E,
como o foi tomado arbitrario, H C I'(L|;,H).

Desta nossa afirmacao, tiramos que |H| < |I'(L|;,H)|.

Agrupamos, agora, algumas informacoes que nos permitira concluir a demonstracao:

Vimos que |H| < |['(L|s;,H)| e isso, pela Equacao 6.9, significa que,
|H| < [L: g, H. (6.10)

S6 que, pelo Lema 6.24 (Observe que L, H, por ser de Galois, satisfaz as condi¢oes do

Teorema 5.19 e completa as hipoteses do Lema 6.24), entdo,
|H| > [L: g, H. (6.11)

Assim, pelas Equacoes (6.10) e (6.11), |[H| = [L : s,H] e, (como vimos acima que H C
T(L|;:,H)), temos H = T(L|:, H). O

Proposicao 6.28. Sejam K C M C L corpos, com L|K uma extensao de Galois e
G =T'(L|K). Entao,
A estensao MIK € de Galois se, e somente se, '(M|K) <G e

LD = I'(M]|K).

Demonstracao.

=) Seja M|K de Galois. Assim, M|K é o corpo de decomposi¢ao de algum polindmio
separavel, logo, [M : K] < oo e, pelo Teorema 5.19, 3o € M tal que M = K(«). Seja
m(z) = pmin(a, K). Como M|K ser de Galois implica ser Normal, entdo, todas as raizes
de m(x) estdo em M (pela Defini¢ao 6.6, uma vez que a € M).

Tomando o € G, pela Proposicao 6.18, o(a) é raiz de m(x), entdo, pelo paragrafo
anterior, o(«) € M.

Isto equivale a dizer que o(x) € M para todo € M. De fato, como M = K(«)
e o preserva os elementos de K e o(«a) ja vimos que pertence a M, entao, realmente,
o(M) C M.

Assim, podemos definir o seguinte homomorfismo:

h: G — T(M|K)
o —  olu
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(Alertamos que o desenvolvimento da demonstragao fard uso do Teorema 2.30).
O nucleo de f, Ker f = I'(L|M), vejamos:
Pela Definicao 2.28,
o€ Kerf < oy =Idy (6.12)

S6 que 0 € AutL e como, pela Equacao 6.12, se 0 € Ker f ele preserva os elementos de
M, o € T'(L|M).

Lembramos que, pelo item (i) do Exemplo 2.29,
['(LIM) = Ker f < G.

Afirmamos que h é sobrejetiva. De fato, seja p € T'(M|K), de M = K(«) temos que, p é
um isomorfismo de K(a) que preserva K, ou seja, p : K(a) — K(a), com o|g = Idk.

Como L|K ¢é de Galois, pela Proposigao 6.13, L|K(a) também ¢é de Galois.

Por L|K(«) ser de Galois e pela Proposigao 6.11, L = Gal(p(z),K(«a)) de algum
polinomio separavel p(x) € K(a), logo, pelo Lema 6.10, existe um isomorfismo o : L — LL
tal que olg) = p.

Agora, veja o que temos:

o € AutL, olg)=m = p e p|lg = Idg, ou seja, o é um automorfismo de L. que preserva
K, que equivale a 0 € G, e h(o) = p, provando a sobrejetividade de h.

Neste momento, percebam a aplicabilidade do Teorema 2.30, mostrando que,

G
Fag = M)

<) Seja '(M|K) < G e ﬁ ~ ['(M|K). Suponhamos, por absurdo, que M|K nao
seja de Galois. Assim, M|K ndo é normal.

Vimos que M = K(«). Seja m(z) = pmin(a, K), como M|K nao é normal, garantimos
a existéncia de (3 raiz de m(z) tal que 5 & M.

Ja LIK é normal. E, como a € M e M C L, o € L, ou seja, como uma raiz de m(x)
estd em L todas estao, em particular, 5. Com isso, pelos Lemas 6.9 e 6.10, do € G tal
que o(a) = f.

Como € L e g &M, pelo Lema 6.25, 3p € T'(L|M) tal que p(5) # B.

Agora, vamos utilizar o resultado da Definicao 2.15 para verificar a normalidade de
[(L|M):

Ja temos, que o, p € I'(L|M), como I'(L|M) é um grupo, temos a garantia da existéncia
de inversos, daf ¢! € T'(L|M), também. Dito isto,

(0 opoa)(a) =0 opla(a)) =0 (p(B) # 0 (B) = a
Assim, (07! o0 po o) nao preserva « e, portanto, (671 o po o)y # Idy, logo,

(c7topoo) g I(LIM).
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Este tltimo resultado, contraria a hipotese de que I'(M|K) é um subgrupo normal de G,
um absurdo, portanto, M|K é de Galois. O

Estes resultados que apresentamos culminam com uma correspondéncia, entre corpos
intermediarios de uma extensao LL|K e subgrupos do I'(IL|K), a esta correspondéncia damos

o nome de “Correspondéncia de (Galois”.

Teorema 6.29. (Teorema da Correspondéncia de Galois) Sejam L|K uma Extensio Ga-
loisiana e G = I'(L|K). Entdo:

1-|Gl=[L: K]

2 - Seja um corpo intermediario M. A extensao M|K ¢é de Galois se, e somente se,

IMIK) < G e ~ D(M|K);

G
T(L|M)

3 - Dado um corpo intermedidrio M, temos:

(L M = [D(L[M)]

G

MK = ey

Demonstracao.
1. Feita na Proposicao 6.20.
2. Feita na Proposicao 6.28.
3. Pela Proposicao 6.13, a extensao L|M é de Galois e, pelo item 1 acima
L : M] = [D(LIM)]
Pelo Teorema da Torre 5.11,
Gl = [L:K] = [L:M]-[M:K].

Portanto,
G G
M: K| = = .
M=K =T = ro)
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6.5 Extensoes Ciclotdmicas

Definicao 6.30. Seja K um subcorpo dos complexos. Chamamos de extensao ciclotomica

uma extensao K(()|K, onde (" = 1 para algum n € N.

Lema 6.31. Seja U, = {1,(,¢%,...,¢" '} o grupo das raizes n-ésimas da unidade. Todo

homomorfismo de U, em U, € dado por:

onde a € Z.

Demonstracao. Seja o um homomorfismo de U, em U,, e ( uma raiz primitiva n-ésima
da unidade. Tomemos = € U,, entdo x = (¥, para algum k € Z. Das propriedades de

homomorfismo:
a(z) = o(¢*) = (0()"
Seja 0(¢) = p € U,. Assim, f = (% para algum a € Z. Portanto,

o(z) = (0(¢)F = g = (¢ = (F)* = a*
Como tomamos z arbitrario, o resultado é valido para todo x € U,,. O

Lema 6.32. Seja U, = {1,(,(%,..., ("'} o grupo das raizes n-ésimas da unidade e

a € Z. A aplicacao:
a*: U, — U,
v

é um automorfismo se, e somente se, mdc (a,n) = 1.

Demonstracao.
A aplicacao a* é um homomorfismo. De fato,

Sejam x,y € U,,
a’(x-y) = (z-y)" =a" y" = a™(x)b"(y)

Portanto, a*(x - y) = a*(2)b*(y).

=)

Seja a* automorfismo. Suponha por absurdo que mdc (a,n) = d # 1.

Como a* é automorfismo, a* é homomorfismo, entdo a*(1) = 1.

De mdc (a,n) = d, tiramos que, a = a’d e n = n'd para alguns a/,n’ € Z. Onde,
n' < n, pois d # 1.

Agora, seja ¢ uma raiz n-ésima primitiva da unidade. Tomemos z = (% € U,.
Notemos que (" # 1, pelo fato de n’ < n e ¢ ser uma n-ésima primitiva da unidade.

Dito isto,

a*(x) = a*(¢™) = (¢")* = (¢! = ¢V = (DT = ¢ = (¢

! I

1Y =1
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Descobrimos que a*(1) =1 e a*(x) = 1 com 1 # z, 0 que nos permite constatar que
a* nao é injetiva, contrariando a hipdtese de a* é automorfismo. E assim mdc (a,n) = 1.

<)

Tomemos a € Z tal que mdc (a,n) = 1. Ja vimos no inicio da demonstracao que a*
¢ um homomorfismo, e assim, ¢ um homomorfismo entre conjuntos finitos. Portanto, é
suficiente mostrarmos que ax ¢ sobrejetiva que concluirmos que é um automorfismo.

Seja ¢ uma raiz n-ésima primitiva da unidade. Pela Proposicao 3.3, (* também é uma
raiz primitiva n-ésima da unidade.

Tomemos y € U, ou seja, y = (¢*)* para algum 1 < k < n. Assim,
y = (Ca)k — Cak — (Ck)a

Portanto, existe (¥ € U, tal que a*(¢*) = y, o que demonstra que a* é sobrejetiva e

termina a prova. ]
Lema 6.33. A ordem do grupo AutU, € o(n).

Demonstracao. Pela propria definicao de automorfismo, todo automorfismo é homomor-
fismo. Pelo Lema 6.31, todo homomorfismo de U, é dado por a* da forma que apresen-
tamos. Pelo Lema 6.32, a aplicacdo a* é automorfismo se, e somente se, mdc (a,n) = 1.
Pela Defini¢ao 1.6, | Aut U,| = ¢(n). O

Proposicao 6.34. Seja uma extensio Q(Q)|Q. FEntao, T'(Q(Q)|Q) € abeliano e, além
disso, [T'(Q(C)|Q)| divide ¢(n).

Demonstra¢ao. Basta mostrarmos que I'(Q((,)|Q), que vamos denotar simplesmente por
', é isomorfo & um subgrupo de Z*, pois, Z; é abeliano e tem ordem ¢(n) e, pelo Teorema
de Lagrange 2.14, qualquer subgrupo seu, deve dividir sua ordem, ou seja, |I'(Q(¢)|Q)|
deve dividir |Z;|.
Seja ¢, = Pmin(C, Q) o polindmio minimal de ¢ sobre Q. Pela Proposi¢ao 6.18, cada
o € T'(Q(¢)|Q) leva uma raiz de ¢ em outra, ou seja, permuta suas raizes. Assim, o
restrito ao grupo dos automorfismos de U,, (grupo dos automorfismos das raizes n-ésimas
da unidade) é um automorfismo deste grupo. E assim, temos um homomorfismo injetivo
dado por:
f: r — Sh
o +— 0laww,
Onde S,, é o grupo de todas as permutacgoes dos elementos de U,,.
S6 que o grupo Aut U, é isomorfo a Z;. De fato, tomemos a aplicagao g dada por:
g: Z; — AutU,
a — a*
Onde a* é um automorfismo de Aut U,, definido como no Lema 6.32. Temos que, g é um

isomorfismo, vejamos:
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g € homomorfismo, de fato,

Seja a,b € Z}, temos que g(a-b) = (a-b)*. Agora tomando um « € U,
(a-b)*(a) = a™ = a" = (a")* = b"(a") = (a" 0 V")(a)) = a” (@) 0 b (1)

Assim, (a-b)* = (a* o b*), ou seja, g(a-b) = g(a) o g(b).

Pelo Lema 6.33, | AutU,| = ¢(n)|. E como a ordem de Z também ¢é p(n), g ¢ um
homomorfismo entre conjuntos de mesma ordem. Bastando, mostrar a injetividade de g
para concluir que a aplicacao é um isomorfismo.

Pelo item (iii) do Exemplo 2.29, g é injetivo se, e somente se, Kerg = 1.

Pela Definicao 2.28, Kerg = {a € Z; g(a) = Idautv, }, onde Idaup, é 0 automorfismo
identidade de U,,.

Seja a € Z}, onde a € Ker g, tomemos ( uma raiz n-ésima primitiva da unidade.

g(a) = a* = Idayp, assim,

9(a)(¢) = a*(¢) = ldawv,(¢) = ¢

Portanto, a*({) = ( e, pela defini¢do de a*, ¢(* = (. Dividindo ambos os lados desta
tltima igualdade por ¢, obtemos (! = 1.
Pela Proposi¢ao 3.2, nla — 1. Lembremos que 1 < a < n — 1, pois, a € Z*. E, assim
a — 1 =0, concluindo que a = 1, logo, g é injetiva e mostramos o isomorfismo.
Utilizando a Proposicao 2.27, ao fazermos a composicao de funcoes go f, obtemos que

g o f é um homomorfismo injetivo de I' para Z;, terminando a prova. O]

Lema 6.35. Seja p um nimero primo e q(z) um polinémio. Entao,

[q(z)]P = q(2P) mod p

Demonstracao.
Faremos por indugao em n.

Para n = 0: ¢(z) = ag. Logo, pelo Pequeno Teorema de Fermat 1.5,

q(z)! = ag

ag = q(2?) mod p

Suponha que o resultado seja valido para todo polinémio de grau n < k, para algum
k> 0. Seja q(z) = apy 12 + f(x), onde Of (z) < k.

Assim, q(z)? = (ap1 2" + f(x))P, pela Proposicao 1.3, temos

lar12" + f2)]P =

That @ af O f @) + @ a4

4 (P Jaad 0P+ @)
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Pelo Lema 1.4,
[ 1™ + f(2)] = aiﬂxkﬂp + [f(z)]" mod p

Por hipétese de indugao (f(z))? = f(2P) e pelo Pequeno Teorema de Fermat 1.5,
& T 4 [F@)F = r (@) (7) = g(a?) mod p

Portanto, o resultado é valido para n =k + 1.
m

Lema 6.36. Sejam o polinomio q(z) = 2" — 1 € Z[z] e p um primo tal que p t n, entdo

q(z) = a2 — 1 € separavél em Z,|z].

n—1

Demonstragdo. Seja q(x) = 2» — 1 =17 — 1. A derivada de ¢(z) ¢ ¢'(z) = nz"!. Como

ptn, ¢(r) nao é 0, assim, o tnico fator que divide ¢/(x) é x, e sabemos que z nao divide

q(z). Entdo, ¢(x) e ¢’(z) nao tém fator comum. Pela Proposicao 6.4, temos o resultado
desejado. O]

Teorema 6.37. Se ( € uma raiz n-ésima primitiva da unidade em C, entao,

Demonstracao.

Inicialmente, tomemos um p primo tal que p { n.

Tomemos m(z) = Pmin((, Q) € ¢(x) = Pmin(¢?, Q). Queremos mostrar que m(x) =
q(z). Suponha m(x) # g(z). Da Proposigao 5.7, temos que m(x)|z" — 1 e q(z)|z™ — 1,
e como m(z) e ¢(x) sdo distintos, ™ — 1 = m(z)q(x) f(z) para algum f(z) € Q[z]. Do
Lema 4.22, m(z), q(x), £(z) € Z[a].

Notemos que ¢ ¢ raiz de ¢(z?) = 0, logo, pela Proposigao 5.7, m(z)|q(z?) e, assim,

) €

q(z?) = m(z)h(x) para algum h(x [ | que, novamente, pelo Lema 4.22, h(zx) € Z[z].

Pelo Lema 6.35, temos que m(z) - h(z) = q(z?) = ¢(z)". Com isso, m(z) tem um

fator irredutivel que divide ¢(z), ou seja, eles tem um fator comum e como z" — 1 =

m(z) - q(z) - f(z), temos que 2™ — 1 tém raizes multiplas, o que o torna inseparavel,
contrariando o Lema 6.36. Assim, m(x) = q(z).

Agora, generalizando, se tomarmos um s nao necessariamente primo, mas ainda com
mdc(s,n) = 1, temos que s = riry...7, onde riry ... 7, SA0 primos, ndo necessariamente
distintos, r; ¥ n para todo 1 < ¢ < t. Com isso, aplicando recursivamente o resultado acima,
aos numeros ¢, (", "™, ..., ("™ obtemos que o resultado é valido, também, para s.
Desta forma, pela Defini¢ao 1.6 (Fungao Phi de Euler), ja conseguimos determinar ¢(n)
raizes distintas para m(z). Ou seja, Om(z) = p(n).

Sendo assim, pela Proposi¢ao 5.16, Om(z) = [Q(C) : Q] = ¢(n).

Ja, pela Proposicao 6.34, [Q(() : Q] < p(n).

Portanto, [Q(¢) : Q] = ¢(n). O
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6.5.1 Polindmio Ciclotomico

Falamos mais sobre esta classe especial de polinomios: os Polinomios Ciclotémicos.

Defini¢ao 6.38. (Polinomios ciclotomicos) Seja n € N e ¢ uma raiz n-ésima primitiva da

unidade. Chamamos de n-ésimo polinomo ciclotémico o polinomio dado por

(bn(x) = pmin(Cv Q)

Observe que, em virtude, do Teorema 6.37,

Proposicao 6.39. Para todo inteiro positivo n,

at—1= Hgbd(x).

dn

Demonstracao. Seja ( uma raiz n-ésima da unidade. Pela Proposicao 3.5, ( sera raiz
d-ésima da unidade se, e somente se, d|n.

Isto significa que ¢4(x) divide 2™ — 1 para todo d divisor de n. Ou seja,

2" —1 =[] al2).

dln
Concluindo a demonstragao. O]

Na Proposicao 6.39, se n = p primo, temos

7 = 1= p(x) - ¢ (2)

e, como ¢1(x) =z — ({ =z — 1, concluimos que

P_ 1 P_ 1

A ultima igualdade é fruto da Proposicao 1.2.




Capitulo 7

A Construbilidade no Plano Complexo

Desde tempos remotos que os problemas de construcao usando régua nao graduada e
compasso intrigam os matemaéticos. Observamos aqui que, utilizaremos sempre o termo
“régua” para denotar “régua nao graduada”. Construgoes como as que serao vistas no Ca-
pitulo 9 reforcaram a dedicacao na busca por respostas para questoes de construtibilidade
ou nao de determinados objetos geométricos.

O problema de descobrir quais poligonos regulares sao construtiveis por régua nao
graduada e compasso suscita naturalmente a divida de como isso pode ser respondido,
ou seja, quais instrumentos, quais teorias da Matematica devem ser utilizadas para a
apresentacao de um resultado nitido. Concomitante a isso, surge a expectativa de que
essa resposta apresente uma abstragao, (em virtude de ser uma questao de “possibilidade
geométrica”), que nao deixe os resultados evidentes. Porém, ao mesmo tempo, ha uma
confianca na objetividade da Matematica e de que as relacoes entre os instrumentos e
teorias da mesma possam explanar uma resposta consistente, convincente e que, apesar
da abstracao necessaria, deixe nitida a validade real dos resultados.

Uma resposta com essas caracteristicas foi feita por Johann Carl Friedrich Gauss,
surpreendemente aos 19 anos, em 1796, veja [6]. Apresentaremos o teorema que responde
essa perguntra no Capitulo 8. Uma anélise da teoria que envolve esse feito nos permitira
um entendimento amplo e um reconhecimento da magnitude dos resultados obtidos com

a Teoria de Galois.

7.1 Retas e Circunferéncias

Na Secao 7.7 utilizaremos equacoes de retas e circunferéncias com coeficientes nos
complexos. Preparando-se para esse encontro, expomos aqui, a descricao de tais objetos
geométricos.

Voltemos a utilizar no¢oes do estudo de vetores. Sabemos que uma reta é determinada

por dois pontos. Seja r a reta determinada pelos pontos a e b. Trés pontos a,b e ¢ sao

. . . c—a
colineares se o angulo formado entre b — a e ¢ — a for 0 ou 7, ou seja, o Arg (b ) for
—a

71
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a
e R.
. - - a .
Do paragrafo anterior, tiramos que um ponto x vai pertencer a r se

c
igual a 0 ou 7, que equivale a 2

Tr—a

b—a

r—a (z—a
b—a \b—a

e dos itens (iv) e (ii) da Proposi¢do 3.6, chegamos a

eR

Pelo item (i) da Proposigao 3.6,

r—a T—a
b—a b-a
Finalmente, temos como equacao da reta r:
E =
ri@-a)l=® _z a0 (7.1)

(b—a)
Sabemos que uma circunferéncia é determinada pelos seus centro e raio. Seja ¢ a circun-
feréncia determinada pelo centro a e raio r. Temos que um ponto x vai pertencer a c se
|z — ¢| = r, elevando ambos os lados ao quadrado obtemos |z — ¢|*> = r%. Sabemos que o
quadrado do moédulo de um niimero complexo é igual ao produto dele pelo seu conjugado,
o que resulta em (z — ¢) - (z — ¢) = r*. Que, novamente das operagdes com conjugado,

chegamos a equacao da circunferéncia c:
ci(w—c)-(T—2¢)—r*=0 (7.2)

Reforcamos a importancia do conhecimento de alguns conceitos relacionados & “operagoes
entre vetores” para um melhor entendimento dos resultados tratados aqui. Em particular,

notemos que a reta r descrita pela Equacao 7.1 acima, pode ser reescrita como:
r={a+ (b—a)t;t € R}

De fato, se z € r, entao x é tal que,
r = a+(b—a)t
r—a = (b—a)t
Como os pontos a e b foram tomados distintos, b — a # 0 e, podemos fazer,
r—a
b—a
onde t € R. Agora, do item (i) da Proposi¢ao 3.6, obtemos o resultado da Equagao (7.1).

=t

Proposicao 7.1. Sejam duas retas nao-paralelas r e s dadas por:
r=u;+ (v —u1)g

s =us + (vg —ug)h

Onde g,h € R e uy, vy, us,v3 sGo pontos do plano complexo. Entao, vy — ug # t(vy — uy)

para todo t € R.
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Demonstra¢ao. Por absurdo, supondo que existe algum ¢’ € R, tal que
Vg — Ug = (Ul — Ul)t,
Assim,
s =1y + (vy — uz)h = us + (vy —uy)t'h

Note que t'h € R, logo s é uma reta determinada pelo mesmo vetor, (v; — uy), que
determina r, indicando que r e s sao paralelas, um absurdo, pois, por hipotese r e s sao

nao-paralelas. O]

Corolario 7.2. Dadas duas retas nao-paralelas r e s, sendo r determinada pelos pontos

a e b e s determinada pelos pontos ¢ e d. Entao, temos:

(5= -t=a) 0

Demonstracao.

As retas r e s sao dadas pelas equacoes:

—
=l
|
S]]
SN~—

<
—~
8
|
S
~—

E
s (x—c)(d_c) —(x—2)=0

Supondo, por absurdo,

Entao,

QQue resulta,

(d—c) (d—7?)

b—a) (b—a)
Esta ultima igualdade significa, pelo item (i) da Proposicao 3.6, que EZ: C; =teR, o
que contraria a proposi¢ao anterior, e termina a prova. ! ]

7.2 Numeros Complexos Construtiveis

Iniciamos fazendo uma explanagao das regras que regem as construgoes com régua e
compasso. Esta régua é uma régua nao-graduada. Segundo [6], nos Postulados de Eucli-
des, essas construgoes seguem as seguintes regras: com a régua podemos construir uma
reta passando por dois pontos dados; com o compasso podemos construir uma circunfe-

réncia com centro e um de seus pontos dados, chamemos de “compasso fixo”. Nos usos
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mais modernos das construgoes com régua e compasso temos construcoes de circunfe-
réncias com centro em um ponto dado e raio definido pela distancia entre dois pontos
dados, onde um destes nao necessariamente é o centro. Nesse segundo uso o compasso
pode “transportar” distancias. Chamemos este de “compasso movel”. Essas aparentes
diferencas sao excluidas quando mostra-se que esse transporte de distancias é possivel de

ser feito também com o compasso fixo, faremos isso no exemplo a seguir.

Exemplo 7.3. Acompanhando na Figura 7.1, a seguir, queremos construir uma circun-
feréncia de centro A e raio igual a distancia de B para C. Com o compasso das regras
mais atuais isso é permitido de imediato. Provaremos que isso é também possivel com o
compasso fixo.

De posse do compasso fixo, construimos uma circunferéncia de centro A passando por
C, e outra de centro C' passando por A. Essas circunferéncias se intersectam nos pontos
D e F da figura. Agora construimos mais duas circunferéncias de centro D e E passando
por B. Essas novas duas circunferéncias se intersectam em B, naturalmente, e no ponto

F da figura. Finalmente, a circunferéncia que queremos é a centrada em A passando por
F.

Figura 7.1: Equivaléncia entre compassos

Diante deste exemplo, acaba por torna-se semelhante utilizarmos o que chamamos de
“compasso fixo” ou “compasso moével”. Semelhante no sentido que todas as construcgoes
possiveis com um sao possivel com outro. Optamos aqui para o uso do “compasso movel”.

A partir dai, como ja mencionado, surge questionamentos sobre quais objetos geomé-
tricos podem ser construidos utilizando esses instrumentos. Ou seja, utilizando régua e
compasso, para construir retas e circunferéncias, obtendo com isso pontos de intercessao
que posteriormente poderao ser utilizados em conjunto com os ji existentes para a cons-
trucao de novas retas e circunferéncias e possiveis novos pontos de intercessao e assim

sucessivamente.
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Dado um segmento que define a aresta de um cubo, podemos construir um outro
segmento que define a aresta de um cubo com o dobro do volume do cubo anterior? Dado
um angulo podemos construir um outro medido E de sua medida? Podemos construir
um quadrado com area igual a de uma circunferéncia dada? Esses sao os conhecidos trés
problemas gregos classicos, que estao entre as perguntas que podem ser feitas sobre a
questao da construtibilidade com régua e compasso. Responderemos elas no Capitulo 9.

Outro problema, que inclusive é o foco principal neste trabalho, é o de dividir uma
circunferéncia em n € N partes iguais ou, equivalentemente, construir um n-agono regular,
veja na Figura [lustrativa 7.2, que realmente sao equivalentes esses problemas. Para
quais n isso ¢ possivel? e por qué? Debrucgaremos-nos sobre essas questoes fazendo um

destrinchamento das teorias envolvidas nas suas respostas.

Figura 7.2: Heptadecidgono regular inscrito em circunferéncia

Agora que vimos como se dao as construcoes com régua e compasso, apresentamos
algumas definigoes iniciais que levam em consideragao as possibilidades e limitagoes desses
processos de construcao.

Reescrevemos as duas regras que devem ser seguidas nas construgoes com régua e
compasso, na forma de definicoes.

Nas defini¢oes que seguem percebemos a necessidade da preexisténcia de pelo menos
dois pontos. Diante disso, até por unidade de medida, consideramos os pontos (0,0) e

(1,0), ou seja, os nimeros complexos 0 e 1 como pilar de nossas construgoes.

Definicao 7.4. (Reta Construtivel) Dado um subconjunto A com pelo menos dois pon-
tos, podemos tracar uma reta passando por dois pontos de A. Diremos que essa reta é

construtivel.
Exemplo 7.5. A reta determinada pelos pontos 0 e 1 (a reta real) é construtivel.

Definicao 7.6. (Circunferéncia Construtivel) Dado um subconjunto A com pelo menos
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dois pontos, podemos tracar uma circunferéncia com centro em um ponto de A e com raio

igual a distancia entre dois pontos de A. Diremos que essa circunferéncia é construtivel.

Chamemos de RC(A) ao conjunto de todas as retas e circunferéncias construtiveis a
partir de pontos de A, nos moldes das duas defini¢bes anteriores.
Para continuarmos a analise do processo de construcao com régua e compasso, faremos

a seguinte definicao:

Definicao 7.7. Definimos como “operacoes elementares com régua e compasso” as trés

operacgoes abaixo:
* Intercessao entre duas retas construtiveis;
* Intercessao entre uma reta e uma circunferéncia construtiveis;

* Intercessao entre duas circunferéncias construtiveis.

Usaremos neste momento um termo utilizado por [5] para definir pontos obtidos a

partir de uma das trés operacoes elementares no conjunto A.

Defini¢ao 7.8. (Ponto Simplesmente Construtivel) Um ponto sera dito simplesmente
construtivel a partir de um subconjunto A, se ele pertencer ao conjunto de todos os

pontos de intercessao dos elementos do conjunto RC(A).

Seja A um conjunto de pontos do plano complexo. Denotaremos por ¢;(A), o conjunto
de todos os pontos simplesmente construtiveis a partir de A. Note que, trivialmente, temos
A C c¢1(A). Recursivamente, denotaremos por ¢,41(A) o conjunto de todos os pontos
construtiveis a partir de ¢,(A). Por conveniéncia, denotaremos por ¢o(A) o proprio A e
Coo(A) = U cn(A). Entdo, temos a seguinte cadeia:

neN

A=cy(A) Cci1(A) Ce(A) C--- Cewl(A) (7.3)

O conjunto cx(A) é o conjunto de todos os pontos construtiveis a partir de A.

Generalizando esses resultados, podemos dizer que um objeto geométrico (ponto, seg-
mento, poligono, etc.) ¢é dito “construtivel” se ele for obtido por um processo finito de
operagoes elementares (que sao as operacoes apresentadas na Defini¢ao 7.7) a partir de
um conjunto com pelo menos dois pontos.

Vimos, na Subsecao 3.1.1, uma evidente associacdao entre os nimeros complexos e
pontos do plano R?. Diante disso, poderemos falar em pontos ou niimeros construtiveis

indistintamente.

Definigao 7.9. (Numero Construtivel) Seja o conjunto A = {0,1}. Diremos que um
namero é construtivel se ele pertencer a algum dos conjuntos ¢, (A) da cadeia 7.3. Deno-
taremos por C, o conjunto ¢« ({0,1}) que é o conjunto de todos os nimeros construtiveis

a partir do conjunto {0, 1}.
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7.3 Algumas Construcoes Possiveis

Faremos agora algumas construgoes possiveis, em algumas apresentaremos apenas al-

goritmos, o leitor interessado nas demonstragoes da validade destas, pode consultar [14].

Reta Perpendicular

Dados uma reta r e um ponto P construtiveis podemos construir uma reta s perpen-
dicular a r passando por P. Temos dois casos a considerar:

Caso 1: Se P € r temos que r é determinada por P e um ) construtivel, QQ # P.
Acompanhe na Figura 7.3, tracemos a circunferéncia c¢ de centro P e passando por Q).
Como intersecao entre ¢ e r temos Q e R. Agora tracamos as circunferéncias c¢; com
centro em () passando por R e ¢y com centro em R passando por (). As circunferéncias c;

e ¢ tem como intersecao S e T. Finalmente, por S e T' tracamos a reta p que queriamos.

Figura 7.3: Construgao de reta perpendicular: P € r

Caso 2: Se P ¢ r. Acompanhe na Figura 7.4, notemos primeiro que r é determinada
por dois pontos zq, zo construtiveis. Tracemos a circunferéncia ¢ de centro z; passando
por P e a circunferéncia d de centro z; passando por P. A intersecdo entre c e d sao os

pontos P e (). Finalmente, por P e () tracamos s, que é a reta que queriamos.

Exemplo 7.10. Pelo Caso 1 acima, temos como construtivel a reta perpendicular a reta

real, passando pelo ponto 0, que chamamos de reta imaginéria.

Reta Paralela

Dados uma reta r e um ponto P construtiveis podemos contruir uma reta s, paralela
a r, passando por P.

Caso 1: Se P € r, entao s é a propria r.
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Figura 7.4: Construgao de perpendicular: P ¢ r

Caso 2: Se P ¢ r. Na Figura 7.5, temos que r é determinada por 21, zo construtiveis.
Tracemos a circunferéncia ¢ de centro P e raio |z; — 23| e a circunferéncia d de centro
29 e raio |P — z;|. Construimos a reta s que queremos passando por P e pelo ponto da

intersecao entre c e d que fica no mesmo semiplano que P em relacao a r.

A

Figura 7.5: Construcao de paralela

Bissecgao

Lema 7.11. Dado um dngulo o podemos construir sua bissetriz, ou seja, fazer sua bis-

Seccao com régua e compasso.

Demonstrac¢ao. Seja um angulo o. Naturalmente ele é determinado por dois segmentos de
reta e, com isso, determinado por trés pontos. Sejam A, B e C' trés pontos que determinam
o angulo « (veja a Figura 7.6). Tragamos uma circunferéncia ¢ de centro no ponto A

passando por B ou (', sem perda de generalidade, facamos passando por B. A intersecao
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entre ¢ e os segmentos de reta que determinam « sdao os pontos B e D. Seja E # A o
ponto de intersecao entre as circunferéncias c¢; e co com centros em B e D, respectivamente,
passando por A.

A reta determinada por A e F é a bissetriz de a. De fato, ABED ¢ um losango e AE
uma de suas diagonais, portanto, BAE = DAE = %.

Figura 7.6: Bisseccao de angulo

Transporte de Angulos

Em construcoes posteriores falaremos em transportar um angulo com naturalidade em
virtude do préximo resultado:

Dado um angulo o podemos transporta-lo, ou seja, podemos construir um angulo «
“rente” a uma reta r com centro num ponto D € r.

Acompanhe na Figura 7.7. Dado um angulo «, centrado em A, podemos determinar
segmentos AB = AC como visto na demonstragao do lema anterior. Tracamos a circunfe-
réncia ¢; de centro D e raio |[A— B| obtendo o ponto B’ como um dos pontos de intersegao
entre ¢; e . Agora, C’ é um dos pontos de interse¢gao entre a circunferéncia cy de centro

—_—
B’ e raio |B — C| com ¢;. O angulo B’DC" = o/ = « & 0 angulo que queriamos.

Ponto Médio

Dados dois pontos z; e z, construtiveis, podemos construir o ponto M, médio entre
eles.

Na Figura 7.8, tracamos as circunferéncias ¢; de centro z; passando por zs e ¢y de
centro zs passando por z;. A intersecao entre ¢; e ¢y determinam os pontos 23 e zy4.

A intersecao entre a reta r, determinada por z; e zo, com a reta s, determinada por

z3 € z4 € 0 ponto médio M.
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Figura 7.7: Transporte de angulo

C1

Figura 7.8: Ponto Médio

7.4 Soma, Subtracao, Produto, Quociente

Agrupamos nesta secao uma série de resultados que comprovam o fechamento das

operacoes de soma, subtracao, produto e quociente de niimeros construtiveis.

Proposicao 7.12. Sejam z; e zy dois niumeros complexos construtiveis, entao zy + zy €

construtivel.

Demonstracao. Dados dois nimeros complexos z; = a + bi e 25 = ¢ + di contrutiveis,
utilizando sua representagao pelos vetores u e v, respectivamente, (veja a Figura 7.9).
Tracamos com régua e compasso uma paralela ao vetor v passando por z; e uma paralela
a0 vetor u passando por z9, obtendo o ponto z3, na intersecao entre essas duas retas. A
partir do conceito da soma de vetores, temos z3 = z; + 2. Com isso a soma de dois

nimeros complexos construtiveis é construtivel.

]
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Figura 7.9: Soma 2z + 29

Proposicao 7.13. Sejam z; e zy dois nimeros complexos construtiveis, entao zy — zy €

construtivel.

Demonstracao. Dados dois nimeros complexos construtiveis z; e zo. Observe na Figura
7.10, tracamos uma circunferéncia ¢ com centro na origem passando por 2z, e a reta r
passando por 0 e por zo. A intersecao entre ¢ e d sao os pontos zo € —29. Da proposicao
anterior, podemos construir a soma z; + (—z3) = 23 — z3. Portanto, podemos concluir que

a subtracao de dois niimeros complexos construtiveis é construtivel.

Figura 7.10: Simétrico de z,

]

Para a prova da construtibilidade do produto e do quociente utilizaremos, em deter-
minados momentos, a representacao de nimeros complexos em coordenadas polares.

Para a demonstracao da préxima proposigao precisaremos do seguinte lema:
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Lema 7.14. Dados dois nimeros complexos construtiveis z; e zo com |z1| = u e |z3| = v.

O produto de seus modulos u - v € construtivel.

Demonstra¢ao. Na Figura 7.11, tracamos as circunferéncias ¢; e ¢o de centro em O = (0, 0)
e raio, respectivamente, u e v.

Um dos pontos de intersecao de ¢; com a reta imaginaria é o ponto A, e um dos pontos
de intersecao de co com a reta real é o ponto B.

Tracamos um segmento ligando A ao ponto (0,1) = U e, em seguida, construimos a
paralela a este segmento f passando por B.

A interse¢ao de f com a reta imaginaria é o ponto C. Finalmente, |C' — O| = u - v,

isto é valido pela semelhanca entre os triangulos OU A e OBC, vejamos,

uz@@ﬁ'—@:u-v

=

Figura 7.11: Produto de médulos

Proposicao 7.15. Sejam z1 e zy dois nimeros complexos construtiveis, entdo zi - zo €

construtivel.

Demonstra¢ao. Dados dois nimeros complexos construtiveis z; = (u;a) e zo = (v;f3),
onde u e v sao as normas e « e  sao os argumentos de 21 e zo, respectivamente.

Vimos na Subsecao 3.1.1, que o produto de ntimeros complexos ¢ obtido através do
produto das normas e soma dos argumentos.

Agora, acompanhe na Figura 7.12, a reta f é a reta real do plano de Argand-Gauss.
Pelo que foi visto na Se¢ao 7.3 sobre transporte de angulos, podemos transportar o angulo
« para a regiao externa ao angulo 3, de modo que, esteja com suporte na origem e na reta

que passa por zy e pela origem. Calculamos o produto das normas u - v, como mostramos
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Figura 7.12: 2 - 29

no Lema 7.14, e construimos uma circunferéncia ¢, centrada em (0,0) com raio u - v. O
ponto de intersecao de ¢ com a outra semirreta suporte do angulo transportado é o ponto
z3. Pelo paragrafo anterior z3 = 2;-25. E podemos concluir que o produto de dois ntimeros
complexos construtiveis é construtivel.

]

Lema 7.16. Dados dois nimeros complexos construtiveis zy e zo com |z1| = u e |z = v,

. ’ u z g
sendo zo # 0. O quociente de seus modulos — € construtivel.
v

Demonstracao. Na Figura 7.13, tracamos a circunferéncia c¢; de centro na origem O e raio
1. Uma dos pontos de interse¢ao de ¢; com a reta imaginaria é o ponto (1,0) = E.
Tracamos as circunferéncias ¢y e c3 de centro em O e raio, respectivamente, v e u.
Um dos pontos de intersecao de ¢y com a reta real é o ponto (v,0) = A e um dos
pontos de intersecdo de c3 com a reta real ¢ o ponto (u,0) = B.
Tragamos um segmento ligando (1,0) = E a (v,0) = A e, em seguida, construimos a
paralela f a este segmento passando por (u,0) = B.
A intersecao de f com a reta imaginaria é o ponto C. Finalmente, |C' — O| = Y sto
é valido devido a semelhanca entre os triangulos OAFE ¢ OBC, vejamos, ’
1 |IC' — O]
u

s|C-0] ==
v v

]
.~ . . . Lo .21
Proposicao 7.17. Sejam z; e zo dois niimeros complexos construtiveis, entao — € cons-
%)
trutivel.
Demonstra¢ao. Sejam dois ntimeros complexos construtiveis z; = (u;a) e zo = (v; ),

onde z3 # 0, u e v sd0 as normas e « e  sao os argumentos de z; e 2o, respectivamente.
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Figura 7.13: Quociente de modulos

Vimos na Subsecao 3.1.1, que o quociente de nimeros complexos é obtido através do
quociente das normas e diferenca dos argumentos.

Novamente, a reta f é a reta real do plano de Argand-Gauss. Notemos que na Figura
7.14, o angulo o — [ é precisamente o angulo formado pelos segmentos de reta dos pontos
21 € zy. Transportamos esse angulo, de modo que fique com reta suporte na reta f e

. . , . ~ . U
no sentido anti-horério, obtemos o angulo v da figura. Calculamos o quociente —, como
v

. ~ . . u
mostrado no Lema 7.16, e construimos uma circunferéncia ¢ de centro em (0,0) e raio —.
v

A intersecao entre c e a outra semirreta suporte de v é o ponto z3. Pelo paragrafo anterior,
<1 . . L, .

z3 = —. B podemos concluir que o quociente de dois nlimeros complexos construtiveis, o
%)

divisor nao nulo, é construtivel.

Figura 7.14: 2L
22

]

Nesta secao mostramos que ¢ possivel com régua e compasso efetuar as operagoes de
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soma, subtragio, produto e quociente (por ntimero nao nulo) de ntimeros construtiveis.
Diante disso, ao partirmos de ¢ = {0, 1}, provamos que todos os nameros racionais sao
construtiveis, e temos que Q C C..

Para garantirmos o tratamento do conjunto C. como um corpo, provemos este fato.

Proposicao 7.18. O conjunto C. dos nimeros construtiveis a partir de co = {0,1} é um

subcorpo dos compleros.

Demonstracao. Como os pontos de C. estao no plano complexo, entao C. ¢ um subcon-
junto de C. De 0 e 1 € C,. temos que C, # @ e, além disso, garantimos também o item
(i) da Proposi¢ao 4.7. Os itens (i) e (4i7) da mesma proposi¢ao sdo garantidos pelos

resultados desta segao, terminando a prova. O

7.5 Mobdulo e Conjugado

Vamos mostrar mais construgoes possiveis que nos serao fundamentais na determina-

¢ao do corpo C..

Lema 7.19. Seja z = (u;«) construtivel, entdo seu mddulo u e seu conjugado Z sao

construtivesrs.

Demonstracao.

Dado um ntimero z construtivel. Tracamos a circunferéncia ¢ de centro 0 passando
por z. A intersecao entre ¢ com a reta real é u.

Tracamos a circunferéncia d de centro em 1 passando por z. A intersecao de ¢ com d

Sa0 08 pontos z € Z.

Figura 7.15: Construcao de conjugado

De fato, o ponto z na Figura 7.15, é realmente o conjugado de z, pois, sendo o ponto
A a intersecao entre a reta real e a reta perpendicular a reta real passando por z, temos
que |z — A| =z — A|.
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Lema 7.20. Dado um nimero real positivo u, construtivel, entdo, \/u é construtivel.

Demonstracao.

Tracamos uma circunferéncia c;, de centro em 0 passando por 1. Um dos pontos de
intersecao de ¢ com a reta real é o ponto: —1.

Determinamos o ponto médio M entre —1 e u.

Tracamos a circunferéncia ¢y de centro em M passando por u. Um dos pontos de
intersecao de ¢, com a reta imaginéria é o ponto C.

Finalmente, |C' — 0| = /u. De fato, chamaremos de A o ponto —1 e de B o ponto u,
entao o triangulo AC'B é retangulo em C', pois o angulo ACB ¢ inscrito em cg, portanto,
mede metade do angulo central AMB = 180°, detalhes sobre angulos inscritos em [14].
Pelo fato de ACB ser retangulo em C, valem as relagoes trigonométricas num triangulo

retangulo, que também podem ser consultadas em [14]:

IC =0 = 1-u
IC -0 = u
C=0] = Vu

Figura 7.16: Raiz quadrada de médulo

2:

7.6 Numeros z z

Proposicao 7.21. Seja z; um nimero complexo construtivel, entao sao construtiveis os

nimeros T tais que 12 = 2.
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Demonstra¢ao. Dado um nimero complexo construtivel: z; = (u;a), onde u é a norma e
a & o argumento. Vimos na Subsecdo 3.1.2, quais os nimeros z, tais que 2 = z;.

Pelo Lema 7.19, u é construtivel. Pelo Lema 7.20, \/u é construtivel. Pelo Lema
7.11, a bissetriz de a é construtivel. Tracamos uma circunferéncia ¢, com centro em 0 e
raio igual a y/u. A intersegdo de ¢ com a bissetriz de « s@o os pontos z; € 23, que sao
os nameros x procurados (notemos que o argumento de z3 é % + 180°, o que confirma
nosso resultado). Desta forma, podemos concluir que os ntimeros z tais que 2% = z; sao

construtiveis.

Figura 7.17: 25 = z1 e 22 = 2

7.7 Grau de um Niumero Construtivel

Neste momento utilizaremos fortemente conceitos de extensoées de corpos como auxilio
na busca da identificacdo do corpo C.. Nesta se¢do denotaremos o conjunto ¢;({0,1})

apresentado na cadeia (7.3) por C;.
Proposicao 7.22. Seja z € C;, entao z € C;.

Demonstracao.

E imediato. Visto que todos os C;’s sdo obtidos a partir do conjunto {0, 1}. O

Ja vimos que C. é um subcorpo dos complexos que contém os racionais, ou seja,
Q c C, ¢ C. Assim um namero construtivel z pertencera a um corpo da forma Q(C;),
para algum ¢ € N. Para simplificar a notacdo, vamos denotar Q(C;) por K;.

A préxima proposicao determina o grau de um elemento z € C; 1 sobre K.

Proposigao 7.23. Seja z € Ciy1, entdo [Ki(z) : K] < 2.
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Demonstracao. Pela definicao de ponto simplesmente construtivel, sabemos que z foi ob-

tido pela intersecao entre duas retas, ou uma reta e uma circunferéncia, ou duas circunfe-

réncia construidas a partir de pontos de C;. Diante disso, naturalmente, temos trés casos

a considerar.

i)

i)

As equacoes de retas e circunferéncias apresentadas aqui foram vistas na Secao 7.1.

(Interse¢ao entre duas retas) Sejam r; e ro duas retas construidas a partir de pontos

de C; tal que z € (11 () r2). Entao, z deve ser solugao do seguinte sistema de equagoes:

ri:(x—a (5—6)_ T —a)=
{1~( )(a_?)) ( )=0
To (x—c)(d_c)—(f—é):()

Onde a, b, ¢, d € C;. Subtraindo os termos da segunda igualdade da primeira, obtemos:
(OG-0 _@-0\_ (G-a  @-7
(b—a) (d—c) (b—a) (d—c)

Que é uma equacao da forma

+a—-c=0

ar— =0
com «, # € K;. Pelo Corolério 7.2, temos que a # 0.
Portanto, z é raiz de uma equacao polinomial de grau 1 com coeficientes em K;, logo,

(Intersecao entre uma reta e uma circunferéncia) Sejam r uma reta e ¢ uma circun-
feréncia construidas a partir de pontos de C;. Suponha que z € () ¢), entao z deve

ser solugao do seguinte sistema de equagoes:

'x—a@_a)—f—a:
{r.< o~ D=0

c:(z—c)- (T—¢)—(d—e)(d—2) =0
Onde a,b,c,d e e € C;. Isolando o T na primeira equagao obtemos
(b-a)
(b—a)
Substituindo o T na segunda equagao obtemos:

(x—@-Ox—@g:z;+5—0—%d—@@—€%:0

Que desenvolvendo chegamos a uma equacao da forma:

T=(r—a)

ar’ +Br+v=0

(b—a)
(b—a)
determinam a reta r. Dessa forma, z é um zero de um polinomio p(z) € K;[z] de

Onde o, 8,7 € K; e a =

# 0, pois b # a, uma vez que sao 0s pontos que

grau 2. Pela Proposi¢do 5.7, o polindmio minimal de z sobre K; divide p(z). Logo,
Ki(2) : K] <2
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iii) (Interse¢ao entre duas circunferéncias) Sejam ¢; e ¢ circunferéncias ndo-concéntricas
construidas a partir de pontos de C;, tal que z € (¢;[)¢2). Entdo, z é solu¢ao do

seguinte sistema de equagoes:

|
|
~—

I

Q
(V)
—
&
>
S~—
—
8
N~—
|
—
~
|
=)
N~—
—~
| all
|
Q
S~—
Il
o O

Onde a,b,d, e, f,g € C;.

Vamos reescrever as equagoes acima da seguinte forma:

o _d—ed-7
(z —a)

— 5 _U-9( -7
(z =)

Subtraindo os termos da segunda igualdade da primeira, obtemos:

appo@=9@-7) <f—g>_<7b—a>

Que é uma equacao que nao depende de Z. Desenvolvendo, obtemos uma equacao da

forma

ar® + Br+v=0

Onde o, 8,7 € K; e « = —a + b # 0, pois as circunferéncias nao sao concéntricas.

Portanto, de forma analoga ao item ii), obtemos [K;(z) : K;] < 2.

De posse da proposicao anterior podemos demonstrar o seguinte teorema:

Teorema 7.24. Se z € C,, entdo existe uma cadeia finita Q C K; C Ky C --- C K,
de subcorpos dos complexos, tais que z € K,, e [K; : K;_1] =2, comi € {1,2,...,n}. E
assim, [Q(z) : Q] = 2™ para algum m € N.

Demonstracao.

Sendo z € C,, pela Definicao 7.9, z € C,, para algum n € N. Faremos a demonstragao
por indugao em n.

Seja z € Cp, entdo pela proposicao anterior o grau da extensdo Q(z)|Q é 1 ou 2,
portanto [Q(z) : Q] é uma poténcia de 2 e o teorema é valido para n = 1.

Suponha que o teorema ¢é valido para n = k para algum k£ > 1.

Seja z € Cgy1, entao z é construido a partir de duas retas ou uma reta e uma cir-
cunferéncia ou duas circunferéncias, onde essa(s) reta(s) e/ou circunferéncia(s) sdo cons-
truidas a partir de pontos de um conjunto finito {ay,as,...,as} C Cy. Note que esse

conjunto precisa ter no maximo 6 pontos. Por hipotese de indugdo, [Q[a;] : Q] é uma
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poténcia de 2 para todo 1 < i < s. Entdo, [Q[a,as,...,as] : Q] é uma poténcia de 2.
Note que z é construido a partir de pontos da extensao [Qay, as, ..., a4 : Q]. Portanto,
[Q(2) : Qlay, ag, . .., as)] < 2 pela proposicao anterior.

Logo, pelo Teorema 5.11 (Teorema da Torre):

Q(2) : Q] = [Q(z2) : Qay, az, ..., as]] - [Qlay, as, ..., as] : Q]

Portanto, [Q(z) : Q] é uma poténcia de 2 para todo z € C.. ]
Teorema 7.25. Se K|Q ¢ uma extensio normal com K : Q] = 2", n € N. FEntao,
K C C..

Demonstracao.

Faremos por indugao em n.

Para n = 0 é valido trivialmente, pois, neste caso K = Q e, como sabemos, Q C C..

Agora, suponha que o teorema seja valido para n = k para algum k > 0.

Seja uma extensao K|Q normal com [K : Q] = 28+ e seja I'(K|Q) seu Grupo de Galois.
Pelo item 1 do Teorema 6.29, |I'(K|Q)| = [K : Q] = 2~

Pelo Teorema de Lagrange 2.14, qualquer subgrupo de I'(K|Q) tem ordem que divide
2k+1 " Pela Proposicio 2.22, o centro de I'(K|Q) tem ordem 27 onde 1 < j < k + 1. Pelo
item iii) do Exemplo 2.16, qualquer subgrupo do centro de I'(K|Q) é normal em relagao
a ['(K|Q). Pela Proposicao 2.21, existe um subgrupo H do centro de I'(K|Q) de ordem 2.

Pelo Teorema 6.29, existe uma extensao M|Q normal associada a H e

FKQ) _ 2

— — 9ok
| H 2

M : Q] =

Pela hipotese de inducao M C C.. Agora, pelo Teorema 5.11 (Teorema da Torre)

K:Q] = [K:M]-[M:Q]
kL = [K:M]- 2k
Assim, [K : M] = 2 que, pela Proposi¢ao 5.17, por ser uma extensao finita é algébrica.
Pelo Teorema do Elemento Primitivo 5.19, existe 5 € C tal que K = M(f), onde § tem
grau 2 sobre M, ou seja, [ é raiz de um polindmio minimal de grau 2 sobre M. Seja

m(x) = Pmin(8, M), onde m(x) = 2> + ax + b com a,b € M. Tomemos v = 3 + %, temos
2
que y2 = —b + aZ’ logo, v € M e K = M(y). Pela Proposi¢ao 7.21, v € C.. Como ja

vimos que M C C, e K = M(), entdao K C C.. O

Corolario 7.26. Seja z € C um elemento de uma extensao normal K|Q tal que [K : Q] =

2" n €N, entao z é construtivel.

Demonstracao. Imediato do teorema acima, pois z pertence a uma extensao onde todos

os pontos sao construtiveis. ]



Capitulo 8

Poligonos Regulares Construtiveis

Neste capitulo, de posse dos resultados apresentados no capitulo anterior sobre cons-
trutibilidade, apresentamos um belissimo teorema, devido a Gauss, que caracteriza os

poligonos regulares construtiveis com régua e compasso.

Proposicao 8.1. As raizes de z" — 1 quando marcadas no plano complexo formam os

vértices de um poligono reqular de n lados inscrito num circulo unitdrio.

Demonstracao. Vimos a descricao das raizes n-ésimas da unidade na Subsecao 3.1.3, que
T .
reescrevendo-as na forma polar temos (1; —), com 0 < k£ < n— 1. Obviamente todas
n

as raizes tem modulo 1 o que garante que estao todas no circulo unitario. Notamos que
2k 2(k—-1)m 27w

a diferenca dos argumentos de duas raizes consecutivas é igual a
n n
0 que mostra que as raizes estao igualmente espacadas no circulo unitario, comprovando

que elas realmente sao os vértices de um n-agono regular inscrito no circulo unitario. [

Proposicao 8.2. Sejan € N, n > 3. Um n-dgono regular é construtivel se, e somente

se, uma n-ésima raiz primitiva da unidade € construtivel.

Demonstracao.

=) Seja um n-agono construtivel. Se o considerarmos no plano complexo e utilizarmos
uma unidade de medida de forma que ele esteja inscrito na circunferéncia unitaria com
centro 0, com um dos vértices sobre o ponto 1, pela Proposicao 8.1, todas as raizes n-
ésimas primitivas da unidade sao construtiveis.

<) Seja ( uma raiz n-ésima primitiva da unidade construtivel. Vimos na Subsecao
3.1.3, que uma raiz primitiva da unidade gera U,, = {(,¢?,...,(" !, (" = 1}, por potenci-
acao, operacao que, como ja vimos, é possivel efetuar com régua e compasso. Novamente,

pela Proposicao 8.1, U,, sao os vértices do n-agono, provando sua construtibilidade. [

Proposicao 8.3. Se r,s € N sdo tais que mdc (r,s) = 1, se o r-dgono e o s-dgono

requlares sao construtiveis, entao o rs-agono reqular é construtivel.
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Demonstra¢ao. Visto que mdc (1, s) = 1, existem a, b € Z tais que ar + bs = 1. Multipli-

. N 2w
cando esta ultima equacao por — obtemos
rs

21 2T 2T
a— +b— = —
s T rs

i 27 . S
Com isso, chegamos que o angulo — pode ser obtido como combinacao linear com coefi-
rs

. . . m m ) ) 27 )
cientes inteiros entre os angulos — e —. Ou seja, podemos obter o Angulo — através de
s r TS
N . ) 2 2w ) . L.
operacoes de somas e subtragoes entre os dngulos — e — (que, como vimos, sao possiveis
s T

com régua e compasso), os quais, por hipotese, sao construtiveis. ]
Proposicao 8.4. O 2"-dgono regular é construtivel, para todo n € N tal que n > 2.

Demonstracao.

Por indugao. Para n = 2 mostremos que o quadrado é construtivel.

Dado um segmento AB. Tracamos as circunferéncias c; e ¢y de centros em A e B, res-
pectivamente, e raio |A — B|. Tracamos a reta r, determinada pelos pontos de intercessao
entre as circunferéncias c¢; e c. A reta r intersecta o segmento AB em seu ponto médio
C'. Tracamos a circunferéncia cz de centro C' e raio |C' — A|. A reta r intersecta c3 nos
pontos D e E. O quadrado é determinado tracando os segmentos: BD, DA, AE e EB.

\

Figura 8.1: Quadrado

Supondo que o resultado é valido para um n > 2, mostraremos ser valido para n + 1.
Seja um 2"-agono construtivel. Pelo visto na Secao 7.3, podemos fazer a bisseccao de
qualquer angulo. Entao, fazemos a bisseccao dos angulos centrais do 2"-agono. Os vértices
do 2"-a4gono mais os pontos de intercessao entre a circunferéncia que circunscreve este

poligono e as bissetrizes seus angulos centrais formam os vértices do 2" !-agono. O]

Antes do resultado principal do capitulo, precisamos de um resultado importante de

Aritmética:
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Proposicao 8.5. Seja p € N tal que p =2"+ 1. Se p é primo, entao n = 2" para algum
r € N.

Demonstracao.
Supondo, por absurdo, que n tivesse algum fator impar em sua decomposicao, digamos

J, e com isso, teriamos n = aj com a € N, e 5 impar. Logo,
p=2"41=2Y4+1=(2"Y +1
Agora, pela Proposicao 1.2, temos,
= (207 + 1= (20 1)) = (22 4 2P — - (29) 4 1)
Desta forma, teriamos p divisivel por (2* 4+ 1), um absurdo, pois p é primo. ]

Os ntmeros naturais F,, = 22" 41 sao chamados de niimeros de Fermat. Esses niimeros
nem sempre sao primos, conforme conjecturou Fermat, veja [6]. Quando um ntumero de
Fermat é primo chamamos ele de Primo de Fermat. Os ntimeros Fy = 3, F) = 5, F, =
17, F3 = 257, F, = 65537 sao primos. Euler mostrou que F5 = 4.294.967.297 é divisivel
por 641.

Até a atualidade sabe-se que F,, é composto, para 5 < n < 32 e, nao se tem conhe-
cimento de nenhum primo de Fermat além de Fy, F', Fs, F3, Fy, mais informacoes sobre

essa pesquisa em [3].

Teorema 8.6. (Gauss) Seja n um nimero natural. Podemos construir um poligono regu-
lar de n lados com régua e compasso se, e somente se, n = 2¥ ou n = 2pop; ... p,, onde

k,s € Z., € po,p1,---,ps a0 Primo de Fermat distintos.

Demonstracao.

=)

Seja um n-agono regular construtivel. Pelo Teorema 1.1 (Teorema Fundamental da
Aritmética), n = 28p"p"t ... p™ onde k,mo,my, ..., ms € Zy € Po,P1, - - -, Ps SAO Primos
impares. Da Defini¢ao 1.6 (Fungao Phi de Euler) e de suas propriedades elencadas nas

Proposicoes 1.7 e 1.10,

p(n) = @2 5P ... pY)
= 2"y )e") - p(p™) (8.1)
= 2" (po = Dy e = D@ ) - (s = DT
Por outro lado, pela Proposicao 8.2, uma vez que o n-agono regular é construtivel,
entao, uma raiz n-ésima primitiva da unidade ( é construtivel. Pela Proposicao 6.37,

[Q(C) : Q] = ¢(n). Pelo Teorema 7.24, [Q(¢) : Q] = 2" para algum r € Z,. Logo,

e(n) =2"1(po — D)5 N(pr — M) . (s — D) =27
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E assim, para todo 0 < i < s, temos p; — 1 = 2% para algum t; € Z, e m; = 1.

Como p; — 1 = 2%, logo p; = 2% + 1.

Portanto, temos n = 2¥pyp; ... p,. Pela Proposicdo 8.5, t; ¢ uma poténcia de 2 para
todo 1 < i < s. Portanto, p; = 22" + 1, com r; € Z.

<)

Se n = 2*, pela Proposicao 8.4, o 2¥-agono regular ¢ construtivel.

Seja p; = 22" + 1 um Primo de Fermat e (,, uma p;-ésima raiz primitiva da unidade
em C. Pela Proposigao 6.21, Q((p,) é o corpo de decomposigao do polinomio 2P — 1. Pela

Proposicao 6.11, Q(¢,,)|Q é uma extensdo normal e, pelo Teorema 6.37, temos:

[Q(sz) : @} = 90(])1) =p,— 1= (22” + 1) 1 =292

Diante disso, pelo Corolario 7.26, ,, é construtivel. Portanto, pela Proposicao 8.2, todos
0s p;-dgonos regulares sao construtiveis.

Se n = 2%pop1 ... ps, onde k.5 € Z, e po,pi,- .. ,Ds sa0 Primos de Fermat distintos,
entao, pela Proposicao 8.3, temos que o n-agono é construtivel e finalizamos a demons-

tracao. O



Capitulo 9

Os Trés Problemas Gregos Classicos

Dedicamos este capitulo ao tratamento dos trés problemas classicos gregos, onde ve-
remos que diante de todos os resultados apresentados e de todo o desdobramento feito da
teoria, estamos em condigoes de se debrucarmos sobre as provas das impossibilidades das
resolucoes de tais problemas.

Os resultados que apresentaremos reforcam que as teorias trabalhadas aqui servem
para responder muitas perguntas sobre questoes de possibilidades e impossibilidades geo-

métricas.

9.1 Duplicacao do Cubo

Dado um cubo de aresta qualquer a e assim volume a®, podemos construir um cubo

com o dobro de seu volume, portanto 2a3?

Figura 9.1: Duplicagdo do Cubo

Se isto fosse possivel entao poderiamos duplicar o cubo de aresta a = 1.
Tomemos um cubo de aresta medido 1, seu volume é 13 = 1. Se pudéssemos construir
um cubo com o dobro do seu volume, este cubo teria volume v = 2 -1 = 2 e sua aresta «

seria tal que o = 2.
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Agora tomemos o polindmio p(z) = 2% — 2 pertencente a Q[z]. Temos que p(a) = 0
e, pelo Exemplo 4.23, p(x) é irredutivel sobre racionais, logo, pela Proposicao 5.8, p(x) =
Pmin(, Q). E assim, pela Proposi¢ao 5.16, [Q(«) : Q] = dp(z) = 3. E entao, a pertence
a uma extensdo Q(«) de grau 3 sobre racionais que, obviamente nao é uma poténcia de 2

e assim, pelo Teorema 7.24, a nao é construtivel.

9.2 Trisseccao do Angulo

0
Dado um angulo de medida qualquer # podemos construir o angulo de medida 5?

Figura 9.2: Trisseccao do Angulo

Se isso fosse possivel, poderfamos fazer a trissecgao do angulo 6 = 60°, que é o mesmo

que construir o angulo de 3= 20°. E através destes valores que provaremos esta impos-
sibilidade.

Primeiramente vejamos trés informacoes que utilizaremos:

i - Notemos, na Figura 9.3, (onde temos um angulo y inscrito no circulo unitério), que

construir um angulo u é equivalente a construir o cos yu:

ii - Temos como véalida a seguinte identidade trigonométrica, que pode ser facilmente

verificada utilizando a relacio trigonométrica fundamental cos? @ + sen? § = 1:

cos (30) = 4 cos® § — 3 cos 6

iii - Relembremos que cos 60° = 5

Dito isto, voltemos ao nosso contra-exemplo, onde aplicaremos estes resultados:
Se fosse construtivel o angulo — = 20°, terfamos que cos20° seria construtivel e,

naturalmente, 2 cos 20° também seria. SO que, pela identidade acima,

cos 60° = 4 cos® 20° — 3 cos 20°



CAPITULO 9. OS TRES PROBLEMAS GREGOS CLASSICOS 97

coS [

Figura 9.3: Equivaléncia entre construcao de angulo e seu cosseno.

E assim, 4 cos®20° — 3 cos 20° = %

Fazendo 2cos20° = ~, descobrimos que 7 é raiz do polinomio ¢(z) = 2* — 3z — 1.
E mais, pelo Exemplo 4.27, temos que g(x) é irredutivel sobre racionais. Portanto, pela
Proposi¢ao 5.8, ¢(x) = pmin(7y, Q). Com isso, pela Proposi¢ao 5.16, [Q[v] : Q] = dq(z) = 3
e, com final semelhante & duplicacao do cubo, podemos concluir pela impossibilidade da

trisseccao do angulo.

9.3 Quadratura do Circulo

Dado um circulo de area igual a um A qualquer, ou seja, sua area é w - 72 = A, onde

r & o raio deste circulo, podemos construir um quadrado de area igual a A?

B=n Area(c) =7

B8

Figura 9.4: Quadratura do Circulo

Se isto fosse possivel, poderiamos “quadrar” um circulo de raio 1, e assim de area
A =1 -1? = 7. E mais, esse quadrado teria como lado 3 tal que 3-8 = 32 = 7. E com
isso, 7 seria construtivel e desta forma algébrico, um absurdo, uma vez que, pelo item

(7i1) do Exemplo 5.4, 7 é transcendente.
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