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"Nosso mundo ressoa com padroes. O crescente
e minguante da lua. A mudanca das estagcdes. A
estrutura celular microscépica de todos os seres
vivos tem padrdes. Talvez isso explique nossa
fascinacdo por niimeros primos que sio os uni-
cos sem padréo. Os nimeros primos estdo entre
os fendmenos mais misteriosos da matemaética."

(Manindra Agrawal)



RESUMO

Sabemos que primos sao nimeros naturais divisiveis apenas por 1 e ele mesmo. Mas quem
foi que descobriu os ndmeros primos e com que intuito? Existem infinitos niimeros primos?
Como fago para testar se um nimero € primo? Onde estdo presentes 0os nimeros primos no
nosso cotidiano? Os nimeros primos sdo como 0s dtomos que compdem todos 0s outros.
Este trabalho envolve um dos assuntos mais belos da teoria dos nimeros, os nimeros primos.
Comeg¢ando com uma breve histéria dos nimeros primos e sua utilizacado na criptografia; logo
apods apresentaremos algumas ferramentas de teoria dos ndmeros que serdo usadas nos testes de
primalidade. Apresentaremos alguns testes de primalidade e seus algoritmos computacionais,
comparando qual é mais eficiente. O intuito desse trabalho € apresentar a importancia dos

nimeros primos e com isso abrir uma reflexdo de como devemos apresentd-los em sala de aula.

Palavras-chave: Testes de primalidade. Solovay e Strassen. Miller-Rabin. Crivo de Eratéstenes.

AKS.



ABSTRACT

We know that cousins are natural numbers divisible only by 1 and itself. But who discovered
the prime numbers and for what purpose? Are there infinite prime numbers? How do I test if
a number is prime? Where are the prime numbers present in our daily lives? Prime numbers
are like the atoms that make up all the others. This work involves one of the most beautiful
subjects of number theory, the prime numbers. Beginning with a brief history of prime numbers
and their use in cryptography; soon after we will present some number theory tools that will be
used in primality tests. We will present some primality tests and their computational algorithms,
comparing which is more efficient. The purpose of this paper is to present the importance of the

prime numbers and with this to open a reflection of how we present them in the classroom.

Keywords: Primality tests. Solovay and Strassen. Miller-Rabin. Sieve of Eratosthenes. AKS.
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1 INTRODUCAO

Os nimeros primos sdo caracterizados por serem divisiveis somente por 1 e por ele
mesmo. Todo natural maior que 1 ou é primo ou composto pelo produto deles, por esse motivo
0s primos sdo chamados por muitos como os atomos dos nimeros naturais. Muitos ndo compre-
endem a importancia dos nimeros primos, mas ao analisarmos a histéria da Matematica vemos

que esses enigmaticos ndmeros sdo fundamentais para certos estudos e avancos tecnoldgicos.

1.1 HISTORIA

Tomando como base o estudado nas fontes (MERSENNE, 1996), (NOé, 2017) e
(AKEL, 2016) para escrever o que se segue. Vamos aqui contar um pouco sobre a histdria dos
nimeros primos, da sua descoberta até sua utilizacdo nos dias atuais.

O sistema decimal, formado pelos algarismos conforme utilizamos na atualidade,
teve origem em trabalhos iniciados pelos hindus e pelos drabes. Mas antes de conhecer esse
sistema de numeracdo, os matematicos gregos da escola Pitagérica (500 a 300 a.C.) costumavam
representar os nimeros como pontos em forma geométrica. Os numeros eram distribuidos
de maneira a formarem retdngulos ou quadrados. Mas alguns niimeros somente poderiam
ser representados em uma linha, esses nimeros eram chamados de primarios, que traduzidos
em latim recebiam o nome de primos. Os nimeros que formavam retangulos e quadrados
representavam os compostos, que de certa forma poderiam ser representados através de nimeros
primos. Essa utilizacdo dos algarismos primos na representacdo dos niimeros compostos é
importante nas questdes envolvendo simplificacdo de radicais e extragdo da raiz quadrada de
um nimero. Além dessa utilizacdo, os pitagéricos acreditavam que os nimeros primos tinham
poderes misticos.

Por volta de 300 a.C., o livro Os Elementos de Euclides apresentou vérios resultados
importantes sobre nimeros primos. Euclides provou em um dos seus livros que existem infinitos
ndmeros primos. Em outra parte do livro foi demonstrado o Teorema Fundamental da Aritmética,
onde fala que qualquer nimero natural pode ser representado de forma essencialmente tnica
como produto de primos.

Com o passar dos anos, e sabendo que existem infinitos primos, foi-se questionado
como fazer para descobrir se um nimero grande € ou ndo primo. Entdo por volta de 200 a.C.
tivemos o primeiro teste de primalidade registrado chamado de Crivo de Eratdstenes que sera

explicado mais a frente em detalhes.
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Apds os gregos, houve um longo tempo sem avancos na histéria dos niimeros primos,
esse periodo ¢ denominado por muitos como Idade das Trevas. Os desenvolvimentos mais
importantes s6 vieram ocorrer novamente no século XVII. Em 1640, Pierre de Fermat apresentou
0 Pequeno Teorema de Fermat que serd usado como base para vérios testes de primalidade. O
monge Marin Mersenne, um contemporaneo de Fermat, avangou no estudo dos primos da forma
2P — 1 para p primo, chamados de Primos de Mersenne.

Euler, um génio que dedicou sua vida a Matemdtica, mostrou que a série infinita
% + % + % da soma dos inversos dos nimeros primos ¢ divergente. No inicio do século XIX,
Legendre e Gauss conjecturaram de forma independente de que quando n tende ao infinito, o
nimero de primos menores ou iguais a n € assintética a fungdo .

Para descobrir se um nimero é primo usamos testes de primalidade que se dividem
em probabilisticos e deterministicos. Vamos nesse trabalho explicar em detalhes os testes de
primalidade probabilisticos Solovay e Strassen e Miller-Rabin e os testes deterministicos Crivo

de Eratéstenes e AKS.

1.2 PROJETO GIMPS

Os ultimos nimeros primos descobertos foram encontrados em um projeto voluntario
chamando GIMPS (Great Internet Mersenne Prime Search). Inclusive vocé pode baixar o
aplicativo deles e ajuda-los no processamento dos novos nimeros. No dia 21 de dezembro
de 2018 foi descoberto o maior niimero primo conhecido, 282589933 _ 1 possuindo 24862048
digitos. Além da busca por nimeros primos o projeto € uma boa fonte de conhecimento e fatos

curiosos sobre nimeros primos.

1.3 CRIPTOGRAFIA

A criptografia € a técnica de transformar mensagens em um padrio ndo compreensi-
vel para que apenas o destinatdrio, através de um conhecimento privilegiado, possa retorna-las
ao seu estado original, assim, protegendo-as de agentes ndo autorizados. Este conhecimento
privilegiado é chamado de chave. E uma forma de escrita secreta.

Por muitos anos, reis, rainhas e generais confiavam o comando e governanca de seus
paises a eficientes métodos de comunicac¢do. Ao mesmo tempo, todos tinham consciéncia das
consequéncias de suas mensagens serem lidas por pessoas ndo autorizadas, revelando segredos

valiosos a nagdes rivais. Foi esse risco de interceptagdes inimigas que motivou o desenvolvimento
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de cddigos e cifras. A histéria da criptografia € a histéria das batalhas entre criadores de codigo
e quebradores de cédigo.

A construgdo de cédigos seguros de criptografia é uma tarefa muito dificil, pois
antes o remetente e destinatdrio compartilhavam a mesma chave de decodificacio e os c6digos
eram em parte apenas embaralhamentos de caracteres. Podemos exemplificar com um cédigo
que troca as consoantes pela consoante duas casas a frente no alfabeto, sendo assim a palavra
"matemadtica" seria escrita como "paxepdxifa", mas é facilmente decodificada. Um exemplo
muito famoso é o caso do matematico Alan Turing que na Segunda Guerra Mundial conseguiu
interceptar e decodificar as conversas das frotas navais da Alemanha.

O tempo passou e novos métodos de criptografia foram surgindo e hoje o mais
utilizado é o método RSA. Os computadores tém dificuldade de fatoracdo e facilidade de
multiplicacio de nimeros grandes e é nesse fato que o RSA se ancora, entdo ele efetua o produto
de dois primos grandes, cria uma chave publica e uma chave privada. Por exemplo, eu chego e
divulgo minha chave publica e qualquer pessoa podera enviar-me uma mensagem codificada,
mas s6 eu através da chave privada terei acesso ao conteido da mensagem. Esse método serd
explicado em detalhes no capitulo 3.

A seguranca dos métodos utilizados atualmente para criptografia baseia-se na di-
ficuldade computacional da fatoracdo de nimeros grandes, proporcionando um bom nivel de
seguranga. Com o crescimento do poder computacional podera haver falhas de seguranca. Sa-
bendo desse fato, diversos nicleos de pesquisa vém buscando métodos alternativos para substituir
as técnicas existentes atualmente. A técnica que se mostra mais promissora € a criptografia
qudntica.

A criptografia qudntica se baseia no principio fisico da mecanica quantica da duali-
dade da matéria para garantir a comunicagdo segura. Com ela, remetente e destinatdrio podem
criar e compartilhar uma chave secreta para criptografar e descriptografar suas mensagens. Se
algum intruso interceptar a mensagem e tentar descriptografa-la utilizando uma chave diferente
da correta, a mensagem sofrerd alteracéio; quando o destinatdrio receber a mensagem, perceberd
a tentativa de interceptacdo. O interceptador além de ndo conseguir ler a mensagem deixard
ciente os envolvidos de que aquele efetuou uma tentativa. Bem mais seguro, mas isso € um

assunto para um futuro nao tao distante.
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1.4 MOTIVACAO

O que me motivou a escolher esse tema foi o capitulo 7 do liviro (ROUSSEAU;
SAINT-AUBIN, 2015) que fala sobre criptografia de chave publica, sua larga aplicabilidade e o
fato de ndo ser dado devida importincia em sala de aula. Escutamos muitos alunos perguntando:
"onde vou usar isso na minha vida?", "pra que serve isso mesmo?". Quanto mais mostrarmos
aplicabilidades e interligagdo com outras competéncias do aprendizado, mais fécil serd ensinar.
Mostrar que a Matematica estd em todo canto e que o aluno precisa aprender para vida e ndo sé

para passar na prova, € o que realmente importa e o dever de todo professor.

1.5 OBIJETIVOS

O objetivo desse trabalho é mostrar o embasamento teérico de alguns testes de

primalidade, programé-los em linguagem C + + e testar sua eficiéncia.
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2 FUNDAMENTACAO TEORICA

Tendo como embasamento tedrico os livros (SANTOS, 1998), (MARTINEZ, 2015),
(GALLIER; QUAINTANCE, 2019), (HEFEZ, 2016), (NASCIMENTO; FEITOSA, 2009), (DI-
ETZFELBINGER, 2004) e (MAIER, 2005). Apresento nesse capitulo algumas ferramentas
matematicas que serdo usadas nas provas dos teoremas subsequentes.

O méximo divisor comum de a e b é denotado por (a,b). Quando (a,b) = 1 temos
que ndo existe divisor diferente de 1 em comum entre a e b, entdo dizemos que a e b sdo primos
entre si.

Denotamos de a! o produto 1.2.3...a, chamamos de a fatorial. Convencionamos que

0!'=1.
Definicao 2.0.1 (Numero Binémio) Sendo a e n niimeros naturais temos

(o) =

Quando a > n convencionamos (Z) =0.

2.1 ARITMETICA MODULAR

Sejam n,a € Z. Dizemos que n divide a, que equivale a dizer que # € um divisor de
a ou que a ¢ um mdltiplo de n e denotado por n|a, se e somente se existe um inteiro m tal que
a = nm. Quando n nao divide a representamos por 7 { a.

Sendo a,b,n € 7Z. Falamos que a é congruente a b médulo n, quando n | a — b.

Denotada por:
a=b modn

Equivale a dizer que a e b deixam o mesmo resto quando divididos por n, pois se
a = gn+r, com r sendo o resto da divisio e g o quociente. Como n | a — b < a— b = mn, para

um m € Z. Temos:
mn=(gn+r)—b<sb=gn+r—mn=(q—m)n+r

Como n|(g—m)ne0 < r <n—1 entdo podemos concluir que b deixa resto r quando

dividido por n.
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2.1.1 Propriedades Modulares

Para quaisquer a,b,c,d,n € Z sdo validas as propriedades que se seguem:
1. Reflexividade: a =a mod n.

2. Simetria: a=b modn, entdio b =a mod n.

3. Transitividade: a=b modneb=c¢ modn, entdo a =c modn.

4

. Adicdo e subtracdo compativeis: Pode somar e subtrair os membros:

a=b modn at+c=b+d modn
=

c=d modn a—c=b—d modn

consequentemente temos ka = kb modn, Vk € N.

5. Produto compativel: Pode multiplicar os membros:

a=b modn
= ac=bd modn

c=d modn

consequentemente temos af = b mod n, V k € N.

6. Simplificacdo: Se mdc(c,n) = 1, entdo
ac=bc modn<a=b modn

Lema 2.1.1 Sendo n € Z*, entdo n é primo se, e semente se

(Z) =0 modn, para todo 0 < k < n.

Demonstracéo 2.1.1 Se n é primo, entdo nt k! nem n{ (n—k)\,para 0 < k < n, mas n | n!.

Portanto o fator n que aparece no numerador do quociente ndo é cancelado pelo denominador e

n|(z>.

Se n é composto, seja p um divisor primo de n. Digamos que p* é a maior poténcia

com isso podemos afirmar que

de p que divide n, ou seja, n = p*.b e p{b. Temos entdo que
<n> Con(n—-10)! b (n—1)!
p) pln—p)! S (p=Din—p)t

Por tanto para que n | (Z), precisamos que p | —(p,(?)T(L)i,,)g-

Mas

(n—1)! (n-1)n-2)..(n—(p—1))(n—p)t _(n-1)(n-2)..(n—(p—1))

(p—D!(n—p)! (p—1)!(n—p)! a (p—1)!
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Como

pln= pH=)=2)ln= (= 1) = pt = = (7).

Sendo assim se n composto teremos niimeros binomiais que ndo serdo divisiveis por

n, concluindo a prova.

2.2 O PEQUENO TEOREMA DE FERMAT E A FUNCAO DE EULER

Teorema 2.2.1 (Pequeno teorema de Fermat) Se p ¢ primo e a € Z, entdo p divide a’ — a.
Observagdo

pla’—a<a”=a modp

Demonstracao 2.2.1 Vamos primeiro provar por indugdo para os casos onde a > 0. Paraa =0
e a =1 ¢é imediato. Agora supondo vdlido para um certo a, onde a’ = a mod p. Efetuando o

desenvolvimento binomial
(a+1)P =a’ + (lly)apl + (g>ap2+...+ (pﬁ 1>a+1
Para k € {1,2,...,p— 1} temos pelo lema 2.1.1 que p | (’k’) , entao
(a+1)’=a’+1 modp
mas pela hipotese de inducdo temos que a? =a mod p, entdo
(a+1)Y=d’+1=a+1 modp
Agora s6 nos resta provar para a < 0. Tomemos a = —b, entdo

—b=a modp se 2
@ = (—1)PbP = (—1)Pb = psep?
b=—a=a mod?2

Estd provado que para todo a inteiro a’ = a mod p.

Observagio, quando (a, p) = | temos que p t a, entdo como

pla? —a=a@ ' 1)=>pla? ' —1oa'=1 modp
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Defini¢do 2.2.1 (Funcio Totiente de Euler) ¢(n) representa a quantidade de nimeros i do

conjunto {1,2,....n— 1} que sdo relativamente primos com n, ou seja, (n,i) = 1.

Por convengio temos ¢ (1) = 1. Por defini¢do é facil verificar que se p é primo entdo

¢(p)=p—1L
Proposicao 2.2.2 Tomando p,q niimeros primos naturais temos que
¢(p-g)=(p—1).(¢—1)

Demonstracio 2.2.2 Precisamos verificar quantos inteiros do conjunto{1,2,..., pq— 1} que sdo

relativamente primo com p.q. Os tinicos inteiros que ndo sdo relativamente primos com p.q sGo
os miiltiplos de p que sdo P ={p,2p,...(q—1).p} e os de q que sdo Q = {q,2q,...,(p—1).q}.
Note que PN Q = 0. Entdo:

o(p-q)=(pg—1)—(p—1)—(g—1)=pg—p—q+1=(p—1).(¢—1)

O teorema a seguir é uma generaliza¢ido do Pequeno teorema de Fermat.
Teorema 2.2.3 (Euler) Sejam m e n dois inteiros, comn > 0 e (n,m) = 1. Entdo:
m?™ =1 modn

O unico caso relevante para esse trabalho serd quando n = p.q com p e ¢ inteiros
e primos distintos. Entdo ndo serd necessario provar o teorema de Euler por completo apenas

verificar que como ¢(n) = (p—1).(¢— 1), utilizando 2.2.1, temos

mP~'=1 mod p N (mP~1)4 1 =m®") =1 mod p _ plm® —1

mi'=1 modg (ma—1)p=1 = m®® = | mod ¢ q\m("(”) —1
Como (p,q) = 1 temos que p.g|m®™ — 1, ou seja, n|m®™ — 1 e por tanto
m®" =1 modn.
2.3 MAXIMO DIVISOR COMUM

Denotemos por eZ = {ed|Vd € 7} e aZ. + bZ = {ax + by|Vx,y € Z}.
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Teorema 2.3.1 Sejam a,b € Z, ndo ambos nulos. Se d é o menor elemento natural do conjunto
aZ.+ bZ, entdo

1. d=(a,b);

2. aZ+bZ =dZL.

Demonstracao 2.3.1 Temos que

(a,b) | ax
= (a,b) | ax+by = (a,b) | d
(a,b) | by
Vamos agora provar que d divide todos os elementos de aZ + bZ. Supondo por

contradi¢do que para um w € aZ + bZ temos d 1w, logo pela divisdo euclidiana
w=dq+r, com0<r<d.
Sendo d = axy+ byg e w = ax+ by, com x¢,y0,x,y € Z, temos que
r=w—dq=ax+by— (axo+byo)qg = a(x—gxo) + b(y — qy0) € aZ+bZNN

Absurdo, logor =0 e d | w,Yw € aZ + bZ. Entdo podemos afirmar que d | a e d | b, sendo assim
d | (a,b). Comod | (a,b) e (a,b) | d, entdo d = (a,b).
Agora vamos provar que aZ. + bZ = dZ. Como todos os elementos de aZ + bZ. sdo

divisiveis por d, entdo aZ.+ bZ. C dZ. Por outro lado, para todo ed € d7Z, temos que
ed = e(axo+byo) = alexp) +b(eyo) € aZ + bZ
portanto dZ, C aZ.+ bZ. Concluimos que aZ + bZ = dZ.

O

Proposicao 2.3.2 Dois niimeros inteiros a e b sdo primos entre si se, e somente se, existem

niimeros inteiros x e y tais que ax+ by = 1.

Demonstracio 2.3.2 Supondo que (a,b) = 1, temos pelo teorema 2.3.1 que existem niimeros
inteiros x e y tais que ax+ by = (a,b) = 1.

Reciprocamente, supondo que existem niimeros inteiros x e y tais que ax+by =1,
entdo

(a,b) | ax+by = (a,b)| 1= (a,b) =1



20

Proposicao 2.3.3 Sejam a,n € Z com n > 1. A congruéncia ax =1 mod n possui solugdo se, e

somente se, (a,n) = 1. Além disso se xo,x € 7 sdo solugdes, entdo x = xy mod n.

Demonstracio 2.3.3 Se xg é solugdo, entdo n | axo — 1, ou seja, existe um yg € 7 tal que
nyog = axo — 1, entdo 1 = axg — nyy. Pela proposi¢do 2.3.2 isso ocorre se, e somente se, (a,b) = 1.
Se xg e x sdo solucdes da congruéncia, entdo ax = axy mod n. Pela propriedade

modular de simplificacdo da secdo 2.1.1, temos que x = xo mod n.

Teorema 2.3.4 (Wilson) Para qualquer primo p temos que (p—1)! = —1 mod p.

Demonstracao 2.3.4 O teorema é vdlido para p =2 e p = 3. Supondo p > 3 primo. Para
todo i € {1,...,p— 1}, pela proposicdo 2.3.3, a congruéncia ix =1 mod p possui uma tinica
solugd@o mddulo p, ou seja, dado i € {1,...,p — 1} existe um unico j € {1,...,p — 1} tal que
ij=1 mod p. Por outro lado, seic {1,....p— 1} é tal que i* =1 mod p, entdo p |i>—1, o

que equivale a p |i—1ou p|i+1, o que s6 ocorre sei=1oui= p—1. Logo,
2..(p—=2)=1 modp

e portanto,

1.2..(p=2)(p—1)=(p—1)!'=—1 mod p.

O

Observemos que as propriedades modulares de reflexividade, simetria e transitividade

da secdo 2.1.1 nos dizem que congruéncia médulo n € uma relagdo de equivaléncia em Z.

Definicao 2.3.1 (Classe de Equivaléncia) Dado n um inteiro positivo, para cada a € Z, deno-

tamos a classe de equivaléncia de a médulo n pora = {r € Z|r =a mod n}.

Definicdo 2.3.2 (Z,) E o conjunto quociente de 7 pela relagdo de congruéncia médulo n. Assim,

Zn ={ala € Z}.

Defini¢io 2.3.3 (Sistema Completo de Restos) Dizemos que um conjunto {ay,a,as,...,a,}
de n elementos inteiros forma um sistema completo de restos modulo n, indicado por SCR, se os
a; representam todas as classes de equivaléncia modulo n. Por defini¢cdo entdo 7, é um SCR.
Podemos afirmar que ay,ay, ...,a, formam um SCR médulo n se, e somente se, a; =a; modn

implicando em i = j. Exemplificando, temos que 0,1,2,....,n — 1 é um SCR médulo n.
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Definiciio 2.3.4 (Sistema Reduzido de Residuos) E chamado um sistema reduzido de residuos,
SRR, médulo n qualquer conjunto com Q(n) inteiros primos com n e que sdo incongruentes entre

si modulo n. Exemplificando, temos que 1,3,7,9 é um SRR mddulo 10.

2.4 RESIDUOS QUADRATICOS

Definicao 2.4.1 Seja p um primo impar e b € Z um inteiro qualquer.
2 _
x*=b modp

Se a equagdo acima admite solucdo (se b é um quadrado perfeito em Z,) entdo

dizemos que b é um residuo ou resto quadrdtico médulo p.

Proposicao 2.4.1 EXxiste exatamente pTH residuos quadrdticos modulo p, que equivale a:
p—1\’
0%,1%,22, ..., <T> mod p

Demonstracao 2.4.1 Todo inteiro é congruente a +c modulo p, com 0 < ¢ < % Modulo p

estes numeros sdo todos distintos, de fato, temos que:

?=d> modp = pllc—d)(c+d)
plc—doup|c+d <= c=+d modp

Como 0<c,d < pT_l —0<c+d<p-—1,entdoc—d=0o0uc+d=0, sendo

assim podemos afirmar que a tinica possibilidade é ¢ = d.
O

Definicao 2.4.2 (Simbolo de Legendre) Para simplificar notacdo definimos o Simbolo de Le-

gendre. Seja p um primo impar e a um inteiro qualquer, entdo:

0 sepla
a
<1—)> =4 1 seaé residuo quadrdtico de p

—1 se a ndo é residuo quadrdtico de p

O Simbolo de Jacobi representa uma generaliza¢do do Simbolo de Legendre e segue

sua definicdo.
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Definicao 2.4.3 (Simbolo de Jacobi) Para um inteiro positivo a relativamente primo com o

inteiro impar n = p)| “ pgz p,?" o Simbolo de Jacobi, denotado por (%), é dado por:

a a a\* [ a\*® a\%
(5> A\ plpPp ) (p_l> <p_z> <17k>
No lado direito da igualdade temos os Simbolo de Legendre.

Proposicao 2.4.2 (Critério de Euler) Se p um primo impar e a um inteiro qualquer, temos:

p—1
<E> =a'T mod p
p

Demonstracio 2.4.2 Para pla o resultado é imediato, entdo supondo p 1 a. Pelo Pequeno
Teorema de Fermat 2.2.1 temos que a?~' =1 mod p, entdo:

Sendo a um residuo quadrdtico de p entd@o (%) = 1, que equivale a dizer que existe

um x inteiro tal que a = x* mod p.
2 1 2\ 2L - p—1
a=x modp<:>a2 =) 2 modp<:>a2 =x""=1 modp
Finalmente, so nos resta analisar quando (%) = —1. Como sabemos que Vi €

{1,2,..,p—1},3Aje{1,2,....,p—1} tal que ij = a mod p e podemos afirmar que i # j, pois
caso contrdrio a seria um residuo quadrdtico. Agora dividindo o conjunto {1,2,...,p— 1} em
pares cujo o produto é congruentes a a médulo p teremos 25~ pares agora efetuando o produto

de todos os pares temos

12..(p—1)=(p—1l=a T modp

Mas pelo Teorema de Wilson 2.3.4 temos que (p—1)! = —1 mod p, portanto
—1

(%) =a7 =(p—1)!=—1 modp.
O

Proposicao 2.4.3 (Propriedades do Simbolo de Legendre e Jacobi) Sejam n,m inteiros im-

pares maiores que 2 e a, b inteiros.

l.a=b modn= (%) =(2)
2. () =)
3. () = () ()

Demonstracao 2.4.3 .
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1. Se n é primo, entdo o resultado se segue da definicdo. Se n é composto com a

decomposi¢do em primos n = p?lpgz...pg" temos que Vi € {1,2,....k}

a=b modn=a=b modp;,=> (£> — <£)
Di Di

G)-G)=G) G -G) -G G -G

2. Pelo Critério de Euler 2.4.2, se n | ab o resultado é imediato. Agora estudando os

casos onde n t ab: para n primo temos

ab S S e AN A
<7>:(Clb) 2 =aq2b? :(E> <E> mod n

Como ambos os lados da congruéncia sdo iguais a 1, entdo

ab _(a) b
n) \n/\n
Para n composto e com decomposicdo em primos n = p?' p(zx 2. pg" temos que Vi €
{1,2,....k}
G -GGG -G G)
_— = —_ _ = —_— — J— J—
Di Di Di Di Di Di
ab\* (ab\* ab\ % a\* (D" (a\? [ Db\*® a\% (b \*
GG -G -G GG G -G) )

3. E imediato pela definicdo do Simbolo de Jacobi 2.4.3.

2.4.1 Leida Reciprocidade Quadratica

1. Sejam n e m niimeros inteiros impares e primos entre si. Entdo podemos afirmar

(5) () -

2. Seja n um inteiro impar. Entdo podemos afirmar que:

2 W21 1 sen=4+1 mod8
S EICIR
—1 sen=43 mod8&

que
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Para demonstrar a lei de reciprocidade quadratica devemos aprender primeiro o

Lema de Gaup.

Lema 2.4.1 (Gauf) Seja p um primo impar e a um inteiro tal que (a,p) = 1. Seja Ay(a) o
niimero de elementos do conjunto {a,2a,3a,..., %a} tais que seu resto modulo p é maior do

—1 o fa) Ap(a
que 5= Entdo (;) = (=)@,

Demonstracio 2.4.4 (Gauf) A ideia é imitar a prova do pequeno teorema de Fermat 2.2.1.
Como o conjunto {:I:l,:|:2,...,:|:p7_l} é um SRR 2.3.4 de invertiveis médulo p, para cada
Jj= 172,...,p—51p0dem0s escrever aj =¢€m; modpcome; € {—1,1}em;e {1,2,...,1’7—51 )
Temos que se i # j entdo m; 7 mj donde {ml,mz,...,m,%l} = {1,2,...,”771}. De
fato, se mi = mj temos ai = aj mod p ou ai = —aj mod p; como a é invertivel médulo p e
0<i,j< pr', temos que a primeira possibilidade implica i = j e a segunda é impossivel. Assim,
multiplicando as congruéncias aj = €;m; mod p, obtemos
(1a)(2a)...(‘%]a) = 8182...£%m1m2...m% mod p
— al%l <p771>! = 8182...8,%1 (%4)! mod p
— (%) = 8182...8%1 mod p
Donde <%) = €186, pois ambos os lados € {—1,1}.
Como por definigdo €; =

pT_l, podemos concluir <%) = (—=1)(@),

—1 equivale a dizer que o resto de aj por p é maior do que

O

Demonstracao 2.4.5 (Lei da Reciprocidade Quadratica) Vamos primeiro provar o item 2
i‘l2*

onde fala que (%) = (—I)Tl para n primo usando o lema de Gaul3 2.4.1. Se n for da forma

4k + 1 para um k € 7 temos que ”;21 = 2k. Entdo no conjunto {2,4,..., ”%1, .,n—1} temos k

elementos maiores do que ”—5], sendo assim

n2—1 1 ,sen=1 mod8

—1 ,sen=5 mod8

Se n for da forma 4k + 3 temos que % = 2k—+ 1. Entdo no conjunto {2.,4, ...,”—53,%,...,11— 1}

temos k+ 1 elementos maiores do que %, sendo assim

1 ,sen=7 modS§

n —1 ,sen=3 modS8
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Jd sabemos que a igualdade é vdlida para n primo, nos resta provar para n composto.
Entdo, por inducdo, vamos supor que é vdlida para k,w inteiros impares, entdo tomando n = kw

temos

-1 (K-DW—-1)+k2+w?—2 (k—1)k+)w—1)w+1) +k2—1+w2—1

8 8 8 8 g8

fdcil ver que (k_l)(kﬂ)éw_l)(wﬂ) =0 mod 2, portanto

Entdo vdlido para qualquer composto, concluindo a indugdo.

Agora, para provar o item I vamos iniciar com n e m primos impares. Sendo

—1 —1
A={(ry) |xy€eZ1<x< " 1<y< T}

A ={(x,y) €A|lyn<xm}eA;={(x,y) €A|yn>xm}

Notemos que yn = xm ndo possui solugcdo inteira, pois caso contrdrio teriamos n | x,

mas 0 < x < n. Assim Ay e A, dividem A em dois subconjuntos disjuntos e obtemos

n—1m-—1

2 2

[Ar] + |Az| = |A] =

Figura 1 - Exemplo da divisao dos pontos em Al e A2

{0, mzy (A2, miz)

L] L] L] L] L] L] L] L] L]
L] . L] L] L] L] L] L] L] L]
L] L] L] . L] L] L] e L] L] L]
L] L] L] L] L] L] Ll L] Ll
(2

Fonte: Elaborado pelo autor

Agora para um 'y fixo o niimero de pares ordenados (x,y) € Ay é | ], consequente-

mente
n—1

n—1 m—1
Al = inl Lx_mJ e de modo andlogo |A;| = 2121 VﬂJ )
n m

y=
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Entdo

—1 —1 n—1 m—1
il 4o = =T =T |2 5, [

[\
[\
=

Agora precisamos provar que |Aj| = A,(m) mod 2 e de mesmo modo que |A;| =

Apm(n) mod 2. Sendo xm =n L’%J + ry, onde r, representa o resto da divisdo de xm por n. Entdo

ou seja, se ry < 5 1eremos ry = my, agora se ry > 5 teremos ry = n— my.

Como n e m sdo impares, modulo 2 teremos

n+1=2m, mod2=n—m,=m—1 mod?2,

n— n—l | xm
|22 |42 g+ 2 (= 1) mod2.

_J +Zx

21x =X, >x(1) mod2
Por defini¢do temos que A,(m) =X, -1 (1) entdo

| _

52, L7J =%, .4(1) mod2& |Aj|=2Ay(m) mod2

De modo andlogo temos que |Az| = A, (n) mod 2.

Entdo pelo lema 2.4.1 concluimos

Y SR

m n

Agora vamos provar por inducdo que é vdlido para qualquer n e m impares e primos
entre si. Supondo vdlido para k,w,m, onde n = k.w, entdo pelas propriedades do simbolo de

Legendre e Jacobi 2.4.3 temos

(B)(8) - e () ()
B (E) () -~ (o)

(k—1)(w—1)

Sabemos que ~—>— é um niimero par, entdo
n—1 (k—1)(w—1)+k4+w—-2 k-1 w-—1
2 2 >t M

0 que encerra a prova.
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2.5 GRUPO ABELIANOS E TEOREMA DE LAGRANGE

Definicao 2.5.1 (Grupo) Um conjunto G com uma operagdo * € um grupo se:

1. Associatividade: dados a,b,c € G temos que
ax(bxc)=(a*b)xc
2. Elemento neutro: existe um elemento e € G tal que, Va € G, temos
axe=exa=a

3. Elemento inverso: dado um elemento a € G, existe um elemento b € G, o inverso de a,
tal que

axb=bxa=c¢e

Denotaremos o elemento b por a™\.

Um grupo finito é um grupo que possui um quantitativo finito de elementos.

Definicao 2.5.2 (Grupo Abeliano) H ¢é um grupo que possui operacdo comutativa, ou seja,

axb = bxa para quaisquer elementos a,b € G, portanto abeliano.
U (n) é o grupo abeliano dos elementos invertiveis de Z,, entdo
Umn)={acZ,|(a,n)=1}.
Definicao 2.5.3 (Ordem) O niimero de elementos de um grupo é a sua ordem.
Exemplo:

|Zn| = n

Definicao 2.5.4 (Subgrupo) Seja G um grupo com a operacdo *. Um subconjunto ndo vazio H
de G é um subgrupo de G se:

1. Para todo a,b € H temos que axb € H.

2. O elemento neutro de G estd em H.

3. Paratodo a € H, seu inverso a”' também estd em H.
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Um exemplo importante de subgrupo é o subgrupo H de G formado pelas potencias

0

de a, onde, sendo e o elemento neutro, a” = e e k o menor natural tal que af =e. Ou seja,

H={ea,d*, ...V ={d"meZ}

denotado por (a) e tem ordem k. Um subgrupo que admite um tnico elemento gerador é chamado
de ciclico.

Tomando como base a relagdo de equivaléncia

1

y=x modH & ysxx '=e modH < yxx ' € H

definimos o que se segue.

Definicao 2.5.5 (Classe de Equivaléncia) Para um grupo G, de operacdo *, e subgrupo H

temos que a classe de equivaléncia X de um elemento x € G é definida por
t={yeG|y=x modH}

equivale a dizer que

2= {h«x|heH)}

Vejamos um exemplo, no grupo U(10) = {1,3,7,9}, considerando o subgrupo

H={1,9} = (9). Entdo
1= (19 =HeT={37)
A partir desse momento todos os grupos estudados sio abelianos.
G/H denota o conjunto das classes £ de equivaléncia médulo H, ou seja,
G/H = {i|x € G}.
Definicao 2.5.6 (Grupo Quociente) Consideremos a seguinte operacdo em G/H:
£+ =x*y

Verifica-se que a operacdo x estd bem definido, pois o grupo em questdo é abeliano. Forma-se

G/H, chamado o grupo quociente de G por H.

Para facilitar o entendimento, retomemos o exemplo anterior e entdo teremos

G/H={1,7
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Teorema 2.5.1 (Lagrange) Em um grupo finito, a ordem de qualquer subgrupo divide a ordem

do grupo, mais precisamente |G| = |H|.|G/H|.

Demonstracao 2.5.1 Seja G um grupo abeliano finito de operagdo * e H subgrupo de G, temos
que
o G ¢ unido das classes de equivaléncia distintas relativamente a congruéncia modulo H,
ou seja, G=C1...UCx.
o Duas classes de equivaléncia diferentes tém que ser disjuntas, ou seja, C;(\Cj = ¢ quando
i # J.
Mas isso implica que

G| = |Cy| + ...+ |Cil-

Sendo e o elemento neutro temos que é = H, de maneira que H coincide com uma

das classes de equivaléncia em G/H. Se a ¢ H, entdo
a={h*a|heH}.

Sabemos que G ndo pode ter ordem maior que H, mas se |a| < |H|, devemos ter axh) = a* hy,
para dois elementos distintos de H. Entretanto, multiplicando pelo inverso de a em G obtemos
hy = hy, logo || = |H|.

Entdo |Cy| = ... = |Cx| = |H| = |G| = k|H|, concluindo a prova.

O

Teorema 2.5.2 Todo grupo G de ordem prima p é ciclico e qualquer elemento a € G, diferente

de e, é um gerador de G.

Demonstracio 2.5.2 Considerando um subgrupo ciclico {a), aplicando o teorema de Lagrange
2.5.1 temos que a ordem de {(a) divide a ordem de G. Entdo ordem de (a) é 1 ou p, mas como

e,a € (a), portanto |{a)| = p.

O

Lema 2.5.1 Sendo G um grupo finito munido de uma operagdo * e a € G. Um inteiro positivo t

satisfaz a' = e se, e somente se, t é divisivel pela ordem de a.
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Demonstracao 2.5.3 Chamaremos de s a ordem de a. Se s divide t entdo t = s.r, para algum

inteiro positivo r, e

A reciproca é menos imediata. Suponhamos que a' = e. Como a ordem é o menor

inteiro positivo s tal que a® = e, entdo s < t. Dividindo t por s, temos

t=s.g+ronde<r<s.

Assim,

ja que a* = e. Como r < s isto so pode acontecer se r = 0, ou teriamos uma contradi¢do com o

fato de s ser a ordem de a.

2.6 ANEIS, IDEAIS E POLINOMIOS

Definicao 2.6.1 (Anel) Um conjunto ndo vazio D é um anel comutativo com unidade se nele
temos definidas as operacdes de adicdo e multiplicacdo, satisfazendo as condigoes:
e Para qualquer a,b,c € D
a+(b+c)=(a+b)+c

a+b=b+a
a(bc) = (ab)c
ab = ba

a(b+c)=ab+ac

e 0,1 € D, tais que
a+0=a

al =a
e Para todo a € D existe seu inverso aditivo b tal que

a+b=0

Denotaremos o elemento b por —a.



31

Definicao 2.6.2 (Corpo) Se H é um anel comutativo com unidade em que todo elemento ndo

nulo a possui inverso multiplicativo a™", isto é
aa ' =1
entdo dizemos que H é um corpo.

Um exemplo muito ttil de corpo para nosso estudo é o corpo Z, para um »n primo.
Supondo 1 = ab, para 1 < a,b < n— 1, entdo ab = 0, portanto para n composto temos que Z, é
anel, mas nao € corpo.

No que segue, consideraremos polindmios f da varidvel x, com coeficientes em D,
expresso da forma

flx)=dx"+ ... +dopx? +di x+ dy

onde n € Nedy,dy,...,d, € D. O conjunto de todos os polindmios na variavel x, com coeficientes
no anel D, serd denotado por D[x], que também é um anel com adi¢do e multiplica¢@o usuais de

polindmios.

Definicao 2.6.3 (Ideal) Um subgrupo ndo vazio E do grupo aditivo do anel D é um ideal de D
se

VdeDexcE=dxcE

Se D um corpo, supondo que £ um ideal ndo nulo de D. Entdo, E possui um

elemento d # 0. Como D é um corpo, d~! € D. Da definicdo de Ideal 2.6.3 temos que
dd"'=1€cE=VYbeD|bl=bcE

entdo E = D.

Sendo E um ideal de D gerado por dy, ...,d,, denotamos por (dy, ..., d,).
E = (dl,...,dn) = {d|X| + ... +dx, |x1,...,xn € D}

O ideal gerado por dy,...,d, serd denotado por (dy,...,d,) para diferencid-lo do
subgrupo (dj, ...,d,) gerado pelos mesmos elementos. Um caso importante é o ideal principal
que é um ideal gerado por apenas um elemento, ou seja, E = (d;). Ele desempenha na teoria dos

anéis um papel semelhante ao dos grupos ciclicos na teoria de grupos.
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Para deixar clara a diferenca entre ideais e subgrupos aditivos de um anel, vamos dar

dois exemplos no anel Zj, [x]. O subgrupo aditivo de Z,[x] gerado pelo polindmio x é
(x) = {0,x,2x,...,n — 1x}.

Contudo, o ideal gerado por x contém todos os polindmios da forma xp(x) onde p(x) é um
polindmio qualquer de Z,[x]. Mas esses sdo exatamente os polindmios p(x) tais que p(0) =0,

entdo o ideal €

(x) = {p(x) € Zy[x]|p(0) = 0}.

Teorema 2.6.1 Todo ideal do anel de polindmios em uma varidvel sobre um corpo é principal.

Demonstracio 2.6.1 Seja D um corpo e seja E um ideal de D[x|. Tanto {0} como D|x] sdo
gerados por um elemento, de modo que podemos supor que (0) C E C Dlx]|.
Seja g um polindomio ndo nulo qualquer de E cujo o grau é o menor possivel. Para

provar que cada elemento de E ¢ divisivel por g, tomemos [ € E tal que
f=gq+ronder=0ougrau(r) < grau(g)

Como f,g € E, temos f—gq € E, entdo se r # 0 temos que grau(r) < grau(g) e

r € E. Absurdo, entdo r = 0.
O

Defini¢io 2.6.4 (Polindmio Monico) O polinémio f(x) é méonico quando possui o coeficiente

lider igual a 1, ou seja, d,, = 1
f(x)=x"+ ...+ dpx* +dix+dy

De volta aos quocientes, digamos que D seja um anel e E seja um ideal de D. Como
E é um subgrupo do grupo aditivo de D, podemos construir o grupo quociente D/E, que estard
automaticamente dotado de uma adi¢do. De fato, se e,d € D, entdo denotando por é e d as

classes correspondentes em D/E, teremos que

e+d=ctd.

Toda a nossa discussdo anterior leva a crer que a multiplicagdo deva ser definida em D/E por

ed=ed.
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Para verificar que esta formula nos d4 uma multiplica¢ido bem definida, vamos supor que ¢’ € é e

que d’ € d sdo outros representantes desta mesma classe. Isto significa que
e =e+sed =d+t,ondes,t €E.
Multiplicando ¢’ por d’ obtemos
éd = (e+s)(d+t)=ed+ (ds+et +st).

Mas E é um ideal de D, de modo que ds + et 4 st € E. Portanto, dd = ed , 0 que comprova que

a multiplicacdo estd bem definida, entdo D/E um anel.

Definicio 2.6.5 (Anel Quociente) Consideremos as seguintes operagoes em D/E:

e+d=c+d
é.d = ea

Adi¢do e multiplica¢do sao bem definidas e formam D /E, chamado o anel quociente de D por E.

Pelo teorema 2.6.1 todo ideal E de D|[x] é principal gerado por um polindémio g € D/x]|.
Vamos efetuar o que se segue
e Caracterizar as classes de equivaléncia de D[x]/(g)
e Determinar uma férmula geral para a multiplicagdo de classes
Para achar uma férmula geral para as classes, usaremos o algoritmo da divisao de

Dlx]. Seja f € Dlx], se f tem grau maior que n, podemos dividi-lo por g, obtendo
f=qg+ronder=0oulr|<n

Como f —r = gg € (g), concluimos que 7 = # em D[x]. Entdo mostramos que toda classe de
DIx]/(g) tem um representante cujo o grau € menor que n. Além disso, a unicidade do resto da
divisdo de polindmios mostra que tal representante € inico se for monico.

Como os elementos de D|[x] podem ser escritos como combinagéo linear das poténcias
de x, entdo os elementos D[x]|/(g) podem ser escritos como combinagio das poténcias de %,
que € a classe de x médulo (g). Portanto, pela propriedade distributiva, basta saber multiplicar
poténcias de £ para saber multiplicar duas classes.

Exemplificando, para D = Z, e g(x) = x*> — 1. Nesse caso o anel quociente

Zolx]/(* = 1) ={0,1,%%+1}
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entio Zs[x]/(x*> — 1) é um corpo finito com 4 elementos.
Sendo f(x) = x" +a, X" '+ ... +aix + ap o anel quociente Z[x]/f(x) terd k"

elementos, pois cada elemento serd da forma

Fa 127 b L RIR R,
onde, para cada 7; teremos k possiveis valores, totalizando k" combinagdes.
2.6.1 Fatoracao Unica de Polindmios

Definicéo 2.6.6 (Polindomio Irredutivel) E um polindémio, de grau natural, que ndo pode ser

fatorado em polinémios de graus menores.

Lema 2.6.1 Sendo D um corpo e D|x] o conjunto de todos os polinémios na varidvel x. Sejam
p, f,g polinémios pertencentes a D|x| e supondo p irredutivel em D|x].
1. Se p ndo divide f, entdo existem polindémios a,b € D|x| tais que ap+bf = 1.

2. Se p divide fg, entdop| foup|g.

Demonstracio 2.6.2 Para provar a parte (1) sabemos que D|x| é um anel de polindmios em
uma unica varidvel, entdo podemos afirmar, pelo teorema 2.6.1, que qualquer ideal de D|x] serd
principal. Portanto o ideal de D|x| gerado por f e p é principal, logo existe um polindmio h
que gera (f,p). Entdo h divide f e p, mas como p € irredutivel e pt f entdo h é um polinémio
constante. Utilizando as propriedades do corpo temos que o inverso multiplicativo de h, h™!
existe, entdo h.h™' =1 ¢ (f,p).

Para provar a parte (2), se p | f, entdo o resultado estd provado. Suponhamos p1 f,
entdo por I temos que ap +bf = 1, multiplicando por g temos apg+bfg = g. Como p | apg e
pela hipotese 2 temos que p | bfg, entdo p | g.

O

Teorema 2.6.2 (Fatoracao Unica) Sejam D corpo e f € D[x| um polinémio ndo constante.
Entdo

f= cp?l...pg"

onde c é uma constante diferente de zero, p1, ..., px sdo polinomios monicos irredutiveis distintos

e ay,...,0y € N. Essa fatoragdo é vnica, podendo variar apenas a ordenacdo dos polindémios.
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Demonstracio 2.6.3 Vamos iniciar a prova utilizando indugdo sobre deg(f) para provar a
existéncia da fatoracdo.

Um polinémio de grau 1 é irredutivel. Suponha que todo polinémio de grau menor
que n admite uma fatoragcdo conforme o teorema. Sendo deg(f) = n, se irredutivel, jd estd
fatorado, caso contrdrio podemos tomar f = dida, onde 1 < deg(d)) <n e 1 <deg(dy) <
n. Entdo podemos fatord-los conforme teorema, efetuando a multiplicacdo dos polinémios
encontramos o que desejamos, sendo assim estd provada a existéncia por indugdo.

Agora vamos provar a unicidade da fatoragdo por contradi¢do. Supondo que existem

duas maneiras de fatorar f, ou seja,

f=cpl ...pg"' = c’g?l...gfk.

Como todo os polinémios sd@o monicos temos que ¢ = c¢'. Como sdo polinémios
irredutiveis e pela igualdade temos que pi divide um certo g;, portanto p, = g;. Como 0s
polinémios de mesma fatora¢do sdo primos entre si, podemos afirmar também que o = B;.

Analogamente para os demais, entdo provado a unicidade.

O

Proposicao 2.6.3 Um polinémio de grau n, com coeficientes em um corpo D, ndo pode ter mais

do que n raizes em D.

Demonstracio 2.6.4 d € D é uma raiz de f se, e somente se, x—d | f. Entdo x—d é um po-
linémio irredutivel de f. Contudo, pelo teorema 2.6.2, a soma dos graus dos fatores irredutiveis

de f ndo pode exceder o grau de f. Portanto, f ndo pode ter mais fatores lineares que seu grau.

O

Proposicao 2.6.4 Seja D um corpo e p € D|x| um polindmio irredutivel. Entdo o anel quociente

DI[x]/(p) € um corpo. Se D é um corpo finito, entdo D[x|/(p) também serd.

Demonstracio 2.6.5 Vamos provar que toda classe ndo nula do anel quociente D|x]/(p) é
invertivel. Sabemos que cada uma destas classes admite como representante um polinémio f
de grau ndo negativo e menor do que o grau de p, deg(p). Como toda constante ndo nula é

invertivel em D|x|/(p), podemos supor que f tem grau positivo. Entdo

N

J €D[x]/(p). onde 0 < deg(f) < deg(p)
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Pelo lema 2.6.1 existem a,b € DIx] tais que
ap+bf=1.
Como p =0, temos

ap+bf=1=hbf=1.

Portanto b é o inverso de f em D[x]/(p).
A afirmacdo final vem do fato de que se D ¢ finito, entdo existe apenas uma quanti-

dade finita de polindmios em D[x] com o grau menor do que o grau de p.

2.7 CALCULOS UTEIS EM Z, [x]

Os cdlculos a seguir serdo efetuados em Zj[x], o anel de polindmios com coeficientes

em Z,,.
Teorema 2.7.1 Sejam n,a € Z™ primos entre si. Entdo
(x+a)" =x"+a" em Zy|x]
se, e somente se, n for primo.
Demonstracao 2.7.1 Temos, usando o binémio de Newton 2.0.1, que
(x+a) =x"+a" + 2! (Z) <k
Entdo podemos reduzir a prova do teorema a provar que

ZZ;II (Z) @ % =0 em Z,[x]

se, e somente se, n for primo. Entretanto, como (a,n) = 1, podemos afirmar que

(Z) @ *=0 modn se, e somente se, <Z> =0 modn.

Pelo lema 2.1.1 concluimos a prova.
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Proposicio 2.7.2 Sejam n,a € Z" primos entre si. Entéo
(x+a)" =x"+a em Zy[x]|
se, e somente se, n for primo.

Demonstracio 2.7.2 Pelo teorema 2.7.1 temos que (x+a)" = x" +a" em Zy|x] s6 acorre se, e

somente se, n for primo. Note que para n primo, pelo Pequeno Teorema de Fermat 2.2.1, temos
n

a"=a modn, portanto, @' =aem Z,|x].

Por outro lado, se n for composto, a troca ndo afeta o fato de haver niimeros binomiais que ndo

se anulam modulo n.

Proposicao 2.7.3 Sendo a, k e p inteiros positivos e p primo. Entdo
(x+ﬁ)pk —x taem Zplx].

Demonstracao 2.7.3 Vamos efetuar inducdo em k. Para k = 0 é imediato. Se k = 1 o resultado
equivale a proposicdo 2.7.2.

Supondo que para algum k seja vdlido
ok koo_
(x+a)’ =x"" +aemZp|x],

entdo

+1

+a)?" = ((x+a)?) = & +a)” em Zp|x].

Pela hipotese de indugdo temos
(x+a)’ =x"+aem Zp[x].
Sem perda de generalizacdo podemos substituir x por x”k, entdo
(xpk +a)f = N vaem Zp|x]

concluindo a demonstragao.
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3 RIVEST SHAMIR ADLEMAN

Tomando como base o estudo feito no livro (ROUSSEAU et al., 2008) que fala sobre
vdrias aplicacdes da matemdtica na tecnologia vamos explicar de modo detalhado o algoritmo
Rivest Shamir Adleman.

Esse € um dos algoritmos mais seguros de encriptacdo da atualidade, mais conhecido
como algoritmo RSA, desenvolvido por Ronald Rivest, Adi Shamir e Leonard Adleman em
1978, trés matemadticos geniais que mudaram a histéria da criptografia. O principio do algoritmo
¢ construir chaves ptiblicas e privadas utilizando niimeros primos. Uma chave é uma informacéo
restrita que controla toda a operacdo dos algoritmos de criptografia. No processo de codificacio
uma chave é quem dita a transformacao do texto puro (original) em um texto criptografado. A
chave privada é uma informac@o pessoal que permanece em posse da pessoa - ndo publicdvel. A
chave publica é uma informac@o, associada a uma pessoa, que € distribuida a todos.

No funcionamento deste sistema criptografico € necessario basicamente fatorar
inteiros grandes para quebré-lo. E uma operacio conceitualmente simples de ser efetuada, dividir
um inteiro composto em um produto de seus fatores primos. Mas algumas propriedades dos
computadores permitem que esse algoritmo seja eficiente, sdo elas: sua dificuldade de fatorar
nimeros grandes; facilidade de construir e testar nimeros primos grandes.

E iniciado a configuracdo do sistema de criptografia pelo computador do receptor e
as etapas seguem abaixo:

1. O receptor escolhe dois primos grandes p e g, normalmente com cem digitos
cada, e calcula n = pg. Desse modo o nimero n, que serd a chave piiblica,
terd aproximadamente duzentos digitos. Assim, mesmo conhecendo n, um
computador nio consegue fatord-lo para encontrar p e g em tempo hébil.

2. O receptor calcula ¢(n), onde ¢ é definida como a fun¢do de Euler 2.2.1. Note
que € necessdrio conhecer p e g. Assim, calcular ¢(n) sem conhecer a fatora¢do
de n parece ser tao dificil quanto a fatoracao de n.

3. O receptor escolhe um niimero e € {1,...,n — 1} relativamente primo para @(n).
O nimero e € a chave de criptografia. Esse nimero € publico e € usado pelo
remetente para codificar a mensagem seguindo as instru¢des disponibilizadas
publicamente pelo destinatario.

4. Existe um nimero d € {1,....n— 1} tal que ed =1 mod ¢(n). O inteiro d,

construido pelo receptor, € a chave de descriptografia. Essa é a chave privada,
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permanece secreta e permite que o receptor decodifique suas mensagens recebi-

das.

. O remetente, ja conhecendo n e e, deseja enviar uma mensagem que consiste em

um inteiro ® € {1,...,n — 1}. Dentre o conjunto de 1 até n — 1 temos apenas p e
g nao relativamente primos com n. Como 7 € um nimero com duzentos digitos
em média, temos que a probabilidade de que (®,n) = 1 é muito préximo de
100%, portanto @ é considerado relativamente primo com n. Para codificé-lo,
o remetente calcula o resto » da divisdo de ®° por n. Assim, temos que ®° = r
mod n, com r € {1,...,n— 1}. O inteiro calculado r ¢ a mensagem criptografada.
O remetente envia . Como veremos mais adiante, € ficil para um computador

calcular », mesmo quando , ¢ € n sdo muito grandes.

. O receptor recebe uma mensagem criptografada r. Para decifrar esta mensagem,

o receptor calcula ¥ mod n. que sempre produzird precisamente a mensagem

inicial @.

Efetuando um exemplo para um par de primos pequenos para auxiliar o entendi-

Exemplo 3.0.1 O receptor escolhe os primos p =5, g = 17 e executa as etapas que se seguem.

1.
2.
3.

Calcula a chave piiblica n = pg = 85.
Calcula (85) = (5—1)(17—1) =4.16 = 64.

Escolhe a chave de criptografia e = 19, que pertence ao conjunto {1,...,84} e é

relativamente primo com @(85). Esse niimero é conhecido por todos e é usado pelo

remetente para codificar a mensagem.

Calcula a chave privada d, onde ed = mod @(85) utilizando o Algoritmo de Eucli-

des:

64 =19.3+7 1=5-22
19=72+5 =5-2(7-5)=35-27
=
7=51+2 =3(19-72)-27=3.19-8.7
| 5=22+1 —3.19—8(64 —3.19) =27.19 — 8.64

1927=8.64+1=—=19.27=1 mod 64 — d =27

5. Digamos que o remetente deseja enviar a mensagem @ = 13, relativamente primo
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com 85. 1319 = r mod 85.

132=—-1=41 mod 85
138 = (132)° = (-1) = —1 mod 85
1319 =138 13=—-13=72 mod 85

Entdo r="172.
6. O receptor recebe uma mensagem criptografada 72. Para decifrar esta mensagem, o

receptor; utilizando da chave privada d = 27, calcula 72?7 = @ mod 85

72=—13 mod 85

722 =(-13)2=132=—-1 mod 85

7226 = (722)B =(-1)¥ = -1 mod 85
7227 =7226.72 = (=1)(—13) =13 mod 85

Mensagem recebida foi @ =13

A mensagem 13 foi enviado criptogratada com a chave publica 19, recebida pelo
destinatario como 72. O destinatdrio utilizando a chave privada 27 descriptografou a mensagem
e entdo encontrou 13. Conhecendo a chave puiblica e a chave de criptografia ndo tem como inter-
ceptar a mensagem e efetuar as operacdes inversas para decodificd-la, pois estamos trabalhando
com congruéncia.

Agora vamos provar que a mensagem recebida depois de descriptografada € a mesma

envia pelo emitente.

Demonstracao 3.0.1 (RSA) A criptografia e descriptografia RSA sdo inversas uma da outra:
se criptografarmos uma mensagem m, onde (m,n) = 1, com a, onde m* =a mod n, entdo a

4 =m modn.

descriptografia sempre gerard a mensagem original m, isto é, a
Se m® =a mod n, entdo a® = (m®)? = m® = Mk = (MO = 1Xm =m

mod n.
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4 CUSTO DE UM ALGORITMO

Antes de apresentar os testes de primalidade temos que conversar sobre como medir
o custo, ou tempo de execucdo, de um algoritmo, tomamos como referéncia o livro (COUTINHO,
2004). Um bom modo para medir o custo de um algoritmo é quantificar as operagdes aritméticas
elementares que sdo executadas. Operacgdes aritméticas elementares sdo operacdes efetuadas
sobre os algarismos, podendo ser adi¢cdo, subtracdo, multiplicacdo, divisdo ou cédlculo do resto.
Como vamos implementar os algoritmos em um computador, entdo trabalharemos com o sistema
binario.

Claro que o quantitativo de operagdes aritméticas elementares a serem executadas
depende do tamanho da entrada que € fornecida ao algoritmo.

Comecando por observar quantas operacdes sao necessdrias para somar dois inteiros.
Sendo a = (ay_1,...,a1,a9)2 € b= (byx_1,...,b1,bg)> a representagio bindria dos inteiros a e b,

onde os a;,b; € {0, 1}. Portanto
a:ak,12k_1+...+a12—|—ag

b=br_ 25"+ ... +b2+b

Para calcular s = a+ b, onde s = 532! + ... 4+ 512 4 59 comecamos calculando
so- Se ag+ by € menor do que 2, entdo sg = ag+ by. Se ay+ by = 2, entdo sp = 0 e se soma
1 na casa seguinte, esse valor denominamos de reserva. Foi efetuada até aqui uma operacdo
aritmética.

Para calcular s; = a; + b efetuaremos uma ou duas operacdes, dependendo se a
reserva € nula ou ndo. Se nula teremos uma operacéo, j4 se ndo nula efetuaremos duas operagdes
aritméticas elementares.

E dificil afirmar com exatiddo a quantidade de operacdes aritméticas, pois depende
da quantidade de reservas ndo nulas. Entretanto, € facil ver que ndo necessitamos calcular mais
do que 2k operagdes aritméticas elementares, neste caso.

Precisamos ficar atentos no fato de que além das operacgdes aritméticas elementares
o computador tem que realizar muitas outras operagdes para efetuar uma soma. A comparagao
de bits é uma delas que tem como uma de suas funcdes ver se a reserva € zero. Existem outras,
algumas nio sofrendo influéncia do nimero tratado, como € o caso do acesso a memdria. Mesmo
sabendo que essas operagdes afetam no tempo que o computador leva para executar um algoritmo,

vamos releva-las e nos atermos no que cabe a matematica contida.
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Agora vamos trabalhar a multiplicagdo e descobrir quantas operagdes aritméticas
elementares serdao necessarias para multiplicar a por b. Vamos multiplicar primeiro b por cada
bit de a e depois somar os resultados. Mas, quando multiplicamos b por um bit a; de a se houver
reserva teremos que efetuar um produto e uma soma de bits. Teremos exatamente k produtos
elementares e como ndo pode ter mais do que k — 1 reservas, entdo teremos no maximo k — 1
somas. Portanto, quando multiplicamos b por a; necessitamos de no maximo de 2k — 1 operagdes
aritméticas elementares. Entdo, para calcular o produto de b por cada um dos bits de a, teremos
que realizar um valor menor ou igual a k(2k — 1) operagdes aritméticas elementares.

Para calcular ab vamos somar estes produtos de b por bits de a, atentando a ordem

de grandeza de cada bit, ou seja, se

ba; = (Sik+1--,5i,1,5i0)2
entdo podemos escrever a soma da forma

S0k+1 .- 50,1 50,0
ST k+1 S1,1 51,0

$2,k+1 521 52,0

Sk,k41 Sk,0
Para somarmos as duas primeiras linhas efetuaremos k+ 1 somas diretas e no maximo
k+ 1 somas de reservas, portanto 2(k + 1) somas para cada soma de linhas. Como temos k + 1
linhas teremos k somas de linhas, entdo 2k(k 4 1) operagdes no méaximo para somar as linhas.

Como jd haviamos efetuado k(2k — 1) operagdes, entdo totalizamos
k(4 1) +k(2k —1) = 2k + 2k +2k* —k = 4k> + k

Unificando tudo j4 exposto, temos que para calcular ab necessitamos realizar no maximo 4k> + k
operacOes aritméticas elementares.

Notemos que para descobrir o niimero aproximado de operacdes aritméticas elemen-
tares para calcular ab tivemos que desprezar muito mais detalhes do que para soma. Como o
nosso objetivo aqui € apenas ter um meio de quantificar o custo operacional de um algoritmo de
modo aproximado para permitir diferenciar um algoritmo exponencial de um polinomial. Por
i$s0, 0 que mais nos importa € a maior poténcia de k na expressdo.

Vamos utilizar a notagdo O para formalizar o custo. Sejam f e g duas fungdes

com contradominio R, e com dominio N ou R. Tomamos que o custo de f(x) é O(g(x)) se
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existem constantes C; e C; tais que f(x) < C;g(x) toda vez que x > C,. Por exemplo, se f(x)
¢ um polindmio de grau n com coeficientes reais, entdo o custo de f(x) é O(x"). Para provar a
veracidade dessa afirmagdo, tomemos f(x) = a,x" + ... +ag, onde ay, ...,ap pertencem aos reais

e a, # 0. Escolhemos um real b > a,. Como

L
M e = <

entdo sempre que x for grande o suficiente, teremos f(x) < bx". Isso equivale a dizer
que o custo de f(x) é O(x"), como queriamos demonstrar.

As propriedades que se seguem da notacdo O sdo facilmente demonstradas, e usare-
mos sem maiores esclarecimentos. Suponhamos que f1, f2, g1, &> sdo fun¢des com contradominio
R, e dominio N (ou R). Se o custo de f; é O(g1) e de f> € O(g2), entdo

e Ocustode f] + f» é O(max{gi,g2})
e Ocustode f1 /> € O(g182)

Em particular, quando o custo de f; = f> é O(g1), entdo o custo de f; + f> € O(g1)
ede fif2 € O(g3).

Utilizando da notagao, a soma de dois nimeros com k bits cada teremos um custo
de O(k), ja para o produto O(k?). E fcil ver que para a subtragdo teremos um custo de O(k); é
bem mais complicado mostrar que para a divisio teremos um custo de O(k?). Tomemos isso
como verdade.

Como, para n um inteiro positivo, temos, aproximadamente, log, n bits, podemos
concluir que para somar e subtrair dois inteiros menores do que ou iguais a n teremos um custo
méximo de O(log, n). J4 para o produto e a divisdo teremos um custo maximo de O((logon)?).

Ao longo desse trabalho serd bem mais ttil calcular em Z,,, € ndo em Z. Portanto
precisamos determinar o custo das operagdes com classes médulo n. Sendo a,b € Z,, definimos
a adi¢do e a multiplicacdo de classes por

eda+tb=a+b
e ab=ab

Iniciamos a operag¢do com os representantes das classes que pertencem ao conjunto
{0,1,...,n— 1}, depois o resultado é reduzido médulo n. Tomando 0 < a,b < n— 1, podemos
calcular a+ b ao custo O(logn) e ab ao custo O((logyn)?). Para determinar o residuo médulo
n de a+ b e de ab, é basicamente dividi-los por n e a classe correspondente serd o resto. Como
a+b <2neab<n? adivisio por n terd um custo de O((logon)?). Sendo assim, o custo total,

tanto da adi¢iio quanto do produto em Z,, serd O((logon)?).



44

Agora vamos encontrar um divisor primo de n € N. De partida, precisamos determi-
nar as operacoes aritméticas que o algoritmo efetuard; cada uma destas operacgdes € executada
apenas uma vez, a cada laco que o algoritmo completa. Sendo os nimeros somados menores que
V/n, teremos um custo de execugdo por lago de O(logon). J4 para a divisdo teremos um custo
de O((logan)?), pois o dividendo sempre serd n. Assim, cada lago terd um custo da ordem de
O((logan)?).

Nos resta estimar o nimero de lacos que serdo executados, Vamos trabalhar com
o0 pior caso, onde n é primo. Portanto, o algoritmo executa |+/n] lagos com um custo de
O((logan)?) para cada, dando um custo total da ordem de O(|+/n](logan)?). Lembrando que,
quando a € R, entdo |a] representa a parte inteira de a.

Ao comparar com os algoritmos analisados anteriormente, vemos que € muito mais

~ . , . . logyn
custoso. Temos, neste caso, uma fungio exponencial do nimero de bits, pois \/n =277 . Por

conta disso, o nimero de operagdes cresce rapidamente quando o nimero de bits da entrada
aumenta, tornando o algoritmo muito lento.

Formalizando a diferenca entre um algoritmo eficiente e um que nao € eficiente, da
seguinte maneira:

Continuamos medindo o custo de um algoritmo em funcdo do nimero de bits de 7,
que € aproximadamente igual a log, n. Sendo X um algoritmo e n € N entrada de X. Teremos X
como um algoritmo polinomial se o niimero de operagdes aritméticas elementares executados

for, para um r € N, da ordem de

O((logan)")

Teremos X como um algoritmo exponencial se o nimero de operacdes aritméticas elementares
executados for no minimo da ordem de

0(2'982") = O(n)

Entio, para o nosso entendimento, um algoritmo ¢ eficiente e rapido quando polino-

mial e ineficiente e lento quando exponencial.
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5 TESTES DE PRIMALIDADE

Antes de partir para os testes de primalidade, devemos ter em mente nosso objetivo:
encontrar um ndmero primo grande, testar se um certo nimero € primo ou apenas ter uma
probabilidade alta de o niimero ser primo.

Existem testes de primalidade deterministicos que em sua maioria t€ém algoritmos
exponenciais; uma excecao € o teste deterministico AKS que possui algoritmo polinomial.
Ja os testes probabilisticos sdo em sua maioria mais rapidos e polinomiais, mas niao certifica
que um ndmero é primo. Tomando como base os livros (GALLIER; QUAINTANCE, 2019),
(DIETZFELBINGER, 2004), (COUTINHO, 2004), (RIESEL, 2012) e (MARTINEZ, 2015)

escrevemos esse capitulo.

5.1 TESTES PROBABILISTICOS

Este tipo de teste é extremamente ttil em aplicacdes como em criptografia, onde é
importante criar primos relativamente grandes, mas ndo existe a preocupagdo com demonstragdes
ou com perfeicdo absoluta, pois com uma probabilidade boa de ser primo ja garante que sera

dificil para o computador descobrir seus divisores e quebrar a criptografia.
5.1.1 Solovay e Strassen

O teste desenvolvido por Robert Martin Solovay e Volker Strassen teve um papel im-
portante, pois foi o primeiro teste a ser popularizado, mostrando a real viabilidade da criptografia
de chave publica, em particular o RSA, porém nao ¢ mais utilizado devido a criagdo de testes
mais eficientes. O teste de Solovay e Strassen nos permite determinar se um nimero impar €

composto ou provavelmente primo usando o Critério de Euler 2.4.2 e o Sfmbolo de Jacobi 2.4.3.

n—1

Pelo Critério de Euler temos paraa € {2,...,n—1} e n primo, (¢) =a 2 modn.

Utilizando esse fato concluir

n—1

1. Se n é primo entdo (%) a2z =1 modn.

n—1
2. Se (%) .a 2 Z1 mod n entdo n é composto.

3. Se n composto temos que a probabilidade de ( %) .a 2 =1 modn é menor que

1

5.

. . n—l1 ~ .
4. Se para [ diferentes valores de a tivermos ( ) .a 2 =1 mod n, entdo a probabi-

(

lidade de n ser composto é menor do que %)l , ou seja, a probabilidade de ser
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realmente primo € maior do que 1 — %

Exemplo 5.1.1 Para n = 325 = 5%.13 temos que 7'> =324 = —1 mod 325 ¢ (3%) =—1, ou
seja, (377) 7% = (—=1)>=1 mod 325, mas 325 é composto. Denominamos de pseudo-primo
de Euler na base a o niimero n que mesmo composto atende ao critério de teste , ou seja, 325 é

um pseudo-primo na base 7.
325—
2

Y = 129 mod 325. Como (L) e{-1,1},

Agora para a base 2 temos que 2 35

325-1

entdao (%) 277 = 4129 # 1 mod 325. Jd na base 2 concluimos que 325 é composto.

Quanto mais base testarmos, mais preciso serd nosso resultado.

Segundo o livro (KATZ et al., 1996), que apresentou o mesmo como fato sem
demonstracao, se n € um impar composto, entdo ele serd pseudo-primo de Euler de no maximo
@ bases.

Para cada valor de a tivemos um custo de O(log3 n).
5.1.2 Miller-Rabin

O teste desenvolvido por Gary Miller surgiu deterministico supondo a veracidade da
Hipotese de Riemann Estendida, sendo posteriormente modificada por Michael Rabin para um
teste probabilistico, conseguindo desse modo eliminar a dependéncia da Hipotese de Riemann
Estendida. E hoje em dia, a base para a maioria dos métodos “rdpidos” pelos quais os sistemas
de computagdo algébrica certificam que um nimero € primo. Entretanto o método ndo garante
que um numero € primo. Fundamenta-se no pequeno teorema de Fermat 2.2.1 que diz Va € N,
tal que 1 < a < n e n primo

@ '=1 modn

mas nem sempre a reciproca € valida.

Quando n composto e a* =a mod n dizemos que n € um pseudo-primo de Fermat na
base a. Um fato interessante é que existem raros, mas infinitos nimeros compostos 7, chamados
de Niimeros de Carmichael, que sdo pseudo-primo com todas as bases naturais 1 <a <n. O
menor Niimeros de Carmichael € 561. Pomerance provou em sua obra (ALFORD; GRANVILLE;
POMERANCE, 1994) que existem infinitos Niimeros de Carmichael.

Modificando a ideia de usar a reciproca do pequeno teorema de Fermat para ter um
teste de primalidade mais preciso. O que faremos é determinar uma propriedade que todo primo

satisfaz e que € mais forte que o pequeno teorema de Fermat.
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Tomemos n um impar natural. Para efetuar o teste escolhemos um inteiro 1 < b <

n — 1, que chamaremos de base do teste. Como n é impar, n — 1 € par e podemos escrever
n—1=2kg, sendo inteiro k>0 ' i éncia de 2

=2, g um inteiro impar e k > 0, ou seja, encontramos a maior poténcia de 2 em

n— 1. Calcularmos a seguinte sequéncia de poténcias médulo n

2 k—1 k
pe.b% p>e, . b7 1 b,

*9

Vamos analisar essa sequéncia quando »n for primo. Primeiro, pelo pequeno teorema
de Fermat, temos

bzk" =1 modn.

Digamos que j é a menor poténcia tal que p¥4=1 modn. Se Jj > 0 podemos usar

produto notével para escrever
n|(B¥ - 1) 1),

Como supomos 7 primo e que n|b2j‘1 — 1, entdo n\szq —1ou n|b2Hq + 1. Como
Jj € o menor expoente tal que p¥a — 1 & divisivel por n, portanto n { pY 1, entdo n|b2'Hq +1,
ou seja, p¥ =1 modn. Note, entretanto, que estes cdlculos dependem do fato de que j > 0
e, portanto, se j =0 = bh? =1 mod n. Concluimos, assim, que:

Quando 7 € primo temos que ou a sequéncia

2 k—1 k
A S N R

modulo n, comega com 1, ou tem —1 em alguma de suas posi¢oes (podendo ser na primeira).
Portanto, se nenhum destes dois fatos ocorrerem para n, com respeito a algum 0 < b < n, entdo
podemos afirmar que n € composto.

Analisando em detalhe o argumento utilizado para chegar a conclusio do paragrafo
acima, verificamos que a primalidade de n foi usada em dois pontos cruciais. Em primeiro lugar,
precisamos que 7 fosse primo para garantir a existéncia de um 1 em alguma posi¢ao da sequéncia.
Em segundo lugar, usamos que n é primo para assegurar que, se o produto notéavel é divisivel por
n, 0 mesmo ocorreria com um dos seus fatores.

O problema € que, mais uma vez, temos um teste que apenas detecta se o nimero ¢é
composto. A esse teste denominamos de teste forte, pois diferente do teste baseado apenas no
pequeno teorema de Fermat esse ndo possui nada que se assemelhe aos Nimeros de Carmichael.

O teste forte foi proposto originalmente por M. Artjuhov em um artigo publicado

em 1967. Ganhou notoriedade através dos trabalhos de M. Rabin e de G. L. Miller em 1976. O
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que eles propuseram, foram maneiras de tornar o teste mais efetivo, aplicando-o a varias bases
diferentes. Para entender melhor como isto € possivel, se o teste forte tiver saida inconclusiva
quando aplicado a mais de n/4 bases diferentes pertencentes ao intervalo que variade 1 até n — 1,
entdo n serd necessariamente primo.

Para nimeros muito grades é invidvel efetuar n/4 testes com bases diferentes. Mesmo
com essa verdade, hd uma maneira muito mais satisfatéria de interpretar esta afirmacao.

Suponha, como antes, que n € um inteiro impar composto. Note que, ao escolher b
aleatoriamente, hd uma probabilidade de apenas 1/4 de que b seja escolhido de modo que n teste
inconclusivo com respeito ao teste forte. Portanto, se um dado n testar inconclusivo para uma
base b entdo a probabilidade de que seja composto é de 1/4. Entretanto, se testarmos duas bases,
e se n testar inconclusivo para ambas, entio a probabilidade cai para (1/4)% = 1/16. Continuando
assim vemos que, se n testar inconclusivo para / bases distintas, entdo a probabilidade de que
seja composto caiu para (1/4)". E claro que um tal nimero é quase que certamente primo. Nesse
fato que se sustenta o teste de primalidade de Miller-Rabin. Para cada teste tivemos um custo de
O(log3 n).

Uma maneira de modificar o algoritmo de Miller-Rabin para torna-lo deterministico
¢ testar todos os valores da base a em um intervalo suficientemente grande: essa generalizagdo
da hipétese de Riemann implica que o intervalo de 1 até 2(Inn)? ja é grande o bastante. Este

algoritmo € rdpido e geral, mas infelizmente depende de uma conjectura.

5.2 TESTES DETERMINISTICOS

Nesse grupo de testes temos a certeza que o nimero € primo, mas em sua maioria o

tempo de processamento € bem maior do que os que antecedemos.
5.2.1 Crivo de Eratéstenes

O Crivo de Eratéstenes € considerado como o primeiro algoritmo de primalidade
inventado, também conhecido como Peneira de Eratdstenes, € atribuido a este matematico grego
de Cirene no que hoje € a Libia que viveu cerca de 276-194 a.C. e ensinou em Alexandria.

Para encontrar todos os nimeros primos menores ou iguais a 7, listamos todos os
inteiros de 2 a n. Nos entdo trabalhamos nosso caminho na lista. O primeiro inteiro 2 é primo.
N6s cortamos todos os multiplos de 2 que sdo maiores que ele. O primeiro inteiro apds 2 que

ndo foi riscado € o 3, que € primo. N&s cortamos todos os multiplos de 3 que sdo maiores que ele.
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Continuamos dessa maneira. Quando nés tivermos encontrado um novo primo, nds cortamos
todos os miultiplos desse novo primo que sdo maiores do que ele, em seguida, passa para o
préximo ndmero inteiro que nao foi cortado e que sera primo.

Uma das coisas que Eratdstenes percebeu foi que nds ndo temos que continuar isso
todo o caminho até n. Uma vez que encontramos um primo maior que a raiz quadrada de n,
todos os inteiros restantes que possuem e nao foram riscados sao primos. Se algum deles fosse

composto entdo eles teriam que ter um fator menor ou igual a sua raiz quadrada.
n=ab=a<+\noub<n

Com uma complexidade de O(y/nlog3n).
5.2.2 Agrawal, Kayal e Saxena

Em agosto de 2002, Manindra Agrawal, Neeraj Kayal e Nitin Saxena anunciaram
um desenvolvimento espetacular, um teste de primalidade deterministico em tempo polinomial,
mais conhecido como teste AKS. O novo teste, além de solucionar algo procurado por muitos, o
fez de forma bem simples. Esse teste, ndo diferente de alguns outros citados aqui, se baseia no
pequeno teorema de Fermat 2.2.1.

O lema que se segue serd usado como base para a demonstragdo do teorema.

Lema 5.2.1 Sejam n,r,a,p € Z com p primo. Suponha que
(X+a)"=x"+aemZyx]/(x"—1)
Entdo para quaisquer que sejam os inteiros ndo negativos i, j temos
(J?—i—d)”ipj =" Laem Zplx]/(x"—1)
Demonstracao 5.2.1 Vamos iniciar efetuando indugdo em i,
()?er)"[ =" +aem Zplx]/(x"—1).

E imediato para i = 0 e equivale & hipdtese i = 1.

Supondo a congruéncia vdlida para algum i, entdo existe um q(x) € Zp|x] tal que

(x+a)"=x"+a+q(x)(x"—1)

Substituindo x por X" nesta equagdo, obtemos

i

W'+ a) = @) +a+ g ) (@) - 1).
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Mas
@F)-1=F-1+1)"-1=1-1=0emz,/(x 1),

de modo que

i

@ +a) =" +aemZ,/ (X —1).

Entretanto, pela hipétese de indugdo,

A A ni+] A A ni n PN i A\ r
E+a)" =(@x+a)")"'=F" +a)"emZ,/(x"—1).
Portanto,

Gtay =" vaemz,/ (¥ —1),

o0 que conclui a prova da indugdo.

Pela proposicdo 2.7.3, temos que
@ +a)y =2 +aemz,.

Contudo, qualquer igualdade em 7, [x| também serd em Zp|x|/(x" — 1), concluindo

a demonstragdo.

]

Solucionamos o alto custo de um teste de primalidade baseado em (x+a)" em Z,[x]
substituindo por (£+ 5)" em Z,[x]/(x" — 1), para uma quantidade suficientemente grande de
primos r. Este tdltimo cdlculo tem um custo menor que o anterior, pois a poténcia de x esta

limitada a x"~! pela congruéncia.

Teorema 5.2.1 Sejam n > 2 e r > 1 inteiros e seja S = {1,2,...,r}. Suponhamos:
1. réprimoertn.
2. (n,s—5') =1 para qualquer par de elementos distintos em S.
2d {1/ EJ
3. (2rr—2) >n “ 1 vale para qualquer inteiro positivo d que divide ’;Vl, ondevéa
ordem de i em U(r).

4. (x+s)"=x"+s modx"— 1,n, para todo s € S.

Entdo, n é poténcia de um primo.
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Demonstracio 5.2.2 Se p um primo impar, tal que p|n, com (n,r) = 1= (p,r) = 1. Portanto,
as classes de 7 e p sdo invertiveis em 7,. Podemos construir um grupo quociente U (r)/(n,p) tal
que, supondo de ordem d. Por r ser primo temos que |U(r)| = r — 1 e pelo teorema de Lagrange
2.5.1 temos que |(7,p)| = 5L A ordem v de (R) em U(r) divide a ordem de (i, p), portanto
U(r)/(n,p)| divide |U(r)/(n)

Suponhamos que my,...,mg sdo os inteiros que representam as classes que corres-

, ou seja, d divide %, conforme assumimos na hipotese 3.

pondem aos elementos distintos do grupo quociente U(r)/(n,p). Seja h um fator irredutivel
do polinomio x" — 1 em 7Z,|x]. Pela proposi¢do 2.6.4 o anel quociente K = 7.,[x]/(h) é um
corpo finito. Denotaremos por G o subgrupo do grupo multiplicativo K* gerado pelos elementos
M+ a ondel <i<deacs.

A maior parte da demonstracdo consiste em mostrar que o grupo G é "grande o

suficiente”. Mais precisamente:

r

[V
|G| >n .

(%)

Faremos isso construindo uma quantidade suficientemente grande de elementos de

G. Com esse intuito introduzimos a aplicagdo que a cada fungdo e : S — N associa a d-upla,
(e(x™),...,e(x™)),
onde é ¢é o polinémio definido por
&(y) = Maes(y+a)*

Sabemos que % denota a classe de x em K = Z,[x]/(h). Portanto, as entradas desta
d-upla sdo elementos de G e entdo
Vamos provar que esta aplicacdo associa d-uplas distintas a fungdes distintas. Sejam

e1 e es fungoes de S em N. Se as d-uplas associadas a e e ey coincidirem, entdo
e (F") = & (F") em K,

para todo 1 <i<d. Porém, pela hipotese 4 e pelo lema 5.2.1,

k

€ (ﬁm[)nkpl = HaGS((xAmi +d)el(a))n 4 = Haes((ﬁmmkp’ _|_a")el(a)) =& (xf\minkpl)

em Zp[x]/(x" — 1), para todo k,l > 0.
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Mas como h é um fator de x" — 1, qualquer igualdade vdlida para Z|x|/(x" — 1)

também € vdlida para K = 7, x]/(h), logo
kol kol
aRMP) = (XM F ) em K.

Pondo g(x) = é1(x) — é(x), como my,...,my sdo representantes distintos de cada

uma das classes de U (r)/ (7, p), entdo dado um inteiro 0 < o < r, 3k,l € N tal que
o= m,-nkpl mod r
Ou seja, oo = min*p! +tr para algum t € 7. Entdo
§(5%) = (@7 (¥)) = g7 em Zy )/ ("~ 1),
jd que & =1 em Zy[x]/(x" —1). Como h é um fator de x" — 1, entdo
N

g(2%) = g7 em Zy[n] /() = K.

Como jd sabemos é; ()E’”i”k”l) = éz()ﬁmi”k”l) em K, entdo €1(X%) = &,(X*) em K e

consequentemente

Considere o conjunto
R={*|1<a<r-—1}CK.

Como h(x) | X" — 1, entdo " = 1 em K. Contudo, r é primo, de modo que X, pelo
lema 2.5.1, tem ordem r em K*. Em particular os elementos de R sdo todos distintos. Mas cada
elementos de R é raiz de g(y) em K. Pela proposigdo 2.6.3 podemos afirmar que g(y) tem grau
no minimo r — 1 como polinémio de Z,[y).

Supondo por hipotese que
Laesei(a) e Xqeser(a) sdo menores que r— 1,
(+)

entdo

g)=0=¢€1(y) =& (y) em Z[y].
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Entretanto, pela hipdtese 2, sendo a e a' elementos distintos de S
(y+a)—(y+d)=a—d #0emZyy).

Logo temos polindmios irredutiveis distintos y+a e y+a em Zp[y). Sendo assim, pelo teorema
da fatoragdo vinica 2.6.2, &\ (y) = &(y) sd pode acontece, sob a hipdtese (xx), quando as fungdes
e1 e ey sdo iguais. Em particular, o conjunto das d-uplas de elementos de G tem, pelo menos,

tantos elementos quantas sdo as funcdes e : S — N pra as quais

Yoese(a) <r—1=e(1)+e2)+...+e(r) <r—2.

2r—2
r
solucoes inteiras ndo negativas, de modo que

Gl > (2;’—2).
r

Combinando esta desigualdade com a hipotese 3 temos que

Contudo, esta equacdo linear tem

|G]d > nZd{ %J

concluindo a prova da equagdo (*).

Considere os produtos
i .. r
HP'PGVCZOSZ,]S — 5 |

em particular,

(s % %)

jd que p < n. Cada classe n' pJ € Z, pertence ao subgrupo (i, p) de U (r). Mas, como informado
anteriormente, a ordem do subgrupo (n,p) é %. Portanto, ndo pode haver mais do que %

elementos distintos da forma n'p/ em Z,.

2
Por outro lado, como i e j variam a partir de 0, hd um total de < {\ / %J + 1)

pares

—1
(i,j)comOﬁi,jg{ rd J
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Isto significa que as classes n' pJ ndo podem ser todas distintas em Z,. Portanto, existem pares
(ky,11) # (ko, 1) tais que i1 p"' = n*2p”  mod r

Digamos que u = n*1 p e que w = n*2p2. Suponhamos w > u. Como u é congruente

a w modulo r, entdo podemos escrever w = u+ qr, para algum inteiro positivo q. Mas,
FH = -1+ 1)1 =% em Zpx]/(x" — 1),
de modo que
=" em Zyx|/(x" —1).
Como h(x) divide x" — 1 e K = Z,[x]/(h), concluimos que

U = " em K.

(o % k)

Porém, pela parte 4 do teorema e pelo lema 5.2.1,
Mes (2" +a)" = Maes (27 +a)" 7" = Mes ()" +a.
de modo que a igualdade (* * xx) implica que
Maes (£ +a)" = Maes (2™ +a)".

Como o produto desses termos geram G, temos que g = g"* em K para todo g € G. Em particular,
todos os elementos de GU {0} sdo solucdes da equagdo polinomial y”' — y" em K.

Contudo, a desigualdade (x x *) implica que

2 QJ
lgwgn{ ¢

2|V
= 1<w—u+1<n

|

1—n <1-u<0
0<w—u

e combinando esta desigualdade com (x), obtemos

Gl = (w—=u)+1,

ou seja, G tem no minimo w — u—+ 1 elementos.
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Como G C K, concluimos que o polindémio

tem, pelo menos, w —u+ 1 solugées ndo nulas em K, pois todos os elementos de G sdo solugoes
vdlidas. Como, pela proposicdo 2.6.3, sabemos que um polindmio terd no mdximo o seu grau

em raizes e se w —u > 0 teremos apenas y = 1 como solugdo ndo nula, logo
w—u:0:>u:w:>nk'pll :nkzplz.

Porém, ki = ky implica que p"' = p'2; donde (ky,1y) = (ky, 1), 0 que contradiz a escolha destes

pares. Logo k| # k». S6 que, neste caso,

pki—ke — plzfll

de modo que n tem que ser uma poténcia de p, como queriamos demonstrar.

O

Nesta primeira versao apresentada pelos autores, foi provado que o algoritmo tem
um limite superior do custo de O(logi?n). Vérios mateméticos revisaram o artigo em busca
de torna-lo mais eficiente, o que foi bastante positivo, pois logo nos meses seguintes havia a
proposta de diferentes versdes para o teste e com limites mais baixos.

A ultima versdo do teste AKS proposta por Lenstra ¢ Pomerance (JR; POMERANCE,
2019) conseguiu alcancar uma complexidade de 0(logg n). E o limite teérico mais baixo para o
teste que ndo depende de conjecturas ou possua excegoes.

Apesar dos progressos realizados sob o algoritmo AKS, seu tempo de execucéo ainda
¢ significativamente mais lento do que os testes probabilisticos, portanto ainda néo € utilizado

nas principais solug¢des para criptografia.
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6 PROGRAMACAO

C++ € uma linguagem de programacao orientada a objetos e de uso geral. Desde os
anos 1990 € uma das linguagens comerciais mais populares, sendo bastante usada também no
meio académico por seu grande desempenho e base de utilizadores.

Entdo em C++ seque os testes de primalidade contidos no capitulo 5. Os sites
(CARMODY, 2003) e (GPOULOSE, 2003) foram utilizados como base para elaboragdo dos
algoritmos. A biblioteca NTL (SHOUP, 2016) foi utilizada no algoritmo AKS.

6.1 TESTES PROBABILISTICOS

6.1.1 Solovay e Strassen

Cédigo-fonte 1 — Solovay e Strassen

I||#include <bits/stdc++.h>

[\

#include <time.h>

3|l using namespace std;

5|/ long long mulo(long long b, long long e, long long m)

6|l {

7 long long x = 1;

8 long long y = b;

9 while (e > 0)

10 {

11 if (e % 2 == 1)
12 x = (x * y) % m;
13

14 y = (y * y) % m;
15 e = e / 2;

16 }

17

18 return x % m;

9] }

21| int Jacobi(long long a, long long n)

23 if (la)
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return O;

int ans = 1;
if (a < 0)
{
a = -a;
if (n % 4 == 3)
ans = -ans;
}
if (a == 1)

return ans;

while (a)
{

if (a < 0)

{
a = -a;
if (n % 4 == 3)

ans = -ans;

}

while (a % 2 == 0)

{
a=a/ 2;
if (n % 8 == 3 ||

ans = -ans;

}

swap(a, n);

if (a % 4 == 3 & n %
ans = -ans;

a=a % n;

if (a >n / 2)
a = a - n;

57



63

64

66

67

68

69

70

7

77

78

79

80

8

82

84

85

86

87

88

90

9

93

94

96

97

98

99

100

58

if (n == 1)

return ans;

return O;

bool solovoyStrassen(long long p, int iter)

{
if (p < 2)
return false;
if (p '= 2 && p % 2 == 0)
return false;
for (int i = 0; i < iter; i++)
{
long long a = rand() % (p - 1) + 1;
long long jacobian = (p + Jacobi(a, p)) % p;
long long m = mulo(a, (p - 1) / 2, p);
if (!jacobian || m != jacobian)
return false;
¥
return true;
¥

int main ()
{
clock_t inicio, parar;
int iter;
long long num;
int f;
cout << "Solovay e Strassen' << endl;
cout << "Digite o numero de interacoes e em sequida o
numero impar a ser testado:" << endl;
cin >> iter >> num;

for (;iter>=1;)

cout << "Digite a quatidade de numeros impares seguidos a
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serem testados: " << endl;

101 cin >> f;

102 for (int g=1; g<=f; g++)

103 {

104 inicio = clock();

105 if (solovoyStrassen(num, iter))

106 cout << num << " primo"<<endl;

107 else

108 cout << num << " composto'"<<endl;

109 parar = clock();

110 cout << "Tempo de execucao " << parar-inicio << " ms "

<< endl;

111 num +=2;

112 }

113 cout << "Para encerrar digite O duas vezes, para
continuar digite o numero de interacoes e depois o
numero impar a ser testado: " << endl;

114 cin >> iter >> num;

115 }

116 return O;

17 ¥

Miller-Rabin

o

W

6

Coédigo-fonte 2 — Miller-Rabin

#include <jiostream>

#include <cstring>

#include <cstdlib>

#include <time.h>

#define 11 long 1long

using namespace std;

11 mulmod(ll a, 11 b, 11 mod)

{

11 x = 0,y = a % mod;
while (b > 0)
{

if (b % 2 == 1)
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37

38

39

4(

41

43

44

46

47

48

49

50

[
(3

11 modulo (11

{

% mod;

x = (x + y)
}
y = (y * 2) % mod;
b /= 2;
}
return x % mod;
base,

11 x = 1;
11 y =

while (exponent > 0)

{
if (expomnent % 2 == 1)
x = (x * y) % mod;
y = (y * y) % mod;
exponent =
}

return x %

bool Miller (11

{

if (p < 2)
{

return
¥
if (p '= 2
{

return
}
11 s = p -

while (s %
{

base;

mod ;

p,int iteration)

11 exponent,

exponent / 2;

false;

&& p % 2

false;

N =

0)

0)

11 mod)



53 for (int i = 0; i < iteratiomn; i++)

54 {

55 11 a = rand() % (p - 1) + 1, temp = s;
56 11 mod = modulo(a, temp, p);

57 while (temp != p - 1 && mod != 1 && mod != p - 1)
58 {

59 mod = mulmod(mod, mod, p);

60 temp *= 2;

61 }

62 if (mod !'= p - 1 && temp % 2 == 0)

63 {

64 return false;

65 }

66 }

67 return true;

68| }

69

70|| int main ()

71| {

72 clock_t inicio, parar;

73 int iter, f;

74 11 num;

75 cout << "Miller -Rabin" << endl;

76 cout << "digite o numero de interacoes e depois o numero
impar a ser testado:" << endl;

77 cin >> iter >> num;

78 for (;iter>=1;)

79 {

80 cout << "Digite a quatidade de numeros impares seguidos a
serem testados: " << endl;

81 cin >> f;

82 for (int g=1; g<=f; g++)

83 {

84 inicio = clock();

85 if (Miller (num, iter))

86 cout << num << " primo"<<endl;

87 else

88 cout<< num << " composto'"<<endl;

89 parar = clock();
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cout << "Tempo de execucao " << parar-imnicio << " ms "
<< endl;
num +=2;

cout << "Para encerrar digite O duas vezes, para
continuar digite o numero de interacoes e depois o

numero impar a ser testado: " << endl;

cin >> iter >> num;

}

return O;

6.2 TESTES DETERMINISTICOS

6.2.1 Crivo de Eratostenes

8]

W

6

Cédigo-fonte 3 — Crivo de Eratostenes

#include <bits/stdc++.h>

#include <time.h>

using namespace std;

void Eratostenes(long long num)

{

bool prime[num+1];

memset (prime, true, sizeof (prime));

for (long long p=2; px*p<=num; p++)

{
if (prime[p] == true)
{
for (long long i=p*p; i<=num; i += p)
prime[i] = false;
¥
¥

for (long long p=2; p<=num; p++)

if (primel[pl)

cout << p << " "3

cout << endl;
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33
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37

38

39

40

41

42

43

44

46

47

48

int main ()

{
clock_t inicio, parar;
long long num;
int f;
cout << "Crivo de Eratostenes" << endl;
cout << "Digite o numero: " << endl;
cin >> num;
for (;num>=2;)
{
cout << "Digite a quatidade de numeros impares seguidos a
serem testados: " << endl;
cin >> f;
for (int g=1; g<=f; g++)
{
cout << "Os numeros primos ate " << num << " sao: " <<
endl;
inicio = clock();
Eratostenes (num) ;
parar = clock();
cout << "Tempo de execucao " << parar-inicio << " ms "
endl;
num +=2;
¥
cout << "Para encerrar digite 0O, para continuar digite o
numero: " << endl;
cin >> num;
¥
return O0;
¥

6.2.2 Agrawal, Kayal e Saxena

[\8]

w

Codigo-fonte 4 — Agrawal, Kayal e Saxena

#include <stdio.h>
#include <time.h>

#include <math.h>

63
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29

30

31

39

40

41

#include <NTL/ZZ.h>

#include <NTL/RR.h>

#include <NTL/ZZ_pE.h>

#include <NTL/ZZ_pEX.h>

using namespace std;

using namespace NTL;

int stepO0(ZZ n);

int stepl(ZZ n);

long step2

(ZZ n);

int step3(ZZ n, long r);

int step4(ZZ n, long r);

int step5(ZZ n, long r);

int step6();

ZZ gcd(ZZ

m, ZZ n);

ZZ order(ZZ r, ZZ a);

ZZ phi(ZZ n);

int main(void)

{

int k, f;

ZZ n;
long r;

clock_t

cout <<
cout <<

cin >> n

B

inicio, parar;

"AKS" << endl;
"digite o numero impar a

B

for (; n >= 1;)
{
cout << "Digite a quatidade de
serem testados: " << endl;
cin >> f;

for (int g = 1; g <= f; g++)

{

inicio = clock();

k =

step0(n);

ser testado:

numeros impares

<< endl;

seguidos a

64
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60

61

62

63

64

65

66

67

68

69

70

71

7

78

79

80

if (k)
{
if (k == 1)
{
cout << n << " composto\n'";
}
else
{
cout << n << " primo\n'";
}
}
else
{
k = stepl(n);
if (k)
{
cout << n << " composto\n";
}
else
{
r = step2(n);
k = step3(n, r);
if (k)
{
cout << n << " composto\n'";
}
else
{
k = step4(n, 1);
if (k)
{
cout << n << " primo\n'";
}
else
{
k = step5(n, 1);
if (k)
{

cout << mn << " composto\n'";
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b
else
{
k = step6();
if (k)
{
cout << n << " primo\n'";
}
}
}
}
}
}
parar = clock();
cout << "Tempo de execucao " << parar - inicio << " ms "
<< endl;
n += 2;
by
cout << "Para encerrar digite O, para continuar digite o
numero impar a ser testado: " << endl;

cin >> n;

ZZ gcd(ZZ m,

{

{

long n)



118

119

120

128

129

130

136

137

138

139

140

141

142

143

144

145

146

147

148

149

150

return z;

ZZ order(ZZ a, long r)
{
ZZ k, o, z;

o = 1;
z = 1;
k = a;
zZ =1 + 2z,

while (k !'= 1)
{

k *= a; k %= z; o++;

return o;

ZZ phi(long x)

{

ZZ n, ph, p; ph = 1;

n =0; n=mn+ x;

int k;

for (PrimeSeq s; n > 1; )

s.next () ;

= 0;
while (n % p == 0)

if (k > 0)
ph *= power(p, k - 1) *x (p
}

return ph;

1)
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161

162

163

164

165

166

167

168

169

170

171

176

177

178

179

180

18

182

183

184

189

190

191

192

193

194

int step0(ZZ n)

{

long p;
PrimeSeq s;

p = s.next();
while (p && p < 2000)
{

if ((n % p) == 0)

{

return (1 + (n == p));

}
p = s.next();
}

return 0;

int stepl(ZZ n)

{

RR A, B, N, log_2000_n;
2;

long b =

log_2000_n = log(n) / log(2000);

N = to_RR(n);

while (b < log_2000_n)
{

B 1.0 / b;

A

pow (N, B);

if ((A - to_RR(FloorToZZ(A)))

{
if (power (FloorToZZ(A),
return 1;
}
b++;
}

return 0;

b)

0.0)
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197

198

199

200

201

202

203

204

205

206

207

208

209

210

219

220

221

227

228

229

230

232

233

234

long step2(ZZ n)

{

RR log2n,
ZZ k;

long r;

1;

log2n = NumBits(n);

1 = power(log2n, 2);

k = FloorToZZ(1l);

for (r = 2;; r++)

{
if (gcd(n, r) == 1)
{

if (order(n, r) > k)

{

return r;

int step3(ZZ n,

{

long a;
for (a =
{

2002;

if ((gcd(m,

return 1;

}

return O;

int step4(ZZ n,

{

if (n <=
return

return 0;

r)

1;

long r)

++a < 1)

a) % n) > 1)

long 1)
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241

243

244
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248

int step5(ZZ n,

{

ZZ 1;

long a;
NTL::ZZ_p::in
2Z_pX polymod
polymod -= 1;

long r)

it(mn);

(r, 1);

ZZ_pXModulus mod(polymod) ;

ZZ_pX RHS(1,
PowerMod (RHS,

1 = FloorToZZ(sqrt(to_RR(phi(r))) * NumBits(mn));

for (a = 1; a
{
Z7Z_pX LHS (1
LHS += a;

1)

RHS, n,

<= 1;

, 1)

PowerMod (LHS, LHS,

LHS -= a;
if (LHS !'=
return 1;

}

return O0;

int step6()

{

return 1;

RHS)

a++)

n,

mod) ;

mod) ;
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7 RESULTADOS

Para facilitar o entendimento e visualizacdo da diferenca entre os testes de pri-
malidade aqui discutidos, comparamos as saidas dos programas com 240 nimeros impares,
conferindo o resultado com a lista de primos do site (ASSOCIES, 20-7) e observando o tempo de
execucdo. Todos os testes foram efetuados no mesmo computador e nas mesmas condig¢des para
mitigar os fatores externos ao algoritmo. Os testes de Solovay Strassen e Miller-Rabin foram
efetuados sempre com 5 interagdes. O tempo serd relatado em milissegundos, quando o teste

informar que o nimero € primo teremos um p antecedendo o tempo do teste.

Tabela 1 — Comparacao de Testes de Primalidade

(continua)
Numero Solovay Strassen | Miller-Rabin | Eratostenes AKS
8911 0 15 2515 4
8913 0 0 2250 5
8915 16 0 2203 4
8917 0 0 2219 4
8919 0 0 2313 5
8921 0 15 2422 4
8923 PO PO P 2437 P 6008
8925 0 0 2312 4
8927 0 0 2375 4
8929 PO PO P 2156 P 5877
8931 0 0 2265 3
8933 P16 PO P 2328 P 8497
8935 0 0 2375 4
8937 0 0 2250 4
8939 15 0 2546 7
8941 PO PO P 2500 P 3506
8943 0 0 2406 4
8945 15 0 1953 5
8947 16 15 1641 6
8949 0 0 2094 7




Tabela 1 — Comparacao de Testes de Primalidade

(continuagdo)
Nuamero | Solovay Strassen | Miller-Rabin | Eratéstenes AKS

8951 PO PO P 2578 P 3559
8953 15 0 2422 7
8955 0 0 2156 3
8957 0 16 2171 5
8959 16 0 2343 8
8961 0 0 2171 6
8963 P16 P15 P 2281 P 4416
8965 0 0 2265 4
8967 0 0 2484 5
8969 P16 PO P 1984 P 4122
8971 PO PO P 2115 P 3302
8973 0 15 1640 7
8975 15 0 1719 4
8977 0 0 1734 7
8979 0 15 1875 4
8981 0 0 1922 4
8983 15 0 1812 4
8985 0 0 1766 9
8987 0 0 1735 4
8989 0 15 1734 4
8991 16 0 1749 12
8993 0 16 1781 5
8995 0 0 1750 4
8997 0 0 1782 4
8999 PO PO P 1719 P 3412
9001 PO PO P 1578 P 4531
9003 0 16 1469 2
9005 0 0 1421 2
9007 PO PO P 1406 P 2563
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Tabela 1 — Comparacao de Testes de Primalidade

(continuagdo)
Nuamero | Solovay Strassen | Miller-Rabin | Eratéstenes AKS
9009 0 0 1422 2
9011 P15 PO P 1438 P 2936
9013 P16 P16 P 1407 P 2659
9015 0 0 1422 3
9017 0 0 1391 3
9019 15 0 1438 6
9021 0 0 1407 2
9023 0 16 1422 5
9025 16 0 1562 3
9027 15 0 1814 6
9029 PO P16 P 2301 P 2038
9031 0 0 3702 4
9033 0 0 1012 3
9035 16 0 951 5
9037 0 0 719 3
9039 0 16 734 5
9041 P15 PO P 734 P 2837
9043 PO P16 P 750 P 2515
9045 0 16 736 3
9047 0 0 795 4
9049 P15 PO P 847 P 3145
9051 16 0 848 3
9053 0 0 732 4
9055 0 0 735 6
9057 0 16 744 4
9059 PO PO P 788 P 3998
9061 16 0 771 3
9063 0 15 1095 2
9065 0 16 767 3
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Tabela 1 — Comparacao de Testes de Primalidade

(continuagdo)
Nuamero | Solovay Strassen | Miller-Rabin | Eratéstenes AKS
9067 P16 PO P 790 P 2844
9069 0 0 761 3
9071 0 15 764 5
9073 15 0 780 5
9075 16 0 772 5
9077 15 15 767 6
9079 0 0 773 5
9081 0 0 779 3
9083 16 0 786 1
9085 0 15 783 4
9087 0 0 777 5
9089 16 0 787 3
9091 PO P16 P 791 P 3219
9093 0 0 784 3
9095 0 0 791 5
9097 16 0 795 4
9099 0 0 786 4
9101 0 15 783 5
9103 P16 PO P 777 P 2970
9105 0 16 788 3
9107 0 0 781 9
9109 P15 PO P 777 P 3333
444556667 PO PO ERRO P 473679
444556669 P15 PO ERRO P 397386
444556671 0 0 ERRO 3
444556673 0 16 ERRO
444556675 15 0 ERRO 5
444556677 0 0 ERRO 3
444556679 0 16 ERRO 3
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Tabela 1 — Comparacao de Testes de Primalidade

(continuagdo)

Nuamero | Solovay Strassen | Miller-Rabin | Eratéstenes AKS
444556681 16 0 ERRO 3
444556683 0 0 ERRO 3
444556685 0 16 ERRO 5
444556687 P16 PO ERRO P 443416
444556689 0 0 ERRO 5
444556691 0 16 ERRO 5
444556693 16 16 ERRO 8
444556695 15 15 ERRO 13
444556697 47 0 ERRO 12
444556699 0 16 ERRO 13
444556701 16 16 ERRO 8
444556703 0 0 ERRO 13
444556705 16 0 ERRO 12
444556707 0 15 ERRO 9
444556709 15 0 ERRO 9
444556711 16 16 ERRO 1889
444556713 0 0 ERRO 7
444556715 16 16 ERRO 7
444556717 16 16 ERRO 6
444556719 0 16 ERRO 7
444556721 15 0 ERRO 7
444556723 16 0 ERRO 6
444556725 0 15 ERRO 10
444556727 16 0 ERRO 11
444556729 P16 P15 ERRO P 345184
444556731 0 16 ERRO 8
444556733 P15 PO ERRO P 489601
444556735 16 16 ERRO 6
444556737 0 0 ERRO 10
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Tabela 1 — Comparacao de Testes de Primalidade

(continuagdo)

Nuamero | Solovay Strassen | Miller-Rabin | Eratéstenes AKS
444556739 16 16 ERRO 8
444556741 P15 PO ERRO P 441508
444556743 16 0 ERRO 10
444556745 0 16 ERRO 6
444556747 16 16 ERRO 7
444556749 0 0 ERRO 5
444556751 0 16 ERRO 5
444556753 15 0 ERRO 5
444556755 16 16 ERRO 8
444556757 PO P15 ERRO P 407084
444556759 16 15 ERRO 5
444556761 16 0 ERRO 7
444556763 0 0 ERRO 5
444556765 15 16 ERRO 8
444556767 16 16 ERRO 6
444556769 0 0 ERRO 5
444556771 16 15 ERRO 5
444556773 0 0 ERRO 5
444556775 0 15 ERRO 8
444556777 15 16 ERRO 9
444556779 16 15 ERRO 8
444556781 0 16 ERRO 1144
444556783 16 0 ERRO 4
444556785 0 16 ERRO 3
444556787 0 15 ERRO 4
444556789 15 0 ERRO 6
444556791 0 16 ERRO 4
444556793 PO PO ERRO P 452300
444556795 16 16 ERRO 5




Tabela 1 — Comparacao de Testes de Primalidade

(continuagdo)

Nuamero | Solovay Strassen | Miller-Rabin | Eratéstenes AKS
444556797 0 16 ERRO 8
444556799 16 16 ERRO 8
444556801 15 31 ERRO 5
444556803 0 15 ERRO 5
444556805 15 0 ERRO 7
444556807 0 15 ERRO 1174
444556809 0 16 ERRO 5
444556811 16 0 ERRO 5
444556813 15 0 ERRO 5
444556815 0 0 ERRO 7
444556817 15 16 ERRO 4
444556819 16 16 ERRO 5
444556821 0 15 ERRO 7
444556823 16 16 ERRO 1573
444556825 15 0 ERRO 12
444556827 0 0 ERRO 11
444556829 15 0 ERRO 1713
444556831 0 16 ERRO 6
444556833 15 15 ERRO 6
444556835 16 0 ERRO 8
444556837 0 0 ERRO 10
444556839 0 0 ERRO 9
444556841 P15 PO ERRO P 1839381
444556843 P16 P15 ERRO P 318435
444556845 0 16 ERRO 8
444556847 16 16 ERRO 12
444556849 0 15 ERRO 13
444556851 16 0 ERRO 11
444556853 15 0 ERRO 12
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Tabela 1 — Comparacao de Testes de Primalidade

(continuagdo)
Nuamero | Solovay Strassen | Miller-Rabin | Eratéstenes AKS

444556855 0 0 ERRO 8
444556857 15 15 ERRO 12
444556859 16 16 ERRO 13
444556861 16 15 ERRO 9
444556863 16 16 ERRO 11
444556865 0 0 ERRO 12
3012345817 16 0 ERRO 12
3012345819 15 15 ERRO 11
3012345821 0 15 ERRO 12
3012345823 0 16 ERRO 12
3012345825 0 15 ERRO 8
3012345827 PO P16 ERRO P 2031549
3012345829 16 15 ERRO 4678
3012345831 16 16 ERRO 18
3012345833 15 0 ERRO 17
3012345835 16 16 ERRO 15
3012345837 0 0 ERRO 17
3012345839 PO PO ERRO P 1591060
3012345841 PO P15 ERRO P 1677596
3012345843 0 16 ERRO 13
3012345845 16 16 ERRO 11
3012345847 15 16 ERRO 12
3012345849 16 16 ERRO 12
3012345851 P16 PO ERRO P 1685518
3012345853 15 0 ERRO 14
3012345855 0 15 ERRO 21
3012345857 0 0 ERRO 17
3012345859 0 15 ERRO 13
3012345861 16 0 ERRO 17
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Tabela 1 — Comparacao de Testes de Primalidade

(conclusao)
Nuamero | Solovay Strassen | Miller-Rabin | Eratéstenes AKS

3012345863 16 15 ERRO 15
3012345865 15 0 ERRO 16
3012345867 0 0 ERRO 17
3012345869 0 16 ERRO 16
3012345871 PO P15 ERRO P 1710420
3012345873 0 0 ERRO 16
3012345875 0 15 ERRO 18
3012345877 PO P16 ERRO P 1760066
3012345879 16 0 ERRO 14
3012345881 16 16 ERRO 15
3012345883 P15 P15 ERRO P 1642452
3012345885 16 0 ERRO 18
3012345887 16 15 ERRO 17
3012345889 15 0 ERRO 17
3012345891 0 16 ERRO 17
3012345893 0 0 ERRO 17
3012345895 0 0 ERRO 17

Fonte: Elaborado pelo autor

A mosca bate as asas a cada 3 ms, uma abelha em 5 ms, a Lua viaja ao redor da
Terra 2 ms mais lentamente a cada ano conforme sua Orbita gradualmente se alarga. Na ci€ncia
computacional, um intervalo entre 1 e 10 ms € conhecido como jiffy e € definida como o tempo
de um clique, sendo considerado com um erro aceitavel.

Como os algoritmos probabilisticos foram executados com 5 interagdes, a probabi-
lidade de um nimero composto ser dado como primo é 1;—5” para Solovay e Strassen e 4% para

Miller-Rabin, portanto, nos testes efetuados ndo encontramos nenhum falso primo. O tempo

gasto por esses testes foram bem baixos por conta da quantidade de interacdes efetuadas.
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O crivo de Eratdstenes ndo esta copilando para nimeros grandes, provavelmente por
limitacdo de bits, dado pela classe de algumas etapas do algoritmo.

Ja o AKS durante o teste se mostrou muito eficiente para niimeros compostos e, por
conta das vdrias etapas necessdrias para confirmar a primalidade para ndmeros primos, ainda
estd bem mais lento.

Essas implementacdes nos algoritmos podem ser otimizadas com intuito de dar
melhor simplicidade e agilidade aos testes, mas a matemadtica base de cada algoritmo ndao muda.
Em pesquisas verifiquei que outras implementacdes mais enxutas do AKS ja existem, mas isso

podera fazer parte de um outro trabalho.
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8 CONCLUSOES E TRABALHOS FUTUROS

Vimos no decorrer desse trabalho um pouco da histéria dos nimeros primos, sua apli-
cacdo na computagdo e como testamos se um nimero € primo para poder utilizd-lo. Trabalhamos
com 4 testes de primalidade e comparamos seus resultados.

Pretendo que esse trabalho seja lido pelos professores e adaptado conforme sua
realidade em sala de aula com intuito de mostrar que muitas vezes utilizamos a matemética sem
saber, criando interesse e empatia do aluno com a matéria.

Como trabalho futuro, propde-se o estudo de outros teste de primalidade e o aprimo-
ramento dos c6digos aqui apresentados.

Termino esse trabalho com uma frase que meu orientador gosta muito de dizer e que

marcou os dias que acordei 3h da manha para estudar.

"Matematico é uma maquina que transforma café em teorema."

Alfréd Rényi
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