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Existe padrao na distribuicao dos

nimeros primos?
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Resumo

Neste trabalho resgatamos um problema do século XVIII, conhecido por Teorema dos
Numeros Primos, conjecturado por Gauss e Legendre, de modo independente. Tal teo-
rema afirma que a contagem dos ntiimeros primos até z, denotado por m(z), se comporta
assintoticamente como x/logz. Nosso intuito é conhecer a demonstragao elementar de-
corrente da identidade de Selberg e as ideias de Erdos e que usa ferramentas da chamada

Teoria Analitica dos Numeros.

Palavras chave: Teoria analitica dos nimeros, identidade de Abel, identidade de Selberg,

produto de Dirichlet, funcoes de Chebyshev.
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Abstract

In this paper we rescue an 18th century problem, know as Prime Numbers Theorem,
conjectured by Gauss and Legendre independently. Such theorem claims that counting
prime numbers until = , denoted by 7(x), behave asymptotically as 2/ log z. Our intention
is to know the elementary demonstration arising from the Selberg’s Identity and ideas from

Erdos and uses tools from the called Analytic Number Theory.

Keywords: Analytic Number Theory, Abel’s Identity, Selberg’s Identity, Dirichlet’s Pro-

ducts, Chebshev’s functions.

viil



Sumario

Agradecimentos \%
Resumo vii
Abstract viii
Lista de figuras xi
Lista de tabelas xii
1 Funcgoes Aritméticas 4
1.1 Funcaode Mobius. . . . . . . . ... 5
1.2 AFuncaode Euler . . . . . . . . ... ... 7
1.3 Relagao entre as fungdes @(n) e u(n) . . . . . .. ..o L 9
1.4 O produto de Dirichlet para Fungoes Aritméticas . . . . . . .. ... ... 11
1.5 A inversa de Dirichlet e a formula da Inversa de Mobius . . . . . . . . .. 13
2 Resultados da Teoria Analitica dos Niumeros 17
2.1 Fungoes de Chebyshev ¢(z) e d(x) . . . . .. ... . L. 17
2.2 Notagao Assintética . . . . . . . . . . L 19
2.3 Relagoes entre ¥(z) e m(x) . . . . ..o 20
2.4 Proposicoes Equivalentes do Teorema dos Numeros Primos . . . . . . . .. 24
2.5 Teorema de Shapiro e Aplicagoes . . . . . . . . . . ... .. ... ... 25
2.6 Demonstracao da Identidade de Selberg . . . . . . . . ... ... ... .. 32
3 Prova Elementar do Teorema dos Nuimeros Primos 35
3.1 Demonstracgao do Teorema dos Numeros Primos . . . . . . ... ... ... 40
3.2 Algumas Aplicagoes do Teorema dos Numeros Primos . . . . . . . .. ... 42

1X



Conclusao

Referéncias Bibliograficas

A Primos até 10000

44

45

46



Lista de Figuras

3.1
3.2
3.3
3.4
3.5
3.6

Gréfico da Fungao m(x) parax <25 . . . . ... ... 36
Griéfico da Fungao m(x) parax <100 . . . . . . ... ... 36
Gréfico da Fungao w(x) para x <1000 . . . . . . .. ... ... ... ... 36
Gréfico da Fungao m(z) para < 10000 . . . . . . . .. ... ... ... 36
Fonte: Gauss (1849) . . . . . . . . . 37
Gréficos de Li(z) (topo), (z) (meio) e z/logx (inferior) . . . . . . . . .. 38

x1



Lista de Tabelas

1.1 Valores para pu(n

I
1.2 Valores para ¢(n

(

(
1.3 Valores de ¢(d), para os divisoresd de 30 . . . . . . . .. ... ... ...
1.4 Valores de ¢(q), com ¢ =30/d e d divisor de 30 . . . . .. ... ... ...

3.1 Alguns valoresde m(z) . . . . . . ...

3.2 Comparagoes das aproximacgoes . . . . . . . . . . ... e

x1i



Introducao

De acordo com a Histéria da Matematica, os nimeros eram representados por
pedras e se relacionavam no que os humanos nao sabiam que era uma funcao entre pedras
e animais domesticados.

Baseado na referéncia Apostol (1976), em registros histéricos, 5700 a.C, os anti-
gos Sumérios ja tinham um calendario e em 2500 a.C haviam desenvolvido um sistema
numérico de base 60, na qual foram transmitidos a outros povos do antigo Oriente Médio.
O povo da Babilonia escrevia em tabuas de argila uma Matemaética mais elaborada, com
problemas de geometria que datavam de 2000 a.C.

Por 5000 anos os nimeros foram usados para registrar transacoes comerciais,
estoques de mantimentos agricolas, agricultura, medicao de terras, porém apenas em
600 a.C é que houve uma primeira tentativa de se estudar a Teoria dos Numeros. Os
primeiros foram os gregos Pitagdricos. Inicialmente classificaram os inteiros em pares,
impares, compostos e os nimeros primos.

Em 300 a.C tivemos Euclides que escreveu uma coletanea de 13 Livros chamada
“Os Elementos”. Essa colecao transformou a Matemética numa ciéncia dedutiva, pois
usava fatos matematicos seguidos por uma rigorosa demonstracao. Euclides dedicou trés
livros para a Teoria dos Numeros, sendo o livro IX o que possui a demonstracao de
que existem infinitos ntimeros primos. Essa mesma demonstragao ¢é feita nos cursos de
Matematica das universidades atualmente.

Apos Euclides aparece outro grego, Diofanto de Alexandria em 250 d.C. Muitos
problemas originarios da Teoria dos Numeros, como equagoes com solu¢ao nos nimeros
inteiros, foram trabalhadas por Diofanto. Essas equagoes sao conhecidas como Equagoes
Diofantinas e sao de suma importancia em varias areas da Matematica.

A Teoria dos Numeros realmente floresceu a partir do século XVII. Considerado

o pai da Teoria Moderna dos Numeros, o francés Fermat se inspirou nos trabalhos de



Diofanto. Ele descobriu que todo ntimero primo da forma 4n + 1 pode ser escrito como
soma de dois quadrados.

Logo apds Fermat, no século XVIII, os estudos sobre Teoria dos Niimeros foram
desenvolvidos por Euler(1701-1783), Lagrange(1736-1813), Legendre(1752-1833), Gauss(1777-
1855) e Dirichlet. O campo de estudos ficou tao vasto que em alguns assuntos requerem
conhecimento em matematica avancgada.

Mesmo tao estudada, o assunto sobre os nimeros primos continua com varios

problemas em aberto:

1) Conjectura dos Primos Gémeos: Existem infinitos pares de primos gémeos ao longo

dos infinitos nimeros primos. Por exemplo: 3e 5, 5e 7, 11 e 13, 17 e 19, 1151 e 1153.

2) Conjectura de Goldbach: Todo nimero par maior que 2 pode ser escrito como soma de
dois outros nimeros primos. Por exemplo, 4 =2+2,6=3+3,8=5+4+3,10=7+ 3,
100 = 47 + 5.

3) Primos Palindromos: Primos palindromos sdo nimeros primos que podem ser lidos de
tras para frente ou vice-versa e permanecem o mesmo numero. Como: 11, 101, 131,

151, etc.

Este trabalho tem como objeto de estudo um problema referente ao século XVIII.
Gauss e Legendre propuseram, independentemente, que a quantidade de niimeros primos
menores ou igual a z e denotada por m(z) se comporta aproximadamente como a fungao
z/logx quando z assume valores cada vez maiores. Mais precisamente, a conjectura

afirma que
m(x)

z—oo /log x B

Cerca de 100 anos depois, o russo Chebyshev provou, em 1851, que se a razao
tende a um limite, entao esse limite é 1. Porém sua demonstracao foi incompleta, tendo
em vista que nao provou se de fato tal limite existe, embora tenha obtido desigualdades
que apontavam cada vez mais na validade dessa conjectura.

Em 1859 Riemann percebeu que tal conjectura estava relacionada com a funcao

definida por



que aparece em uma formula descoberta por Euler em 1737 e que envolve os nimeros
primos. Riemann utilizou de valores complexos para s e conectou a distribuicao dos
nimeros primos as propriedades dessa funcao, desenvolvendo grandes ideias, mas nao
conseguiu chegar na demonstracao da conjectura, tendo falecido em 1866. Na literatura,
a funcao ¢ é conhecida como funcao zeta de Riemann.

Apenas 30 anos depois, ja com todas as ferramentas matematicas necessarias é
que em 1896, J. Hadamard e C.J. de la Vallée Poussin, provaram quase simultanea e
independentemente a validade da conjectura dos ntimeros primos, hoje conhecido como
Teorema dos Numeros Primos.

Em 1949, Atle Selberg e Paul Erdds apresentaram uma prova que nao utilizava
a fungao ((s), e sim argumentos mais elementares, a saber, conhecimento em Célculo
e Teoria dos Numeros. Nosso objetivo nesse trabalho é entender um pouco sobre essa
demonstracao do Teorema dos Numeros Primos.

No Capitulo 1 serao abordadas as Fungoes Aritméticas: definigdo e exemplos da
Funcao de Euler e de Mébius: ¢(n) e u(n), respectivamente. A convolugao de Dirichlet e
a Inversao de Mobius.

No Capitulo 2 apresentamos as fungoes de Chebyshev, falaremos sobre o Teo-
rema de Abel e algumas suas aplicacoes, em particular, formas equivalentes do teorema
dos numeros primos. Também adicionamos nesse capitulo a identidade de Selberg, que
possibilitou a obtencao da demonstracao elementar do TNP.

No Capitulo 3 faremos a demonstracao do Teorema dos Numeros Primos e de-

senvolvemos trées aplicagoes que sao consequéncias desse teorema.



Capitulo 1
Funcoes Aritméticas

Neste capitulo abordaremos as funcoes aritméticas: Funcao de Euler, Fun¢ao de
Mobius e a Convolugao de Dirichlet. A Convolugao sera usada para mostrar a relagao
entre fungoes aritméticas, como a Inversa da Funcao Mobius, que relaciona as funcoes de
Euler e Mobius. Este estudo estd baseado no excelente livro Apostol (1976) e no livro
Murty (2008).

Comecaremos definindo o que é uma funcao Aritmética. Na teoria dos nimeros
existe uma preocupacao sobre sequéncias de nimeros Reais e Complexos. Chamaremos

essas sequéncias de fungoes aritméticas:

Definicao 1.1. Uma funcao aritmética f € uma funcao que a cada niumero natural n

associa um numero, real ou complezo, f(n). Em simbolos,

f: N — RouC

A seguir, apresentamos dois exemplos desse tipo de fungao importantes na Teoria

dos Numeros: a fungao de Mobius u(n) e a fungao de Euler ¢(n).



1.1 Funcao de Mobius

A funcao de Mobius p: N — R é definida da seguinte maneira:

.
1, sen=1

p(n) =9 (=1)*, sen é produto de k primos distintos

0, para os demais casos

\

Assim, se n = pipa---pr com pi,pa,--- ,pPr DUmeros primos distintos, entao
p(n) = (=1)*. J4 se na decomposicio do niimero n, ocorre uma poténcia de primo
maior ou igual a 2, entao o valor da funcao de Mobius nesse caso serda 0. Por exemplo,

veja a tabela 1.1

Tabela 1.1: Valores para p(n)

10 30
1 -1

n [1 2 3 5 6
101

8 9
p(n) |1 -1 -1 0 0

pois

p(6) = p(2-3) = (-1)* =1
p(8) = u(2°) =0
u(9) = p(3) = 0
p(10) = j(25) = (—1)* = 1
p(30) = u(2-3-5) = (—=1)° = —1

A fungao de Mobius esté presente em diversas areas da Teoria dos Nimeros. Uma

delas é a propriedade da somatoéria Z p(d), tomada sobre os divisores d € N de n € N.
dln
Denotamos por [x] o maior inteiro menor ou igual a x, isto &,

[z] = max{n € Z:n < x}.



Assim,

7] =3
[V50] =7
[1— V5] =-2

O teorema a seguir nos diz que ao somarmos todos os valores de u(d), sendo d
divisor de n, teremos um total que darda 1 se n = 1 e 0 para n > 2. Usando a fungao
1

menor inteiro, podemos denotar isso como {—] Para sua demonstracao, recordemos a
n

féormula de Newton:

k

(a+b)" = (n> a™*v*, paran €N
k=0

Estamos prontos para provar o:

Teorema 1.1. Sen > 1, entdo

Z“(d)—{%]_ 1 se n=1

dln 0 se n>1

Demonstracao. Paran = 1 a propriedade é claramente verdadeira. Paran > 1, lembrando
que p(n) = 0 sempre que n = pi*---pi¥ e a; > 2 para algum ¢ = 1,2,--- |k . Isso
significa que na somatoria os tnicos valores, nao nulos, sao para d = 1 e para os divisores
de n formados por distintos fatores primos, com no maximo expoente 1. Sendo assim,
usaremos apenas os divisores com expoentes de cada fator primo: a; = --- = a; = 1.

k
Dai, observando que a escolha de m primos do conjunto {py,ps,- - ,pr} é dada por ( ) ,
m

temos que

> p(d) = p(1) + p(pr) + -+ p(pr) + ppip2) + -+ + p(Pr_1pr)
dn

+ pu(pipaps) + - - + p(pip2 - - - pr)

=1+ (T) (—1)' + (];)(—1)2 + (];)(—1)3 4+ (Z)(—l)k

=1-1"=0



onde usamos a férmula do binomio de Newton na ultima passagem. Isso encerra a de-

monstragao. [

1.2 A Funcao de Euler

Sendo n > 1, a funcdo de Euler ¢(n) é definida como sendo a quantidade de

nimeros, nao maiores que n, que sejam primos com n. Em simbolos:
o(n) =#{k eN:k <ne mdc(k,n) =1} (1.1)

Assim, a fungao de Euler faz a contagem de numeros (cardinalidade) que sao
coprimos com n. Os coprimos com n sao os k nimeros que possuem maximo divisor

comum (mdc) iguais a 1. Na tabela 1.2, temos alguns valores para ¢(n).

Tabela 1.2: Valores para ¢(n)

n_ | 5 8 10
44 4

o(n) |

1 2 4
1 1 2
©(12) = 4 pois os coprimos de 12 sdo 1, 5, 7 e 11.

©(15) = 8 pois os coprimos com 15 sao 1, 2,4, 7, 8, 11, 13 e 14.

©(7) = 6 pois 1, 2, 3, 4, 5 e 6 sdo coprimos com 7. Como 7 é nimero primo, todos os

nimeros menores que ele serao primos com 7. Dessa maneira ja podemos pensar em:

©(p) =p— 1, se p é primo.

Seguindo o mesmo tipo de somatéria da funcao Mobius, também temos uma

formula para a soma sobre os divisores de n para a funcao ¢:

Teorema 1.2. Sen > 1, entdo

> (d)=n

dn
Antes de demonstrar esse resultado, vamos fazer algumas consideracgoes. Aqui
temos o somatério de p(d), apenas os d que dividem n, dando como resultado o préprio n.
Vejamos como funciona esse teorema paran = 30. Os divisores de 30 sao 1, 2, 3,5, 6, 10, 15, 30.

Da defini¢ao da funcao de Euler, temos que Assim, pela tabela 1.3, temos que



Tabela 1.3: Valores de ¢(d), para os divisores d de 30
d |1 2 3 5 6 10 15 30
pd |1 1 2 4 2 4 8 8

 pd)=1+142+4+2+4+8+8=30

d|30
Para cada divisor d de 30, vamos denotar g; = 30/d. Observamos que o nimero de
elementos gz ¢ 0 mesmo que o nimero de elementos de d. Isso significa que eles percorrem
os mesmos numeros com 1 < ¢ < n em ¢(q) . Explicitamente temos, conforme a tabela

1.4 a seguir.

Tabela 1.4: Valores de ¢(q), com ¢ = 30/d e d divisor de 30

d |1 2 3 5 6 10 15 30
q=30/d[30 15 10 6 5 3 2 1

Com isso podemos ver que a soma de ¢(d) é igual a soma ¢(q), com gd = 30.

Demonstracao do Teorema 1.2. Chamaremos de S o conjunto dos niimeros menores que
ouigual an, S ={1,2,---,n}. Vamos distribuir os elementos de S em conjuntos disjun-

tos. Para isso, definimos o conjunto
A(d) ={k € S : mdc(k,n) = d}.

O conjunto A(d) é formado por todos os elementos de S tais que o mdc com n é igual a d.
Os conjuntos A(d) sao disjuntos dois a dois, isto é A(dy) N A(dy) = 0 para dy # ds, e sua

uniao é o conjunto S. Denotando por f(d) o nimero de elementos de A(d), temos que

S fd) =n (1.2
din
Mas mdc(k,n) = d se, e somente se mdc(k/d,n/d) = 1 e 0 < k < n se, e somente
se 0 < k/d < n/d. Fazendo agora ¢ = k/d, temos uma correspondéncia de elementos
um a um dos elementos de A(d) e com os inteiros ¢ satisfazendo 0 < ¢ < n/d, tais que

mdc(q,n/d) = 1. Relembre que a quantidade de g que sao primos com n/d é p(n/d).



Consequentemente temos f(d) = ¢(n/d) e substituindo em (1.2) , obtemos:

> p(n/d) =n,
din
que é equivalente a dizer que

> eld) =n,
din

uma vez que d e n/d percorrem o mesmo conjunto dos divisores de n. O

1.3 Relagao entre as funcgoes ¢(n) e u(n)

Teorema 1.3. Se n > 1, entdo

n
o) = 3 uld)"
dln
Demonstracao. Primeiramente vamos reescrever a primeira féormula de ¢(n) em (1.1).

Dessa maneira encontramos uma nova forma de contar a quantidade de primos com n:

0= [

k=1

Teremos valor nulo para mdc(k, n) # 1, sendo contado apenas os valores 1 para mdc(k, n) =
1, que possuem maximo divisor comum mdc(k, n) = 1. Essa escrita permite que k percorra

todos os inteiros < n. Vamos aplicar o Teorema 1.1 substituindo o n por mdc(k,n):

pn) =" D pd) =) ud

k=1 d|mdc(k,n) k=1 dlk
dln

Fixado um d, divisor de n, devemos somar todos os k inteiros no intervalo 1 < k < n, que
sao multiplos com d. Sendo assim podemos escrever k = qd, entao temos 1 < k < n se e

somente se 1 < g < n/d . Consequentemente a somatéria em n pode ser reescrita:

n/d n/d
pm) = 3D () = () 31 = (@)
dn g=1 dln g=1 din



Como queriamos provar.

Teorema 1.4. Se n > 1, entdo
p(n) 1
— = | | 1— - 1.3
n | ( P) (13)
pln

Demonstracao. Sendo n > 1, chamaremos de py,ps,--- ,p, 0s divisores primos de n.

Reescrevendo o produto e usando a distributiva nos diversos fatores, obtemos:

() -1(-5)
:1-2%@32%—2 ! +~~~+Z& (1.4)

PiPjPk pip2 - Pr

A direita de (1.4), os termos como entende-se que foi considerado todos

os possiveis produtos de p;p;p; de distintos fzﬁzoprjeik primos de n escolhidos trés de cada
vez. Da mesma forma para os de 4 primos, 5 primos, etc. Podemos notar que cada termo
a direita de (1.4) é da forma +1/d , na qual d é um divisor de n e possui valor 1 ou é um
produto de divisores de n (produto de primos distintos ). O numerador +1 é exatamente

d . Uma vez que d = 0 para algum d divisivel por um quadrado de p;, podemos ver que

a somatoria em acima é igual ao que temos no Teorema 1.3
Z p(d)
d )
din

e isto prova o teorema.

]

Propriedades da fungao aritmética ¢(n) podem ser deduzidas a partir do Teorema

1.4. Mostraremos algumas aplicacoes no teorema seguinte:
Teorema 1.5. A funcdo ¢(n) de Euler possui as sequintes propriedades:

a) p(p*) = p* — p* ! para todo primo p e a > 1

p(n)-p(m)-d
p(d)

b) o(m-n) = sendo d = mdc(m, n)

10



c) o(m-n)=p(n)-p(m) se mde(m,n) =1

d) a | b implica p(a) | ¢(b)

Demonstragao. A parte a) é imediata, bastando tomar n = p® em (1.3). Para provar,
podemos notar que cada divisor primo de mn é divisor primo de m ou de n, e aqueles
primos que dividem ambos, m e n, também dividem mdc(m,n). Em consequéncia disso

e de que mdc(m,n) = d, temos pelo Teorema 1.4

eI =" T @
g 11 )(1—1) eld

plmdc(m,n
O

Dessa maneira chegamos a b). A parte ¢) é um caso especial de b) para mde(m,n) =
1. Agora iremos deduzir d) a partir de b). Como a | b, temos b =ac,em que 1 < ¢ <b.
Se c=b,a =1ed) ésatisfeita. Assim iremos assumir ¢ < b. Por b), sendo d = mdc(a, ¢)

temos:

p(b) = plac) = w(a)w(C)sp(d) = dsa(a)@(d) (1.5)

Agora o resultado segue por indugao em b. Para b = 1, o resultado é imediato. Suponha
que a propriedade d) seja vélida para todos os inteiros menores do que b. Entéo ela é
véalida para ¢, dessa forma ¢(d) | ¢(c) desde que d | c. Consequentemente o membro a
direita de (1.5) é um muiltiplo de ¢(a), pois p(b) = dp(a)t = ¢(a)dt , com t inteiro. Isso
significa que ¢(a) | ¢(b). Isso nos prova d).

1.4 O produto de Dirichlet para Fungoes Aritméticas

No Teorema 1.3 foi provado que

o(n) =Y uld)-

dln
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A somatéria a direita ocorre frequentemente em Teoria dos Nimeros. Essas somas tem a

forma:

E:f@ﬂg<g)

d|n

Na qual f e g sao fungoes aritméticas. E proveitoso estudarmos algumas propriedades em
que essas somas possuem em comum. Essas propriedades ocorrem naturalmente na teoria
das Séries de Dirichlet. E proveitoso tratarmos essas somatorias como um novo tipo de

multiplicacao de fungoes aritméticas. Um ponto de vista trazido por E.T. Bell em 1915.

Definicao 1.2. Se f e g sao duas funcoes aritméticas, definiremos o produto de Dirichlet

(ou Convolugdo) dessas fungoes como sendo a fungao h dada pela equagdo:
hn) =" fldyg (%)
din d

Usaremos a notagao f % g para h e (f * g)(n) para h(n). Denotamos por N a

funcao em que N(n) = n para todo n € N. O Teorema 1.3 seria escrito desta forma:
p=pnxN

Veremos as propriedades algébricas do produto de Dirichlet neste préximo teorema.

Teorema 1.6. A multiplicacao de Dirichlet é comutativa e associativa, isto €, para qual-

quer funcao aritmética f,q e k, temos:
a) fxg=gx*f (lei da comutatividade)
b) (fxg)xk=fx(gxk) (lei da associatividade)
Demonstracao. Primeiro iremos reescrever a definicao f * g da seguinte maneira:
(fxg)(n) =Y fla)g(b)
ab=n

de forma que a, b variam entre todos os inteiros positivos em que o produto seja n. Dessa
forma, como a multiplicacao e a soma sao comutativa nos inteiros, a lei da comutatividade

em Dirichlet esta provada. Para a Lei da Associatividade faremos A = gxk e consideremos

fxA=fx(g*k)
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(fA)n) =Y f@AWd) =Y fla)Y_ gb)k(c) = fla)g(b)k(c)

ad=n ad=n be=d abc=n

Se fizermos B = f % g e considerarmos B * k chegaremos ao mesmo resultado:

(Bxk)(n) =Y B(dk(c)=Y_ fla)g(b) Y k(c)= Y fla)g(b)k(c)

dec=n ab=d cd=n abc=n
Como podemos ver fxA = Bxk . Isso prova a associatividade no produto de Dirichlet. [J

Agora veremos que no Produto de Dirichlet temos o elemento Identidade.
Definicao 1.3. A funcdo aritmética I, chamada de funcao identidade, ¢ definida por

I(n) = [1] Jrsen—1

0, sen>1

Teorema 1.7. Para toda funcao aritmética f, temos fxI =1xf = f.

Demonstracao. Utilizando o Produto de Dirichlet temos:

(/1)) =D F@1 (5) = 1)

dln

Pois I(d/n) =0 parad <mne I(n/n) = I(1) = 1. Isso termina a demonstragao.

1.5 A inversa de Dirichlet e a formula da Inversa de
Mobius

Nesta secao iremos estudar as inversas de funcoes aritméticas no sentido do Pro-

duto de Dirichlet.

Teorema 1.8. Se f € uma fungao aritmética, com f(1) # 0, entao existe uma Unica

funcdo aritmética {1, chamada inversa de Dirichlet de f, tal que:

frft=pte =1

13



Ainda mais, =1 € dada pela férmula recursiva

PN 1,y 1 n\ 4
=55 ¢/ (n)—m;f<a)f (d),¥n > 1

d<n

Demonstracio. Dada f, devemos mostrar que a equacio f* f~'(n) = I(n) tem uma tinica
solucdo para os valores de f~!(n). Paran = 1 temos de resolver a equacao f*f (1) = I(1)

que se reduz a

fOf M) =1

Como f(1) # 0, temos uma tinica solugdo cujo resultado é f~*(1) = 1/f(1). Suponha
agora que os valores da funcdo f~'(k) foram determinadas de maneira tnica para todo

k < n. Entao devemos solucionar a equagao

Escrevendo de outra forma, devemos resolver:

S r(5) M=o

dln

Teremos a férmula da inversa escrita para todo n ao fazer n = d:

FOf )+ f (5) @ =0
dn
d<n

Se os valores de f~'(d) sdo conhecidos para todos os divisores d < n , existem valores

tinicos de f~'(n) escritos da forma:

) = 7 > (5) 5@

d<n

desde que f(1) # 0. Isso estabelece a existéncia e unicidade de f~' por inducao. O]
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Os resultados anteriores esta resumido no corolario seguinte.

Corolario 1.9. O conjunto A = {f : f € uma funcao aritmética com f(1) # 0} € um

grupo comutativo com o produto de Dirichlet.

Definigao 1.4. Definimos a fungao aritmética unidade como sendo u(n) , de maneira

que u(n) = 1 para todo n € N.

Com essa definicao, podemos reescrever o Teorema 1.1 na notagao de Dirichlet:
E u(d) =1I(n) < pu*xu=1.
din
Assim as funcdes p e u sdo inversas no sentido de Dirichlet, ou seja, p=u""' e u = pu~ "'
Vamos usar as inversas escritas anteriormente para demonstrar com mais agili-

dade o préoximo teorema:

Teorema 1.10 (A férmula da inversa de Mébius:). Se

fn) =2 _g(d)

dln

entao

g(n) =" fldn ()

din

Além disso, vale a reciproca.
Demonstracao. Com a unidade u, podemos escrever f = g * u. Multiplicando ambos os

lados dessa equacao por u e usando as propriedades da convolucgao, temos

frp=(gxu)xp=gx*(uxp)=gxI=g,

donde segue uma implicacao. Para a reciproca, basta multiplicar ¢ = f * y por u e

proceder de modo analogo. O]

Uma aplicacao dessa formula que acabamos de demonstrar é apresentado no

proximo teorema. Antes precisaremos da definicao seguinte.
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Definicao 1.5. Definimos a fun¢ao Mangoldt pela formula

logp, sen =7p", para algum primop e k> 1
A(n) =

0, caso contrdrio.

Teorema 1.11. Sen > 1, entdo

:Z,u( log—: Z,u ) log d.

din dln

Demonstracao. Escrevendo a fatoracao de n, temos que
— (e3pNeY) Qe
nN=p; P "Pg >

segue que

k
logn = Zai log p; = ZA(n)

i=1 dn

Pela teorema anterior (férmula da inversa de Mébius), obtemos

= p(d) log

dln

Como 1ogg = logn — log d, temos:

> u(d) log— lognZu =Y u(d)logd == " p(d)logd,

dln dln dln

desdequez,u(d):()sen>1elog1:0. O
din

Com as propriedades da fun¢ao unidade e identidade, concluimos o estudo sobre
a convolucao de Dirichlet. Esse conhecimento sera acrescido as fungoes de Chebyshev,

que estudaremos no préximo capitulo.
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Capitulo 2

Resultados da Teoria Analitica dos

Numeros

Neste capitulo apresentamos varios resultados muito utilizados em Teoria Analitica
dos Numeros, essenciais para familiarizar o leitor com as notacoes, simbologia e ferramen-
tas préprias desse estudo.

As funcgoes de Chebyshev fazem parte do rol usual para tratar o Teorema dos
Nimeros Primos (TPN), aparecendo naturalmente. Também estudamos a férmula de
Abel, que é usada para obter identidades assintéticas para fungao aritméticas. Como
consequencia dessas ferramentas, relacionamos alguns resultados equivalente ao Teorema
dos Numeros Primos. Uma identidade devido a Selberg é provada, sendo a chave da
primeira demonstracao elementar do TNP, dada em 1949, que contou com a colaboracao

de Paul Erdos.

2.1 Fungoes de Chebyshev ¢(z) e ¥(x)

Nessa secao, desenvolvemos resultados que serao usados na demonstracao do
TNP, seguindo variagoes das ideias de Selberg e Erdos e que podem ser encontradas
no livro do Apostol. No entanto, convém observar que as férmulas apresentadas aqui
sao interessantes por si mesmas, como por exemplo a identidade de Abel e o Teorema de

Shapiro e varias de suas consequéncias.
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Definicao 2.1. Para x > 0, definimos a funcao 1 de Chebyshev pela formula

Y(x) =) An)

n<x

Como A(n) = 0 para qualquer nimero n que nao seja poténcia de primo, podemos

reescrever a definicao de v da seguinte maneira:

G(a) = An)= Y > Ap™ =) > logp
n<x m=1 p m=1p<lgl/m

pMm<z

A soma sobre m é na verdade finita. Para ver isso, notamos que a soma sobre p

1/m

é vazia se x < 2, ou seja, se m > log, x. Assim, podemos escrever

Ya)y= > > logp

m<logyxr p<gl/m

Essa funcao pode ser escrita de outro modo, a partir de outra funcao definida por

Chebyshev.

Definicao 2.2. Para x > 0, definimos a funcao ¥ de Chebyshev pela formula

I(x) =) logp

p<z

onde p varia no conjunto dos numeros primos menores ou igual a x.

A dltima férmula para 1 (z) assume a forma

W)=Y 9 (2.1)

m<logy x
O préximo resultado relaciona os quocientes ¥ (x)/x e ¥(x)/x.

Teorema 2.1. Para x > 0, temos que

)< @) @) _ (oga)’

x x T 2¢/xlog?2
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Demonstra¢ao. Da expressao (2.1), segue que

0<(e)—d(x)= Y I

2<m<logy x

Além disso, pela definicao de ¥(x), temos imediatamente a desigualdade

¥(z) < Zlogx < zlogx

p<zw
Assim,
0<y(x)—d@)< Y a/"loga'/™) < (log, z)v/xlog V&
2<m<log, x
_logz log - = vz (log z)?
log2 2 2log 2
Dividindo essa desigualdade por x, segue o teorema. O]

2.2 Notacao Assintoética

Definicao 2.3. Se g(x) > 0 para todo x > a, escrevemos
f(z) =0(g(x)) leia-se: f(z) € 6 grande de g(x)

no sentido de que o quociente f(x)/g(x) € limitado para x > a, isto é, eriste uma constante
M >0 tal que
|f(x)| < Mg(x) para todo x> a

Por exemplo, temos que
2?2 =0(2%), 2"=0("),¥yneN e logx =O0(z).

E importante observar que f(z) = O(g(z)) ndo implica em geral que g(z) =
O(f(z)). Por exemplo, 2° = O(z*), mas ndo é verdade que z° = O(z?), pois 2°/z* = x
nao € limitada.

Temos ainda que vale a transitividade nessa notagao, ou seja f(z) = O(g(x)) e

g(x) = O(h(z)), entao f(z) = O(h(zx)). Outra fato é que se fi(z) = O(g(h)) e fa(x) =

19



O(g(2)), entdo fi(z) + fo(z) = Olg(2)).

Definicao 2.4. Se

m 1) _
A

dizemos que f(x) é assintético a g(x) quando x — oo e também denotamos isso por
f(x) ~g(x) quando z — oc.
Como exemplo, temos que

2
. . oxttaor+1
??4+zx+1~2® quando = — oo pois lim ————— =1

T—00 x2

Definicao 2.5. Se ocorrer que

im @ =
)

denotaremos esse fato por f(x) = o(g(x)).

ogxr
8% _ .

Por exemplo, log(x) = o(x), pois lim
T—00 I

2.3 Relagoes entre ¥(z) e w(x)

Nessa segao vamos deduzir duas férmulas relacionando ¥(z) e w(z). Elas serdo

usadas para concluir que o Teorema dos Numeros Primos é equivalente a provar que

Para alcancar nosso objetivo, iremos usar a identidade de Abel, lema de Abel.
Esse importante resultado relaciona uma soma discreta com uma integral, permitindo-nos
obter formulas assintoticas usando técnicas de integracao, ou seja, com auxilio da Anélise

Matematica, ou simplesmente o Célculo. Convém lembrar o Teorema Fundamental do

Célculo (TFC): Se f é C'[a, b], entdo

b
[ =0 ),
que sera usando demonstracao da identidade de Abel.
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Teorema 2.2 (Identidade de Abel). Seja a(n) uma funcao aritmética e defina A(z) =
Za(n). Dada f € Oy, ], temos que vale a férmula:

n<x

y<n<z

Demonstra¢ao. Denotemos por k = [x] e m = [y]|. Pela defini¢ao da funcdo A, temos que

A(k) = A(x) e A(m) = A(y). Observando que a(n) = A(n) — A(n — 1), segue que

> alm)fn) = ila(n)f(n) = n%wm Al - D]f ()
- ; Aln)f(n) ; Aln—1)f(n)
- ilA(n)f(n) S A1)
Reindexando o segundo somatério, temos
> alm)fn) = Z A(n)[f(n) — f(n+1)] + A(R)f(K) — A(m) f(m + 1)

Usando o Teorema Fundamental do Célculo e propriedade da integral para funcoes continuas

por partes, temos

k—1 n+1
> am)fn) =~ A(n)/ f1(#)dt + Ak) f (k) — A(m) f(m + 1)

y<n<z n=m+1

— i /n+ A f'(t)dt + A(k)f(k) — A(m) f(m + 1)

n=m+1“"

_ / AW+ AR () = Alm) S+ 1)
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Desde que m <y < m+1 < k < x, usando uma propriedade da integral, obtemos

T m+1 k T
/ AW f(t)dt = / A Fd + / AW @t + /k AW f(t)dt
k

= A(m)f(m +1) = A(m)f(y) + / » AQ@)f'(t)dt + A(k) f(x) — A(k) f (k)

— A(m)f(m +1) — A(y) f(y) + / A()f ()t + Al)f(x) — AR)F(R)

m—+1

e nessa tltima equagao foi usado que A(k) = A(z), A(m) = A(y). Esta tltima identidade

implica diretamente no teorema e concluimos a demonstracao. O

Corolario 2.3. Com as mesmas notacées do teorema anterior e com f € C'[1,x], temos

que vale a formula:
> alw)fn) = A@)f(e) - [ AW @i 2.3)

A partir da Identidade de Abel, podemos expressar ¥(z) e m(x) em termos de

integrais.

Teorema 2.4. Se x > 1, entao

1 1 1
a) ZE =logx+~v+ 0O (E), Onde’y:xli_{go <Zﬁ—10g$) ~0,57721

n<x n<x

1 1-s
b) ZE: f_s—i—y(s)—i—O(x_s) s>0,s#1

n<x

onde y(s) € uma constante que depende de s e nao de x.

Demonstra¢ao. Vamos provar apenas o item a), sendo b) andlogo. Para f(x) = 1/x e
a(n) = 1 no Corolério 2.3, e notando que A(z) = [z], temos que

t
up

t2

™
S |
I
=
S|
+
—
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Escrevendo [z] = o + {x}, sendo {z} a parte fraciondria de x, obtemos

Zl x—l—{x} t+{t}

n<x
{x} /Il “{t}
1+ - g
= : -+ B

:log:v+1+/ {t—}dt+@— @dt.
;2 x 12

xT

A integral imprépria / {t}/t*dt existe, desde que é dominada por / 1/t*dt. Temos

O</ < /t__%

Desse modo, podemos escrever

o (1) e [,

sendo v chamada de constante de Euler-Mascheroni. Dai, com essas consideracoes, segue

ainda que

que

1 1
Z—:logx+7+0(—>.
n x

n<x

Finalmente, isolando v e tomando o limite quando x — oo, concluimos o resultado. [
Nosso proximo resultado relaciona as fungoes 9(z) e 7(z).

Teorema 2.5. Para x > 2, temos que

o= 20 [0, 29

log x tlog“t
Demonstra¢ao. Primeiramente considere a func¢ao a definida da seguinte maneira: a(n) =
1 se n é primo e a(n) = 0 caso contrario. Essa é a func@o caracteristica do conjunto dos

primos. Isso nos permite escrever:

:Zl:Za(n) e Zlogp Za )logn

p<z n<z p<z n<a
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Agora fazendo f(z) = logz na identidade de Abel, obtemos

I (z) = Za(n) logn = m(x)logz — /lx Tdt

n<x

que comprova (2.4), desde que w(t) = 0 para t < 2. Para a outra identidade, vamos

considerar b(n) = a(n)logn e assim, temos

1
logn

m(x)= > bn)

3/2<n<z

e V(x)=) bn)

n<x

Tomando f(z) = 1/logx na identidade de Abel, com y = 3/2, concluimos que

_O(=)  9(3/2) “ ()
m(@) = log B log 3/2 + /3/2 tlog%dt

que implica em (2.5) desde que ¥(t) =0 pra t < 2. O

2.4 Proposicoes Equivalentes do Teorema dos Nimeros
Primos

Teorema 2.6. As sequintes relagoes sao logicamente equivalentes:

7(x)

z—o0 1/ log x - (2.6)
i = 2D

Demonstracao. A equivaléncia entre (2.7) e (2.8) é consequéncia do Teorema 2.1. Basta

entdo provar a equivaléncia entre (2.6) e (2.7). Da equacao (2.4), obtemos

O(z) w(x)logz 1 /gg @dt (2.9)

x x x t

24



Supondo a validade de (2.6), temos que 7(t)/t = O(1/logt), e assim,
1 €T x
_/ @dt:()(l/ ﬂ)
x )y x Jo logt

T dt /ﬁ dt /I dt _ Vo x—\m
2

, logt B logt vz logt ~ log?2 + log /x

Além disso,

O que implica em
o1 [T dt
lim — — =
z—oo x Jo logt

Esse fato, juntamente com a equagao (2.9) implica em (2.7). Agora, assumindo (2.7),

temos pelo Teorema 2.1 que

m(x)logx  Y(v) logx/m V(1)
+ dt

x oz T tlogzt

Desse modo, para obtermos (2.6), é suficiente mostrar que

1 xT
lim Ogm/ ”(2 dt = 0 (2.10)
z—=oo T Jo tlog“t

Como estamos assumindo (2.7), é imediato que ¥(t) = O(t) e por consequéncia,
1 o0t 1 °odt
[ o2 )
r Jo tlog“t r Jo log“t

/x dt :/ﬁ dt +/$ dt <\/§+x—\/§
5 log?t o log’t J,mlogit ~ log?2  log®

que implica em
1 Todt
lim Og“:/ —dt =0,
g0 x Jy log®t

No entanto,

comprovando (2.10). Portanto, (2.7) implica em (2.6) . O

2.5 Teorema de Shapiro e Aplicacoes

Nessa secao, tratamos de um resultado devido a Shapiro, que nos permite, a partir

de identidades com a parte inteira, remover esse colchetes e obter novas identidades.
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Teorema 2.7. Seja a(n) uma sequéncia nao-negativa tal que

Z&(n) [ﬂ = xlogx + O(z) para todo x > 1

n<x
Entao:

a) Para x > 1, temos que

ZM =logz + O(1)
n
n<x
b) Eziste uma constante B > 0 tal que

Z a(n) < Bz para todo x > 1

n<zx

c¢) Eriste uma constante A >0 e um xo > 0 tal que

Z a(n) > Ax para todo x > xg

n<x

Demonstracao. Vamos denotar

(2.11)

Inicialmente, provaremos b). Para isso, vamos provar a validade da seguinte desigualdade:

T

S(z) — S (5) < T(z) — 2T (g)

Temos que

10920 (3) = X 2]t 2 5[] oo

n<x n<z/2

- X (- I |

n<z/2 z/2<n<z

=l a(n)

n

Desde que [2y] — 2[y] = 0 ou 1, a primeira somatdria é ndo negativa, e portanto

-2 (3)2 ¥ [flawz ¥ aw=sw-5(3)

z/2<n<z z/2<n<z
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comprovando (2.12). Da equagao (2.11), segue que

T(x)—2T (g) =zlogz + O(z) — 2 <§ logg + O(:B))

=zlogz + O(z) —xzlogx + xlog2 = O(x)

Dai, por (2.12), concluimos que S(z) — S (g) = O(z). Isso nos permite obter uma
constante K > 0 tal que

S(m)—S(g) < Kz Vz>1

Aplicando essa desigualdade sucessivamente para x/2, x/4 e assim por diante, obtemos

Contudo, temos que S(X/2") = 0 quando 2" > z. Somando essas desigualdades, temos

que

11
S(x)gK(1+§+Z+---) < 2K,

ou seja, provamos b) com B = 2K. Agora vamos verificar a). Desde que [z] = z + O(1),

obtemos

T() =3 a(n) [%} = a(n) (% + 0(1))
_ “T”) +0 (Za(n)) =2y “(g) +0()

Z @ — lT(x) +0(1) =logx + O(1),

T

o que implica em a), visto que logz = O(x). Vamos estabelecer agora ¢). Para isso,

considere
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Podemos reescrever a) com

A(xz) =logz + R(z), com R(z)=0(1),

Como R(z) = O(1), existe uma constante M > 0 tal que |R(z)| < M para todo z > 1.

Seja o € (0,1) a ser especificado mais adiante e considere a diferenca

Alz) — Alaz) = Y “(7:‘)

ar<r<z

Sendo x > 1 e ax > 1, podemos estimar

A(x) — Alax) = logx + R(x) — log ax — R(ax)
> logx — |R(z)| —loga —logz — |R(ax)|

> —loga —2M.

Desde que liII(l) (—loga — 2M) = +00, e usando o Teorema do Valor Intermedidrio para a
a—
fungao h(a) = —loga — 2M, concluimos que existe a € (0,1) tal que —logaw —2M =1

Para este «, temos a validade da desigualdade
Alx) — Alaz) >1 se z>1/a.

Mas

Ax) - Alaz) = ¥ @ < %Za(m _ SOE?

Essas duas inequagoes nos permitem concluir que

Isso prova ¢) com A =« e xg = 1/a. O
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Teorema 2.8. Para x > 2, temos que vale a estimativa

X

Z A(n) [ﬂ =xzlogr —x + O(logx)

Demonstracao. Pela definicao da funcao de Mangoldt, temos que

Ylogn =33 Am) =3 Am)Y 1= A(m) [%} .

n<x n<zr min m<x n<z m<x
mln

Usando a identidade de Abel, e observando que [z] = x + {z}, obtemos

ZA(n) [ﬂ = Zlogn: [x] logx—/lz [i—]dt

n<x n<x
B T T iﬁi
=zxlogz+ [ dt+ {x}logzx + ” dt
1 1

=zxlogx —x + O(log x)

Notando que —z + O(log z) = O(x), verificamos que

X

ZA(n) [ﬂ = zlogz + O(z),

e usando diretamente o Teorema 2.7, obtemos o seguinte resultado.

Teorema 2.9. Para todo x > 1, temos que

Z# =logz + O(1)

n<x

Além disso, existem constantes positivas c; e co tais que

Y(x) <z para todo = >1

W(x) > cox para todo x  suficientemente grande.

De modo semelhante, temos um resultado para a fungao ¥(z).
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Teorema 2.10. Para todo x > 1, temos que

3 8(P) _ 1055 4+ 0(1) (2.14)

p<z

Além disso, existem constantes positivas c¢i e co tais que

Y(x) <z para todo = >1

V(x) > cox  para todo x  suficientemente grande.

Demonstracao. Pela definigdo da fungao de Mangoldt, e observando que [z/n] = 0 para

n > x, temos que

3 An) [ﬂ -y E} 1ogp+2§: {pim} log p

n<lx p<lz p<x m=2

Vamos provar que a segunda soma acima é O(z). De fato,

I FAIETED Bt ol FAED Bt 7D oe-
m=2 m=2

p<x m=2 p<z p<w
oY tospY” (1) = Y losp
— ) = —
p<z  m=2 \P = rl-lp
log p = logn
Yy ——=<z)y ———=0(z)
;p(p—l) gn(n—l)

onde usamos a féormula da soma de uma progressao geométrica e a convergéncia da série
oo

numérica Z logn/n(n — 1) (basta observar que o termo logn/n(n — 1) é dominado por
n=2
1/n*? para n grande e usar o teste da comparacio).

Dessa forma, essas consideracoes e o Teorema 2.8, implicam que

Z E} logp = ZA(n) [ﬂ + O(z) = xlogx 4+ O(x)

p<z n<a

Seja a(n) = 1 se n é primo e a(n) = 0 se n = 1 ou composto, chamada de fungao
caracteristica dos primos. Com o auxilio dessa funcao e usando o Teorema 2.7, concluimos

a demonstracao. O
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Teorema 2.11. Para todo x > 1, temos que

Zw (%) =xlogz —x + O(logz),

n<x

Zﬁ (g) = zlogx + O(x).

n<x
Teorema 2.12. Seja F' uma fungdo real ou complexa, definida sobre o intervalo (0, 00)

e defina

= longF <%>

n<x

Entao

)logz+ Y F (%) An) =Y u(d)@ (g)

n<z d<z

Demonstra¢ao. Podemos escrever F'(x)logx como uma soma:

F(x)logx:ZH <)log— ZF( >1og§;u(d)

n<x n<z

Lembrando da férmula

= log %u(d)

dln

descrita no Teorema 1.11, temos que

S (5) a0 5 () St

n<z n<z din

Somando essas equacgoes, obtemos

Fla)loga+ 3 F (£) Am) = S P (2 )Zu (1og§+1og§)

n<x n<z
-3 S () wiaos

dn<z dn

Nessa ultima somatoéria, escrevemos n = qd para obter

S5 r () raes =S waon; S F () = S ue (7)

d<z d|n d<z g|n/d d<z
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e assim, segue o resultado. O

2.6 Demonstracao da Identidade de Selberg

Nesta secao iremos demonstrar uma identidade conhecida por identidade de Sel-
berg (2.15), tendo sido publicado uma versao em 1948. Ela foi a chave para obtencao de
uma demonstracao elementar do TNP. Também é importante saber que o TNP implica

nessa formula assintotica.

VU(z)logx + Z logp ¥ <%> = 2xlogx + O(x) (2.15)

p<z
Existem variagoes dessa identidade, tais como uma em que aparece ¥ (z) no lugar de J(x),
juntamente com a fungao A(n).
No Teorema 2.12, tomando F(z) = ¢(x) e Fy(x) = —~—1, sendo 7 a constante

de Euler, obtemos, respectivamente,

x
G1(x) oga:nimw (n) ogz(zlogz + —xlogx + O(logx))
= zlog?x — xlogx + O(log® z),

sendo usando o Teorema 2.11, e

Gy(x) = logxz (% —y— 1) = xlog:}cZ% — (v +1)[z]log x

n<x n<lx
1
=uzlogx <log$ +v+0 (5)) —(v+ D logz(x+ O(1))

=zlog?x + yrlogx + O(logz) — yrlogx — xlogw

= zlog®x — zlogz + O(log z)
Dessa forma, temos que
Gi(z) — Ga(w) = O(log® ) = O(V/x).

Agora aplicando o Teorema 2.12 para cada uma das funcgoes F; e F, e subtraindo as
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equagoes obtidas, obtemos que o lado direito tem a seguinte estimativa:

w0 (6:(5) - (5)) =0 (5) =0 (FE ) -0

Desse modo, temos
(W) — 5 - —1logx+2( () + 200+ 7+ 1) An) = Ofa).

ou ainda,

108“50+Z¢< ) —xlogx+(7+1)1ogx+x2—+ +1)) " A(n)

n<x n<x

Usando a equagao (2.13), que logx = O(z) e que ZA(n) = ¢Y(z) = O(x), chegamos na
n<x

seguinte identidade de Selberg

1oga;+2¢< ) ) = 2zlogz + O(x)

n<x

Vamos agora provar que essa identidade implica em (2.15). Primeiramente, de (2.1),

temos que 1 (x) — I(x) = O(y/rlog?x), e portanto
Y(z)logz = V() logx + O(y/xlog® v) logx = ¥(x) log x + O(v/xlog® z)

Como logz < C'¥/z para z suficientemente grande, temos que v/zlog®z = O(v/z\/x) =

O(z), e isso nos da que

¥(z)logx = d(z)logz + O(x)

Para concluir o teorema, basta verificar a seguinte férmula assintotica

Zz/)( ) Zﬁ( )1ogp+0(g;)

n<zx p<x

De fato,

o ¢ 5o e S B0 ()

n<x



Desde que ¥(z) = O(x), procedendo do mesmo modo da demonstragao do Teorema 2.14,

concluimos que

Zligﬁﬂ (pim) logp = O (Z 1%:% logp> = O(z),

p<z m=2 p<x m=2

e com isso concluimos o teorema.
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Capitulo 3

Prova Elementar do Teorema dos

Numeros Primos

Acreditou-se durante muito tempo que métodos analiticos deviam ser em-
pregados na demonstracao do Teorema dos Numeros Primos. Houve grande
surpresa na comunidade matematica, quando Erdos, assim como Selberg, em
1949, deram uma demonstracao utilizando unicamente as estimativas elemen-

tares de certas fungdes aritméticas (Ribenboim (2012)).

Vamos falar mais um pouco da funcdo m(z), que conta os nimeros primos que

sao menores ou igual a . Em simbolos:
7(z) = #{p < z : sendo p um niimero primo}

Por exemplo, consultando a lista dos primos no Apéndice A, obtemos as seguintes conta-

gens listadas na tabela 3.1:

Tabela 3.1: Alguns valores de 7(z)

10 30 100 1000 10000
4 10 25 168 1229

)
3

O método usual para encontrar nimeros primos em um determinado intervalo é
usar o famoso Crivo de Eratdstenes.
A funcao 7(z) é uma tanto irregular, ficando constante em intervalos. Sabendo

que para a fungao m(x) ndo se comporta bem, serd que é possivel encontrar uma fungao
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“mais regular’que seja uma boa aproximagao para ela? Em outras palavras, 7(z) =~
f(z) para z suficientemente grande, para alguma fungao f(x) conhecida? Vejamos o
comportamento grafico da fungao 7(x) para alguns valores de x.

O grafico dessa funcao para valores abaixo de 25 é apresentado a seguir:

Figura 3.1: Grafico da Funcao m(x) para < 25

Para valores abaixo de 100, o gréfico de 7(z) fica:

25
20
15}

10}

Figura 3.2: Grafico da Funcao m(x) para < 100

Para valores abaixo de 1000 e 10000, os graficos para 7(z) sdo, respectivamente:

g . _—
lco:- -"/f 200/ -/’-//
i / e /’-
| . -
so- e //
Figura 3.3: Gréfico da Funcao 7(x) para Figura 3.4: Gréafico da Fungao 7(z) para
z < 1000 x < 10000

36



Os graficos sugerem que a fungao m(x) aparenta-se regular quando z torna-se
cada vez maior. Dessa forma, faz sentido buscar uma funcao f(x) que seja uma boa
aproximacao para 7(z) no sentido assintético.

A seguir, apresentamos um trecho da uma carta de Gauss a Encke, datada de 24

de dezembro 1849.

yHa  hgal g .
{nter Primjahic 75—2) grﬁ&r Formel ‘I/A""“i
500000 | 41556 mézoé,z; + 50,4 4'1’95 +449
foos oo | 78 50| | 786175 +126,5 78"?21 +17h7
1500 co0 | 124112 | 1RO 0 41501\ 143740 y2b4y
200 000 | 148883 | 1490548 4 1718) 1492330 + 350,0
R §a9 000 1330;6 1882450 +224.0) £ 4}5‘,) +479,1
2000000 116745 zf(y;ra.(:fzﬂ,dl2:790&5‘_,.5(3.6

:Z’w Agwf'e» ik kv o diesim //r- envlands f»cM{a// ,
t‘ Mlmw P 'n.u," te’ﬁlwnf ,‘au-/ /}4.1#«{"” 9 %‘1
}r‘-cfﬂ hube ik o semes Theorie & /Vmﬁv e -not?c'}ﬂ{k{,
wnd o der Jueden (Envdép e ye daract 561-(;’}""¢qu.
““""l 3 ‘.“ :‘cr a'ufcnc ens (o‘l« ted dem verged
.J’GA/ Aaben Mﬁ, ;Aye,u(m ﬁnyM‘J die ‘?:-rme{ ‘

n

T e ——

/?..,_4

Figura 3.5: Fonte: Gauss (1849)

Através dessa tabela de valores, Gauss conjecturou que para z suficientemente

grande, vale

sendo a segunda aproximagao melhor.
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Para se ter uma ideia dos valores produzidos por essas funcoes, observe a tabela

3.2

Tabela 3.2: Comparacoes das aproximacoes

x m(x) x/logz  Li(x)

100 25 21,71 29,08
1000 168 144,76 176,56
10000 1229 1085,74 1245,09
100000 9592 8685,89 9628,76

Uma evidéncia grafica desses comportametos assintoticos, podem ser vistos no

grafico abaixo:

50
q0f
30}
20}

10}

' ' ' ' 1 ' ' ' ' 1 ' ' ' ' 1
50 100 150 200

Figura 3.6: Gréficos de Li(z) (topo), m(z) (meio) e z/logz (inferior)

Estamos prontos para apresentar nesse capitulo, uma demonstracao elementar do
Teorema dos Numeros Primos, publicada por Selberg [veja Selberg (1949) e Erdos (1949)].

Como observado no Teorema 2.6, o TNP ¢é equivalente a provar a validade do limite

TACO (3.1)

T—00 T

sendo J(x) a fungao de Chebyshev definida por

I(x) = logp (3.2)

p<w

e p variando entre os niimeros primos.
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A ideia basica da demonstracao é fazer uso da férmula assintotica

Y(x)logz + Z logp ¥ (%) = 2zlogz + O(x) (3.3)

p<z

Para ilustrar o uso dessa identidade, de modo informal, observamos que a férmula

(3.3) implica que

J(x) 1 3 logp ¥(z/p)

+ — 2 quando = — o0
x log x p x/p

p<z

I(x
Se tivessemos Q — [ quando x* — o0, e usando a identidade (2.14), o limite acima
x
implicaria que [ 4+ [ = 2, ou seja, [ = 1. No entanto, precisamos garantir a existéncia de
tal limite. Desse modo, vamos introduzir as seguintes notagoes:
() U(x)

liminf —= =a e limsup—==A
T—00 xT T—00 T

Em func¢ao do Teorema 2.10, tais limites sao finitos. Além disso, vale que a < A,

restando provar a desigualdade oposta.

Lema 3.1. Com as notacgoes acima, temos que a + A = 2.

Wz
Demonstracao. Desde que A = lim sup Q, podemos obter uma sequéncia x,, — oo tal
T—00 X

que Y(x,) = Az, + o(x,), e portanto
V(z,) log x, = Az, log x, + o(x, log z,,).
Pela identidade de Selberg (3.3), segue que

p

p<zn

Tn Tn o .
Fixado 6 > 0, temos que ¢ (—) > (a — §)— para n sificientemente grande. Essa
p p

desigualdade e 2.14 implicam que

T, Tn log p
J|{ — ) logp > a—0)—logp > (a—90)z,
50 (%) ogpz X a5 omp 2 (0 o1 3

p<Tn p<zn p<xTn

> (a — 6)xy, log x, + o(x, log zy,).
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Juntando essas estimativas, vemos que para n suficientemente grande vale
(2 —A)z,logz, > (a—d)x,logz, + o(x, log z,)
Dividindo essa desigualdade por x, log z,, e fazendo n — oo, concluimos que
2—A>a-—0.
Como ¢ foi tomado de modo arbitrario, podemos fazer 6 — 0, obtendo
2>a+ A

De modo anélogo, trabalhando com uma sequéncia z/, — oo tal que ¥(x),) = az], + o(x))),

segue que 2 < a + A e portanto, o lema esta provado. O

O lema a aseguir também serd importante na demonstracao do TNP e sua de-

monstracao sera omitida.

Lema 3.2. Fazendo v — 0o de modo que ¥(x) = Az + o(x). Entao, para qualquer primo

p; < x, exceto para o conjunto dos primos satisfazendo

zf%p:m%@ (3.4)

p

! (g) = +o (f) (3.5)

3.1 Demonstracao do Teorema dos Niumeros Primos

nos temos que

Primeiramente, tomando = suficiente grande, com ¥(z) = ax + o(x), podemos

deduzir de (3.3), do Lema (3.2) e do Teorema (2.14), que

V(x)logz + Z logp ¥ <%) =(a+ A)zlogz + O(x)

p<z
log p
p

:axlogx+AxZ

p<z

+ O(x)
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- (9(x) — az)logz + Y logp {79 (E) - AE} o) o

p

p<w

Assim, podemos concluir que

Y logp [19 (g) - Aﬂ = o(zlog z). (3.7)

p<z

Afirmamos que fixado ¢ > 0, para x suficientemente grande, vale

9 (f) > (A— 5)% (3.8)

p

exceto possivelmente para um conjunto S dos primos abaixo de x e satisfazendo

1
Z 8P _ o(log x).
p

peES

De fato, se existisse algum primo p ¢ S satisfazendo a desigualdade oposta a (3.8),

tomando py como o menor desses primos, segue que

o(wlogz) = logp [0 (g) - Ag] < 3 logp [19 (p%) - Apio] + o(zlog z)

p<z p<xz,p¢S

IN

1 1
—0x Z 8P | o(zlogr) < ox Z 98D _ —oxlogx + o(xlog z).

p<z,p¢S Po p<z,p¢S

Isso implica que dz log z+o(z log z) < 0. Dividindo por zlog z e fazendo x — oo, obtemos
que 6 < 0, uma contradigao.

Pelo Lema 3.2, podemos deduzir que existe um z’, com v/ < 2’ < z satisfazendo
d(x') = Az’ + o(z'). Agora usando (3.6), permutando a e A e substituindo z por 2/,

deduzimos que
x x
I — ) <(a+0)— 3.9
( p ) ( ) p (39)

exceto possivelmente para o conjunto dos primos abaixo de 2’ e satisfazendo

1
Z 98D _ o(log )
b

No artigo (Erdos (1949)), Erdos mostra que é possivel obter primos p e p’, nao pertencentes
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ao conjunto S, com
/
Z< i, < (1+ 5)£
p D p
Dai, segue de (3.8), (3.9) e da monotonicidade de J(x) que

! z

) gﬁ(}%) <(a+5)%<(a+5)(1+5)]—9

X

(A_5)5<q9(p

p

ou seja,

A—5 < (a+06)(1+0).

Fazendo ¢ tender a 0, obtemos A < a. Com isso, concluimos que a = A e desde que

a+ A =2, temos provado que a = A = 1, ou seja, existe o limite

v,
lim ﬁ =1
T—00 i

3.2 Algumas Aplicacoes do Teorema dos Numeros
Primos

Apresentamos aqui trés aplicacoes diretas a partir do Teorema dos Ntumeros Pri-

mos.

Aplicagao 1: Paraa > 0e b > 0, temos que

. 7(laz) a
1 -
500 w(bz) b

De fato, pelo TNP obtemos

7(ax) . m(azx)
lim m(ax) = lim @ ar _ %am00 ax _ @
T—300 W(bx) z—00 b W(bl’) b i W(bx) b
bx z—oo  bx

Aplicagao 2: Para 0 < a < b, temos que existe z tal que 7(ax) < m(bz) para todo

T > xg.

Para verificar esse fato, convém observar que para qualquer ¢ > 0, temos que

. logx
lim =
z—o0 log cx
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e consequentemente,

1 1 1
= +o0 .
logcxr logx log x

x x
+o0
log <log:c)

=(b—a+o(1))

Pelo TNP, segue que

7(bx) — m(ax) = (b — a)

log

Agora basta tomar xy de modo que b—a+o(1) > 0 para todo > x( e com isso também
teremos que 7w(bx) — w(ax) > 0, concluindo o resultado.

O resultado contido na Aplicagao 2 nos informa que dados 0 < a < b, para x
suficientemente grande, existe pelo menos um nimero primo no intervalo (az, bx). Com o
uso desse resultado, podemos fazer uma outra aplicacao que nos permite obter a densidade

de um determinado conjunto nos reais positivos.

Aplicagao 3: O conjunto A = {p/q : p, q primos} ¢ denso em R, ou seja, dados

0 < a < b, existe p/q € (a,b), com p e ¢ sendo nimeros primos.

Segue da Aplicacao 2 que existe um primo no intervalo (ax, bz) para todo x > z,.
Tomando um primo g > x, concluimos que existe um primo p no intervalo (aq,bq) e

portanto p/q € (a,b).
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Conclusao

Para que serve contar nimeros primos até um certo 7 Podemos interpretar a
conjectura, abordada no trabalho, de algumas maneiras: densidade dos ntimeros primos,
porcentagem, probabilidade de se encontrar um primo até x. Essa é uma informagao
util? Para pesquisadores dos numeros, sim, pois temos uma estatistica a interpretar,
propriedades a descobrir, uma curiosidade a se investigar. Sabemos que os nimeros
primos sao de suma importancia em nosso dia a dia, como na codificacao de mensagens,
nossas senhas, seguranca digital.

Devemos entender que para um matemaéatico, nem sempre o tesouro estd no final
do arco-iris. Passamos por Gauss, Dirichlet, Chebyshev, Riemann, Hadammard, Poussim,
Selberg e Erdos, apenas para demonstrar esse teorema? Claro que nao. Nesses 300 anos,
tiveram varios semindarios e convengoes em que grandes matematicos trocavam ideias,
demonstragoes, pesquisas, muitas vezes através de cartas, ja que nao existia internet nos
séculos XVIII, XIX e metade do XX. Esse é o tesouro desse teorema: novas fungoes,
inovadoras formulas e técnicas nas demonstragoes, a arte da descoberta de uma nova
fronteira a atingir com esses conhecimentos.

Esse é um trabalho que vem a enriquecer os interessados nos nimeros primos,
que valorizam demonstracoes em Matematica. Serve como um ponto inicial, um roteiro

para quem tiver interesse no Teorema dos Numeros Primos.
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Apeéendice A
Primos até 10000

2,3, 5,7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97
101, 103, 107, 109, 113, 127, 131, 137, 139, 149, 151, 157, 163, 167, 173, 179, 181, 191,
103, 197, 199, 211, 223, 227, 229, 233, 239, 241, 251, 257, 263, 269, 271, 277, 281, 283
293, 307, 311, 313, 317, 331, 337, 347, 349, 353, 359, 367, 373, 379, 383, 389, 397, 401,
409, 419, 421, 431, 433, 439, 443, 449, 457, 461, 463, 467, 479, 487, 491, 499, 503, 509
521, 523, 541, 547, 557, 563, 569, 571, 577, 587, 593, 599, 601, 607, 613, 617, 619, 631,
641, 643, 647, 653, 659, 661, 673, 677, 683, 691, 701, 709, 719, 727, 733, 739, 743, 751,
757, 761, 769, 773, 787, 797, 809, 811, 821, 823, 827, 829, 839, 853, 857, 859, 863, 877
881, 883, 887, 907, 911, 919, 929, 937, 941, 947, 953, 967, 971, 977, 983, 991, 997, 1009,
1013, 1019, 1021, 1031, 1033, 1039, 1049, 1051, 1061, 1063, 1069, 1087, 1091, 1093, 1097,
1103, 1109, 1117, 1123, 1129, 1151, 1153, 1163, 1171, 1181, 1187, 1193, 1201, 1213, 1217,
1223, 1229, 1231, 1237, 1249, 1259, 1277, 1279, 1283, 1289, 1291, 1297, 1301, 1303, 1307,
1319, 1321, 1327, 1361, 1367, 1373, 1381, 1399, 1409, 1423, 1427, 1429, 1433, 1439, 1447,
1451, 1453, 1459, 1471, 1481, 1483, 1487, 1489, 1493, 1499, 1511, 1523, 1531, 1543, 1549,
1553, 1559, 1567, 1571, 1579, 1583, 1597, 1601, 1607, 1609, 1613, 1619, 1621, 1627, 1637,
1657, 1663, 1667, 1669, 1693, 1697, 1699, 1709, 1721, 1723, 1733, 1741, 1747, 1753, 1759,
1777, 1783, 1787, 1789, 1801, 1811, 1823, 1831, 1847, 1861, 1867, 1871, 1873, 1877, 1879,
1889, 1901, 1907, 1913, 1931, 1933, 1949, 1951, 1973, 1979, 1987, 1993, 1997, 1999, 2003,
2011, 2017, 2027, 2029, 2039, 2053, 2063, 2069, 2081, 2083, 2087, 2089, 2099, 2111, 2113,
2129, 2131, 2137, 2141, 2143, 2153, 2161, 2179, 2203, 2207, 2213, 2221, 2237, 2239, 2243,
2251, 2267, 2269, 2273, 2281, 2287, 2293, 2297, 2309, 2311, 2333, 2339, 2341, 2347, 2351,
2357, 2371, 2377, 2381, 2383, 2389, 2393, 2399, 2411, 2417, 2423, 2437, 2441, 2447, 2459,
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2467, 2473, 2477, 2503, 2521, 2531, 2539, 2543, 2549, 2551, 2557, 2579, 2591, 2593, 2609,
2617, 2621, 2633, 2647, 2657, 2659, 2663, 2671, 2677, 2683, 2687, 2689, 2693, 2699, 2707,
2711, 2713, 2719, 2729, 2731, 2741, 2749, 2753, 2767, 2777, 2789, 2791, 2797, 2801, 2803,
2819, 2833, 2837, 2843, 2851, 2857, 2861, 2879, 2887, 2897, 2903, 2009, 2917, 2927, 2939,
2953, 2057, 2963, 2969, 2971, 2999, 3001, 3011, 3019, 3023, 3037, 3041, 3049, 3061, 3067,
3079, 3083, 3089, 3109, 3119, 3121, 3137, 3163, 3167, 3169, 3181, 3187, 3191, 3203, 3209,
3217, 3221, 3229, 3251, 3253, 3257, 3259, 3271, 3299, 3301, 3307, 3313, 3319, 3323, 3329,
3331, 3343, 3347, 3359, 3361, 3371, 3373, 3389, 3391, 3407, 3413, 3433, 3449, 3457, 3461
3463, 3467, 3469, 3491, 3499, 3511, 3517, 3527, 3529, 3533, 3539, 3541, 3547, 3557, 3559,
3571, 3581, 3583, 3593, 3607, 3613, 3617, 3623, 3631, 3637, 3643, 3659, 3671, 3673, 3677,
3691, 3697, 3701, 3709, 3719, 3727, 3733, 3739, 3761, 3767, 3769, 3779, 3793, 3797, 3803,
3821, 3823, 3833, 3847, 3851, 3853, 3863, 3877, 3881, 3889, 3907, 3911, 3917, 3919, 3923,
3929, 3931, 3943, 3947, 3967, 3989, 4001, 4003, 4007, 4013, 4019, 4021, 4027, 4049, 4051
4057, 4073, 4079, 4091, 4093, 4099, 4111, 4127, 4129, 4133, 4139, 4153, 4157, 4159, 4177,
4201, 4211, 4217, 4219, 4229, 4231, 4241, 4243, 4253, 4259, 4261, 4271, 4273, 4283, 4289,
4297, 4327, 4337, 4339, 4349, 4357, 4363, 4373, 4391, 4397, 4409, 4421, 4423, 4441, 4447,
4451, 4457, 4463, 4481, 4483, 4493, 4507, 4513, 4517, 4519, 4523, 4547, 4549, 4561, 4567,
4583, 4591, 4597, 4603, 4621, 4637, 4639, 4643, 4649, 4651, 4657, 4663, 4673, 4679, 4691
4703, 4721, 4723, 4729, 4733, 4751, 4759, 4783, 4787, 4789, 4793, 4799, 4801, 4813, 4817,
4831, 4861, 4871, 4877, 4889, 4903, 4909, 4919, 4931, 4933, 4937, 4943, 4951, 4957, 4967,
4969, 4973, 4987, 4993, 4999, 5003, 5009, 5011, 5021, 5023, 5039, 5051, 5059, 5077, 5081
5087, 5099, 5101, 5107, 5113, 5119, 5147, 5153, 5167, 5171, 5179, 5189, 5197, 5209, 5227,
5231, 5233, 5237, 5261, 5273, 5279, 5281, 5297, 5303, 5309, 5323, 5333, 5347, 5351, 5381,
5387, 5393, 5399, 5407, 5413, 5417, 5419, 5431, 5437, 5441, 5443, 5449, 5471, 5477, 5479,
5483, 5501, 5503, 5507, 5519, 5521, 5527, 5531, 5557, 5563, 5569, 5573, 5581, 5591, 5623,
5639, 5641, 5647, 5651, 5653, 5657, 5659, 5669, 5683, 5689, 5693, 5701, 5711, 5717, 5737,
5741, 5743, 5749, 5779, 5783, 5791, 5801, 5807, 5813, 5821, 5827, 5839, 5343, 5849, 5851,
5857, 5861, 5867, 5369, 5879, 5881, 5897, 5903, 5923, 5927, 5939, 5953, 5981, 5987, 6007,
6011, 6029, 6037, 6043, 6047, 6053, 6067, 6073, 6079, 6089, 6091, 6101, 6113, 6121, 6131
6133, 6143, 6151, 6163, 6173, 6197, 6199, 6203, 6211, 6217, 6221, 6229, 6247, 6257, 6263,
6269, 6271, 6277, 6287, 6299, 6301, 6311, 6317, 6323, 6329, 6337, 6343, 6353, 6359, 6361
6367, 6373, 6379, 6389, 6397, 6421, 6427, 6449, 6451, 6469, 6473, 6481, 6491, 6521, 6529,
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6547, 6551, 6553, 6563, 6569, 6571, 6577, 6581, 6599, 6607, 6619, 6637, 6653, 6659, 6661,
6673, 6679, 6689, 6691, 6701, 6703, 6709, 6719, 6733, 6737, 6761, 6763, 6779, 6781, 6791
6793, 6803, 6823, 6827, 6829, 6833, 6841, 6857, 6363, 6869, 6871, 6883, 6899, 6907, 6911
6917, 6947, 6949, 6959, 6961, 6967, 6971, 6977, 6983, 6991, 6997, 7001, 7013, 7019, 7027,
7039, 7043, 7057, 7069, 7079, 7103, 7109, 7121, 7127, 7129, 7151, 7159, 7177, 7187, 7193,
7207, 7211, 7213, 7219, 7229, 7237, 7243, 7247, 7253, 7283, 7297, 7307, 7309, 7321, 7331
7333, 7349, 7351, 7369, 7393, 7411, TAL7, 7433, TA51, 7457, TA59, TATT, TA81, TAS7, 7489,
7499, 7507, 7517, 7523, 7529, 7537, ThA1, 7547, 7549, 7559, 7561, 7573, 7577, 7583, 7589,
7591, 7603, 7607, 7621, 7639, 7643, 7649, 7669, 7673, 7681, 7687, 7691, 7699, 7703, 7717,
7723, 7727, TTAL, 7753, 7757, T759, 7789, 7793, 7817, 7823, 7829, 7841, 7853, 7867, T873,
7877, 7879, 7883, 7901, 7907, 7919, 7927, 7933, 7937, 7949, 7951, 7963, 7993, 8009, 8011
8017, 8039, 8053, 8059, 8069, 8081, 8087, 8089, 8093, 8101, 8111, 8117, 8123, 8147, 8161
8167, 8171, 8179, 8191, 8209, 8219, 8221, 8231, 8233, 8237, 8243, 8263, 8269, 8273, 8287,
8291, 8293, 8297, 8311, 8317, 8329, 8353, 8363, 8369, 8377, 8387, 8389, 8419, 8423, 8429,
8431, 8443, 8447, 8461, 8467, 8501, 8513, 8521, 8527, 8537, 8539, 8543, 8563, 8573, 8581
8597, 8599, 8609, 8623, 8627, 8629, 8641, 8647, 8663, 8669, 8677, 8681, 8689, 8693, 8699,
8707, 8713, 8719, 8731, 8737, 8741, 8747, 8753, 8761, 8779, 8783, 8803, 8307, 8819, 8821
8831, 8837, 8839, 8849, 8861, 88363, 8867, 8887, 8893, 8923, 8929, 8933, 8941, 8951, 8963,
8969, 8971, 8999, 9001, 9007, 9011, 9013, 9029, 9041, 9043, 9049, 9059, 9067, 9091, 9103,
9109, 9127, 9133, 9137, 9151, 9157, 9161, 9173, 9181, 9187, 9199, 9203, 9209, 9221, 9227,
9239, 9241, 9257, 9277, 9281, 9283, 9293, 9311, 9319, 9323, 9337, 9341, 9343, 9349, 9371
9377, 9391, 9397, 9403, 9413, 9419, 9421, 9431, 9433, 9437, 9439, 9461, 9463, 9467, 9473,
9479, 9491, 9497, 9511, 9521, 9533, 9539, 9547, 9551, 9587, 9601, 9613, 9619, 9623, 9629,
9631, 9643, 9649, 9661, 9677, 9679, 9689, 9697, 9719, 9721, 9733, 9739, 9743, 9749, 9767,
9769, 9781, 9787, 9791, 9803, 9811, 9817, 9829, 9833, 9839, 9851, 9857, 9859, 9871, 9883,
9887, 9901, 9907, 9923, 9929, 9931, 9941, 9949, 9967, 9973
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