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RESUMO

O estudo de generalizacdes da sequéncia de Pell € objeto de estudo nesse trabalho. A necessidade
humana da constru¢do dos nimeros e de padroes numéricos e a partir disso a observacao no
cotidiano e na natureza de sequéncias numéricas € observada no contexto histérico. Com
iss0, ocorre um caminho natural para o desenvolvimento de uma sequéncia numérica com uso
significativo em Matemadtica aplicada: a Sequéncia de Pell, com sua equacgdo de recorréncia e
suas principais caracteristicas e propriedades bésicas, sendo usado para isso indu¢do matemdtica
e dlgebra matricial. Apds isso, € feita a ampliacio desta dltima sequéncia para inteiros quaisquer
no mesmo modelo. Uma generalizagao nos reais (R) desta tltima sequéncia, conhecida como
k-Pell € introduzida como elemento necessdrio para implementacdo destes conceitos, bem como
no conjunto dos nimeros complexos € inserida a gaussiana de Pell e ainda as generaliza¢Ges para
os inteiros (Z). Ap6s isso s@o construidos alguns resultados como limites, fungdes geradoras,
polinomiais e hiperbdlicas, bem como a constru¢ao nos conjuntos quatérnios e bicomplexos
com a aplicacdo no software Maple. Isso € feito a partir de uma pesquisa qualitativa descritiva
com a andlise de artigos que desenvolvem os conceitos do texto, principalmente os voltados
a construcdo da sequéncia, apresentacao de propriedades e extensdo para outros conjuntos
numéricos como os quatérnions e bicomplexos a partir dos naturais. Espera-se que ao final
seja possivel analisar o comportamento das generalizagdes da sequéncia de Pell de tal forma
a contribuir para a formacgao de professores de Matemadtica que tenham interesse na temaética,

como elemento mais pratico e eficiente para o ensino de sequéncias numéricas avangadas.

Palavras-chave: Sequéncia de Pell. Generaliza¢gdes. Conjuntos numéricos. CAS Maple.



ABSTRACT

The study of generalizations of the Pell sequence is object of study in this work. The human need
for the construction of numbers and numerical patterns and from this the observation in everyday
life and the nature of numerical sequences is observed in the historical context. Thus, there is a
natural way to develop a numerical sequence with significant use in applied mathematics: the
Pell sequence, with its recurrence equation and its main characteristics and basic properties,
being used for this mathematical induction and matrix algebra. After that, this last sequence is
enlarged to any integers in the same model. A generalization in reals (R) of this last sequence,
known as k-Pell is introduced as a necessary element for the implementation of these concepts,
and in the set of complex numbers is inserted the Gaussian of Pell and plus generalizations for
integers (R). After that some results are constructed as limits, generating functions, polynomial
and hyperbolic functions, as well as the construction in quaternions and bicomplex sets with
the application in Maple software. That is based on a descriptive qualitative research with the
analysis of articles that develop the concepts of the text, especially those focused on sequence
construction, properties presentation and extension to other numerical sets like quaternions and
bicomplexes from natural ones. It is hoped that in the end it will be possible to analyze the
behavior of generalizations of the Pell sequence in such a way as to contribute to the training of
mathematics teachers who are interested in the subject as a more practical and efficient element

for teaching advanced numerical sequences.

Keywords: Pell Sequence. Generalizations. Numerical Sets. CAS Maple.
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1 INTRODUCAO

A andlise de sequéncias numéricas € parte crucial da aritmética. Por bastante tempo
tem havido inimeros estudos envolvendo o padrdo numérico de niimeros dispostos em sequéncia,
independente do comportamento dos mesmos. Ao mesmo tempo, viu-se a necessidade da
construcao de novos conjuntos numéricos a partir dos naturais (N), tais como os inteiros (Z),
racionais (QQ), reais (R) e até a necessidade da constru¢do dos complexos(C) chegando nos dias
atuais com os nimeros hipercomplexos, duais, quatérnions entre outros.

Quando ¢ feito um estudo histérico acerca do desenvolvimento das sequéncias
numéricas, observa-se que talvez os mais antigos registros remontem ao Egito Antigo, por volta
de 3.400 a.C. E que estas foram sendo aprimoradas e estudadas mais profundamente a partir
da sua observagdo pratica em situacdes do cotidiano ao se encontrar padrdoes numéricos e da
natureza, bem como na aplica¢do dos conjuntos numéricos mencionados anteriormente.

Diante disso apresentam-se inimeros exemplos de sequéncias numéricas que vao
desde as mais simples, como o préprio conjunto dos nimeros naturais, com os axiomas de Peano,
ou ainda a sequéncia dos nimeros impares nos inteiros até as consideradas mais avancadas
com aplicacdes muito interessantes e peculiares, passiveis de um estudo mais analitico como as
sequéncias de Fibonacci, Pell, Lucas, Padovan, Jacobsthal, Mersenne, Perrin e Narayana apenas
para citar algumas.

Aliado com o desenvolvimento matemadtico relacionado as sequéncias numéricas,
desde sua construcgdo até as aplicagdes atuais, ocorreu em tempos mais recentes o desenvolvi-
mento de generalizacdes de sequéncias numéricas, como uma possibilidade de extensdao dos
conceitos de um conjunto numérico para os demais. Na perspectiva de criar novas abordagens
e observagdes acerca do estudo dessas sequéncias e com isso obter resultados mais profundos
e eficientes nos estudos matematicos inclusive no que tange sequéncias numéricas bem como
de dinamizar a metodologia de ensino, de tal forma que facilite a compreensao por parte dos
discentes o que estd sendo ensinado.

Dessa maneira, observa-se nesse momento a necessidade de estudos mais aprofunda-
dos relacionados a generalizacdo de sequéncias, desde as mais simples até as mais avancgadas.
Com esses elementos, e restringindo-se a uma sequéncia especifica: a de Pell, apresenta-se o
questionamento:

E possivel realizar generaliza¢des em conjuntos numéricos de sequéncias, como um

elemento mais pratico e eficiente para o ensino de sequéncias numéricas matemdticas avancadas,
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a saber de forma mais especifica, a sequéncia de Pell?

Isso posto em virtude do que € observado atualmente na apresentacao deste contetido.
Atualmente a anélise das sequéncias numéricas se inicia com os estudos das progressoes, tanto
aritmmétias quanto geométricas, que sao estudadas no ensino médio. Se o professor tiver a
oportunidade de avancgar ainda no ensino médio, sdo objetos de estudo as progressdes aritmo-
geométricas e as geo-aritméticas especialmente para aqueles alunos que desejam fazer provas
olimpicas. Ja no ensino superior, quando se trata de sequéncias, estudam-se os comportamentos
das sequéncias numéricas e se for o caso as sequéncias de fungdes e de poténcias.

Dessa forma, faz-se necessério o estudo mais aprofundado de sequéncias numéricas
mais avancadas, como a de Pell, com suas generalizacdes, que tem aplicagdes encontradas
no cotidiano e que ndo possuem tantas abordagens académicas. Bem como a partir desse
estudo, determinar alguma aplicac@o voltada ao processo de constru¢do de um padrdao numérico
da sequéncia de Pell, bem como sejam possiveis encontrar mecanismos mais praticos para o
aprendizado desse conteddo.

Assim, diante do exposto, € necessdrio a explanacao dessa sequéncia especifica, a
saber: Pell, fazendo inicialmente a construcdo da mesma a partir de sua definicao, passando por
sua equagdo de recorréncia, demonstrando suas propriedades, fazendo sua generalizacio para
0s inteiros, os reais, os complexos e chegando finalmente na generalizagdo desses elementos
em conjuntos numéricos como os quatérnios e os bicomplexos, haja visto a existéncia de
pouco ou quase nenhum estudo sobre essas aplicacdes em caso especifico da sequéncia de Pell
generalizada.

Naturalmente, para ser feita essa construcao € necessario um embasamento tedrico
a partir do que ja se tem atualmente sobre essa sequéncia numérica. Assim, esse texto tem
como base fundamental artigos produzidos nessa dire¢do, sendo o principal e base o de (AYDIN;
KOKLU, 2017) que define a sequéncia de Pell, bem como realiza as generalizacdes para os
inteiros, os duas e ainda nos complexos.

E com isso, ap6s um entendimento dos elementos histéricos do comportamento
de padrdes e sequéncias numéricas obtidas anteriormente, que podem ser encontradas em
(BOYER; MERZBACH, 1996) e (EVES, 2011), € possivel analisar o comportamento de tal
sequéncia inicialmente como uma sequéncia dos naturais até de acordo com a defini¢ao de
sequéncia numérica feita por (LIMA, 2012). Ao se realizar a extensdo no corpo dos (Z), é
utilizado inicialmente os resultados obtidos por recorréncias lineares de primeira e de segunda

ordem encontrados em (LIMA et al., 2016), que permitem determinar elementos quaisquer de
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sequéncias numéricas e assim ser feita uma aplicacdo para indices que estao no conjunto dos
inteiros.

Bem como € feita ainda uma andlise minuciosa de artigos tais como os de (BICK-
NELL, 1975), (HORADAM, 1971), (NORONHA; ALVES, 2018), (CATARINO, 2013), (CATA-
RINO, 2018) e de (MELHAM, 1999) onde sao apresentados algumas identidades e propriedades
uteis no desenvolvimento do texto, bem como € feita ainda uma representacao matricial da
sequéncia de Pell para que com isso seja feita uma extensdo suave para os inteiros. Nessa direcao,
(WANI et al., 2019) indica ainda um caso especifico dessa generaliza¢do: a sequéncia e a matriz
de k-Pell e (HALICI; OZ, 2016) apresenta também o conceito de sequéncia gaussiana de Pell,
um modelo utilizando elementos complexos.

Com todos esses elementos construidos € possivel observar alguns resultados como
limites, fun¢des geradoras, polinomiais e hiperbdlicas de Pell além de anélise nos conjuntos
quatérnios e bicomplexos como forma de aplicacdo no ensino de Matematica, principalmente
focada na possibilidade de inser¢do dentro da sala de aula.

Quantos aos objetivos deste trabalho, eles se dividem em geral e especificos que sdo
os resultados esperados ao final do trabalho e estao apresentados a seguir. O objetivo geral deste
trabalho é:

e Realizar generalizacdes como ferramenta de implementacdo para aplicacdes da
sequéncia de Pell.

e quantos aos objetivos especificos, tem-se trés e estdo elencados como segue:

e Compreender os elementos histéricos matematicos que levaram ao desenvolvimento
de sequéncias numéricas e que culminaram na sequéncia de Pell bem como a anélise
de suas propriedades;

e Descrever a construcao das generalizacdes da sequéncia de Pell e;

e Analisar os resultados dessas generalizacdes em fungdes bem como em conjuntos
numéricos ainda em estudo e em ferramenta computacional.

Para se atingir tais objetivos foi feita uma pesquisa qualitativa descritiva acerca da
aplicacdo da sequéncia numérica de Pell com suas generalizacdes em alguns conjuntos numéricos
com possibilidades de insercdo destes conceitos dentro de sala de aula. Dessa forma, a pesquisa
¢ realizada em algumas fases apresentadas a seguir:

1. Na primeira fase, € estudado os elementos histdricos que possibilitaram e deter-
minaram a constru¢do da sequéncia de Pell, desde a constru¢do dos conjuntos

numéricos, a partir da necessidade humana, até o desenvolvimento da sequéncia.
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ii. Na segunda fase, € analisada a construc¢do da sequéncia de Pell com os conceitos
relacionados aos conjuntos dos naturais, como suas propriedades, determina-
cdo de termos a partir de equagdo de recorréncia linear, bem como ainda um
desenvolvimento matricial da sequéncia.

iii. Na terceira fase, € realizada uma extensdo dos conceitos da sequéncia de Pell no
conjunto dos nimeros reais, sendo extendidos inicialmente para o conjunto dos
inteiros e posterior extensdo para o conjunto dos nimeros complexos, bem como
a verificacdo das aplicacdes de acordo com os resultados obtidos nos naturais.

iv. Na quarta fase, serdo determinadas as demais generalizagdes com algumas
aplicacdes.

v. Na quinta e dltima fase € utilizada para a producao de escrita do texto da pesquisa
bem como da apresentagdo da mesma como objeto de defesa do mesmo.

Comenta-se ainda que a constru¢ao desse texto se baseou a partir das regras de

normalizacdo da UECE encontrados em (UNIVERSIDADE ESTADUAL DO CEARA, 2016)
tendo as referéncias bibliogréaficas construidas com a ajuda de (MORE.. ., 2013) e a producao
desse texto feito usando o sistema de preparacdo de documentos IATEXa partir do ambiente online

encontrado em Overleaf (2019).
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2 ASPECTOS HISTORICOS DA SEQUENCIA DE PELL

Ao longo da histéria da Matematica existem incontaveis estudos acerca de conjuntos
numéricos, sendo que a partir da disposicdo adotada pelos elementos desses conjuntos € possivel
a formacao das mais diversas sequéncias numéricas.

Eves (2011) indica o provavel do que seja um dos registros mais velhos de um
possivel agrupamento numérico simples e padronizado que remonte por volta do ano 3400 a.C.
encontrado no Egito Antigo.

Talvez o mais antigo tipo de sistema de numeragdo a se desenvolver tenha sido
aquele chamado sistema de agrupamento simples. Nessa modalidade de sistema
escolhe-se um niimero b como base e adotam-se simbolos para 1, b, b2, b3 etc.

Entdo, qualquer nimero se expressa pelo uso desses simbolos aditivamente,
repetindo-se cada um deles o nimero necessario de vezes. (EVES, 2011, p. 30)

Ainda com o passar do tempo e com o desenvolvimento da prépria Matemdtica,
foram sendo aprimorados outros sistemas de numeracao como o sistema multiplicativo, o cifrado
chegando até o proposicional, que perdura até os dias atuais.

Tratando-se de forma mais especifica de uma sequéncia numérica padronizada e que
nao seja um sistema de numeracdo, Eves (2011) apresenta um dos problemas do papiro Rhind,
de niimero 79, que embora ndo se tenha uma precisao de interpretacdo, ¢ mostrado um conjunto

de dados:

Bens
Casas 7
Gatos 49
Ratos 343

Espigas de trigo 2401
Hecates de graos 16807
19607

Nesse problema € possivel ver o padrdo da sequéncia como sendo as primeiras cinco
poténcias de 7, além da soma dessas poténcias. Os historiadores imaginavam em um momento
inicial que o escriba estivesse utilizando os termos: casas, gatos, ratos € 0s outros para indicar
poténcias de 7. Mas com o tempo e com estudos historicos além da interpretacdo de Cantor,

apresentou-se o problema:
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Uma relagdo de bens consistia em sete casas; cada casa tinha sete gatos; cada
gato comeu sete ratos; cada rato comeu sete espigas de trigo; e cada espiga
de trigo produzia sete hecates de graos. Casas, gatos, ratos, espigas de trigo e
hecates de graos, quantos havia disso tudo?. (EVES, 2011, p. 76)

Uma questdo antiga e que permanece em meio ao folclore cultural, principalmente
na cultura inglesa. Outros exemplos de sequéncias numéricas foram sendo observadas e apre-
sentadas com o tempo. Assim chega-se ao que provavelmente é a mais conhecida sequéncia
numérica denominada a partir da observacao do seu autor, Fibonacci, do problema proposto

apresentado por Boyer e Merzbach (1996):

Quantos pares de coelhos serdo produzidos num ano, comeg¢ando com um sé
par, se em cada més cada par gera um novo par que se torna produtivo a partir
do segundo més?. (BOYER; MERZBACH, 1996, p. 174)

Tal sequéncia que ficou conhecida como Sequéncia de Fibonacci, possuindo diversas
aplicacdesna natureza, cehgando até nas artes. Bem como chegamos ainda no momento histérico
onde John Pell, determinou a sequéncia que leva o seu nome e tal sequéncia esta intimamente
ligada ao nimero v/2 bem como 2 equagdo de Pell também possuidora de diversas aplicacdes,
objeto de estudo principal desse texto e também serd investigada em secdes posteriores.

Com esses elementos histéricos e ainda com a formalizacao da Matematica, Lima
(2012) apresenta que uma familia com indices nos naturais N = {1,2,3, ...} chama-se sequéncia.
Dessa forma, uma sequéncia x = (x,),eny = (X1,X2, ..., X, ...) com elementos de um conjunto
X é uma fung¢do x : N — X em que o valor x(n) é representado pela simbologia x, e se chama
n-ésimo termo da sequéncia.

A medida que o tempo passava, verificou-se que as sequéncias poderiam ser estuda-
das, desde que essas possuissem um padrao, ou até mesmo, uma lei de formacao. Atualmente, o
estudo das sequéncias j4 faz parte do conteiido do Ensino Médio, no que tange as progressoes
aritméticas e geométricas. Nesse sentido, lezzi e Hazzan (2004) observam que existem diversos
tipos de comportamentos para essas sequéncias numéricas, tais como:

e Finita ou infinita de acordo com a quantidade de termos;
e Crescente, constante, decrescente, alternante ou estacionaria.

Bem como, sendo vista no Ensino Superior nas disciplinas dos cursos das dreas de
exatas, mas agora com aplicagdes em sequéncias limitadas e monétonas, chegando nas séries
infinitas até fungdes e de poténcias.

Existem algumas sequéncias numéricas mais conhecidas e estudadas, como exem-

plos citamos a sequéncia de Fibonacci, mas ainda outras sequéncias sdo pouco conhecidas e
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exploradas, mas que possuem muitas aplicacdes no cotidiano e na natureza. Sendo que uma
delas de forma especifica, sequéncia de Pell, sera objeto de estudo pormenorizado a partir da

proxima secao.

2.1 SEQUENCIA DE PELL

Figura 1 — John Pell

Fonte: https://en.wikipedia.org/wiki/John_Pell

Noronha e Alves (2018, p. 3) falam rapidamente da histéria de John Pell (1611 -
1685), que foi um matematico inglés que se interessou principalmente em Algebra na teoria
de equacodes. Durante sua vida, possuiu envolvimentos na carreira diplomética e académica.
Sendo que nesta ultima, junto com seu aluno sui¢o Johann Heinrich Rahn, conhecido como
Rhonius, estudaram e publicaram a expressdo ax” + 1 = y? que posteriormente ficou conhecida
erroneamente como Equacgao de Pell.

Pois tal equacao havia sido desenvolvida e apresentada antes por Fermat para a
comunidade académica e veio ser conhecida por equacdo de Pell apds a associacdo com seu
aluno na publicacdo de estudos desta expressdo baseado nas constribui¢des de Pell no estudo de
teoria dos nimeros, principalmente se tratando de equagdes diofantinas.

Noronha e Alves (2018, p. 3) ainda entre outros elementos comentam um pouco sobre
a vida de Pell, apresentando-o como uma pessoa bastante reservada e com poucas publicacoes,
talvez devido as suas condicdes financeiras na época, o que fez com que embora fosse respeitado

pela comunidade acad€mica por suas correspondéncias com outros matemdticos, ndo se tenha
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uma certeza acerca de suas legitimas contribuicoes.

Ap6s sua morte, Leonard Euler fez uma associacdo baseada numa equacao diofantina
especifica: X2 — 2y2 = +1, tendo as varidveis x e y inteiras, conhecida como Equacao de Pell,
atribuida a partir do estudo feito por Pell de uma equacgdo cognata fazendo que fosse desenvolvido
assim o que ficou conhecido como sequéncia de Pell.

Aydin e Koklii (2017, p. 1) apresentam a sequéncia de Pell pela recursividade
Py =2B 1+ P2, (VLZ3) (2.1)

comP=1leP, =2.
Note que partindo de (2.1) observa-se que € possivel determinar os n primeiros

termos dessa sequéncia, como disposto:

P =1
p = 2
Py = 2P+P = 2241 = 5
P = 2P3+P = 205+2 = 12
Ps = 2P+P; = 2(12)+5 = 29
Ps = 2Ps+P, = 229)+12 = 70

e assim por diante, formando assim a sequéncia de Pell:
1,2,5,12,29,70,169,408, ..., P,, ... (2.2)

Veja que nesta sequéncia s6 € possivel obter o n-ésimo termo a partir do conheci-
mento dos dois termos imediatamente anteriores, ndo sendo possivel assim determinar um termo
genérico qualquer ou até mesmo sua posi¢do que ele ocupa na sequéncia.

Desta maneira, se faz necessario a constru¢ao de uma equagdo de recorréncia para

satisfazer essa necessidade, o que serd apresentado na préoxima secao.

2.2 EQUACAO DE RECORRENCIA

Voltando a equacdo que representa a Sequéncia de Pell, a saber, (2.1) e utlizando os
conceitos do Apéndice (A), podemos reescrever tal expressao recursiva modificando os indices

dos termos de forma conveniente, ficando:

Popo =2P 1+ P, (”Z 1) (2.3)
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Considerando (2.3) como sendo uma equagdo de recorréncia linear de segunda

ordem, e tomando assim sua equagdo caracteristica
P =2r+1 (2.4)
ou ainda

P—2r—1=0

cujas solucdes dessa equagdo quadritica sao
r=1++v2

fazendo com que a solugdo geral de (2.3) possa ser escrita como
Py =A(1+V2)"+B(1 —V2)" (2.5)
e para se determinar os valores de A e B tomamos P, = 1 e P, = 2 formando o sistema.
P=A(1+V2)'+B(1-v2)' =1
P =A(1+V2)2+B(1-V2)>=2

Ao resolver esse sistema, mais vez serd usado método da comparacao isolando a

incognita A nas duas equagdes. Na primeira:
AL+V2)'+B(1-vV2)! = 1 =

A(1+V2)+B(1—/2)
A(1+v2) = 1-B(1-V2)

I
U

Isolando a incégnita A, vem:

A_l—B(l—\/E)
O 1HV2

racionalizando este resultado, fica:

1-B(1—-+2) 1-+2

4= 1+v2  1-v2
1(1-v2) - B(1-2v2+2)
N 1-2

1-v2-B(3-2V2)
—1

A = V2-1+B(3B-2V2) (2.6)



A(1++2)>+B(1-+2)?
A(14+2v2+2)+B(1-2v2+2)
A(3+2V2)+B(3-2V2)
A(3+2v2)

2
2
2
2

=
=
=

—B(3-2V2)

Usando raciocicio andlogo na segunda equacio do sistema:

Isolando novamente a incégnita A fica:

A:2—B(3—2\/§)

3+2v2

e racionalizando o resultado anterior, vem:

2-B(3-2v2) 3-2V2

3+2v2  3-22
2(3-2v2)—B(9—12v/2+38)

9-8

2(3-2v2)—B(17 - 12V/2)

1

A = 6-4V/2-B(17-12V2)

Tomando os segundos termos das equacgdes (2.6) e (2.7) e igualando:

V2—-1+4B(3-2V2) = 6—4V2—-B(17—12V12)

B(3—2V2)+B(17—12V2) = 6—-4V2—-V2+1

3B—2BV2+17B—12BV2 = 7—-5V2
20B—14BV2 = 7-5V2
B(20—14V2) = 7-5V2

7—5v2

B =

20— 142

Racionalizando este dltimo resultado, tem-se:

7-5v2 20+14V2

B = .
20— 14v/2 20+ 14+/2
_ 140+98v2—100v2 — 140
N 400 — 392
2V/2
= —— =
8
2
g V2

=

=

=

=

=
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(2.7)

(2.8)
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Substituindo o valor de B obtido em (2.8) na equacdo (2.6), consegue-se determinar

o valor de A:

A = \/5—1+<—?>(3—2\5) =

— \/E—l—g(3—2\/§) =
3v2

= \/E—I—T‘{‘l =
_ ﬁ_¥
 42-3V2
= =0
A = \/TE (2.9)

Desse modo, usando os resultados de A e B encontrados respectivamente nas ex-
pressoes (2.9) e (2.8) e aplicando na equagdo geral (2.5), temos a equacdo de recorréncia da
sequéncia de Pell:

V2 V2

P,,:T(H\/E)”—T(l—\/i)" (2.10)

Sendo que essa equacgdo € util para se encontrar qualquer termo da sequéncia de
acordo com o valor tomado por n. Bicknell (1975, p. 345) apresenta ainda uma forma mais

elegante para a equagdo de recorréncia da sequéncia de Pell, dada por:

B an_ﬁn

oa—p
coma=1++v2e B=1- /2. Naturalmente é facil ver que as expressoes (2.10) e (2.11) sdo

I

2.11)

equivalentes. Para isso basta tomar a dltima expressao e substituir os valores de & e 3, como

segue:

Lo OB (1V-(1-V2) (1+V2) - (1)

! a—p (1+v2)— (1-v2) 1+vV2-1-v2
—(1—

4V (V2 V2 " e
~ e = L+v2y - (1=

i$so posto ao racionalizar a tltima passagem, comprovando assim a igualdade das expressoes.

Entretanto, este resultado aparentemente s6 funciona para os nimeros naturais, ficando o questi-
onamento da possibilidade de uma suave extensao dos resultados obtidos anteriormente para o

conjunto dos ndmeros inteiros. Tal anélise serd feita na préxima secao.
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2.3 SEQUENCIA DE PELL EXTENDIDA NOS INTEIROS

Até o momento, foi apresentado no conceito de sequéncia numérica para indices
apenas nos naturais (IN), isso até de acordo com a definicao de Lima (2012). No entanto, outros
autores, como exemplo Horadam (1971) conseguiu fazer uma expansio dos conceitos obtidos
em algumas sequéncias para os indices no conjunto dos nimeros inteiros (Z). E isso serd objeto
de estudo dessa secdo para a sequéncia de Pell.

Naturalmente, ao ser feita uma extensdo para indices inteiros, os termos obtidos
devem obedecer tanto a recursividade que define a sequéncia sem a restri¢do quanto aos indices
como também a equacio de recorréncia obtida. Assim, de forma especifica, tratando-se da
sequéncia de Pell, serd feito sua extensdo para os indices nos inteiros.

Como elemento inicial, serd determinado o termo P, usando as duas formas. Para a

equagao de recorréncia (2.10), tomaremos n = 0 que fica

v2 v2)° \/5(1—\/5)0 v2

Poz—(1+ T =0

4

=S

e utilizando a recursividade (2.3) removendo (n > 1), tomando para isso n =0 e os termos P} = 1

e P, = 2 da defini¢do vem
P=2P+P = PFP=P-2P :2—(2)1 =0

Confirmando assim a existéncia do termo zero tal que Py = 0. Utilizando esta tltima
forma de reescrever a sequéncia de Pell, P, = P, > — 2P, € natural aceitar a existéncia de
outros elementos tais como P_1,P_5,...,P_,, ..., e assim por diante e se podem determinar alguns
deles de forma andloga ao que foi feito quando da definicdo da sequéncia de Pell para os indices

naturais, o que € obtido nos resultados:

n=—1 - P, = P -2 = 1-2(0) = 1
n=-2 - P, = P—2P, = 0-2(1) = -2
n=-3 s P3 = P,-2P, = 1-2(-2) = 5
n=-4 - P, = P,-2P3 = —2-2(5) = —12
n=-5 - Ps = P3-2P4, = 5-2(—12) = 29
n=-6 - Pg = P4—2Ps = —12-2(29) = -70

Comenta-se aqui que tais resultados também poderiam ser determinados a partir

do uso da equacdo de recorréncia (2.10) para os mesmos indices, sendo que estes também
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foram obtidos com o auxilio de ferramenta computacional apropriada. Note ainda que existe
uma semelhanga dos termos com indices negativos com seus respectivos indices positivos,
modificando o sinal quando o indice € par.

Diante disso € possivel fazer uma associacado tal como Horadam (1971, p.245) fez

entre os pares de termos da sequéncia de Pell:

P, =(-1)""p, (2.12)

Tomando a expressdo (2.12) e desenvolvendo P, de forma conveniente, vem

P, = (_l)n—H-Pn = <_1)n+1~[Pn+2—2Pn+l] =
= (1) Pp—2.(-1)""P; = (—=1)""PLy+2.(-1)"P] =
= 2.(=1D)'"Ppi+ (=)' Py = 2.(=1)"2P 4+ (-1 Py,

Utilizando mais uma vez (2.12), temos
Py =2P (i )+ P_(ni2)=2P_ 1+ Pp (2.13)

onde (2.13) nada mais representa do que a relacdo de recorréncia da sequéncia de Pell para
indices negativos. Comprovando assim ser possivel realizar a extensdo dos mesmos conceitos da
sequéncia dos naturais (IN) para os inteiros (Z).

Além do conceito obtido nessa sec¢do, tem-se ainda outro bastante titil no desenvolvi-
mento desse trabalho relacionado com a constru¢do de elementos matriciais para a sequéncia de

Pell. Assunto que serd abordado na préxima secao.

2.4 CONCEITOS MATRICIAIS DA SEQUENCIA DE PELL

Uma das disposicdes para a representagao da sequéncia de Pell é o da matriz associ-

ada a sequéncia. De acordo com Bicknell (1975, p. 347):

Utilizando o resultado anterior, pode-se determinar as primeiras matrizes das sequén-

cias de Pell:
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P P 2 1 P P 5 2
M, — > B M, — s Bo|

P R 1 0 P, P 2 1

Py P 12 5 P P 29 12
M; — 4 Py M, — s By

P P 5 2 Py P 12 5

e assim por diante. Embora seja possivel determinar as matrizes associadas a sequéncia de Pell,
elas também se relacionam por recorréncia de forma andloga a prépria sequéncia. Isso € o que

garante o proximo teorema.

Teorema 2.4.1 Seja a sequéncia de Pell (P,) e a representacdo matricial dela M,,, esta pode

ser apresentada por

M, =2M, 1 +M,, >

Demonstracao. Usando os elementos de algebra matricial e a defini¢ao da sequéncia de Pell,

tem-se:

M, = 2M, +M,
Pn Pnfl Pnfl Pn72
+

Mn =
Pn—l Pn—2 Pn—2 Pn—3
. 2P+ Py 2P 1+ P2
2Pn—l"’Pn—2 2Pn—2+Pn—3
Mn _ Pn—H Py
| Pn Pn—l

Um outro resultado muito util consiste em associar o indice da matriz associada da
sequéncia de Pell com a poténcia da matriz correspondente da mesma matriz. Esse resultado

serd apresentado no proximo teorema desenvolvido por Noronha e Alves (2018)[p. 21].
Teorema 2.4.2 Toda matriz (M,,) associada a sequéncia de Pell (P,) se relaciona com a poténcia
da mesma matriz da forma

Pn+l Pn
Pn Pnfl

M, = [M;]" =
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Demonstracao. Observa-se inicialmente que as matrizes associadas da sequéncia de Pell sdao
simétricas, sendo possivel ter a comutatividade entre o produto de duas dessas matrizes. Assim,
usando o principio de indu¢do matematica, tem-se:

Paran=1:

1 21 P P
10 P P

Agora suponha que este resultado seja verdadeiro para n > 1, ou seja,

Mn _ [Ml]n _ Pn+1 Pn

assim, para n+ 1, usando o produto matricial, vem:

M,y = [M]"th = M) M)}
Poi P, 21
P, Py |10

2P 1 +P, Py +0
I 2P,+P, 1 P,+0
Pt Put1
Poy1 B

M, = [M"! =

Comprovando ser verdade para n+ 1 de acordo com a defini¢cdo de matriz associada

da sequéncia de Pell (F,).

Dessa maneira, veja que é possivel determinar as matrizes [M;]%, [M;]3, [M;]*, ...,
[M}]",... a partir do produto entre as matrizes M; ou utilizando recorréncia, obtendo assim as
matrizes: My, M3, My, ..., M,,...

Na mesma dire¢ao do que foi feito na extensao da sequéncia de Pell para os Z, o
proximo passo se tratando das matrizes associadas da sequéncia de Pell seria o de observar
o comportamento de M_,. Entretanto, de acordo com o resultado anterior, deveria-se ter
M_, = [Ml]_n.

Mas, veja que [M] ™" representa a matriz inversa da matriz [M;]", isso posto, pois

M ]~ = [(M)"] !
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E para se inverter uma matriz de ordem 2, faz-se necessario o conhecimento do
determinante dessa matriz. O préximo teorema apresenta um resultado bastente tutil para as

matrizes associadas da sequéncia de Pell.

Teorema 2.4.3 O determinante de toda matriz (M,) associada a sequéncia de Pell (P,) se

relaciona por
det (M) = (—=1)".
Demonstracao. Sabendo que o determinante da matriz paran =1 &,
det (M) =det (M]') =det (M) =2.0-1.1=0—1=—1
tem-se utilizando as propriedades dos determinantes
det (M,)) = det ([M;]") = [det M)]" = (—1)"
|

Dessa forma, como det (M,,) = det ([M;]") # 0 é natural compreender que existe a
inversa da matriz associada da sequéncia de Pell. Com isso € possivel apresentar o corolario que

segue:

Corolario 2.4.1 Toda matriz associada da sequéncia de Pell (P-,) com indices negativos (M_,,)

é determinada pela inversa da matriz com indices positivos (M)~ 1.

Demonstracao. Ora, seja a representacdo M_,, para as matrizes associadas das sequéncias com

indices negativos de Pell. Usando a demonstra¢do do Teorema (2.4.2) se tem
Mo, = [My] ™" = (M)

e para se determinar a inversa da matriz [M;]" é usado o processo de inversdo de matrizes de

ordem 2
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_ m-1  _
M., = [M)"] = (__1),1 P
| DB (DR
)R (C1) R

_ | Py Pen

i P, P—(n+1)

M., - _ P, Py

P, Py

Cujo resultado equivale a defini¢cao para matriz associada a sequéncia de Pell to-

mando n negativo.
|

Veja que com estas demonstragdes € possivel fazer uma extensao também do conceito

de matriz associada (M,,) da sequéncia de Pell (P,) também para os inteiros (Z). Um resultado

particular e muito interessante ¢ tomado quando n =0

P R

M, =
Py P, 0 1

que é a matriz identidade. E importante citar ainda a existéncia de algumas propriedades da

sequéncia de Pell, assunto que seré demonstrado na préxima secao.

2.5 ALGUMAS PROPRIEDADES DA SEQUENCIA DE PELL

Algumas das principais propriedades da sequéncia de Pell sdo dispostas a seguir e

sdo utilizados para suas demonstragdes os conceitos de equacao de recorréncia, extensao no

conjunto dos (Z), resultados obtidos em matrizes associadas e de k-Pell.

Propriedade 2.1 PP, 1+ P, 1P, = Puin

B

Py
n+ CMm:

Demonstracao. Ora, sejam as matrizes da sequéncia de Pell M,, =
I P

P m+1 P m . .
, realizando o produto dessas matrizes, vem

Pm Pm—l
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Man_ Pn—H Pn ' Pm—H Pm

. Pn+1Pm+1+Pan Pn+1Pm+Pan—1
Pn Pnfl Pm mel

PanJranfle Pan'i‘Pnflefl
e lembrando do Teorema (2.4.2) usando propriedade de poténcia, temos M,,.M,,, = M".M" =

M" ™ = M, além da defini¢io de matriz da sequéncia de Pell para o caso n +m, fica

Pn+m+1 Pn+m
Mn+m -
Pn+m Pn+mfl

e pela igualdade de matrizes, tomando as entradas da primeira linha e segunda coluna nos dois

lados fica P, 1Py, + P,Py,—1 = P+, demonstrando a propriedade.

Corolario 2.5.1 P_,,P_, 1+ Py 1Py =P_p_n

Demonstracao. De forma analoga a Propriedade (2.1), temos as matrizes da sequéncia de Pell

P, P P, P
M_n: n+ n eM_m: m—+ m

, multiplicando essas matrizes, temos
P, P, Py Py
M_, M_, = an+1 Py ' me+1 Py _
Py, P, Py Py

P—n—HP—m—H + PPy P—n—HP—m +P_pyP_yy—1

P—nmeJrlenflP—m P_yP i+ Py 1Py

e utilizando o Teorema (2.4.2) usando propriedade de poténcia, temos M_, . M_,,, = [M;]|~".[M;] ™"

[M;]7"" = M_,_,, além da defini¢do de matriz da sequéncia de Pell para o caso —n — m, fica

P —n—m+1 P_ym
M_, m=
Pym Popm
e pela igualdade de matrizes, tomando as entradas da primeira linha e segunda coluna nos dois

lados fica P_,+ 1 P—y + P—,P_,—1 = P_,—,, demonstrando a propriedade.

Propriedade 2.2 P, P, | — Py 1P, = (—1)"Py_p

Demonstracao. Tomando a propriedade anterior, para o caso —n e utilizando ainda a relagao
(2.12), vem:
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Bui(-ny = PnPopt1+Pp1P-y =
Ponn = Pu(=1)"Pogi+Pp1(=1)""'P, =
P = (=1)"[BubPus1 — Bu—1Pn] =
(=)"Bu—n = PuPuy1—Pn1Py

Propriedade 2.3 (Identidade de Cassini') P, 1P, 1 — P> = (—1)"

Demonstracdo. Ora, foi demonstrado no Teorema (2.4.3) que det(M,,) = (—1)", mas pela
defini¢do de matriz da sequéncia de Pell bem como no célculo do determinante da matriz de

ordem 2, vem:

Pn-H Pn

B n P, n—1
|
Propriedade 2.4 P+ P | = Py
~ . . a e P, n+1 Py .
Demonstracao. Seja a matriz da sequéncia de Pell M,, = . A matriz My, pode
P, n P, n—1

ser obtida tanto pela poténcia da matriz anterior ao quadrado quanto pela defini¢do de matriz

associada da sequéncia de Pell. De um lado, temos:

Mzn _ Mn+n _ MZn MM — Pn+l P, . Pn+1 P, _
I Py P, Py
Pop1Posi + PPy PuiiPa+ PPy | | PL 4P PPt PP
PnPnJranfan Puby+ Py 1Py PnPn+1Pn71Pn Pr%+P,12,1

e de outro lado, usando a defini¢do da matriz da sequéncia de Pell para o caso 2n, fica

e pela igualdade de matrizes, tomando a entrada da primeira linha e primeira coluna nos dois

lados temos Pn2 T P,% =Pyt

' Giovanni Domenico Cassini (1625 - 1712) foi um astrdnomo e matemético italiano que desenvolveu a maior

parte dos seus trabalhos na area de astronomia do estudo de planetas solaresm mas que também contribuiu para
alguns elementos da Algebra.



29
Propriedade 2.5 P2 | — P2 | =2P,,

Demonstraciao. Tomando as matrizes dos dois lados da propriedade anterior além da definicdao
da sequéncia de Pell no caso P,y =2P,+ P, = 2P, = P,+1 — P,—1, e observando a igualdade

para a entrada da primeira linha e segunda coluna, vem:

P2n = Pn—HPn_"PnPn—l = Pn[Pn+l+Pn—l] =
2P2n — 2Pn[Pn+1+Pn—l] = [Pn+1_Pn—1][Pn+l+Pn—l] =
B = BB

Propriedade 2.6 2P, P, — 2Pn2 =P,

Demonstracao. Da propriedade anterior, e utilizando ainda a definicdo da sequéncia de no caso

P = 2P, +P, 1= P, 1= P — 2P,, fica:

2Py = Pnz-H_Pnz—l =
PZn _ [Pn—l-l_"Pn—l][Pn—i—l_Pn—l] -

2
[Pn+1 +Pn+1 _2Pn][Pn+l - (Pn—l—l _ZPH)]

2
2P, .1 — 2P| [2P,]
2
P, = 2P, P, —2P?

Além dessas propriedades elementares, temos uma que envolve somas de termos da

sequéncia de Pell:
d PP, n+1

Propriedade 2.7 '} P? =
ropriedade /; l 5

Demonstracao. Usando o processo de indu¢do matematica sobre n, tem-se:

Para k=1, vem:

1
Y pP=pPl=1"=1
k=1
P]P]+1 . PP . 1.2 —1
2 2 2

Agora suponha que a hipdtese de indugdo seja verdadeira para certo n > 1, ou seja,

& PP,
1
Z PI-2 =— 2" *1 vamos observar o que acontece para n+ 1:
k=1
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n+1 n P.P B,P,. 1 +2P?
ZPz‘z = ZPz‘z‘f‘Pnzﬂ = nan"'Pr%ﬂ = ¥ > ntl =
k=1 k=1
_ Pn+1[Pn+2Pn+1] _ Pn+1Pn+2
2 2

Com estes resultados, findam-se os elementos iniciais acerca da sequéncia de Pell.
Sendo que existe a extensdo dessa mesma sequéncia um modelo conhecido como sequéncia de

k-Pell, o que serd apresentado no proximo capitulo.
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3 SEQUENCIA DE K-PELL

Wani et al. (2019, p. 19) fazem um estudo acerca da generalizacao de Fibonacci e

apresentam ainda o conceito da sequéncia de k-Pell, que segue:

Definicdo 3.0.1 Para k € R a sequéncia de k-Pell <Pk7n> é definida pela lei de recorréncia
Prnt2 = 2P 1 + kP, nx>1 (3.1)

comPe1=1eP =2

Utilizando a defini¢do anterior, € possivel determinar os n primeiros termos da

sequéncia de k-Pell:

Py = 1
Pr = 2
Pz = 2Po+kP = 2(2)+k(1) = 4+k
Pia = 2P3+kPr = 2(4+k)+k(2) = 8+2k+2k
= 8-+4k
Ps = 2P4+kP; = 2(8+4k)+k(4+k) = 16+ 8k+4k+k?
= 16+ 12k+k*
P = 2Ps+kPy = 2(16+12k+k*)+k(8+4k) = 32-+24k+2k>+ 8k + 4k
= 32+ 32k+6k?

E natural observar o comportamento do crescimento do grau da varidvel k nos termos
da sequéncia de k-Pell, agora como uma sequéncia polinomial com o grau sendo elevado a
medida que aumenta o valor do indice da sequéncia.

Naturalmente, assim como na sequéncia de Pell, para a obten¢do de um termo da
sequéncia de k-Pell € necesssério o conhecimentos dos dois termos anteriores, sendo questionado
a possibilidade da existéncia de uma lei geral de recorréncia, assunto que serd abordado na

proxima sec¢ao.
3.1 EQUACAO DE RECORRENCIA PARA K-PELL

Observe que a equacdo (3.1) utlizando os conceitos do Aoéndice (A), € possivel

escrever a equacgao caracteristica substituindo os coeficientes como

X2—2x—k=0
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e utilizando elementos andlogos aos da Se¢do (2.2), temos inicialmente as solu¢des dessa equagdo

quadratica

x=1+V1+k (3.2)

E assim a equagado de recorréncia geral da sequéncia de k-Pell é dada pela expressao

a seguir usando os resultados de (3.2):

Pon=A(+VI+k)"+B(1 —V1+k)" (3.3)

E desejando-se encontrar os valores das incognitas A e B em (3.3), formamos um

sistema aplicando os valores iniciais apresentados na defini¢do (3.1), a saber, By = 1 € P = 2.

P =A(1+V1+k)'+B(1—-V1+k)!'=1
Po=A(1+V1+k)?+B(1—1+k)?=2

Para resolver tal sistema, serd tomada a primeira equagio e isolado o termo A(1 +

V1 +k) como segue

AQ+VI+R)' +B(1-V1+k)! = 1 =
Al+VT+k)+B(1—V1+k) = 1 =
A(l+V1+k) = 1-B(1—1+k)

e substituindo esse resultado na segunda equagao, vem:

[1—B(1—VI+K)](1+VI+k)+B1—-2/TFk+1+k) = 2 =
1+V1+k—B(1—(14+k)+B2+k—2V1+k) = 2 =
kB+B(2+k—2VT+k) = 2—1—+1+k =

2B(1+k—+1+k) = 1—-+1+k =
B — 1—v1+k

2(1+k—+/1+k)
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racionalizando este dltimo resultado, temos:

1-VI+k 1+k+V1+k
2(1+k—V1+k) 1+k+V1+k
l+k+vV1+k—V1+k—kv1+k—(14k)
2((1+k)2—(1+k))
—kV1+k
I TE e s S
—kV1+k
T 2k 1K) -
V1+k

T 2(1+k) (3.4)

e consequentemente usando o valor de B definido em (3.4) se determina o valor de A:
A +V1+k) = 1—[—\/1_“‘}(1—@) =
2(1+k)
2(1+k)+V1+k(1—V1+k)
2(1+k)
2+ 2k+V1+k—(1+k)
2(1+k)
1+k+V1+k
W
1+k+V1+k
2(14+k)[1 + /1 +K]

e mais uma vez racionalizando esse resultado se obtém a variavel A:

l+k+vVI+k  1-V1+k
21+ k)[1+vV1+k 1—v1+k
1—V1+k+k—kVT+k+vV1+k—(1+k)
2(1+k)(1—(1+k))
1 +k—kyT+k—1—k
2(1+k)(1—1—k)
—kv/1+k
2(1 +k)(—k)
V1+k

A= 2(1+k) (3-5)

Finalmente, substituindo tais valores das incdgnitas A e B aplicadas na equacao de

B —

A =

recorréncia (3.3), fica:

P = S (0 VIFR S (- VIFRy

Py = 2V(11:k) (14 VIFR) — (1 = VTR (3.6)
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Além disso, Wani et al. (2019) ainda apresentam uma forma mais elegante deste

ultimo resultado para a equacao de recorréncia (3.6), a saber:

()" = ()" 37)

T == ()
sendor; =1++v1+ker,=1—+1+k.
Naturalmente, faz-se necessdrio averiguar a veracidade dos resultados obtidos em
(3.6) e (3.7). Para isso, tomemos inicialmente o desenvolvimento do denominador de (3.7), como

segue:

(r)—(r) =14+VT+k—(1=vVT+K) =1+ VT +k—1+/T+k=2VT+k

E substituindo tal resultado em (3.7), fica:

() = (r)" (1 VTFR) = (1 = VTFR)"

P =
Wy 21tk

Confirmando que este dltimo resultado seja equivalente a (3.6) sem naturalmente
ser realizada a operagdo de racionaliza¢do do denomindor, o que pode ser facilmente executado.
Naturalmente se questiona o fato da possibilidade de também a sequéncia de k-Pell possuir

termos com indices negativos, o que serd visto na proxima se¢ao.

3.2 SEQUENCIA DE K-PELL COM INDICES NOS INTEIROS

Para esse processo, serd tomado um raciocicio andlogo ao que foi feito na extensao
para o conjunto dos inteiros (Z) na prépria sequéncia de Pell.

Mais uma vez, os termos obtidos deverdo obedecer a recursividade bem como a
equacdo geral de recorréncia. Inicialmente, determinaremos o elemento Py o usando a equagado

de recorréncia (3.6), como segue:

Pio= 2V<11::).[(1 VIR — (1-V1+k)% = 2”(11::).[1 —1]=0

e utilizado a recursividade que define a sequéncia de k-Pell com a remocao da restri¢do inicial

(n>1) e tomando n = 0 bem como os valores iniciais P, ; = 1 e P> = 2, temos:
Pk72 = 2Pk’1 + kPk’() = kPk’o = Pk72 — 2Pk71 =2— (2)1 =0 = Pk70 =0

Apoés ser removida a restri¢do e utilizando este ultimo artificio, a saber, usar
a expressdo kP, = P12 — 2P 511 € possivel a partir de entdo determinar os elementos
Pe_1,P—2,P—3,..., P _p,... tomando para isso os valores para n de forma apropriada. Al-

guns desses valores sdo determinados como forma de exemplo:
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n=-—1 kP, 4 = Pk’l—ZPk() = 1—2(0) = 1
1
= Pk7_1 = %
1 2
n=-2 kPk_z = Pk70—2Pk_1 = 0-2{(- = —%
2
= P2 = 2
1 2 k+4
4+k
= fes = e
2 4+k 2k+8+2k
I’l=—4 kPk7,4 = Pk7,2—2Pk,3 = _k_2 2(k—3) = —T
8+ 4k
= B4 2

Comenta-se aqui que tais resultados também poderiam ser determinados a partir do
uso da equagdo geral de recorréncia (3.6) utilizando os valores para n apropriados. E interessante
observar que existe uma associagdo entre os respectivos termos de indices positivos e seus
negativos dada pelo préprio termo de indice oposto modificando o sinal quando o indice € par
sendo sempre dividido por k elevado ao médulo do indice.

Esta dltima relacdo pode ser apresentada por

(_ 1 )n—H
Pin= 5P (3.8)
Para apresentar uma justificativa dessa relagdo desenvolvemos Py , de forma conve-

niente como segue

(_1)n+1 Pini2 = 2P ny 1 (_I)HH (_l)nH
(_1)n (_1)n+1 (—l)”+2 (_1 n+3
= 2.W.Pk7n+1 + W.Pk’n+2 = 2.W.P]{’n+1 + k.w.Pk7n+2

e usando ainda (3.8) encontramos
Be—n=2P _(ny1) T kB —(ny2) = 2P —n—1 + kB —n—2

em que esta expressao nada mais € do que a propria lei de recorréncia da sequéncia de k-Pell
para indices negativos. Comprovando assim ser possivel também realizar a extensdo para indices
negativos da sequéncia de k-Pell.

Um outro conceito importante e que ajuda no desenvolvimento dos conceitos da
construcdo da sequéncia de Pell, ainda se tratando do escopo nos inteiros, é a matriz da sequéncia

de Pell, que serd tratada na proxima secao.



36
3.3 MATRIZ DA SEQUENCIA DE K-PELL

Wani et al. (2019, p. 20) definem também o conceito de matriz de k-Pell, como

segue:

Definicao 3.3.1 Para k € R" a matriz da sequéncia de k-Pell <Vk,n> é definida pela lei de

recorréncia
Vin =2Vin—1+kViu-2, n=?2 (3.9)
10 2 k
com Vi o= eV =
01 1 0

A partir da defini¢ao anterior € possivel determinar alguns exemplos iniciais das

matrizes de k-Pell:

2 k
Vii =
1 0
2 k 1 0 4+k 2k
Vk72 = 2Vk71+ka70 = 2 +k =
1 0 0 1 2 k
4+k 2k 2 k S+4k 4k+k?
Vk73 = 2Vk72+ka,1 = 2 =
2 k 1 0 4+k 2k
844k 4k+k? 4+k 2k
Via = 2Vi3+kVip = 2 +k
4+k 2k 2 k

16+ 12k+ k% 8k + 4k>
8 + 4k Ak + k2

Veja que nesses valores iniciais € possivel estabelecer uma relacdo que serd expressa

pelo préximo teorema.

Teorema 3.3.1 Para qualquer natural n > 1, a matriz de k-Pell é dada por

Pk7n+1 kPle
Vk,n =
Pk,n kPk,nfl

Demonstracao. Na demonstracdo desse teorema serd utilizado o processo de indu¢do matema-
tica sobre n:

Para o caso inicial n = 1, temos:
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sz kPkJ 2 k

Pk7] kPk7() 1 0
O que € verdade de acordo com a Defini¢do (3.3.1). Agora suponha que a hipétese

de inducdo seja verdadeira para certo n > 1, ou seja, a matriz de k-Pell de ordem n é dada por

P, kP,
Vin= Lt b , para n+ 1 devemos ter pela defini¢do
Pk,n kPk,n—l
Vk7n+1 = 2Vk7n + ka7n—1 =
_ Piny1 kPip Tk Pent1 kBip N
Pen  kPep—1 Pen  kPp—1
| 2P +kPen k(2P + kPip—1) _
| 2Pin+kPn—1 k(2Pip—1+kPen-2)
Pinio kPepit
Vk7n+1 = ! "
| Pentt KBkn

A partir deste teorema € possivel construir uma relagdo apresentada pelo préximo

lema.

Lema 3.3.1 Sejam Vi, e V., matrizes associadas a sequéncia de k-Pell com m,n > 1, vale a

relacdo:
Vk,m—O—n = Vk,ka,n

Demonstracao. Para demonstrar esse lema, utilizamos indu¢do matemaética sobre n fixando m:

Para o caso inicial n = 1, vem:

Vime1i = VimVil = Pemt1 kP 2k R
Pem  kPrm—1 1 0

2P i1 + kP kPipi1 +0

| 2Pem+kPem—1 kP +0
Pemyr  kPrmin

i P, km+1 kP, k,m
O que € verdade de acordo com o Teorema (3.3.1). Agora suponha ser verdade a

hipétese de indugdo para certo n > 1, ou seja, Vi ;u1n = Vi 1 Vi n- Tomando para n+ 1, devemos
ter

Vk,m+n+1 = Vk,ka,n+1
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No entanto, utilizando a definicdo temos:

Vimint1t = 2Vimin +kVimin—1 =
= 2VimVin +kVimVin—1 =
= Vim2Vin +kVin-i] =
Vimint1t = VimViatt

E com esse lema, € possivel ainda estabelecer a comutatividade entre o produto de

matrizes da sequéncia de k-Pell, como comprova o préximo teorema.

Teorema 3.3.2 Sejam as matrizes associadas da sequéncia de k-Pell Vi , e Vi, vale a comu-

tatividade entre elas, ou seja:
Vk,ka,n = Vk,nd,m~
Demonstracao. Utilizando os resultados do Lema (3.3.1), vem:

Vk,mvkm = Vk,m+n = Vk,n+m = Vk,nd,m
|

Utilizando os conceitos da comutatividade de matrizes associadas da sequéncia de
k-Pell, apresenta-se o proximo teorema, que relaciona a matriz de indice n com a poténcia da

mesma matriz com o mesmo valor.

Teorema 3.3.3 Seja Vi , a matriz associada a sequéncia de k-Pell com n > 1, vale a relagdo:
Vin = [Vi1]"

Demonstracio. Na demonstragdo desse teorema, utilizamos indu¢do matematica:
No caso inicial n = 1, fica:
Vii = [Vial' = Vi
Naturalmente verdade. Tomando a hipétese de indugdo verdadeira para certo n > 1,

ou seja, Vi, = [V.1]", vamos observar o que acontece para n+ 1:
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Via"™™ = [Via]"[ V]! =
Peny1 kPyp 2 k
= =
Pen  kPepn—1 1 0
B 2P i1+ kB kPentr1+0 N

2Pcn+kPen—1 kPep+0

Peny2 kPentt
= = Vi1
Pk,n+1 kPk,n

Isso posto a partir comutividade da multiplicacio desse tipo de matriz bem como do

uso da definicao da sequéncia da matriz de k-Pell.
|

E com isso € possivel determinar as matrizes associadas a sequéncia de k-Pell a partir
do produto entre as matrizes dessa sequéncia. A continuidade natural deve ser tentar realizar a
extensdo dessas matrizes cuja poténcia pertence ao conjunto dos naturais (N) para a poténcia no
conjunto dos inteiros (Z). Em outras palavras, procura-se determinar as matrizes associadas a
sequéncia de k-Pell da forma V; _,,.

Mas, de acordo com o Teorema (3.3.3) a matriz V; _, equivale a [Vk71]*”, ou ainda
[(Vi1)"] 7! que é a inversa da matriz associada da sequéncia de k-Pell com indice n. E para se
determinar a inversa de uma matriz se faz necessario o conhecimento do determinante dessa

matriz. Assunto abordado no préximo teorema.

Teorema 3.3.4 O determinante de toda matriz (Vi ,) associada a sequéncia de k-Pell é dado

por:

det(Vy,) = (—k)"
Demonstracao. Para o caso em que n = 1, o determinante da matriz € calculado por:
det(Vi1) =det([(Vi1)]') =2.0—1.k=—k
E usando as propriedades dos determinantes:

det(Vyn) = det([(Vi)]") = det (det](Vi,1)])" = [~KI"
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Ap0s ser calculado o valor do determinante de uma matriz associada a sequéncia
de k-Pell, e observando a condicdo que tal determinante € diferente de zero, é possivel obter a

matriz Vi _, pelo processo de inversdo de matrizes, que serd mostrado no proximo coroldrio.

Corolario 3.3.1 Toda matriz associada da sequéncia de k-Pell (P _,) com indices negativos

(Vi,—n) € determinada pela inversa da matriz com indices positivos (kan)_l.

Demonstracao. Ora, seja a representacdo Vj _, para as matrizes associadas das sequéncias com

indices negativos de k-Pell. Usando a demonstra¢do do Teorema (3.3.3) se tem

Vin= (Vi) "= [(Ve)"] ™

e para se determinar a inversa da matriz (Vi ;)" € usado o processo de inversdo de matrizes de

ordem 2:
-1 1 kPin—1 —kP,
Vk,—n = [(Vk,l)n} - m " "
) _Pk,n Pk.n—H
kPk,nfl _kpk.,n
o (_1 njn (_1)nkn
- —Fin P ni1
| il e
. Pk,f(nfl) kPk,—n
I Pk,fn kPk,—(n—H)
Pe—ny1 kP —p
Vk7—n = g
| P_y kPk,—n—l

Cujo resultado equivale a definicdo para matriz associada a sequéncia de Pell to-

mando n negativo.

Na continuidade dos conceitos da sequéncia de Pell, existe um modelo dessa sequén-
cia, denominada de gaussiana de Pell, que inclui conceitos dos conjuntos dos nimeros complexos

(©), que serd abordado no préximo capitulo.
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4 SEQUENCIA GAUSSIANA DE PELL

Depois de feita a extensao da sequéncia de Pell para indices negativos, bem como
uma generaliza¢do desta sequéncia para um k real positivo, como visto nos capitulos anteriores,
questiona-se o fato da possibilidade da existéncia de termos dessa sequéncia possuirem elementos
no conjunto dos nimeros complexos C. Desta forma, este capitulo trata de uma extensio dos
termos da sequéncia de Pell com valores no conjunto dos nimeros imagindrios.

Halici e Oz (2016, p. 11), definem a sequéncia gaussiana de Pell, como segue:

Definicao 4.0.1 A sequéncia gaussiana de Pell é definida por:

Gn =P, +iP, 1, 7 =1, (n>2) (4.1)

com Gy = 1.

De acordo com essa defini¢do (4.1), é possivel determinar os n-ésimos termos da

sequéncia gaussiana, como segue:

G = 1
Gy, = P+iPl = 2+i

Gy = Pi+iP, = 5+2i
Gy = Py+iPy = 12+5i
Gs = Ps+iPy = 29+12i

Formando assim a sequéncia complexa de Pell:

1,244,5+2i,12+5i,29+ 12,70+ 12i, ..., Gy, ... (4.2)

E possivel ainda expressar a sequéncia gaussiana de Pell de forma anédloga a definicao

da sequéncia de Pell (2.1), como € apresentada na proposicao:

Proposicao 4.0.1 A sequéncia gaussiana de Pell, G,, pode ser indicada pela relacdo de recor-
réncia

Gy =2G,1+Gy2 (l’l > 3)

comGi=1eGy=2+1
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Demonstracao. Para se verificar a validade dessa proposicao basta apenas aplicar a defini¢do da

sequéncia de Pell (2.1) na defini¢do da sequéncia gaussiana de Pell (4.1):

G, = PB,+iP, =
— 2P+ Pi st i2Pst P =
= 2P, 1+2iP, o+ P, 2 +iP, 3 =
= 2[R 1 +iPy 2|+ P2 +iPy 3 =

G, = 2Gn—l+Gn—2

e como se trata de uma recorréncia de segunda ordem, basta fazer a inser¢ao dos valores iniciais,

asaber, Gy =1e G, =2+1.
[ |

Observando ainda o comportamento da sequéncia gaussiana de Pell (4.2) é possivel
estabelecer uma relagd@o entre as sequéncias de Pell e a gaussiana de Pell, indicada na proposi¢ado

a seguir.
Proposicao 4.0.2 O n-ésimo termo da sequéncia gaussiana de Pell, G,, é dado por
Gn = [2+1i]Pi—1 +[1]P—2

Demonstracao. Na demonstrac@o dessa proposicao serd utilizado o processo de indugdo mate-
matica:
1. Tome o caso inicial n = 3, ou seja:
Gy=_2+iP+ 1] =242+ 1]l =4+2i+1=5+2i
O que € verdade, de acordo com a sequéncia (4.2).
ii. Agora suponha que a hipétese de indugdo seja verdadeira para um certo n > 3,
ou seja, € vdlida a expressdo G, = [2+i|P,—1 + [1|P,—».
Vamos verificar para n+ 1:
Guy1 = 2+i]P,+[1]P,1.
Observando o comportamento desta tltima expressdo apds a igualdade e apli-

cando a defini¢do da sequéncia de Pell (2.1), temos:
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Gus1 = Q+)P+(DP, =

= 2+)2P1+ P2+ (1)[2P—2+ Py-1] =

= 2[2+)P-1+ (P2l +2+D)P2+ ()Pt =
Gpt1 = 2G,+Gp

De acordo com a hipdtese de inducao bem como com a proposicao anterior

(4.0.1), encerrando a demonstracao.

De acordo com esta proposi¢ao € natural observar que os termos que multiplicam
os elementos da sequéncia de Pell sdo também termos da sequéncia gaussiana de Pell, sendo

possivel estabelecer ainda outra relac@o entre essas sequéncias a partir dos dados a seguir:

Gpr1 = [24i]B+[1]P- = G+ GiPy

G2 = [24i]Pu1 +[1]P, = Q+)RP+PA+()P =
442 DR Q4P = [S4200P 24P =

Gnya = G3B+GoPy g

Dessa forma, ao serem fixados os termos da sequéncia de Pell, P, e P,_; e tomando
certo m € N sendo m > n, utilizando ainda a proposicao anterior (4.0.2), temos outra relagao

entre as duas sequéncias, como segue na proposicao:

Proposicao 4.0.3 Pode-se associar a sequéncia gaussiana de Pell com a sequéncia de Pell a

partir da relagdo

Gn+m = Gm+1Pn +GnPy

Demonstraciao. Mais uma vez, na demonstracao dessa proposicao serd utilizado o processo de
indu¢@o matemadtica sobre m sendo fixos os valores para n, como segue:
i. Seja o valor inicial m = 1, ou seja:
Gu1 =GP+ GP— = [2 + i]Pn + [1]Pn_1
O que € verdade, de acordo com a Proposi¢ao (4.0.2).
ii. Supondo que a hipdtese de inducgdo seja verdadeira para certo m > 1, ou seja, é
valida a expressao Gy4m = Gyp1Py + G Py—1.

Vejamos o que acontece para m+ 1:

Gn+m+1 = Gm+2Pn + GerIPnfl-
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Efetuando os cdlculos depois da igualdade, fixando P, e P,_1, e aplicando a

Proposicdo (4.0.1) vem:

Gni2Pr+Gui1Pim1 = [2Gut1 +Gu)Bi+[2Gn + Gu—1]Pi—1 =
= 2Gu+1Pi+GuP+2GPr—1 4+ Gp—1Py—1 =
= 2[Gms1Pi+GnPr1]+[GuPr+Gp-1Pm1] =
Gni2Pi+Gui1Pi1 = 2Guim+Guim—1 = Guyms1
|
Demonstrando com isso uma associacdo entre as sequéncias de Pell e a gaussiana de
Pell por meio de duas relagdes. Observa-se que estas relacdes dependem de termos anteriores,

questionando-se o fato da determinacao de algum membro desta dltima sequéncia a partir do

conhecimento apenas da posicao, o que serd visto na préxima secao.

4.1 EQUACAO DE RECORRENCIA DA SEQUENCIA GAUSSIANA DE PELL

Retornando a equacdo apresentada na Proposicao (4.0.1) e reescrevendo a expressao

recursiva modificando os indices dos termos de forma conveniente, temos:
G2 =2Gu41+ Gy (n>1) (4.3)

Observe que esta expressao representa uma equacao de recorréncia linear de segunda
ordem que possui equacdo caracteristica similar a sequéncia de Pell, a saber 1> = 2r + 1, ou ainda

t> —2t — 1 = 0, cujas raizes dessa expressio é:
t=1+v2

fazendo com que a solugdo geral de (4.3) seja escrita como
Gp=A(1+V2)"+B(1—V2)" (4.4)

e para se determinar as incdgnitas de A e B tomamos os casos iniciais Gy =1 e Gy =2+

formando o sistema.
G =A1+V2)' +B(1-v2)' =1
Gy =A(1+V2)>+B(1—2)>=2+i

Resolvendo esse sistema, usaremos o método da comparacao isolando a incognita A

nas duas equacdes. Na primeira:
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Al+V2)'+B1-v2)! = 1 =
AQ+V2)+B(1-v2) = 1 =
A(14+v2) = 1-B(1—2)

Isolando a incégnita A, fica:

:1—3(1—\6)

A N @ 7
142

racionalizando este resultado, fica:

1-B(1-v2) 1-+2
1+v2  1-V2
1(1-+v2)—B(1—-2v2+2)
1-2
1-v2-B(3-2V2)
—1

A =

A = V2—-1+B(3B-2V2) (4.5)

De forma semelhante, mas na segunda equacao do sistema temos:

A +V2)2+B(1-2)? = 2+i =

A(14+2V2+42)+B(1-2V2+2) = 2+i =

AB+2V2)+B(B—-2v2) = 2+i =
AB+2v2) = 2+4i—-B(3-22)

Isolando a incégnita A vem:

_2+4i-B(3-2V2)

A
34242

racionalizando esse resultado anterior, temos:

2+i—B(3-2V2) 3-2V2
3+2v2 3-2V2
2(3—2v2)+i(3—2v2) —B(9—12¢/2+38)
9-38
2(3—-2v2)+i(3—2v2) —B(17—12V2)

1
A = 6—4V2+43i—2iV2—-B(17—12V2) (4.6)

Tomando os segundos termos das equagdes (4.5) e (4.6) e resolvendo:



V2—-14B(3-2V2)
B(3—2v2) +B(17—12V2)
3B—2BV2+17B—12BV2
20B — 14BV/2
B(20—14V2)

= 6-4V2+3i—-2ivV2—B(17-12V12)

— 6-4V24+3i—-2iV2—-V2+1 =

= 7-5V2+43i-2iV2 =
= 7-5V2+43i-2iV2 =

= 7-5V2+3i—2iV2 =
7 —5vV2+3i—2iV2
20 — 142

Racionalizando este dltimo resultado, tem-se:

7 —5v243i—2iv2 20+ 142

B = :
20— 142 20+ 142
1404 98v2—100v/2 — 140+ 60i + 42i\/2 — 40i\/2 — 56i
B 400 — 392
O —2V244i+2iV2
N 8
—V2+2i+iV2
2 2+V2
B = —%Jri +4f
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=

(4.7)

Substituindo o valor de B obtido em (4.7) na expressao (4.5), determinamos a

incégnita A:

2 2442
A = V2-1+ —%H +4f (3—-2V2) =
3V2 4 60 4iV2 3iV2 4
Y T R S N\ BN
4 44 4 4 4
 AV2-4-3V244+6i—4iV2+3iV2—4i N
- 4
 V2-iV242i
B 4
A = \/_§+l_2—\/§
4 4

(4.8)

Assim, utilizando os resultados das incognitas A e B obtidos nas expressoes (4.8) e

(4.7) e inserindo na expresdo (4.4), determinamos a equacao geral de recorréncia da sequéncia
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gaussiana de Pell:

V2 2-V2
T+l

(1—V2)" (4.9)

E possivel ainda apresentar esse ultimo resultado de uma forma similar a relacio de

Binet para a sequéncia de Pell, indicada em (2.11), como é demonstrado no préximo teorema.

Teorema 4.1.1 A formula de Binet para a sequéncia gaussiana de Pell é dada por

(1—iB)o—(1+ia)p"
o—f '

Gn:
coma:1+\/§eﬁ:1—\/§.

Demonstracao. Utilizando a Defini¢ao (4.1) e ainda a férmula de Binet para a sequéncia de Pell

(2.11), temos:

G, = PB,+iP,_ =
B ol _Bn ‘an—l _Bn—l
T a—p ' a-p -
_ an_ﬁn+i(an+l _Bn—l-]) N
a—p
_ o"— B"+ica™ —iBB" N
a—p
 (I4io)a"—(1+iB)B"
G, = a—B (4.10)

Naturalmente, os resultados (4.9) e (4.10) sdo equivalentes. Para se fazer essa
verificagdo, basta efetuar as trocas para os valores de & e 3 e realizar as devidas operac¢des, como

segue:

(L+ic)a" —(1+ip)B" _ [1+i(1+V2)](1+v2)" —[1+i(1 - V2)[l —v2]"
a—p (1+v2)—(1-v2)
[L+i+iv2](1+vV2)"— [1+i—iv2](1 —V2)"

1+v2-142
[ +i+ivV2](1+V2)" = [1+i—iv2](1 —2)"

2V2

e ao ser racionalizado nesta ultima etapa da operacdo, obtemos assim a equivaléncia entre ambas,

conforme ja se era de esperar. Naturalmente, estas expressao sao apenas obtidas em valores
com indices inteiros, sendo feito o questionamento sobre o comportamento com os indices no

conjunto dos inteiros. Andlise que sera feita na proxima se¢ao.
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4.2 SEQUENCIA GAUSSIANA DE PELL COM INDICES INTEIROS

Diante do que foi apresentado tanto na obtencao da férmula de Binet para a sequéncia
gaussiana de Pell bem como dos resultados da Secdo (2.3) € possivel realizar a construcio da
sequéncia gaussiana de Pell com indices no conjunto dos inteiros (Z) tomando para isso 0s
valores desses indices bem como os valores da sequéncia de Pell com indices negativos.

De fato, na extensdo para termos da sequéncia com indices negativos, estes devem
satisfazer tanto a Defini¢do (4.1) sendo removido naturalmente a restricdo n > 1 quanto a
expressao recursiva (4.9) e ainda a férmula de Binet para a sequéncia gaussiana de Pell (4.10)
tomando valores ndo positivos para n. Dessa maneira, a partir de agora serd realizada a extensao
da sequéncia gaussiana de Pell para indices ndo naturais.

Inicialmente, sera calculado o termo Gy tomando a Definicdo (4.1) e n = 0, como

segue:

Go=PFPy+iP_ =0+i(1) =1

Comenta-se que este resultado também poderia ser obtido a partir do uso da Proposi-
¢a0 (4.0.1) usando um procedimento andlogo ao utilizado ao que foi feito com a extensao da
sequéncia de Pell para indices negativos. Comprovando o valor para G e utilizando ainda este
modelo, fica simples a partir da inser¢do dos termos com indices negativos da sequéncia de Pell
a determinacao de outros termos da sequéncia gaussiana de Pell com indices inteiros tais como
G_1,G_2,G_3,...,G_,, ... e com isso é possivel apresentar alguns exemplos de termos iniciais

dessa sequéncia, como segue:

n=—1 - G = P +iP, = 1+i(-2) = 1-2i
n=-2 - G, = P,+iP3 = —2+i(5) = —245i
n=-3 - G = Ps+iPy = 5+i(-12) = 5-12i
n=-4 - G4 = P4+iPs = —124i(29) = —12429i
n=-5 - G.s = Ps+iPq = 294i(—-70) = 29—70i
n=-—6 - G = Pg+iP7 = -70+i(169) = —70+ 169

Estes resultados também poderiam ser obtidos pela equacdo de recorréncia apre-
sentada em (4.9) para os mesmos indices, sendo que estes foram determinados a partir de
software computacional. Observe ainda a existéncia de um padriao que relaciona os termos de

indices negativos com os termos positivos, bem como uma alternancia de sinal entre os termos
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e os elementos com indices negativos possuem as parcelas pares positivas e as parcelas pares
negativas.
Diante disso € possivel fazer uma associagdo entre os pares de termos da sequéncia

gaussiana de Pell:

G_p=i(—1)""Gpu (4.11)

Ora, tomando esta expressao e desenvolvendo apds a igualdade, vem:

G, = i(—1)""'.G,y =
= i(=1)".[2C,+Cp_1] =
= 2i(—1)".Cy+i(—1)".Cy—y =
= 2i(—1)"[Py+iPys1] +i(—=1)" [Py +iPy) =
= 2i(=1)"P,—2(=1)"Pyyy +i(—1)"P,_; — (—1)"P, =
= 2P, —2P pi 1 +iPp 1+ Py =
= i[-2P ,+P_, 1] -2P 1 +P, =
Gy = P, +iP_,

Que de acordo com (4.1) representa a definicdo da sequéncia gaussiana de Pell,
mas com indices negativos a partir dos resultados anédlogos a sequéncia de indices negativos da

sequéncia de Pell, como segue:
G_,=P_,+iP_,, :an+iP—(n+1) 4.12)

comprovando com isso a possibilidade de extensdo dos mesmos conceitos da sequéncia gaussiana
de Pell dos indices naturais (N) para os inteiros (Z).

Além do conceito obtido nessa secdo, tem-se ainda outro bastante importante na
construcdo do trabalho acerca dos elementos matriciais da sequéncia complexa de Pell, assunto

da préxima sec¢ao.

4.3 MATRIZ DA SEQUENCIA GAUSSIANA DE PELL

De forma semelhante ao que foi feita na sequéncia de Pell bem como na sequéncia
de k-Pell na constru¢do de matrizes que representam as respectivas sequéncias, serd visto nessa

secdo a construcao da matriz da sequéncia gaussiana de Pell.
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Utilizando os resultados obtidos na Sec¢do (2.4) € possivel estabelecer uma relagdo
entre a matriz associada a sequéncia de Pell com a construcao da matriz associada a sequéncia

gaussiana de Pell, como é mostrado na préxima proposi¢ao:

Proposicao 4.3.1 Seja a sequéncia de Pell (P,) com sua devida representacdo matricial M,,
a matriz associada a sequéncia gaussiana de Pell com seus devidos elementos (G,) pode ser

indicada por

Demonstracao. Usando dlgebra matricial e a definicdo da matriz associada a sequéncia de Pell,

tem-se a soma entre as matrizes:

P P P, P
M, +iM, | = N
P, P, P11 P

P +iB, P,+iP,
Po+ibi1 B +iP

Gn+ 1 Gn
Gn an 1

M,+iM, | =

M,+iM,1 = C,
Isso de acordo com a Defini¢do (4.1) que indica a sequéncia gaussiana de Pell.
|

A matriz associada a sequéncia gaussiana de Pell serd indicada por C,, a partir de
agora e de acordo com a proposicao anterior € possivel realizar a constru¢do das primeiras

matrizes da sequéncia gaussiana de Pell:

G, Gy 241 1 Gy Gy 542 241

C] — = Cz: =

Gy Go 1 Gy Gy 240 1

Gy Gj 12+5i 5+2i Gs Gy 294121 1245
C3 = = C4 = =

Gy Gy 5+2i 241 Gy Gj 12+5i 5+2i

e assim por diante. E possivel também realizar uma associacao entre as matrizes associadas a
sequéncia gaussiana de Pell com a defini¢do de uma forma similar a da sequéncia, como mostra

0 préximo teorema.
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Teorema 4.3.2 Seja a sequéncia gaussiana de Pell (G,) e a representacdo matricial dela C,,

esta pode ser apresentada por
Cn = 2Cnfl + Can
Demonstracao. Usando dlgebra matricial bem como a Proposi¢do (4.0.1), tem-se:

Cn = 2Cn—1+cn—2
Gn Gn—l Gl’l*l anZ
+

C, = 2
Gu-1 Gu2 Gu2 Gu3
. 2Gn + Gn—l 2(;n—l + Gn—2
2Gn—l + Gn—2 2Gn—2 + Gn—3
Cn _ Gn—H Gn
| Gn anl

Existe ainda outra associacdo entre as matrizes associadas da sequéncia de Pell com

as da sequéncia gaussiana de Pell, como mostra o préximo teorema.

Teorema 4.3.3 Seja a matriz associada da sequéncia de Pell (M) e a matriz associada da

sequéncia gaussiana de Pell (C,,), estas se relacionam pela expressdo
C, =M,C,.

Demonstracao. Naturalmente, pela simetria apresentada nas duas matrizes associadas as sequén-
cias de Pell, existe a comutatividade na multiplicacdo de duas dessas matrizes. Dessa forma,
utilizando induc@o matemaética, vem:

Paran =1:

2 1 1 i 241 1 G, G

1 0 i 1-2i | G Gy

Agora tome tal resultado como verdadeiro para certo n > 1, ou seja,
C,=M,Cy

dessa forma, para n+ 1, e sabendo da defini¢do da matriz da sequéncia de Pell com poténcia n,

usando o produto matricial, vem:
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Pot2  Poyi 1 I
Cn+l = =
Py P, i 1—2i
B Poyo+ibpi1 P2+ P — 2iP4 N
P, +iP, iPyy1+ P, —2iP,
. Gn+2 i[2Pn+l+Pn]+Pn+1 _ZiPn—H N

Gn+2 Pn—|—1 + an

= =
L Gn—H Pn+an—1
Gy G
Cn+] _ n+ n+1
Gn+1 Gn

De acordo com a defini¢do da matriz associada a sequéncia gaussiana de Pell.
|

E possivel ainda realizar a associagdo entre o indice da matriz da sequéncia gaussiana
de Pell com sua respectiva poténcia da matriz gaussiana inicial. Tal associacdo serd demonstrada

no proximo teorema.

Teorema 4.3.4 Toda matriz (C,) associada a sequéncia gaussiana de Pell (G,) se relaciona

com a poténcia da mesma matriz da forma
C,=[C]"=

Demonstracao. Utilizando os Teoremas (2.4.2) e (4.3.3) temos:

P, P, 1 i G G
Cn:MnC():MnC(): +1 n _ n+1 n
P, P, i 1-2i G, Gni

Dessa forma é possivel a obtengio das matrizes C, C?, C4, ..., C",... a partir da
produto da poténcia das matrizes M" com a matriz Cy ou utilizando recorréncia, obtendo assim
as matrizes: C,, C3, Cy4, ..., C,,...

Como sequéncia natural, deseja-se realizar a extensdo das matrizes associadas a
sequéncia gaussiana de Pell para indices negativos, observando assim o comportamento de C_,,.
Entretanto, de acordo com o resultado anterior, deveria-se ter C_, = C™".

Mas, veja que C™" representa a matriz inversa da matriz C”, isso posto, pois
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C"= (Cn)—l

E para se inverter uma matriz de ordem 2, faz-se necessario o conhecimento do
determinante dessa matriz. O préoximo teorema apresenta um resultado bastente util para as

matrizes associadas da sequéncia gaussiana de Pell.

Teorema 4.3.5 O determinante de toda matriz (C,) associada a sequéncia gaussiana de Pell

(Gy) se relaciona por
det (C,) = [-2(1—1)]".
Demonstracao. Sabendo que o determinante da matriz paran =1 €,
det (C1) =det (C') = (2+i)i—1.1=2i—1—-1=-2(1—i)
tem-se utilizando as propriedades dos determinantes
det (C,) = det (C") = [det (C)]" = (—2(1 —i))"
|

Dessa forma, como det (C,) = det (C") # 0 é natural compreender que existe a
inversa da matriz associada da sequéncia gaussiana de Pell. Com isso € possivel apresentar o

corolério que segue:

Corolario 4.3.1 Toda matriz associada da sequéncia gaussiana de Pell (G_,) com indices

negativos (C_,) é determinada pela inversa da matriz com indices positivos (C,) ™.

Demonstracdo. Ora, seja a representacdo C_, para as matrizes associadas das sequéncias
com indices negativos de Pell e usando o Teorema (4.3.3) junto com &lgebra matricial, fica

C"=[C)"]'=C_,=M_,Cy:
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Popy1 Py 1
P, P, ||i 1-2
P +iPy QP+ Pon—2iP,
Pyt iPyy iPpt Py —2iP
G_pt1  Pp+i(Popy1—2Pp)

G, P, 1+ i(P_n - 2P,n,1)

G—n—|—1 P_y+iP_p1

= =
G, Py 1+iPp2
c" o o— an+1 G—n
G-y G

Cujo resultado equivale a definicdo para matriz associada a sequéncia gaussiana de

Pell tomando n negativo.
|

Veja que com estas demonstragdes é possivel fazer uma extensao também do conceito
de matriz associada (C,) da sequéncia gaussiana de Pell (G,) também para os inteiros (Z). Além
desses resultados apresentados até agora, existem outras generalizacOes sobre sequéncia de Pell,

assunto do préximo capitulo.
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5 O MODELO GENERALIZADO DA SEQUENCIA DE PELL

De acordo com os resultados obtidos nos capitulos anteriores, a partir da defini¢ao
e das propriedades da Sequéncia de Pell, bem como do comportamento das sequéncias de k e
complexa de Pell € possivel fazer uma generalizagao desses resultados dos termos para inteiros

quaisquer, que serd apresentado na préxima secao.

5.1 SEQUENCIA GENERALIZADA DE PELL

A sequéncia generalizada de Pell, de acordo com Aydin e Koklii (2017, p. 3) indicada

por [P,,, é definida como:

Py=2P, 1 +Pya,  (n2>3) (5.1)

com Py =g e P, = p, tomando p e g inteiros arbitrarios.

Tomando (5.1) € possivel encontrar os n-ésimos primeiros termos da sequéncia:

Py = ¢

P, = p

P; = 2P, +P; = 2(p)+ = 2p+tq
Py = 2P34+P, = 2(2p+q)+p = Sp+2q
Ps = 2P4+P3 = 2(5p+2q)+2p+gq = 12p+3¢q
Ps = 2Ps+Ps = 2(12p+59)+5p+2q = 29p+12q

e dando prosseguimento, € formada a sequéncia generalizada de Pell:

q,p,2p+q,5p+2q,12p+5¢q,29p + 12q, ..., P, ... (5.2)

Com isso € possivel estabelecer uma relagdo entre as sequéncias de Pell e a generali-

zada de Pell, indicada na proposi¢do a seguir.

Proposicao 5.1.1 O n-ésimo termo da sequéncia generalizada de Pell P, é dado por

P, =pP_1+qP >

Demonstracao. Para se provar tal proposicao serd utilizado o processo de indu¢do matemética

para os casos vélidos, ou seja:
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i. Tome o caso inicial n = 3, ou seja:
P3 = pP,+qP1 = p(2)+4q(1) =2p+q
O que € verdade, de acordo com (5.2).
ii. Agora suponha que a hipétese de indugdo seja verdadeira para um certo n > 3,
ou seja, é valida a expressdo P, = pP,_1 +qP,—>.
Deve-se verificar a validade para n+ 1, ou seja, que P, = pP,+¢qP,—;. Ora,

observa-se que depois da igualdade, tem:

an‘i‘anfl - p[zpnfl+Pn72]+Q[2Pn72+Pnf3] =
= 2pPi 1+ pPi2+2qP 2+qP3 =
= 2[pPi1+qPy 2]+ pPi2+qPy 3 =

pPi+qP,—1 = 2P, +P, :Pn+1

De acordo com a defini¢do, demonstrando assim a hipétese de inducao.
|

Utilizando este dltimo resultado € possivel observar ainda outra relagio entre as

sequéncias de acordo com os dados a seguir:

Ppi1 = pPitqbi-i = PP +P1P

Ppiyo = pPor1+4gb = pRP+Pi1]+qPy =
= 2pPy+pPi1+qPn = [2p+q|Pi+ pPii =
= P3P+ PP

E assim, fixando os termos da sequéncia de Pell, P, e P,_; e tomando um certo
m € N com m > n e utilizando o resultado da proposi¢do anterior (5.1.1), tem-se ainda outra

relacdo entre as sequéncias de Pell e a generalizada de Pell, como segue:

Proposicao 5.1.2 Pode-se associar a sequéncia de Pell com a sequéncia generalizada de Pell a
partir da relacdo

]P)n—b—m - ]P)erIPn + PPt

Demonstracao. Novamente para se provar tal proposi¢cdo serd utilizado o processo de inducao
matematica:
1. Tome o caso inicial m = 1, ou seja:
Ppi1 =PoB+P1Pi—1 = phi+ P

O que € verdade, de acordo com a Proposi¢ao (5.1.1).
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ii. Agora suponha que a hipétese de indugdo seja verdadeira para um certo m > 1,
ou seja, é valida a expressao P, = Py 1P+ PPy 1.
Deve-se verificar a validade para m + 1, ou seja:
Primt1 = PusaPr+ P 1 Po1.

Ora, mais uma vez observa-se que depois da igualdade, tem:

Pui2Pi+Ppi1Pio1 = [2Ppi1 +Pul B+ 2P+ P Po—y =
= 2P, 1P+ PP+ 2P, Py 1 + Py 1P =
= 2[Pui 1P +PulPot] + PPy +Pp1 Py =
PPy + P11 = 2Ppim+Pupm—1 = Ppimt1

De acordo com a proposi¢d anterior, demonstrando assim a hipdtese de indugao.
|

Ap6s serem feitas as demonstragdes dessas duas proposi¢Oes e voltando para (5.1) é
natural perceber que os termos da sequéncia generalizada de Pell € obtida apenas a partir dos
dois termos imediatamente anteriores, sendo necessaria uma expressao que determique qualquer

termo a partir de sua posi¢do, o que serd apresentado na proxima se¢ao.
5.1.1 Equacao de recorréncia da sequéncia generalizada de Pell

Voltando a defini¢do da Sequéncia Generalizada de Pell, a saber, (5.1), e represen-

tando a mesma de forma conveniente a partir da alteracdo de seus indices, podemos ter:

Pui2 =2P, 1 + Py, (” > 1) (5.3)

Tomando (5.3) uma equagdo de recorréncia linear de segunda ordem € facil verificar
que essa tem a mesma equacao de recorréncia da sequéncia de Pell (2.4) e utilizando os elementos
contidos no Apéndice (A) naturalmente as mesmas raizes, a saber, r = 1 & \/5 sendo que sua

solugdo geral possa ser escrita como:
P, =A(1+V2)"+B(1—V2)" (5.4)
e para se determinar as incognitas A e B tomamos P; = g e P, = p formando o sistema.

P1=A(1+v2)'+B(1-V2)' =4

Py =A(1+v2)>+B(1-V2)*=p
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Na resolucdo desse sistema, serd isolada a incognita B na primeira equacao:

AQ+V2)'+B(1-V2)! = ¢4 =
A(1+V2)+B(1-V2) = ¢ =
B(1-v2) = gq—-A(1+V2) =
q—A(1+V2)
1-v2

Substituindo o valor de B na segunda equagdo, vem:

AQ+vaR 4 A0V

1—-v2 P -
A(T+2V242)+[g—A1+V2)].(1-V2) = »p =
AB+2V2)+q(1—v2)—A(1+V2)(1-v2) = p =
AB+2V2)-A(1-2) = p—gq(1-V2) =
A4+2v2) = p—q(1-V2) =
P ()
4422
Racionalizando a incégnita A vem:
4 Pma(1-v2) 4-2V2
O 442V2 4202
_ p(4—2v2) —q(1 —V2)(4—2V2)
(442v2)(4—2v2)
_ 2p(2-V2)-29(4-3V2)
N 16 —8
1 .

E substituindo o resultado de A para se determinar o valor de B, vem:

g— P(Z—ﬁ)—f(“—%ﬁ) (14 \/§>
1-v2
4qu(2fﬂ)(1+ﬁi+q(4f3x/i)(Hﬂ)
1-v2
49— p(vV2)+q(—2+Vv2) 1
4 12
—pV2+4(2+V?2)
4(1—+/2)

Racionalizando este dltimo resultado, encontra-se a incognita B:
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—pV2+q(2+V2) 1+V2

41-v2)  1+V2
—pV2(1+V2) +q(2+V2)(1+2)

4(1-v2)(1+V2)
—pV2-2p+q(2+2V2+V2+2)
4(1-2)
—p(2+V2) +q(4+3V2)
—4

P(2+V?2) —q(4+3V2)

B — n (5.6)

Finalmente, usando os valores das incdgnitas A e B encontrados respectivamente nas
expressoes (5.5) e (5.6) e aplicando na equacdo geral, tem-se a formula de Binet para a sequéncia

generalizada de Pell:

_p2-V2) g4 -3V
4

P<2+\/§) _q(4+3\/§)'[1 _\/i]n

P, 1

[1+V2)"+ (5.7)

Uma forma mais pratica para o resultado anterior € apresentado no proximo teorema,

como a férmula de Binet para a sequéncia generalizada de Pell.

Teorema 5.1.3 A formula de Binet para a sequéncia generalizada de Pell é:

_ ao—Bp"

Bu= (5.8)

Demonstracao. Tomando a equacdo de recorréncia (5.1) e a reescrevendo de forma conveniente
P2 = 2P, 1 +P,, cuja equacdo caracateristica é t> — 2t — 1 = 0 a partir do Apéndice (A) e

sendo as raizes dessa equacao

a = 142
B = 1-v2

com a+ B =2, a—B =2v2e aB = —1. Utilizando a equagio de recorréncia e tomando

Pop = g e P} = p como valores iniciais, encontra-se a formula de Binet para P, como

P, = (p—29)Pi+qPui1 =
n__ Rn n+1 _ pn+l
- (G ) () -
aa"—Bp"
o—p

comd=p+qgla—2)eB=p+q(f-2).
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Sendo possivel com este tltimo resultado encontrar qualquer termo da sequéncia
generalizada de Pell tomando qualquer valor para n. No entanto, questiona-se a possibilidade de
realizar, assim como na sequéncia de Pell, a extensao dos indices para o conjunto dos nimeros

inteiros (Z), assunto que serd abordado na préxima sec¢ao.

5.2 EXTENSAO PARA INDICES NEGATIVOS

A partir dos resultados nos capitulos anteriores se tratanto da extensdo de termos
para indices negativos, é possivel fazer a extensdo da sequéncia generalizada de Pell com indices
no conjunto dos inteiros (Z) tomando para isso os valores desses indices bem como os valores
da sequéncia de Pell com indices negativos.

De fato, na extensdo para termos da sequéncia com indices negativos, estes devem
satisfazer tanto a defini¢do da sequéncia generalizada sendo removido naturalmente a restricao
n > 1 quanto a expressao recursiva obtida na secdo anterior e ainda a férmula de Binet para a
sequéncia generalizada de Pell tomando valores ndo positivos para n. Dessa maneira, a partir de
agora serd realizada a extensao da sequéncia generalizada de Pell para indices ndo naturais.

Inicialmente, serd calculado o termo [Py tomando a definicdo e n = 0 e modificando

os termos de forma conveniente, como segue:

Po=P, —2P; = (p) —2(q9) =p—2q

Comenta-se que este resultado também poderia ser obtido a partir do uso da recor-
réncia bem como da férmula de Binet para a sequéncia generalizada de Pell tomando n = 0.
Comprovando o valor para Py e utilizando ainda este modelo, fica simples a partir da troca a
obtencao de outros termos da sequéncia generalizada de Pell como indices inteiros tais como
P_,P_,, P_3,..,P_,, ..ecomisso é possivel apresentar alguns exemplos de termos iniciais

dessa sequéncia, como segue:
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n=-1 .. P = P —-2P = (¢9)—2(p—29) = —2p+5¢q
n=-2 . P, = Py-2P_; = (p—2q9)—2(—2p+59) = 5p—12¢
n=-3 . P35 = P ;-2P, = (=—2p+5q9)—2(5p—12q) = —12p+29¢q
n=—4 . P4 = P,-2P 3 = (5p—129)—2(—12p+29q) = 29p—70q
n=-5 - Ps = P3-2P4 = (—12p+299)—2(29p—70q) = —70p-+169¢q

Observe a existéncia de um padrao que relaciona os termos de indices negativos com
0s termos positivos, bem como uma alternancia de sinal entre os termos e os elementos com
indices negativos possuem as parcelas pares positivas e as parcelas pares negativas.

E a partir da construgdo da familia de sequéncias de Pell com indices negativos, é
possivel comprovar a extensdo dos mesmos conceitos para a sequéncia generalizada de Pell dos
indices naturais (N) para os inteiros (Z).

Além do conceito obtido nessa secdo, tem-se ainda outro bastante importante na
construcdo do trabalho acerca dos elementos vetoriais da sequéncia generalizada de Pell, assunto
da préxima sec¢ao.

Com estes elementos é possivel realizar a construcdo da matriz generalizada associ-

ada a sequéncia de Pell. Assunto que serd abordado na préxima secao.

5.3 MATRIZ DA SEQUENCIA GENERALIZADA DE PELL

De maneira similar ao que foi construido para a familia da sequéncia de Pell, em
relacdo a determinagdo de matrizes associadas a sequéncia, é possivel também obter a matriz
associada a sequéncia generalizada de Pell, como serd apresentado nessa secao.

Utilizando os resultados obtidos na Sec¢do (2.4) € possivel estabelecer uma relagdo
entre a matriz associada a sequéncia de Pell com a construcao da matriz associada a sequéncia

generalizada de Pell, como é mostrado na proxima proposi¢ao:

Proposicao 5.3.1 Seja a sequéncia de Pell (P,) com sua devida representacdo matricial My, a
matriz associada a sequéncia generalizada de Pell com seus devidos elementos (P,,) pode ser

indicada por

]P)n—H ]P)n
Pn IP)n—l
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Demonstracao. Utilizando a Proposi¢ao (5.1.1) com a matriz associada a sequéncia de Pell

(M,,)) junto com dlgebra matricial, vem:

P, P Pri Py
pMnfl'i'anfZ = P " " +q ! g =
Pn—l Pn—2 Pn—2 Pn—3

an+an—l an—] +an—2
i pPi1+qP,—2 pPi2+qP 3

P, P
pMn—l + an—Z = " " =
]P)n IP)nfl

My 1 +gM, 2 = M,
Isso de acordo com a Proposicdo (5.1.1) que indica a sequéncia generalizada de Pell.
|

A matriz associada a sequéncia generalizada de Pell serd indicada por M, a partir
de agora e de acordo com a proposicao anterior € possivel realizar a construgdo das primeiras

matrizes da sequéncia generalizada de Pell:

P, P Py P 2p +
M, = 2 1 _ p q M, = 3 2 _ p+q p
| P1 Po | | 9 P—2q | P2 Py | P g
Py P Sp+29 2p+gq Ps Py 12p+59 Sp+2q
P; P 2p+gq p Py IP3 Sp+2q 2p+gq

e assim por diante. E possivel também realizar uma associagcdo entre as matrizes associadas
a sequéncia generalizada de Pell com a defini¢do de uma forma similar a da sequéncia, como

mostra o préximo teorema.

Teorema 5.3.2 Seja a sequéncia generalizada de Pell (P,) e a representagdo matricial dela M,

esta pode ser apresentada por

M, =2M,, 1 + M, >
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Demonstracao. Usando dlgebra matricial bem como a proposicdo anterior, tem-se:

M, = 2M,_1+M, > =
P P,_ P, P,_

Mn — 9 n n—1 n n—1 n—2 N
IP>n—1 I[Dn—2 ]P)n—Z ]P)n—?;

2]P>n + ]Pn—l 2]P)n—l + Pn—Z
2Pn—1 + IEDn—2 2Pn—2 +Pn—3

]P)n—i-l IP)n
P, IP>n—l

Existe ainda outra associacdo entre as matrizes associadas da sequéncia de Pell com

as da sequéncia generalizada de Pell, como mostra o préximo teorema.

Teorema 5.3.3 Seja a matriz associada da sequéncia de Pell (M,,) e a matriz associada da

sequéncia generalizada de Pell (M,,), estas se relacionam pela expressdao

p q
Mn - MnflMl - Mnfl

q P—2q
Demonstracao. Naturalmente, pela simetria apresentada nas duas matrizes associadas as sequén-
cias de Pell, existe a comutatividade na multiplicacdo de duas dessas matrizes. Dessa forma,
utilizando inducdo matemadtica, vem:

Paran=1:

I 0 P, P

01 qg P—2q g P—2q Py P4

Agora tome tal resultado como verdadeiro para certo n > 1, ou seja,
M, =M, 1M,

dessa forma, para n+ 1, e sabendo da defini¢do da matriz da sequéncia de Pell com poténcia n,

usando o produto matricial, vem:
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M., = Pi1 B p q N

R q9 p—2
pPir1+4qPy qPa1 +pPy—2gF,

| PPatqPit qPat pPyo1 —2qP-
Put2  q[Pay1 —2P] + pPy
Puyt q[Py—2Py 1]+ pPui

Pn—O—Z PP +qP, 1

= =
| Pn—H an—l =+ an—Z
Pry2 Py
M1 = ! !
IP>n+1 ]Pn

De acordo com a defini¢do da matriz associada a sequéncia generalizada de Pell.
|

E possivel ainda realizar a associacao entre o indice da matriz da sequéncia genera-
lizada de Pell com sua respectiva poténcia da matriz generalizada inicial. Tal associagcdo sera

demonstrada no préximo teorema.

Teorema 5.3.4 Toda matriz (M,,) associada a sequéncia generalizada de Pell (P,,) se relaciona

com a poténcia da mesma matriz da forma

n

M, = [M,]" P q Pry1 Py
n: 1: =

q P—2q P, P

Demonstracao. Utilizando os Teoremas (2.4.2) e (5.3.3) temos:

P, P,_ P P
Mn:Mn_lMl :Mn_lMl _ n n—1 p q _ n+1 n
Pt Pia q P—2q Pn Pu

Dessa forma é possivel a obtencao das matrizes M2, M3, M4, ..., M",... a partir da
produto da poténcia das matrizes M" com a matriz M ou utilizando recorréncia, obtendo assim
as matrizes: M, Mi3, My, ..., Mi,,,...

Como sequéncia natural, deseja-se realizar a extensdo das matrizes associadas a
sequéncia generalizada de Pell para indices negativos, observando assim o comportamento de
M_,,. Entretanto, de acordo com o resultado anterior, deveria-se ter M[_,, = [M;]™".

Mas, veja que [M}] ™" representa a matriz inversa da matriz M", isso posto, pois
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M) = ]

E para se inverter uma matriz de ordem 2, faz-se necessario o conhecimento do
determinante dessa matriz. O préoximo teorema apresenta um resultado bastente util para as

matrizes associadas da sequéncia generalizada de Pell.

Teorema 5.3.5 O determinante de toda matriz (M,,) associada a sequéncia gaussiana de Pell

(P,) se relaciona por
det (M,) = [p* —2pq—q*]".
Demonstracao. Sabendo que o determinante da matriz paran =1 €,
det (M) = det (M") = p(p —2q) — ¢* = p* —2pq — ¢*
tem-se utilizando as propriedades dos determinantes
det (M) = det (M") = [det (M)]" = (p* —2pg—¢*)"
|

Dessa forma, como det (M,,) = det (M") # 0 tomando naturalmente p e ¢ diferentes
de zero é possivel determinar a inversa da matriz associada da sequéncia generalizada de Pell.

Com isso € possivel apresentar o corolario que segue:

Corolario 5.3.1 Toda matriz associada da sequéncia generalizada de Pell (P_,) com indices
negativos (M_,,) é determinada pela inversa da matriz com indices positivos (M) ™.
Demonstracao. Ora, seja a representacdo M_, para as matrizes associadas das sequéncias
com indices negativos de Pell e usando o Teorema (5.3.3) junto com dlgebra matricial, fica
M7 =[M"]'=M_,=M_,_Mj:

M-" — P, Py P 9 N

| Pt Pons q P—2q

pP_y+qP-n—1  qP-n+pP_1 —2qP

| PPop-1tqPp2 qPpo1+pPop2 —2gP 2

P Py

P, IPJ—n—l
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Cujo resultado equivale a definicdo para matriz associada a sequéncia generalizada

de Pell tomando n negativo.
|

Veja que com estas demonstragcdes é possivel fazer uma extensiao também do conceito
de matriz associada (IM,,) da sequéncia generalizada de Pell (P,) também para os inteiros (Z). E
com todas essas generalizagOes € possivel apresentar alguns resultados da familia da sequéncia

de Pell, assunto que serd abordado no préximo capitulo.
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6 ALGUNS RESULTADOS

Neste capitulo serdo apresentados algumas aplicacOes da sequéncia de Pell, bem
como de suas generalizacdes. Nessa perspectiva serdo tratados inicialmente conceitos relacio-
nados com o cdlculo diferencial e integral, posteriormente aplicagdes em fungdes polinomiais,
hiperbdlicas e com nimeros quatérnios e bicomplexos, além do uso no softwware Maple como

segue.

6.1 LIMITES
6.1.1 Limite da sequéncia de Pell

Como elemento inicial, questiona-se o fato da possibilidade de existéncia ou nao do
limite da sequéncia de Pell e quem sabe até uma possivel convergéncia, principalmente quando
esta tende ao infinito positivo. Naturalmente, pelo que foi apresentado nos capitulos anteriores,
temos que

Jim Byt
isso posto pois a sequéncia P, € uma sequéncia mondtona estritamente crescente tomando n € N.

Mas quando se deseja determinar alguma convergéncia para a sequéncia de Pell,
utilizamos o critério da razdo, que podem ser consultados em (LEITHOLD, 1994, p. 734) e
(GUIDORIZZI, 2015, p. 62).

Para isso, vamos analisar o comportamente da razao entre alguns termos consecutivos

iniciais da sequéncia de Pell:

B2 _

B

2= 2 = 25

¥ B

2= 2 = 24

5 %

2 = Z = 2416

B

176 = 55 = 2:4137931034482758620689655172414
5

Pn—H

e assim tentamos determinar a convergéncia da razao entre . Considerando P, o n-ésimo

n
termo da sequéncia de Pell, com n € N, temos pela definicdo (2.1) que P,1 = 2P, + P,_.
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Mostraremos inicialmente que o limite existe. E natural observar que P, < P, 11, €

consequentemente pela definicdo da sequéncia: P, =2P,+ P,—1 <2P,+ P,. Logo, P, <3P,

Pn+1 . . - .
€ portanto, < 3. E como os dois primeiros termos da sequencia possuem razao 2, temos
n

que:

P,
n+1 <3

2<

n
E dessa forma, a razdo entre termos consecutivos da sequéncia € limitada e conver-
gente, assim seu limite existe. Para se determinar esse limite, utilizaremos a forma de recorréncia

21)coma=1+ V2e p=1- /2 encontrada por (BICKNELL, 1975) de forma a facilitar o

célculo desse limite, como segue:

an+l_Bn+l
‘ Pn—H ‘ —Oc—ﬁ ‘ an—H o Bn-H
lim = Ilim ———— = Ilim
n—+e P, n—+oeo & _g n—teo Q" — B
ai

B n
(a) =0, logo o resultado

E‘ < 1, temos que lim
04 n—r+oo

Tomando o fato de que

anterior fica:

P (%) o

lim ntl lim % = lm -+~ = «
n—+e P, n—+eo 1 1 (B n—s+oo L
a  a (oc) a

Comenta-se aqui que tal resultado o = 1 + /2 é conhecido como recorréncia de

prata ou nimero prateado e vale a convergéncia da sequéncia.

Um outro resultado importante € obtido pelo limite hIJlrl P " que seré determinado
n—+o° i

de forma analoga ao cdlculo que foi feito anteriormente:

ﬁ n
N Y R bl ()
lim = lim ————— = lim —————~—
n—-+eo Py n—too g t1 — frtl e o B (g)
o
.1 |
= hm =

E natural observar que este dltimo resultado deve ser racionalizado pois & = 1 + /2,

€COmo Ssegue:

P, 1 1-2 B 1-v2 — —(1-v2) = -B

lim = ) —
n=tes Py 1+v21-v2 -2

Comenta-se que os limites de convergéncia da sequéncia de Pell assumem tanto

os valores das raizes da equacdo caracteristica como os valores dos coeficientes que formam a

recorréncia para a expressao geral dessa sequéncia.
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Na sequéncia das aplicagdes € possivel enxergar a existéncia do limite para a extensao

da sequéncia de Pell, a saber a sequéncia de k-Pell, o que serd feita na préxima se¢ao.
6.1.2 Limite da sequéncia de k-Pell

Catarino (2013, p. 1879) apresenta algumas identidades acerca da sequéncia de
k-Pell, a partir do uso da lei de recorréncia geral ja determinada anteriormente em (3.7), como
segue:

g _H=r

N

n—n

tomando agora as varidveis ry = 1 ++/1+ker, =1—+/14 k de forma a diferenciar as varidveis
utilizadas na secao anterior. Tomando o fato de que foi possivel encontrar a convergéncia da
sequéncia de Pell, € possivel também determinar a convergéncia agora da sequéncia de k-Pell,

como serd apresentada na proxima proposicao:

Proposicao 6.1.1 A convergéncia da razdo de termos consecutivos da sequéncia de k-Pell é

dada por

. Bintr
lim =r

n—te Py

Demonstracao. Ora, utilizando a recorréncia geral da sequéncia de k-Pell

+1 +1
o

. Penti . o ot
lim — = lim —/——— = lim
n—+eo Py n—toeo 13 n—teo  pl— plt
n — 1~ "2
n—nrn
~ |12 ~ . n\" .
Sabendo que arelagdo |[—| < 1,entdo lim | — ) =0, e assim:
r n—+4oo \ 11
r n+1
. Prnp . 1= (H) .1
lm -— = Ilm ———— = Ilm — = r
n—+eo P, n—+eo 1 1 (n n—4oo L
’ r r\r "
]
. - . - P, k,n s
Determinando agora a convergéncia da relacdo inversa entre 7 , temos a proxima
k.n+1
proposicao:
.~ A . ~ P, kn
Proposicao 6.1.2 A convergéncia da relagdo € dada por
P nt1
P, kon n

lim =
n——+oo Pk,n+1 k
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Demonstracao. Utilizando um raciocinio andlogo ao da proposicao (6.1.1), temos

e G
li Pk,n — L ri—r; N 1i rrlz - — L r
m = 1m T T = m n—‘,—l—n—H = m —— 7
n——+oo Pk n+1 n——o0 7111 —7 n——+oo p —r n——+oo 19
’ e ! 2 e\
= lim — = 1
n——o0 r r

Racionalizando este resultado, pois r; = 1 ++/1 +k:

Py 1 1—+v1+4+k 1—V1+k 1—vV1+k 1)

llm - . g _— f R —
n—+oo Py i 1+vV1+k 1—+/1+k 1—(1+k) —k k

Apresentando assim a convergéncia da sequéncia de k-Pell. E podendo ainda observar
o comportamento dessas convergéncias em relagcdo as raizes da equacao caracteristica bem como

também dos coeficientes da recorréncia geral da sequéncia.
6.1.3 Limite da sequéncia generalizada de Pell

Aydin e Koklii (2017, pp. 4, 5) apresentam dois teoremas para a sequéncia generali-

zada de Pell, que seguem:

Teorema 6.1.3 Se P, pertence a sequéncia generalizada de Pell, entdo

P
lim n+1 _ pOH—q
n—e P, go+(p—2q)

quando o0 = 1 ++/2.

Demonstracio. Horadam (1971) apresenta que para os nimeros de Pell, P,

. P
lim ntl =qQ

n—yoo

n

com & = 1+ /2. Assim, para a sequéncia generalizada de Pell (P,), encontra-se:

. IP>n+l 1 an+1 +qb,
lim = lim
n—e P, n—eo qBy 11+ (p - ZQ)PH
= L—H] (6.1)
qa+(p—2q)
[ |

Outra aplica¢do no contexto do célculo diferencial e integral consiste no conceito de

funcdo geradora, que serd visto na préxima secao.
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6.2 FUNCOES GERADORAS

Utilizando os resultados do Apéndice (B), € possivel construir as fun¢des geradoras

das sequéncia de Pell e de k-Pell, como segue.
6.2.1 Funcao geradora da sequéncia de Pell

Podemos escrever a sequéncia de Pell como uma série de poténcias onde cada termo
da sequéncia corresponde aos coeficientes da série e assim € gerada a funcdo. Por defini¢do, seja

a funcdo geradora ordindria

o0
G(Pix) =Y Px" =Py +Pix+Pox* + ..+ P + ..
n=0

Utilizando os valores iniciais da sequéncia de Pell, a saber Py =0e P = 1 vem:

oo oo
Y P = 0+x+ ) PX
n=0 n=2

e aplicando agora a definicao da sequéncia de Pell, vem:

oo Foo
Y P = x+ ) 2P+ P2y
n=0

=2
= x+2 Z P, x"+ Z P,_ox"
n=2 n=2

+oc0 ~+oo
= x+2x Z P, X" a2 Z P, X" 2
n=2 n=2

e tomando de forma conveniente j =n— 1 e m = n— 2, podemos reescrever como
Z PxX'" = x+2x Z Pix) +x Z P,x"
n=0 j=0 m=0

e naturalmente tal expressao equivale a

oo oo oo
Z PxX' = x+2x Z P +x* Z Px"
n=0 n=0 n=0
oo oo oo
Z Px'—2x Z P —x* Z PxX' = x
n=0 n=0 n=0
+o0
Zan”[l —22—x = «x
n=0

E assim podemos escrever a func¢io geradora ordindria da sequéncia de Pell

—+oo
GPix) = Y P = — * 6.2)
n=0

2x —x?2
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De forma semelhante ao que foi feito com a sequéncia de Pell, é possivel obter a

funcdo geradora da sequéncia de k-Pell, o que serd determinado na préxima subsecao.
6.2.2 Funcao geradora da sequéncia de k-Pell

Catarino (2013, p. 1881) determina a func¢do geradora da sequéncia de k-Pell e que
serd calculada a partir de agora usando raciocinio semelhante ao que foi utilizado na se¢do
anterior. Seja a defini¢do da série de poténcia para a sequéncia de k-Pell

~+o0
G(P/w,;x) = Z Pkynxn = Pk7() —|—Pk71x+Pk’2x2 “+ ... —1—Pk7nx" 4 ...
n=0

Usando os valores iniciais da sequéncia de k-Pell: P, g =0e¢ P, = 1 temos:
+oo +oo
Z Pepx' = 04x+ Z Py px"
n=0 n=2
inserindo a defini¢do da sequéncia de k-Pell, fica:

o0

~+oo
Z Pk7nx” = x+ Z (2Pk,n71 + kPkm,z)xn
n=0 n=2

o0 +o
= x+2 Z Pk7n,1x" + Z kPk7n,2x"
n=2 n=2

foo foo
= x+2x Z Pk,n,l)c"*1 + kx? Z Pk,n,z)c"*2

tomando os valores para j =n—1 e m =n—2, temos
Z Penx" = x+2x Z Py jix! + kx Z P mx™
n=0 Jj=0 m=0

e assim fica equivalente a

Z P;mx" = x+2x Z Pk’nx” + kx? Z PkJ,x"
n=0 n=0 n=0
Z P px" —2x Z P px" — kx? Z Peox" = x
n=0 n=0 n=0
~+oo
P px"[1 —2x — kxz] = x

n=0

E finalmente conseguimos escrever a funcdo geradora de k-Pell

~+oo
X
G(Pepsx) = Y, Popx" = : (6.3)
n=0

—2x — kx?
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6.3 FUNCOES POLINOMIAIS

Um estudo acerca das fungdes polinomiais estd intimamente ligado com o as sequén-
cias numéricas, principalmente depois da abordagem de fun¢do geradora, vista na se¢do passada.
Dessa forma, serd introduzio nesta se¢cdo um novo conceito, o de fun¢do polinomial da sequéncia

de Pell.
6.3.1 Funcao Polinomial de Pell
O polindmio de Pell P,(x) é definido por:

Definicao 6.3.1 O polinémio de Pell é definido pela relagcdo:
Poia(x) = 2xPy11(x) + Py(x)

com Pi(x)=1ePy(x) =2.

Dessa forma, utilizando tal defini¢do € possivel observar a construcao dos n-€simos

primeiros polindmios de Pell, como segue:

P(x) = 1

Py(x) = 2

P3(x) = 2xPy(x)+P(x) = 2x(2)+1 = 4x+1

Pi(x) = 2P3(x)+P(x) = 2x(dx+1)+2 = 8x2+2x+2
Ps(x) = 2xPy(x)+P3(x) = 2x(8x°+2x+2)+4x+1 = 16x> +4x°+8x+1

E natural observar o crescimento do grau da sequéncia polinomial a medida que n
aumenta. Fica o questionamento sobre como determinar o termo da sequéncia polinomial a partir

do uso da férmula de recorréncia. O proximo teorema aborda esse tema.

Teorema 6.3.1 A formula de Binet para a sequéncia polinomial é dada por:
o (x)—B"(x
ey - ) = BC)
o (x) — B (x)

x+Vxr+1 x—Vx2+1
— B =0

com a(x) =

Demonstracao. Sabendo inicialmente que a equacdo caracteristica da relagdo de recorréncia
1> = 2xt + 1 produz as raizes o (x) e B(x), e que a sequéncia polinomial pertence i familia de

sequéncias de Pell, utilizando os valores iniciais P (x) = 1 e P»(x) = 2, determinamos a relagio
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Dando continuidade ao estudo, é possivel determinar a fun¢do geradora do polindmio

de Pell, como segue o proximo teorema:

Teorema 6.3.2 A funcdo geradora da sequéncia polinomila é dada por:

t

R

Demonstracao. Utilizando o conceito de fun¢do geradora sendo aplicada na fun¢do polinomial

vem:

G(Pu(x),t) = Y P = P+ P (x)t' +Po(x)t? + ...+ Py(x)1" + .. =
n=0
— t+§Pn(x)t” =
n=2

= 1+ f@xPn,l(x) + Py_p(x))t" =
n=2

oo foo
= 1+2 Z Py (x)t" + Z P, (x)t" =
n=2 n=2

oo foo
= 1420 Y Py 2 Y Po(x)e" =
n=2 n=2

G(P(x),t) = = 4+ 2xtG(Py(x),1) +12G(Py(x),1)

Resolvendo essa equacdo em relagdo a G(P,(x),?) temos:

G(Py(x),1) — 2xtG(P,(x),t) —t*G(Py(x),1) = t =
G(Pu(x),0)[1—2xt—1%] = 1 =
GRW.1) = 5

6.4 FUNCOES HIPERBOLICAS

A partir dos elementos do Apéndice (C), é possivel realizar a constru¢do de funcdes

hiperbdlicas das sequéncia de Pell e de k-Pell, como segue.
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6.4.1 Funcoes hiperbdélicas de Pell

As funcoes hiperbdlicas de Pell sdo definidas de acordo com a préxima defini¢ao,

CcOmo segue:

Definicao 6.4.1 A funcdo seno hiperbolico de Pell é definida por

() — (o)
2V2

enquanto a fungdo cosseno hiperbdlico de Pell é definida por

sPh(x) =

(o) + (o)™

2V2

sendo . = 1++/2 a raiz positiva da equagdo caracteristica (2.4) da recorréncia da sequéncia

de Pell.

cPh(x) =

A partir dessas defini¢des é possivel realizar um estudo acerca do comportamento
geral dessas fun¢des de acordo com as proposi¢des e teoremas da secdo anterior, realizando
assim uma generalizacao das fungdes hiperbodlicas junto com a sequéncia de Pell, como mostram

0s préoximos teoremas e proposigdes.

Teorema 6.4.1 (Teorema de Pitdgoras) Sejam cPh(x) e sPh(x) as fungcdes cosseno e seno

hiperbdlico de Pell. Para cada x € R, vale a relagdo:
2 2 1
[cPh(x)]” — [sPh(x)]” = 5

Demonstracao. Usando a defini¢do (6.4.1) temos:

T e L e L

8 8

8

1
2
|

Antes de enunciar o préximo teorema, existe uma proposi¢cao bastante util para a

demonstracao do mesmo, como segue:

Proposicio 6.4.2 A soma e a diferenga entre cPh(x) e sPh(x) é dada por:
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()"

(a)"

V2

Demonstracao. Para comprovar esta proposi¢ao sera utilizado a Defini¢do (6.4.1):
(@) + (o)™ (@) =(a)™ _2(a)* _ ()

i. cPh(x)+sPh(x)x =

N

ii. ¢cPh(x)—sPh(x)=

i. cPh(x)+sPh(x)x =

()2\/(5) ()2\/(5) :2(\/)52\(/5)
g af+(@)* (af—()* 2(@)™* (a)™*
ii. ¢cPh(x)—sPh(x)x = NG - o = 22 = V2

Bem como também temos as relacdes para soma e diferenca de valores nos reais

para as funcdes seno e cosseno hiperbdlico de Pell, como segue no préximo teorema:

Teorema 6.4.3 (Soma e diferenga) Sejam sPh(x) e cPh(x) funcées hiperbdlicas de Pell e to-

mando x,y € R e ainda k € R", temos as identidades:

i. sPh(x+y) = V/2[sPh(x)cPh(y) + cPh(x)sPh(y)]
ii. sPh(x—y) = v/2[sPh(x)cPh(y) — cPh(x)sPh(y)]
iii. cPh(x+7y) = /2[cPh(x)cPh(y) + sPh(x)sPh(y)]
iv. cPh(x—y) = v/2[cPh(x)cPh(y) — sPh(x)sPh(y)]

Demonstracao. Na demonstracdo desse teorema sao utilizados tanto a Defini¢do (6.4.1) quanto

o resultado obtido na Proposi¢do (6.4.2), em cada caso, como segue:

Phirty) — (0¥ ;\;‘;)_()H—y) _
_ (@) ()" — (o) (o)™ N
2V2
V2[cPh(x) + sPh(x)]v/2[cPh(y) + sPh(y)]

2V2
B V2[cPh(x) — sPh(x)]/2[cPh(y) — sPh(y)] N
1. 2v2
= \/75 [cPh(x)cPh(y) + cPh(x)sPh(y) + sPh(x)cPh(y)

+sPh(x)sPh(y) — cPh(x)cPh(y) 4+ cPh(x)sPh(y)

+sPh(x)cPh(y) — sPh(x)sPh(y)] =

- ? [2cPh(x)sPh(y) +2sPh(x)cPh(y)] =

sPh(x+y) = \/E[sPh (x)cPh(y) + cPh(x)sPh(y)]



ii.

1il.

cPh(x+y)

(@) (@) )
2v/2
(o) (o)™ — (&) ()
2V2
V2[cPh(x) + sPh(x)|/2[cPh(y) — sPh(y)]
2V2
_ V2[cPh(x) — sPh(x)]V2[cPh(y) + sPh(y)]
2v2
V2

- [cPh(x)cPh(y) — cPh(x)sPh(y) 4+ sPh(x)cPh(y)

=

—sPh(x)sPh(y) — cPh(x)cPh(y) — cPh(x)sPh(y)

+sPh(x)cPh(y) + sPh(x)sPh(y)] =

V2 [2sPh (x)cPh(y) — 2cPh(x)sPh(y)] =

f 2[sPh(x)cPh(y) — cPh(x)sPh(y)]
(a)x+y+(a) x+y
2v/2
(@) () + (o) ()™
2V/2
\/E[cPh(x) + sPh(x)]\/ 14 k[cPh(y) 4 sPh(y)]

2V2
N V2[cPh(x) — sPh(x)]V/2[cPh(y) — sPh(y)]

;" 2V2
72 (cPh(x)cPh(y) + cPh(x)sPh(y) + sPh(x)cPh(y)

=

=

+sPh(x)sPh(y) 4+ cPh(x)cPh(y) — cPh(x)sPh(y)
—sPh(x)cPh(y) + sPh(x)sPh(y)] =

V2

5 [2c¢Ph(x)cPh(y) + 2sPh(x)sPh(y)] =
V2[cPh(x)cPh(y) + sPh(x)sPh(y)]

77
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x—y —(x=y)
cPh(x—y) = (@) ;L\(/g) =
@@ @
2V2

V2[cPh(x) + sPh(x)]/2[cPh(y) — sPh(y)]
22
N V2[cPh(x) — sPh(x)]\/2[cPh(y) + sPh(y)]

1v. 2\/§

N \/75 [cPh(x)cPh(y) — cPh(x)sPh(y) + sPh(x)cPh(y)

—sPh(x)sPh(y) + cPh(x)cPh(y) + cPh(x)sPh(y)

—sPh(x)cPh(y) — sPh(x)sPh(y)] =
= \/75 [2c¢Ph(x)cPh(y) — 2sPh(x)sPh(y)] =

cPh(x—y) = V/2[cPh(x)cPh(y) — sPh(x)sPh(y)]

Tomando as demonstracdes deste teorema e usando y = x nos casos i € iii, observa-se
o comportamento das fungdes seno e cosseno hiperbolico de Pell para o dobro de um valor real,

como € mostrado no préximo coroldario:

Corolario 6.4.1 (Argumento duplo) Seja x € R e as fungdes seno e cosseno hiperbalico de Pell,
valem as identidades:

i. sPh(2x) = v/2[2sPh(x)cPh(x)]

ii. ¢cPh(2x) = \/2[(cPh(x))?+ (sPh(x))?]

Demonstracao. Utilizando os resultados do Teorema (6.4.3) no caso em que y = x vem em cada

o sPh(2x) = sPh(x+x) =
i = V2[sPh(x)cPh(x) 4 cPh(x)sPh(x)] =
sPh(2x) = V/2[2sPh(x)cPh(x)]
cPh(2x) = cPh(x+x) =
i. = V2[cPh(x)cPh(x) + sPh(x)sPh(x)] =
cPh(2x) = /2[(cPh(x))*+ (sPh(x))?]

Corolario 6.4.2 (Meio Argumento) Seja x € R e as fungdes seno e cosseno hiperbdlico de Pell,

valem as identidades:
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' x 1+ cPh(x)V/2
i. cPh (E) = j:\/ 5

) x —1+cPh(x)V2
ii. sPh (§> =+ 5

Demonstracao. Utilizando os resultados do Corolério (6.4.1) bem como o Teorema (6.4.1)

X
tomando o caso em que 5 vem em cada caso:

cPh(x) = V2 (cPh(%))z—F(sPh()—zC))Z] =
G (O R IO
x\\2 1
- Ay -
- ) -
Cova(en(D)) = e -
x\\ 2 cPh(x) V2
(Cph<i>>2 - % 22&@ N
X cPh(x 1
(m(3) = TP
cpn(3) = wyLELOVE
cPh(f) _ 1+ cPh(x)v2
2 2
() = (m(G) 5 =
_ 1+cPh(x)V2 1
- 4 2 ~
_ 1+ cPh(x)v/2 -2 N
ii. _ —1+cP2(x)\/§ N
4
sPh(_) _ jE\/—Hcph(x)ﬂ N
4
SPh({) _ jE\/—1+(:Ph(x)\/§
2 2

E possivel também realizar um estudo similar, mas com as fun¢des hiperbdlicas de

k-Pell, assunto da préxima sec¢ao.
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6.4.2 Funcoes hiperbdélicas de k-Pell

Catarino (2018, p. 64) define as funcdes hiperbolicas de k-Pell, como segue:

Definicao 6.4.2 A fungdo seno hiperbolico de k-Pell é definida por

(r)* = ()™
24/ 1+k

enquanto a funcdo cosseno hiperbdlico de k-Pell é definida por

(r)*+ ()™
2vV1+k

sendo ry = 1 4++/1+k a raiz positiva da equagdo caracteristica (3.2) da recorréncia da sequén-

cia de k-Pell.

sPch(x) =

cPh(x) =

E natural observar que no caso particular em que k = 1, tem-se as funcdes hiperbéli-
cas de Pell, tanto para seno quanto para cosseno, objeto de estudo da secao anterior. E como
extensdo, nesta se¢do sdo apresentadas as principais propriedades das fun¢des hiperbdlicas de

k-Pell de forma semelhante as propriedades da sec@o anterior.

Teorema 6.4.4 (Teorema de Pitdgoras) Sejam cP.h(x) e sPh(x) as fungdes cosseno e seno

hiperbdlico de k-Pell. Para cada x € R, vale a relagdo:

PR ~ [sPh () =

Demonstracao. Usando a defini¢io (6.4.2) temos:

> > () + ()7 () = ()™
[cPeh(x)]” — [sPeh(x)]” = [Tm] - [Tm} =
B (r1)2x+2+(r1)_2x_ (r])Zx_2+(rl)—2x _
N 4(1+k) 4(1+k)
B 4 B 1
 4(1+k) 1+k

Antes de enunciar o préximo teorema, existe uma proposi¢cao bastante util para a

demonstracdo do mesmo, como segue:

Proposicao 6.4.5 A soma e a diferenga entre cP.h(x) e sPch(x) é dada por:
(r1)*
V1+k

i. cPch(x)+ sPch(x)x =
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()™

ii. ¢cPh(x)—sPch(x) = T

:

Demonstracao. Para comprovar esta proposicao serd utilizado a Definicao (6.4.2):
: (r)*+ ()™ ()" = ()™ 2(n)" (r)*

1. cPch(x)+sPh(x)x = + = =
ch() +sPeh() 211k 2Tk 2/I+k Itk
() + )™ ) =)™ 20) ()™
2V 1+k 2V 1+k 2V1+k  V1+k

ii. Cth( )—Sth( )

Bem como também temos as relacdes para soma e diferenca de valores nos reais

para as funcdes seno e cosseno hiperbdlico de k-Pell, como segue no proximo teorema:

Teorema 6.4.6 (Soma e diferenca) Sejam sP.h(x) e cPih(x) fungdes hiperbdlicas de k-Pell e
tomando x,y € R e ainda k € R, temos as identidades:

i. sPh(x+y)=+/1 —I—k[sth(x)cth( ) + cPyh(x)sPch(y

)
ii. sPh(x—y) )
iii. cPch(x+y)= [cth(X)cth(y) + sPch(x)sPeh(y)]
v. cPh(x—y) =1 +k[cPh(x)cPh(y) — sPih(x)sPh(y)]

Demonstracao. Na demonstracdo desse teorema sao utilizados tanto a Defini¢do (6.4.2) quanto

o resultado obtido na Proposi¢do (6.4.5), em cada caso, como segue:
(r1 ¥ — (rp)~ )

sPh(x+y) = NI =
) ) = () (n) N
2vV1+k
. vV 1 —+ k[cth(x) + sth(x)]\/ 1 —+ k[cth(y) + Sth(y)]
2vV1+k
_ V1+k[cPch(x) — sPch(x)] V1 +k[cPch(y) — sPch(y)]
i 2v1+k
’ V1+k

= > [cPch(x)cPch(y) + cPch(x)sPch(y) + sPih(x)cPih(y)

+sth( )sth(y) — cth(x)cth(y) + Cth(x)Sth(y)
+sPch(x)cPeh(y) — sPch(x)sPih(y)] =
= 12+k[2cth(x)sth(y) + 2sPch(x)cPch(y)] =

sPh(x+y) = V1+4k[sPh(x)cPh(y) + cPih(x)sPih(y)]



ii.

iii.

1v.

sPeh(x—y)

sPh(x—y)

cPh(x+y)

Cth (X + y)

cPch(x—y)

cPch(x—y)
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(r1)* ™ = (r)) =
2V 1+k
(r)*(r1) ™ = (r1) ()
2V 1+k
V 1+ k[cPh(x) + sPch(x)]v/ 1+ k[cPch(y) — sPeh(y)]

2vV1+k
VT HKePih(x) — sPh(x)][VIFK[cPh(y) + sPeh(y)]

2V1+k
12+ £ [cPh(x)cPeh(y) — cPch(x)sPh(y) + sPh(x)cPeh(y)

—sPch(x)sPch(y) — cPch(x)cPch(y) — cPeh(x)sPeh(y)
(

+5Ph(x)cPeh(y) + sPch(x)sPh(y)] =
vV1+
2
V1 +k[sPch(x)cPeh(y) — cPch(x)sPeh(y)]
() ()~
2vV1+k
(r)(r1)” + (r1)~*(r1) ™
2vV1+k
V14 klcPeh(x) 4 sPch(x)]v/1 + k[cPch(y) + sPch(y)]

2V 1+k
N V1 +k[cPch(x) — sPeh(x)]V/ 1 +k[cPh(y) — sPih(y)]

2v1+k
12+ £ [cPch(x)cPch(y) + cPch(x)sPch(y) + sPch(x)cPh(y)

=

bl

[2sPch(x)cPch(y) — 2cPch(x)sPch(y)] =

=

=

+5Ph(x)sPh(y) + cPeh(x)cPih(y) — cPch(x)sPeh(y)
—sth( )ePch(y) + sPh(x)sPih(y)] =
V1 5 Tk [2¢Pch(x)cPh(y) + 2sPh(x)sPch(y)] =

VI K[ePh(x)cPeh(y) + sPeh(x)sPeh(y)]
(rl)xfy_f_(rl)*( ¥)

2vV1+k -
(r)*(r) 4 (r1) X (r)* -
2V 1+k
V14 k[cPh(x) + sPh(x)]v/'1 + k[cPch(y) — sPeh(y)]
2V 1+k
VI k[cPih(x) — sPch(x)]V/ 1+ k[cPh(y) + sPh(y)]
2V 1+k
12+ £ [cPeh(x)cPeh(y) — cPih(x)sPeh(y) + sPeh(x)cPeh(y)
—sPeh(x)sPch(y) + cPeh(x)cPeh(y) + cPih(x)sPeh(y)
—sth( )ePeh(y) — sPch(x)sPeh(y)] =
[ZCth(x)Cth( ) — 2sPch(x)sPch(y)] =

\/F[cth(x)cth() sPih(x)sPch(y)]
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Tomando as demonstracdes deste teorema e usando y = x nos casos i € iii, observa-se
o comportamento das fun¢des seno e cosseno hiperbdlico de k-Pell para o dobro de um valor

real, como € mostrado no préximo corolério:

Corolario 6.4.3 (Argumento duplo) Seja x € R e as funcdes seno e cosseno hiperbolico de

k-Pell, valem as identidades:
i. sPch(2x) = /1 +k[25Pih(x)cPch(x)]
ii. cPch(2x) = \/1+k[(cPch(x))* + (sPch(x))?]

Demonstracao. Utilizando os resultados do Teorema (6.4.6) no caso em que y = x vem em cada

sPh(2x) = sPh(x+x) =

i. = V1 +k[sPch(x)cPih(x) + cPeh(x)sPeh(x)] =
sPch(2x) = /1+k[2sPh(x)cPeh(x)]
cPh(2x) = cPh(x+x) =

ii. = V1 +k[cPh(x)cPih(x) + sPch(x)sPh(x)] =
cPh(2x) = /14+k[(cPh(x))* + (sPh(x))?]

Corolario 6.4.4 (Meio Argumento) Seja x € R e as funcdes seno e cosseno hiperbolico de k-Pell,

valem as identidades:

1+cPh(x)v/1+k
; cP;Jz(%):j:\/ + cPeh(x)V/1 +

2(1+k)
) X — 1+ cPh(x)VI+k
ih. sPih <5> - i\/ 2(k1 1K)

Demonstracao. Utilizando os resultados do Corolério (6.4.3) bem como o Teorema (6.4.4)

X
tomando o caso em que 3 vem em cada caso:
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Ph(x) — VIt (cpkh(g)>2+(spkh(g))2] N
= Vst :(cth (3) + (2(3)) 1]
= Vitk 2(<:th<§))2—1—le]€ =
= iRk (3)) - =
v (en(D)) = emnw+YE o
() = sy C
(CP"h@))z = CPkZET)XI:)TCJrz(lLk) =
na(3) =

(an(3))" = () - =

1+ cPh(x)V/1+k 1

- 21+k) 14k
L+ cPh(x)VI+k—2
ii. B 2(1+k)
_ —l—I—Cth(X)\/m
N 2(1+k)
X —1+cPh(x)V1+k
Sth(i) = * 2(14&11)

6.5 NUMEROS QUATERNIOS

A partir dos estudos de Hamilton apresentados no Apéndice (D) sobre nimeros
quatérnios, sao desenvolvidas abordagens para a sequéncia de Pell e de k-Pell, como sao

mostradas nas proximas secoes.
6.5.1 Funcoes quatérnias hiperbdélicas de Pell

As fungdes quatérnias hiperbdlicas de Pell sao definidas como seguem:

Definicao 6.5.1 Sejam x € R e g € H um quatérnio, a fungdo seno hiperbolico quatérnio de

Pell para q é definida por

sPh(x)q = sPh(x) + sPh(x+1)i+ sPh(x+2) j+ sPh(x+3)k
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enquanto a fung¢do cosseno hiperbolico quatérnio de Pell para q é definida por
cPh(x)q = cPh(x) 4+ cPh(x+ 1)i+cPh(x+2)j+ cPh(x+3)k
sendo sPh(x) e cPh(x) as fungdes hiperbdlicas de Pell apresentadas na Defini¢cdo (6.4.1).

E possivel a partir desta defini¢do apresentar resultados importantes como mostram

os dois proximos teoremas:

Teorema 6.5.1 Sejam sPh(x)q e cPh(x)q fungdes hiperbdlicas quatérnias de Pell e tomando
x € R, temos as identidades:
i. sPh(x+1)q= [o—(a)~'] cPh(x)q+ sPh(x—1)q
ii. cPh(x+1)q=[a—(a)™'] sPh(x)g+cPh(x—1)q
[(0)*+ () 2] sPh(x)q — sPh(x —2)q
[()? + (@)

q
iii. sPh(x+2)g =
q o) %] cPh(x)qg — cPh(x —2)q

iv. cPh(x+2)q =

Demonstracao. Na demonstracao desse teorema sao utilizadas as Defini¢Oes (6.4.1) e (6.5.1),

em cada €aso, como segue:

sPh(x+1)g—sPh(x—1)q = (sPh(x+1)—sPh(x—1))
+(sPh(x+2) — sPh(x))i
+(sPh(x+3) —sPh(x+1))j
+(sPh(x+4) — sPh(x+2))k =
1 = [a— ()] cPk(x)+ [ — (@) '] cPk(x+1)i

(
(

o—(a _1} cPh(x)q =
sPh(x+1)q = )



cPh(x+1)g—cPh(x—1)g

il.

cPh(x+1)g
sPh(x+2)q+sPh(x—2)q

1il.

sPh(x+2)q
cPh(x+2)g+ cPh(x—2)q

1v.

86

(cPh(x+1) —cPh(x—1))

+(cPh(x+2) — cPh(x))i
+(cPh(x+3)—cPh(x+1))j
(cPh(x +4) —cPh(x+2))k =

[ — ()~ 1] sPk(x) + [@ — (0t) ] sPk(x+ 1)

+ [ ) " sPk(x+2),

+ [oe— (o) ] sPk(x+3)k =

[a— ( ]sPh( )q =

[ — () '] sPh(x)q + cPh(x— 1)q

(sPh(x+ 2) +sPh(x—2))
+(sPh(x+3) 4+ sPh(x—1))i
+(sPh(x+4)+ sPh(x))j
+(sPh(x+5)+sPh(x+1))k =
[()? + (o)™ } k(x)
sPk(x+1)i
sPk(x+2)j
sPk(x+3)k =
+ (o) 2] sPh(x)q =
)+ (&) %] sPh(x)g — sPh(x— 1)q
cPh(x+2)+cPh(x—2))
+(cPh(x+3)+cPh(x—1))i
+(cPh(x+4)+cPh(x))j
(cPh(x+5) +cPh(x+1))k =
[(06)2 2] cPk(x)
+[(e)*+ a) 2] cPk(x+1)i
—l—[(oc ()~ 2} cPk(x+2)j
+ [(00)? + (&) 2] cPk(x
- )
)

_|_

(o 3)k =

_I_

s o) |ePh(dg =
(00)*+ (&) 2] cPh(x)q — cPh(x— 1)q

A partir desse teorema € possivel extender tais resultados para qualquer n € N como



87

segue tanto na funcdo quatérnia hiperbdlica seno quanto para a cosseno de Pell:
sPh(x+n)q = sPh(x+n)+sPh(x+n+1)i+sPh(x+n+2)j+sPh(x+n-+3)k

cPh(x+n)q = cPh(x+n)+cPh(x+n+1)i+cPh(x+n+2)j+cPh(x+n+3)k

sendo sPh(x) e cPh(x) as fun¢des hiperbdlicas de Pell.
E utilizando ainda o conceito de norma de um nimero quatérnio, temos 0s proximo

teorema:

Teorema 6.5.2 Sejam sPh(x)q e cPh(x)q fungdes hiperbdlicas quatérnias de Pell e tomando

x € R, temos as identidades para as normas:

((0)2+1) () +1) (2ﬂsPh(2x) + ()2 (14 (a)*6)) 38

i lsPh(x)qlf = -
) L ((@P+1) (@) +1) (2v2ePh(26) + (@) (@) ° = 1) ) +8
ii. [[cPh(x)q||” = 2

Demonstracao. Na demonstracdo desse teorema sao utilizadas o conceito de norma de um

nimero quatérnio bem como a Definicdo (6.4.2), em cada caso, como segue:

IsPh(x)q|> = (sPh(x))*+ (sPh(x+1))?
+(sPh(x+2))% + (sPh(x+3))? =
_ 1 X ( ) —1
) CYAE ([((OO; (1<oc> }1)
+(a)* ¢ -8 =
(a)?—1
sPhl? = (2 +1) () + )(2\/_SP};2x (0) 2 (14 () ©)) -8
|cPh(x)g||* = (cPh(x))*+ (cPh(x+1))?
+(cPh(x—|—2))2+(cI;h(x+3)) =
1 —1
i T 2V2p l(a)szZ%z—l)
+(a)2x((a) -1 —8] =
()2 —1
((@P+1) ((0)* +1) (2v25Ph(26) + (@) 2 (1+ (@) %) ) - 8
|sPh(x)q||> = g
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6.5.2 Funcoes quatérnias hiperboélicas de k-Pell

Catarino (2018, p. 66) define também as fun¢des quatérnias hiperbdlicas de k-Pell,

CcOmo segue:

Definicao 6.5.2 Sejam x € R e g € H um quatérnio, a fungdo seno hiperbolico quatérnio de

k-Pell para q é definida por
sPh(x)g = sPch(x) + sPih(x+ 1)i+ sPch(x +2) j + sPh(x+ 3)k
enquanto a funcdo cosseno hiperbolico quatérnio de k-Pell para q é definida por
cPh(x)q = cPch(x) + cPh(x+ 1)i+ cPh(x+2) j+ cPh(x+3)k
sendo sPch(x) e cPyh(x) as fungdes hiperbdlicas de k-Pell apresentadas na Defini¢do (6.4.2).

E possivel a partir desta defini¢do apresentar resultados importantes como mostram

os dois proximos teoremas:

Teorema 6.5.3 Sejam sP.h(x)q e cPch(x)q fungdes hiperbdlicas quatérnias de k-Pell e tomando
x € R e ainda k € R™, temos as identidades:
i. sPh(x+1)g=[r1— (r )~ cPch(x)g + sPch(x — 1)q
= [r1 = (r) "] sPh(x)q + cPeh(x— 1)gq
[ +(r)” ]sth(x)q—sth(x—2)q
I +(r1)” } cP:h(x)q — cPh(x—2)g

ii. cPeh(x+1
(r1)
(r1)

)q
iii. sPoh(x+2)q =
iv. cPch(x+2)g

Demonstracao. Na demonstracao desse teorema sao utilizadas as Defini¢des (6.4.2) e (6.5.1),
em cada caso, como segue:
sPh(x+1)g—sPh(x—1)g = (sPh(x+1)—sPh(x—1))
+(sPch(x+2) — sPch(x))i
+(sPh(x+3) —sPh(x+1))j
+(sPch(x+4) — sPh(x+2))k =
i = [r1—(r1) " ePuk(x) + [r1 — (r1) "] cPuk(x+1)i

)
)

r—(rn)"|cPh(x)g =
r— (rl)_l} cPh(x)g+ sPch(x—1)g

sPh(x+1)g =
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cPch(x+1)g—cPh(x—1)g = (cPch(x+1)—cPh(x—1))
+(cPch(x+2) — cPh(x))i
+(cPch(x+3) — cPh(x+1))j
+(cPch(x+4) —cPh(x+2))k =
ii. = [r1—(r1)" ] sPuk(x) + [r1 — (r) "] sPok(x+1)i
+ [ = (r)~ }sPhk(x+2)
+ [r1 = (r) 7] sPuk(x+3)k =
= [n=()7"]sPhx)g =
cPh(x+1)g = [ri—(r))”"] sPch(x)g+cPch(x—1)q
SPeh(x+2)g+sPh(x—2)g = (sPh(x+2)+sPch(x—2))
+(sPch(x+3) +sPch(x—1))i
+(sPh(x+4) + sPch(x)) j
+(sPch(x+5) +sPh(x+ 1))k =
= [(r1)2+(r1)’2]sPhk(
+[(r1)?+ (r1) %] sPuk(x+1)i
+ [(r D24 (r)” 2}sPhk x+2)j
)"
-2

iii )

| (
(

+ [(r1)?+ (r1) %] sPik(x+3)k =
)
)

+

(r1)*+ (r1)"*] sPch(x)q =
(r ) +(r1)” 2}sth( x)q — sPh(x—1)gq
)+

[
sPh(x+2)qg = |
( cPh(x—2))

cPh(x+2)qg+cPh(x—2)q = (cPh(x+2
+(cPeh(x+3) +cPch(x—1))i

(
+(cPch(x+4) + cPch(x))j
(

1v.

)
+ [(1"1)2 + (1"1)_2} cPhk(x—f—Z)j
+ [(rl)2 + (rl)_z} cPyk(x+3)k =
= [(n)*+(rn) 7] cPch(x)q =
cPeh(x+2)g = [(n) +(r)” 2} cPh(x)g — cPh(x—1)
[

A partir desse teorema € possivel extender tais resultados para qualquer n € N como
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segue tanto na funcdo quatérnia hiperbdlica seno quanto para a cosseno de k-Pell:

sPch(x+n)q = sPch(x+n) + sPh(x+n+1)i+sPh(x+n+2)j+sPh(x+n+3)k

cPh(x+n)qg = cPh(x+n)+cPh(x+n+1)i+cPh(x+n+2)j+cPh(x+n+3)k

sendo sPyh(x) e cPyh(x) as fungdes hiperbdlicas de k-Pell.
E utilizando ainda o conceito de norma de um nimero quatérnio, temos 0s préximo

teorema:

Teorema 6.5.4 Sejam sP.h(x)q e cP.h(x)q fungdes hiperbdlicas quatérnias de k-Pell e tomando

x € R e ainda k € R™, temos as identidades para as normas:
i 1|sPh(x)g? = ((r)>+1) ((r)*+1) V1 +ksPih(2x) + (r1) > (14 (r1)®)) — 8
- AT A(1+k)
((r1)2 + 1) ((r1)4 + 1) (2\/1 +kePh(2x) + (rp) ™% ((rl)_6 — 1)) +8
4(1+k)

ii. ||cPh(x)q||* =

Demonstracao. Na demonstracdo desse teorema sio utilizadas o conceito de norma de um

nimero quatérnio bem como a Definicdo (6.4.2), em cada caso, como segue:
IsPeh(x)gl|> = (sPh(x))*+ (sPch(x+1))?

+(sPeh(x+2))? + (sPeh(x +3))? N
_ n)®—1
i. B (2V/1+k)? [(8 ( )2 — 1)
+(r)> E:;%—S =
||SP h(x) ||2 _ ((”1)2-1— 1) ((r1)4—|- 1) (2 1+kSth(2x) + (rl)fo (1 + (1”1)76)) _g
h(x)gl|> = v s
llcPh(x)q|]? = (cPeh(x))?+ (cPch(x+1))?
+(cPeh(x+2))? + (cPh(x+3))? N
= ; r 2x M
i - (2v1+k)(2 [;81) <(r1)2— 1)
2x r)°—1
) ((71)2—1 _8] -
HSth(X)qHZ _ ((r1)2+ l) (r1)4+ l) (2 1+ ksPch(2x) + (r1) 2x (1 +(r) 6)) 3

4(1+k)
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6.6 NUMEROS BICOMPLEXOS

A partir dos elementos obtidos no Apéndice (E) sobre a dlgebra dos nimeros bicom-
plexos e das fungdes hiperbdlicas, podemos implementar os conceitos acerca das sequéncia de
Pell e de k-Pell para as fun¢des bicomplexas hiperbdlicas de Pell e de k-Pell, assunto que sera

abordado nas préximas secoes.
6.6.1 Funcoes bicomplexas hiperboélicas de k-Pell

As fungdes bicomplexas hiperbdlicas de k-Pell sdao definidas como seguem:

Definicao 6.6.1 Sejam x € R e g € BC um bicomplexo, a fungcdo seno hiperbolico bicomplexo

de k-Pell para q é definida por
SPh(x)g = sPch(x) + sPch(x+ 1)i+sPh(x+2) j+ sPch(x+3)ij
enquanto a funcdo cosseno hiperbolico bicomplexo de k-Pell para q é definida por
cPch(x)q = cPh(x) + cPch(x+ 1)i+ cPch(x +2) j + cPch(x + 3)ij
sendo sP.h(x) e cP.h(x) as fun¢des hiperbdlicas de k-Pell apresentadas na Defini¢do (6.4.2).

E possivel a partir desta defini¢io apresentar resultados importantes como mostram

os dois proximos teoremas:

Teorema 6.6.1 Sejam sP.h(x)q e cPih(x)q fungdes hiperbolicas bicomplexas de k-Pell e to-
mando x € R e ainda k € R, temos as identidades:
i. sPh(x+1)g=[r1— (r )] cPeh(x)q + sPch(x—1)gq
(r1)~"] sPch(x)q + cPch(x —1)q
+(r1)” } sPch(x)q — sPh(x—2)q
+(r1)” } cPh(x)q — cPh(x—2)g

ii. cPh(x+1

)g=[r1—
iii. sPch(x+2)q=[(r1)
)g = [(r)

v. cPuh(x+2

Demonstracao. Na demonstracdo desse teorema sao utilizadas as Defini¢oes (6.4.2) e (6.5.1),

em cada caso, como seguc:



sPh(x+1)g—sPh(x—1)g

sPh(x+1)g
cPh(x+1)qg—cPh(x—1)gq

1l

cPch(x+1)q
SPh(x+2)g+ sPh(x—2)gq

1il.
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(sPch(x+1) —sPh(x—1))

+(sPeh(x+2) — sPh(x))i

+(sPh(x+3) —sBh(x+1))j

+(sPch(x+4) — sPch(x+2))ij =

[r1 = (r)) "] cPuk(x0) + [r1 = (r1) "] ePok(x+ 1)
+[r = (r) ] ePhk(x+2) j

+ [r1 = (r) 7] ePuk(x +3)ij =

(
(
)
)

[ — ()~ }cth(xq =
[r1 = (r1) "] cPeh(x)g + sPeh(x — 1)g
(cPch(x+1) — cPh(x — 1))

+(cPeh(x+2) — cPh(x))i

+(cPeh(x+3) — cPh(x+1))j

+(cPch(x+4) — cPh(x+2))ij =
[ri—(r1)~ ]S k(x)+ [r1—(r1)” ]sPhk(erl)i
+ [ = (r1) ] sPuk(x+2)

[ —(r)~ }sPhk(x+3) =

[ri— ()" sPh(x)g =

[r1 = (r1) ] sPch(x)q+ cPeh(x —1)q
(sPch(x+2) +sPh(x—2))

+(sPch(x+3) +sPch(x—1))i

+(sPch(x+4) + sPh(x))j

+(sPch(x+5) + sPeh(x +1))ij N

[(r1)? + (r1) 73] sPuk(x)

+ [(r1)?+ (1) 2] sPik(x + 1)i
+[(n)? +(r1)7?] sPik(x+2)j

+ [(r1)? + (r1) %] sPuk(

[(r1)>+ (r1) 7] sPuh(x)q =
[(”1)2—1—(1) ]sth(x)q sPh(x—1)g

x+3)ij =
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cPh(x+2)g+cPh(x—2)q = (cPh(x+2)+ cPh(x—2))
+(cPeh(x+3) + cPeh(x—1))i
+(cPch(x+4)+ cPch(x))j
+(cPch(x+5)+cPh(x+1))ij =
= [(n)*+(n) "] ePik(x)

" +[(r)*+ (r1) 2] cPuk(x+1)i
+ [(rl)z + (rl)*z] cPk(x+2)j
+ [(r1)? + (r1) %] cPuk(x +3)ij =
= [(n)*+(r)"*] cPh(x)q =
cPh(x+2)g = [(rl)z + (rl)_z} cPh(x)g—cPh(x—1)g

A partir desse teorema € possivel extender tais resultados para qualquer n € N como

segue tanto na fun¢ao bicomplexa hiperbdlica seno quanto para a cosseno de k-Pell:

sPh(x+n)g = sPch(x+n) +sPch(x+n+1)i+sBh(x+n+2)j+ sPch(x+n+3)ij

cPh(x+n)qg = cBh(x+n)+cPh(x+n+1)i+ cPih(x+n+2)j+ cPh(x+n+3)ij

sendo sPh(x) e cP.h(x) as fungdes hiperbdlicas de k-Pell.
E utilizando ainda o conceito de norma de um nimero bicomplexo, temos 0os proximo

teorema:

Teorema 6.6.2 Sejam sP.h(x)q e cPih(x)q fungdes hiperbdlicas bicomplexas de k-Pell e to-

mando x € R e ainda k € R, temos as identidades para as normas:

((r)2+1) ((r)* +1) 2V TFksPh(20) + (1)~ > (14(r1) ©)) -8
4(1+k)

(02 +1) ((r)* +1) (VT HkePh(2x) + (n) > ((n) 1)) +38
A(T+K)

i. ||sPch(x)q||* =

ii. ||cPh(x)q|]* =

Demonstracao. Na demonstracdo desse teorema sao utilizadas o conceito de norma de um

numero bicomplexo bem como a Defini¢do (6.4.2), em cada caso, como segue:
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|sPeh(x)g|[*> = (sPch(x))*+ (sPch(x+1))?
+(sPeh(x+2))% + (sPch(x+3))? N
= ! 2x (rl)g_l
‘ - VTRR? [(”) (m)z—l)
2x (}”1)8_1
) ((’”1)2—1_8} M
|IsPch(x)q|]> = ((r)?+1) ((r)*+1) (2VT+ksPch(2x) + (r1) "% (1 + (1) %)) — 8
o - 4(1+4k)
llcPh(x)q|]? = (cPeh(x))?+ (cPeh(x+1))?
—i—(cth(x—i—2))2_|_(Cpkh(x+3))2 N
= ; r 2x (rl)g_l
1. - (2 /—1+k)(2 {)(81) <(r1)2_1)
2x r —1
+(r1) <(r1>2_1 —8} =
\|sPeh(x)q|? = ((r0)2+1) ((r)*+1) (2T +ksPh(2x) + (1)~ (1+ (r1) %)) — 8

4(1+k)

Dessa forma, foi possivel encontrar alguns resultados inéditos em se tratando das
fun¢des bicomplexas hiperbodlicas de k-Pell, como os anteriores. Além desses resultados é
possivel ainda apresentar alguns resultados aplicados em software computacional, utilizando o

Maple, que serd abordado na préxima secao.

6.7 APLICACOES COM O MAPLE
6.7.1 Sequéncia Gaussiana

Segundo o que estabelecemos nas secdes predecessoras, poderemos considerar a

seguinte matriz representacional a partir do trabalho de Ercolano (1979), ao considerar a matriz
n

2 1 2 1 P P
e, ja foi apresentado que P" = = m "

1 0 1 0 Pn Pn—l
Agora, com origem no trabalho de Alves e Catarino (2019), e a partir da matriz

(C,) associada a sequéncia gaussiana de Pell com seus devidos elementos (G,) apresentada na

Proposicao (4.3.1).
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E possivel apresentar uma outra forma de demonstrar o Teorema (4.3.3) utilizando

para isso poténcias de matrizes da sequéncia associada de Pell, utilizando também para isso

elementos do Teorema (_4.3.4) e da Proposicao (4.3.1), como segue:

Cn _ Gn+1 Gn N
| Gn anl
P P, Py P
= 1 =
Pn Pn—l Pn—l Pn—Z
- an - - n—
2 1 2 1
= + l =
1 0 1 0
- n - Z _ —1
2 1 10 2 1
= + l =
1 0 01 1 0
- Ta Nr -
2 1 1 0 0 1
= + l =
10 01 1 -2
= =n r - . L
2 1 1 i
Cn —
1 0 i 1-2i

Além desses resultados € possivel analisar o comportamento das poténcias da matriz

associada a sequéncia gaussiana de Pell a medida que » aumenta utilizando para isso o software

Maple, como é mostrado na préxima figura.

Figura 2 — Poténcias iniciais da matriz gaussiana de Pell

® Sem titulo (2)* - [Server 2] - Maple 17 - olEN|

Asquive () Edar (K} isuekanr (V) Insanic ) Fommatas () Tabela (4) Desenho (D) Gisfics (7). Flandha (5) Fesermentas (T) Janels 00 Ajuda (H)

D3BSS XA 5¢ BTPI B «= NI O0He o KEx = L]

e creation . O IRt N
Testo i) (€ b =) (Tomatientonn ~) (2 ) [B]7 U [E]lza Wiy =i 2]
evafm{P".Q);
emfm(Pﬁ.Q);
ersrfm(lﬁ.Q);

B
| & prorms F\RTIO0S FEVISTASWACTA NAPOSCENCIA Memér: 15,354 Faras 0.5 Mod Matemiscs

Fonte: Elaborado pelo autor.

Na Figura 2 apresentamos alguns casos particulares que avaliamos o comportamento
das matrizes do tipo C, tomado como o produto das matrizes P" e a matriz Q = Cp, com n > 1.

Podemos verificar que os coeficientes e entradas das matrizes correspondem aos nimeros
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da seqgéncia gaussiana de Pell. Também é possivel obter poténcias maiores tomando valores

aleatdrios para n, tais como n = 20 e n = 30, como é mostrado na préxima figura.

Figura 3 — Poténcias maiores da matriz gaussiana de Pell

I Sern ttulo 2)* - [Server 2] - Maple 17 - EN
Aequivo () Editar (E) Visuskizae (V) Jnsesic () Fogmatar (R) Tabela (&) Qesenho (B) Grifico [E) Flandha (5) Femamentas (T) Jancla (8) Ajods (H)
DSBS LhE 5¢ STPE BE «= N/ O0%s ¢ &@A% 2 B B
NEDIEITRERTS] *Seatih 7)< | 4
oo fikentig] (Cmoups  ¥) (mmtientome v) (2. v) [B]7 U E[F3 Bl =i e
]
e\’aIm(Fﬁ Q) H
ewrllm(n'-"2 O.Q};
38613965 + 15994428 1 15994428 + 66251091
11
15994428 + 66251091 6625109 + 27442101 a
e\'abn(Pw,Q};
259717522849 + 107578520350 I 107578520350 + 445604821491 )
1
107578520350 + 445604821491 44560482149 + 18457556052 1 o
a(r-m F:VWATIGOS PEVISTASWACTA NAPOSCENCIA Memdria: 16, 18M Hors: 0,755 mma;m

Fonte: Elaborado pelo autor.

A partir ainda do Coroldrio (4.3.1), que apresenta as matrizes associadas da sequéncia
gaussiana de Pell, a partir do processo de inversdo das matrizes da sequéncia gaussiana de Pell
correspondentes para indices maiores do que zero e utilizando ainda a ferramenta Maple é

possivel representar as matrizes com indices negativos, como mostra a préxima figura.

Figura 4 — Poténcias iniciais negativas da matriz gaussiana de Pell

Sem tiulo (2) - [Server 2] - Maple 17 - olEN
Arquive (D) fditar (E) Visualizae (V) Inserie ) Fommnatar (R) Tabela (4) Desenho (D) Grifico () 3 (5) Femamentas (T) Janela (W) Ajuda (H)
DRSS YDA S¢ LTPE BE e+ N/ 0% o A@/x = {1
T b - | ;

Terto ptemita] (G 20 wput ) (Tmeteabomn ) (2 ¥) BT U @13 i 1]
1-21 -2+5I i
(15)
=tapadll =il
evan(42.0);
=rigreil ATkl
(16)
5—121 -12+291
evalm(4'.0);
SEITIN SIZER20I
1n
-124+291 29-T701
e\'a.fm(As.Q );

-12+291 29-T701
29—-701 -70+ 1691

(18)

< >
» o FAVARTIGOS_ REVISTASWACTA NAPOSCENCIA Mamdiia: 16, 1M Hora: 0,755 Moda Matemina

Fonte: Elaborado pelo autor.

Veja que na Figura 4 foram tomados o produto entre as matrizes A” representando a

respectiva inversa da matriz gaussiana de Pell com indice positivo e Q. E com isso, finalmente
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é possivel também determinar as poténcias com indices negativos maiores. Como exemplo, a

préxima figura apresenta as inversas paran =7, n = 30 e n = 40.

Figura 5 — Poténcias negativas da matriz gaussiana de Pell

E Sem ok 2 - Sener 2 - Maple 17 - ol
|o2es6 122 5¢ 5TPZ BT o= N10Bc 7 AW% = Y .
ft s st om o RV li
il | [ Bovss ™) [ Temieiemn 70 E.’ ] :'E{ BE =k Y |
2-701 -T0+ 1691 | 3l
" (1%)
-0+ 1691 169 — 4081
mFm[.{?.[_J];
-T0 41691 169 — 4081
(20)
169 — 4081 -408 + 9851
evalm( 4*.0);
44560482149 — 107578203501 - 107578520350 + 2397175328409
(21)
-107578520350 + 107175228491 159717522849 — 627013566048 1
mﬁm[.{m.g];
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Na Figura 5 foram tomados os valores n = 7, n = 30 e n = 40 que representam
respectivamente as matrizes C_7, C_3p e C_49 associadas a sequéncia gaussiana de Pell com

indices negativos. Na proxima se¢do serdo apresentadas aplicacdes na sequéncia de k-Pell.
6.7.2 Sequéncia de k-Pell

A partir dos resultados obtidos na Se¢ao (3.3), onde foram apresentados os conceitos
da matriz associada a sequéncia de k-Pell, tanto para indices positivos quanto negativos, estes ulti-
mos relacionados com as respectivas inversas das matrizes de termos positivos, € possivel realizar
a construgdo utilizando o software Maple de algumas dessas matrizes, como sdo apresentadas
nas proximas figuras.

E possivel observar na Figura 6 a construgio utilizando a ferramenta computacional
Maple das poténcias n tomando n =4, n = 5 e n = 6 destas matrizes da sequéncia associada a

matriz de k-Pell.



Figura 6 — Poténcias da matriz de k-Pell
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 7 — Poténcias da matriz inversa de k-Pell
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Na Figura 7, observa-se a partir de um raciocinio andlogo ao que foi realizado
anteriormente, a construcao usando o Maple das poténcias de indices negativos das matrizes da
sequéncia de k-Pell para n = —3, n = —4 e n = —5. Na proxima secao, serd apresentada uma

ultima aplicacdo, desta vez nas matrizes da sequéncia quatérnia de Pell.

6.7.3 Sequéncia quatérnia de Pell

Antes de realizar a construcdo utilizando o Maple para as matrizes associadas a
sequéncia quatérnia de Pell, se faz necessdrio compreender a constru¢do do modelo dessas
matrizes. Dessa forma, a partir dos resultados obtidos na Secao (6.5.1) formalizar a matriz

associada a sequéncia quatérnia de Pell, como segue:

1
Podemos considerar a representa¢ido matricial e, ja foi mostrado na Secao
1 0
n
2 1 P, P,
(6.7.1) que P" = |t
1 0 P, P,

Tomando a sequéncia quatérnia de Pell

Qn :Pn+Pn+li+Pn+2j+Pn+3k

podemos construir a matriz associada a sequéncia quatérnia de Pell como

Q . Qn+1 Qn . Pn+1+Pn+2i+Pn+3j+Pn+4k Pn +Pn+1i+Pn+2j+Pn+3k
= =
Qn Qn—l Pn+Pn+li+Pn+2j+Pn+3k Pn—1+Pni+Pn+lj+Pn+2k

Ainda com este dltimo resultado é possivel escrever utilizando dlgebra matricial
uma relacdo entre a matriz associada a sequéncia quatérnia de Pell com a matriz associada a

sequéncia de Pell, como segue:



P, n+4

Pn+3

Q . Pn+1+Pn+2i+Pn+3j+Pn+4k Pn+Pn+li+Pn+2j+Pn+3k
n =
| Pn+Pn+1i+Pn+2j+Pn+3k Pn71+Pni+Pn+1j+Pn+2k
_ Pn+1 Pn T Pn+2 Pn+1 it Pn+3 Pn+2
I P Pn—H Py Pn+2 Pn—H
- qQn - 9 n+l1 n+2 n+3
2 1 2 1 121 121
= + 1+ Jj+
1 0 1 0 10 1 0
- i T - - _ Y
2 1 1 0 2 1. 21 2
= + I+ J+
10 01 1 0 10 1
- I - Z - Z - - _
21 1 0 2 1. 5 2. 12 5
= + i+ J+
1 0 0 1 1 0 2 1 5 2
— :n_ — — e = L —
0 2 1 14+2i+5j+12k  i+2j+5k
n pr—
10 i+2j+5k  14+0i+j+2k

100

=

Pn+3

Pn—|—2

=

E com isso, € possivel realizar a constru¢ao de poténcias das matrizes da sequéncia

quatérnia de Pell utilizando o software Maple, como € mostrado na préxima figura.

Figura 8 — Modelo de construcao para matriz quatérnia de Pell
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Fonte: Elaborado pelo autor.

A partir da Figura 8 como modelo no citado software é construido alguns exemplos
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Figura 9 — Exemplos das poténcias das matrizes quatérnias de Pell
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Fonte: Elaborado pelo autor.

das poténcias de matrizes da sequéncia quatérnia de Pell, como € mostrado na préxima figura:
Observa-se na Figura 9 a construcao das matrizes da sequéncia quatérnia de Pell

tomando para isso poténcias da matrizes da sequéncia de Pell para os casosden=3,n=4¢

n=10.

Figura 10 — Exemplos das poténcias negativas das matrizes quatérnias de Pell
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Fonte: Elaborado pelo autor.
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Além disso também € possivel construir as matrizes com indices negativos da
sequéncia quatérnia de Pell, como € visto na Figura 10, tomando para isso as respectivas
inversas das poténcias de indices positivos ou ainda com o mesmo procedimento, mas com a
inversa da matriz associada a sequéncia de Pell.

E dessa forma podemos concluir que utilizando a ferramenta computacional Maple é

possivel determinar qualquer poténcia, positiva ou negativa, da sequéncia gaussiana de Pell.
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7 CONCLUSAO

A partir dos elementos histéricos advindos desde a necessidade de construcdo de
conjuntos numéricos até os dias atuais, os padrdes numéricos sempre apareceram no cotidiano e
em elementos da natureza. Dessa forma, a partir do padrao de sequéncias numéricas, e de forma
mais especifica, sobre a sequéncia de Pell, sdo necessarios aprofundamentos nos estudos sobre
esse assunto.

Dessa forma, ao ser realizado um estudo minucioso de artigos voltados a tematica,
tais como os de (ALVES; CATARINO, 2019), (BICKNELL, 1975), (HORADAM, 1971),
(NORONHA; ALVES, 2018), (CATARINO, 2013) e de (MELHAM, 1999) apenas para citar
aqueles que formam o background do texto, foi tentado transmitir na construg¢do desse texto o
processo de evolu¢do matematica acerca das generalizacdes da familia de sequéncias de Pell.

Como foi apresentada a partir de (WANI et al., 2019) a sequéncia de k-Pell se
tratando de termos pertencentes ao conjunto dos nimeros reais (R) e ainda com (HALICI; 0z,
2016) a sequéncia gaussiana de Pell contendo elementos nos nimeros complexos (C). E foi feita
ainda a generalizacdo dessa sequéncia para inteiros p e g quaisquer.

Em todos os casos, inclusive na sequéncia de Pell original, foram obtidas as relacdes
de recorréncia para termos quaisquer bem como feitas as devidas extensdes para os indices
negativos, tentanto fazer uma associag¢ao entre os termos de indice positivo com o respectivo
de indice negativo. Posteriormente, foi construida uma associacdo do modelo matricial de cada
sequéncia bem como analisadas as questdes relacionadas com algebra matricial, determinante e
inversa de cada matriz.

Foram desenvolvidos ainda resultados associados ao limite, as funcdes geradoras,
polinomiais e hiperbdlicas de Pell além de andlise nos conjuntos quatérnios e bicomplexos como
forma de generalizagdo maior em conjuntos numéricos que ainda estao sendo objeto de estudo e
aprofundamento na atualidade.

Dessa forma, foi possivel atingir os objetivos do trabalho, ao serem realizadas as
generalizagdes como ferramenta de implementacdo para aplicacdes da sequéncia de Pell a
partir da compreensdo dos elementos histéricos matematicos além do interesse por parte de
especialistas que levaram ao desenvolvimento de sequéncias numéricas e que culminaram na
sequéncia de Pell, da construcdo das generalizacOes da sequéncia de Pell e andlise dos resultados
dessas generalizacgoes.

Comenta-se também que na producao desse texto foram analisados artigos na sua
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maior quantidade em inglé€s, haja visto pouca ou quase nenhuma publicagdo especifica sobre
a temdtica em portugués, além do que ocorreram contribui¢des significativas em areas que os
autores dos artigos ndo haviam apresentados nos mesmos, principalmente no tange as matrizes
associadas as sequéncias bem como o processo de inversdo destas.

Dessa maneira, espera-se que o leitor interessado na temédtica possa a partir da leitura
do texto, conseguir abrir possibilidades de investigar as demais generalizacdes da sequéncia de
Pell, pelo fato de que o texto ndo conseguiu trazer todas as generalizagdes da sequéncia de Pell.

No que tange as limita¢des do texto, foram realizadas extensdes dos indices apenas
para o conjunto dos inteiros (Z) ficando o questionamento acerca do comportamento da sequéncia
de Pell em se tratando de indices nos demais conjuntos: racionais (Q), reais (R), complexos (C)
além de outros como os duais, hiperbdlicos e hibridos.

Ainda falando de trabalhos futuros, deseja-se analisar as aplica¢des dessa familia
da sequéncia de Pell principalmente em softwares Mateméticos como o GeoGebra e o Maple,
com a perspectiva de otimizar a transmissdo desse conhecimento para alunos e professores
interessados na temdtica. Bem como analisar a possibilidade ainda das generalizacdes do estudo
das sequéncias de Pell com indices inteiros em outros conjuntos numéricos tais como: os duais,
octonios, sedénios, hibridos entre outros bem como suas propriedades e devidas extensdes.

Finalmente, espera-se com esta pesquisa difundir e expandir os conceitos acerca
da sequéncia de Pell entre alunos e professores de universidades que estejam interessados na
temdtica, apresentando um material conciso e de facil compreensao, para servir de fundamento

para demais pesquisas e aplicagdes relacionadas a sequéncia de Pell.
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APENDICE A — RECORRENCIA LINEAR

Lima et al. (2016, p. 65) indicam que alguns tipos de sequéncias numéricas podem
ser definidas recursivamente, ou seja, a partir de seu termo imediatamente anterior € com iSO
sdo denominadas de recorréncia linear de primeira ordem ou a partir de seus imediatos termos
anteriores e assim chamadas de recorréncia linear de segunda ordem. Com isso tem-se as

definicoes:

Definicao A.0.1 Chama-se de recorréncia linear de primeira ordem toda expressdo do tipo com

valor inicial

X1 = g(n)x, +h(n) (A.1)

Para se encontrar a solugdo geral de uma equagdo de recorréncia linear de primeira

ordem se usa o teorema apresentado por Lima et al. (2016, p. 71) que segue:

Teorema A.0.1 Seja a, a solu¢do ndo-nula de x, 1 = g(n)x,, entdo, a substituicdo x, = a,y,

transforma a recorréncia
Xur1 = g(n)xn +h(n) em  yui1 = yu+h(n)g(n).a,) "
Demonstracao. Seja a substituicdo x, por a,y, que transforma a expressao anterior

X1 =gm)xp+h(n) em ayi1yne1 = gn)ayy, +h(n)

Entretanto, a,11 = g(n)ay,, pois a, é solu¢do de x, 1 = g(n)x,.

E assim a equagdo se transforma em

g(”)an)’nJrl = g(n)anYn+h(n)
ou ainda
h(n
Ynel = Yut ()
g(n).an

Veja que a uma recorréncia linear de primeira ordem geral pode ser escrita como

sendo uma recorréncia linear homogénea, haja visto nao terem termo independente de x;,.
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Definicao A.0.2 Chama-se de recorréncia linear de segunda ordem toda expressdo do tipo com
valores iniciais

X2 = &(X)Xy11 +h(n)x, +i(n) (A.2)

Nesse texto serd tratada um tipo especifico de recorréncia linear de segunda ordem,
chamada de homogénea com coeficientes constantes que serd suficiente para o desenvolvimento

de todo o trabalho.

Definicao A.0.3 Chama-se de recorréncia linear de segunda ordem com coeficientes constantes

a expressdo do tipo com valores iniciais
Xn42 + PXny1+qxn =0 (A.3)

Naturalmente, temos de ter na expressdo (A.3) que o valor do coeficiente g tenha de
ser diferente de zero, caso contrdrio, quando g = 0, tem-se uma recorréncia linear de primeira
ordem.

Para se encontrar uma solu¢do de uma recorréncia linear de segunda ordem homogeé-
nea com coeficientes constantes a maneira de (A.3) utiliza-se uma equacdo quadratica chamada

de equacdo caracteristica indicada por
rr+pr+q=0 (A.4)

e que pelo fato anterior de g # 0 impossibilita que r = 0 seja solu¢do da equagio caracteristica.

Assim, sendo r| e r; as raizes da equagao caracteristica, independente de pertencerem
ao conjunto dos nimeros reais (R) ou dos complexos (C), tem-se duas possibilidades: ou r| # r;
ou r; = rp que apresentam solucdes distintas para a recorréncia. Mais uma vez, serd tratada apenas
0 caso em que r| # r, no préoximo teorema, pois este serd suficiente para o desenvolvimento do

restante do texto.

Teorema A.0.2 Sejam ry e r as raizes da equagdo caracteristica r> + pr+q =0, com ry # ra,
entdo, todas as solugbes da recorréncia linear x, 13 + px,+1 + gx, = 0 serdo da forma x,, =

Cir] +Carh, com Cy e C; constantes.

Demonstracao. Na demonstragcdo desse teorema, € necessario inicialmente ver que a expressao
C7r} 4+ Cor; € solucdo da expressdo e posteriormente que todas as solugdes sdo desse tipo. Assim,

tem-se:
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Ora, sendo x,, = Cyr} + Cyrj solugdo da recorréncia, temos ainda:
Xpt1 = Clr’f—H —i—Czl’g—H = nCiri+nGr;

Xnv2 = () ri’“ + C2r§+2 = I’%Clr’ll + r%Cer’
entdo a recorréncia x,42 + px,+1 + gx, = 0 pode ser escrita como:

r%Cl ri+ r%Czrg + priCir] + pryCory +qCrri +qCary =0 =
Cirilrt+pri+ql+ G35+ pra+4q) =0
e como r € rp sdo raizes da equacdo caracteristica, temos:
Cir}[0] +Cor3[0] =0
demonstrando a parte inicial.
Seja y, = C1r} +Cor5 uma solucgdo qualquer da recorréncia linear x,,4 > + px, 41 +
gxn, = 0. Para se determinar as constantes C; e C; se utiliza o sistema de equagdes
yi=Cirn+Gn
Yo = Clr% —i—Czr%

cujos valores para C; e C, sdo respectivamente tomando o fato de que r; # r, # 0.

J— I r1 —
Y2—=Yyin Cy = yirr —y2

Ci —
Y (- ) ra(r1—ra)

Extendendo y, para Vn € N, prova-se o teorema. Com efeito, tomando z, =

yn — C1r] — Cyr5 se consegue mostrar que z, = 0 para qualquer n. Ora:

I+ Pini1 a2z = Yuro—CirftE—Coryt?
+pnt1 —C r’f“ — Czrngl)
+q(yn —C1r} — Caorh) =

= Yn+2 +DPYn+1+9n
—C 17 (r? 4 pri+q)
—Cori(r3+ pra+q) =
Zny2+ Pinv1tqz = 0

Isso posto, pois y, € solucdo da recorréncia x, 1 + px,+1+gx, =0e ry e
r sdo raizes da equacgdo caracteristica 7> + pr +¢g = 0. Dessa forma, como
yi=Ciri+Gryey, =C; r% +C2r%, resulta em z; = 7o = 0 e pela recorréncia
Zn+2 + PZnt1 + 92, = 0, com os dois valores iniciais, resulta que z, = 0 para

todo n.
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APENDICE B - FUNCOES GERADORAS

Antes de ser introduzido o conceito de funcio geradora, serd lembrado o conceito de
série de poténcia, que serd aplicado para a determinac¢do das funcdes geradoras da familia da

sequéncia de Pell.

Definicao B.0.1 Seja a, com n > 0 uma sequéncia numérica e xo € R, a série

~+o0
Y an(x—x0)" (B.1)
n=0

é denominada série de poténcias com coeficientes a, em volta de xy.

Um caso especial consiste quando xo = 0 tornando a série de poténcia em torno de
~+o0
x, que € indicada por Z apx". E como estamos interessados na convergéncia dessa soma, para
n:() . . .
cada valor de x que essa soma fornece um limite, ela define assim uma funcdo, que segue:

40
fx) =Y anx” (B.2)
n=0

E utilizando tal conceito € possivel definir uma funcao geradora como sendo:

Definicao B.0.2 Seja a,, com n > 0 uma sequéncia numérica. A fungdo formada pela série de
poténcia
G(ay;x) = Z apx" (B.3)
n=0

é denominada funcdo geradora ordindria para a sequéncia.
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APENDICE C — FUNCOES HIPERBOLICAS

As fungdes cldssicas hiperbdlicas sdo conhecidas e definidas a seguir:

Definicao C.0.1 A funcdo seno hiperbolico é definida por

e —e

2

—X

senhx =

enquanto a funcdo cosseno hiperbdlico é definida por

e +e

hx =
cosnx 3

onde tanto o dominio quando a imagem de ambas as fungoes é o conjunto dos reais R.
Algumas identidades tteis sdo apresentadas na proposi¢ido que segue:

Proposicao C.0.1 A soma e a diferenca entre coshx e senhx é dada por:

i. coshx+ senhx = ¢e*
ii. coshx—senhx —=e™*

Demonstracao. Para comprovar esta proposicado serd utilizado a Definicao (C.0.1):
eft+et e—et eftette -t 2ef

1. h hx = ="

1. cosnx—+ sennx 5 + 5 5 5 e

.. L I eft+e* ef—et e t—efet 27 |

1. coshx —senhx = — = = =e
2 2 2 2

Proposicao C.0.2 Para coshx e senhx vale a identidade:
cosh’x — senh®*x = 1

Demonstracao. Para comprovar esta proposicao serd utilizado mais uma vez a Defini¢do (C.0.1):

X —x72 X —x72
cosh’x — senh*x = {e +2€ _ | 2e ] =

4

cosh®x — senh®*x = =1

INIINN

Tais resultados sdo utilizados para a comprovacao da soma e diferenga de seno e

cosseno hiperbdlico, como é mostrado no préximo teorema:
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Teorema C.0.3 (Soma e diferenca) Sejam x e y € R e as funcoes seno e cosseno hiperbdlico,
valem as identidades:

i. senh(x+y) = senhxcoshy + senhycoshx

ii. senh(x—y) = senhxcoshy — senhycoshx

(x+y)

(x—y)
iii. cosh(x+y) = coshxcoshy + senhxsenhy

(x—y)

iv. cosh(x—y) = coshxcoshy — senhxsenhy

Demonstracao. Para a demonstracdo desse teorema sdo utilizados tanto a Defini¢ao (C.0.1)

quanto o resultado obtido na Proposicao (C.0.1), em cada caso, como segue:
Aty — o (xty)
senh(x+y) = ————— =

eted —ete™
= _ =

2
[coshx + senhx][coshy + senhy]

[coshx — senhx][coshy — senhy| N

2
coshxcoshy + coshxsenhy 4 senhxcoshy + senhxsenhy

[coshxcoshy — coshxsenhy — senhxcoshy + senhxsenhy|

2
2coshxsenhy + 2senhxcoshy

senh(x+y) = coshxsenhy+ senhxcoshy

=y o ()
senh(x—y) = ¢ e 7 =

ete ™V —e e
- = =

2
[coshx + senhx][coshy — senhy|

2
_ [coshx — senhx][coshy + senhy] N

2
coshxcoshy — coshxsenhy + senhxcoshy — senhxsenhy

ii.

2
[coshxcoshy + coshxsenhy — senhxcoshy — senhxsenhy|

2senhxcoshy — 2coshxsenhy

senh(x—y) = senhxcoshy — coshxsenhy
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x+y —(x+y)
cosh(x+y) = erte T =

2
e +e e
= —_— =

2
[coshx + senhx][coshy + senhy]

2
[coshx — senhx][coshy — senhy|

=

iii. 2
coshxcoshy + coshxsenhy + senhxcoshy + senhxsenhy

2
[coshxcoshy — coshxsenhy — senhxcoshy + senhxsenhy|

2
2coshxcoshy + 2senhxsenhy

cosh(x+y) = coshxcoshy+ senhxsenhy
=Y o= (=)
cosh(x—y) = i =
ete™ +e e
= =
_ [coshx + senhx][coshy — senhy]
B 2
hx — senh. h h
+[c0s x — senhx][coshy + senhy| N

iv. 2
coshxcoshy — coshxsenhy 4 senhxcoshy — senhxsenhy

[coshxcoshy + coshxsenhy — senhxcoshy — senhxsenhy|

2coshxcoshy — 2senhxsenhy

senh(x—y) = coshxcoshy — senhxsenhy

Utilizando os resultados deste teorema nos casos i € iii € tomando y = x € possivel
observar o comportamento para o dobro de um valor real nos casos da fun¢do seno e cosseno

hiperbdlico, que é apresentado no coroldrio a seguir:

Corolario C.0.1 (Arco duplo) Seja x € R e as fungoes seno e cosseno hiperbdlico, vale as
identidades:
i. senh2x = 2senhxcoshx

ii. cosh2x = cosh®x+ senh*x

Demonstracao. Tomando o resultado do tltimo Teorema (C.0.3) no caso em que y = x vem em

cada caso:
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senh2x = senh(x+x) =

1. = coshxsenhx + senhxcoshx =
senh2x = 2senhxcoshx
cosh2x = cosh(x+x) =

ii. = coshxcoshx + senhxsenhx =
cosh2x = cosh®x+ senh’x

A partir deste dltimo coroldrio e usando a Proposi¢ao (C.0.2) € possivel construir a
metade de um valor real também nos casos da fun¢do seno e cosseno hiperbdlico, como mostra o

proximo corolério:

Corolario C.0.2 (Meio arco) Seja x,y € R e as fungoes seno e cosseno hiperbolico, valem as

/COShy_l,seyZO

. Yy _ 2
i. senh= =

2 [coshy — 1

—/————,5ey <0
2

.. hy coshy+1
ii. cosh= =\ ———

2 2

Demonstracdo. E possivel inicialmente escrever a Proposi¢do (C.0.2) como:

identidades:

cosh®y = 1+ senh?y e senh®y = cosh*y — 1

Utilizando ainda o dltimo Corolério (C.0.1) no caso em que y = 2x vem em cada

caso:
cosh2x = senh’x+ cosh’x =
= senh*x+ senh®x+ 1 =
cosh2x = 2senh’x+1 =
coshy = 2senh2%} +1 =
L 2senh2§ +1 = coshy =
2senhZX = coshy—1 =
coshy — 1
senhz)é = Ty

y coshy — 1
h=z = £\/———
sen 5 >



cosh2x

cosh2x
coshy

ii. 2y
2cosh”= —1

cos >

y
2cosh*=
COS 2

y
h*>
CcOS 2

Y
hZ
cos >
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cosh*x + senh?x =
cosh*x + cosh®x — 1 =
2cosh*x — 1 =
2c0sh2z —1 =
2

coshy =
coshy + 1 =
coshy+1

2

[coshy + 1
2

Comenta-se que ndo existe parte negativa no caso da fungdo cosseno hiperboélico

de meio arco por que a imagem desta func@o é o conjunto [1,+oo).

Tais resultados s@o bastante uteis na construc¢do das funcdes hiperbdlicas da familia

de sequéncias de Pell, assunto que sera visto nas proximas segoes.
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APENDICE D - NUMEROS QUATERNIOS

Hamilton desenvolveu no ano de 1843 a partir de uma familia do conjunto dos nu-
meros hipercomplexos, o conjunto de niimeros quatérnios, definido por quatro bases elementares

1,1, j, k tendo as propriedades:

(
?=j72=K=-1
ij=k=—]ji
jk=i=—kj

klk:j:—kz

Em que um ndmero quatérnio € definido por:
Definicao D.0.1 Um niimero quatérnio pode ser indicado por
q=ap+ia; + jay +kas = (ag+iay) + (ar +iaz)j=z0+z1J

em que {ap,ay,az,a3} € Re 2= j2 = k? = —1 além da ndo comutatividade observada entre

as bases complexas citadas anteriormente. Tal niimero pode ainda ser indicado por
H={z0+z1j: 20,21€C, ij=k e j2 =—1}
O conjunto dos ndmeros quatérnios (IH) possui operacdes semelhantes ao conjunto
dos nimeros complexos (C), ou seja, tomando os nimeros:

q=ap+ia + jar + kas e p =bo+ibi + jbr + kb

comgq,p € He A € R as operagdes de adigdo, subtragido e multiplicagdo por escalar nos qutérnios

sdo definidas por:
q+p = ao+boti(ar+b)+ jla+b)+k(az+b3)
q—p = ao—bo+i(ar—by)+ j(az—ba2)+k(az —b3)
Aq = Aag+ilay+ jrar+kAas
bem como o produto entre p e g é dada por:
pqg = aobo—(a1b1+a2b2+a3b3)
+bo(ari+azj+azk) +ao(bii+ by j+ b3k)
—|—(b2a3 — b3a2)i+ (b3a1 — b1a3>j+ (blaz — bzal)k

e o conjugado ¢* de um nimero quatérnio é:
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q*=ap—aji—ayj—azk =79

e finalmente a norma de um nimero quatérnio ¢ € indicada por:

gl = Vaq* = /(a0)*+ (a1)? + (a2)? + (a3)?
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APENDICE E — NUMEROS BICOMPLEXOS

O conjunto dos numeros bicomplexos sdo definidos como segue:
Definicao E.0.1 Um niimero bicomplexo pode ser indicado por
q = ao+ia;+ jap +ijaz = (ao+iay) + j(ax +iaz) = zo + jzi

em que {ag,a1,az,a3} €R e i’ = —1, j> = —1 e ij = ji. Tal niimero pode ainda ser indicado

por

BC = {z0 +Jjz1 : 0,21€C e jF=-1}

O conjunto dos nimeros bicomplexos BC possui operacdes semelhantes ao conjunto
dos nimeros complexos C como ja era de se esperar, ou seja, tomando os nimeros
q=ap+ia+ jar+ijaz e p=bo+iby+ jby+ijb3

com ¢g,p € BC e A € R as operagdes de adi¢do, subtracdo e multiplicacdo por escalar sdo

definidas por:

g+p = ao+bo+ilar+by)+ jlar+by)+ij(as+b3)
q—p = agp—bo+i(ai—by)+jlaz—b2)+ijlaz—b3)

Ag = Aag+ilay+ jAlax+ijlas

bem como o produto entre g e p € dada por:

pq = aopbo— (a1by +axby + azbs)
+bo(ari+azj+azij)+ao(bii+baj+ bsij)

+(braz — b3ap)i+ (bzay; — biaz) j+ (byay — bray)ij
e o conjugado ¢* de um nimero bicomplexo é:
g =ap—aji—ayj—azij =7

e finalmente a norma de um nimero bicomplexo ¢ € indicada por:

gl = Vaq* = \/(a0)*+ (a1)? + (a2)? + (a3)?



