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Resumo

AUGUSTO, Cristiano Gongalves, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, abril de
2019. Equacgoes Algébricas: solucoes e aplicagoes. Orientadora: Danielle
Franco Nicolau Lara.

Neste trabalho discutiu-se a resolubilidade das equagoes algébricas com coeficientes
reais de grau menor ou a igual a quatro, as relagoes existentes entre coeficientes e
raizes das equagoes gerais, o Teorema Fundamental da Algebra, e no caso de grau
maior que quatro focaremos de forma elementar a Teoria de Galois. Introduziu-se
aspectos elementares da teoria dos grupos, niimeros complexos, a geometria do
plano complexo, propriedades basicas dos polinomios e fatoracao de polinomios para
compreensao da resolubilidade de equacgoes algébricas. Com isso, esclarecer conceitos
teoria da algébrica para possibilitar uma pratica mais adequada ao estudante do
ensino médio. Entao, enfatizou-se a resolugoes de equacoes algébricas de grau menor
ou igual a quatro e apresentou-se, para docentes da educacao basica e superior, a
Teoria de Galois para grau maior ou igual a cinco. Apresentou-se no final deste
trabalho algumas aplicagoes em sala de aula sobre as solugoes de equagoes algébricas
de grau < 4, e um estudo que envolva aproximagcoes numéricas e o software GeoGebra
para determinar a solucao de uma equacao do 5° grau. A aplicacao foi direcionada
aos alunos 3° ano do ensino médio, no intuito de contextualizar este trabalho e sugerir
uma abordagem diferenciada na solucao de equacoes algébricas. E ainda, motivar o

docente a buscar novas metodologias de ensino sobre solucoes de equagoes algébricas.



Abstract

AUGUSTO, Cristiano Gongalves, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, April, 2019.
Algebraic equations: solutions and applications. Adviser: Danielle Franco
Nicolau Lara.

At this work we will discuss the algebraic equations resolution with real coefficients
of lesser or equal degree to four, the relations existent between coefficients and roots
of the general equations, the Fundamental Theorem of Algebra, and in the case of
a greater degree than four we will concentrate substantially or Galois Theory. We
will introduce elementary of group theory aspects, complex numbers, geometry of
the complex plane, basic polynomial properties, and polynomial factorization to
be able us to understand the solubility of algebraic equations. In order to enable
more adequate practice for the high school student, we will emphasize resolutions
of algebraic equations of lesser or equal degree to four. And we will present the
Theory of Galois to a greater or equal degree to five. At the end of this paper, we
presented some applications in the classroom about solutions of degree < 4 algebraic
equations, and a study involving approximations and GeoGebra software to determine
the solution of an equation of 5 degree. The application was directed to students
of the 3rd grade of high school, in order to contextualize this work and suggest a
differentiated approach in the solution of algebraic equations. And, motivate the

teacher to seek new methodologies of teaching about solutions of algebraic equations.
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Introducao

Visto que a solucao de equacoes algébricas é amplamente trabalhado na educacao
bésica e superior, necessitou-se de um estudo sistematico sobre esse assunto sendo
direcionado para professores da educacao basica. Com o objetivo esclarecer e ampliar
conceitos e propriedades da Algebra no dominio da solubilidade de equacoes algébricas.
Alguns pesquisadores brasileiros destacam-se neste campo de pesquisa, dentre eles, o
professor Doutor Adilson Gongalves.

Neste trabalho discutiu-se no Capitulo 2 a teoria de de anéis e corpos e ampliou-se
o estudo dessa teoria no Capitulo 5. No Capitulo 3 abordamos sobre os polindomios
com coeficientes em anéis e suas raizes e citamos o Teorema Fundamental da Algebra.
No Capitulo 4 introduzimos conceitos basicos de numeros complexos, trabalhamos
a resolubilidade das equacgoes algébricas com coeficientes reais de grau menor ou a
igual a quatro, as relagoes existentes entre coeficientes e raizes da equagao de quarto
grau. Nos Capitulos 6 e 7 abordamos conceitos basicos da teoria de grupos e a Teoria
de Galois elementar. E no Capitulo 8 apresentamos uma proposta de atividade sobre
solubilidade de equagoes algébricas para alunos 3° ano do ensino médio.

Introduziu-se aspectos elementares de teoria dos grupos, nimeros complexos,
propriedades basicas dos polinomios e fatoragao de polinomios para compreendermos
a resolubilidade das equacgoes algébricas.

A teoria de grupos permite um vasto desenvolvimento na teoria algébrica, e
também h& aplicacao pratica na sociedade contemporanea, como exemplo, na teoria
dos cédigos corretores de erros.

H& importantes propriedades nas seguintes relagoes de inclusao dos conjuntos
7 C Q Cc R c C, que possuem estrutura de anel, sao munidos das operacoes de
adi¢ao e de multiplicacao, com propriedades especificas tratadas neste trabalho.

Nota-se a importancia historica da resolubilidade das equacgoes algébricas que foi
debatida por muitos matematicos.

Hefez e Villela [10] ( 2012 p.170), apontam que

Passaram-se vdrios séculos até que se consequisse resolver as equagoes de
graus trés e quatro, tarefa realizada pelos matemadticos de Bolonha, Itdlia,
no século 16. O problema da resolubilidade das equagoes de grau maior ou
wqual do que cinco se constituiu, desde entao, num dos problemas centrais
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da Matemdtica até ser totalmente elucidado pela Teoria de Galois, na
primeira metade do Século 19. (HEFEZ E VILLELA, 2012, p. 170)

Abordaremos demonstragoes sisteméaticas de diversos teoremas, proposicoes e
corolarios, com o objetivo de ratificar a teoria corpos e grupos e esclarecer de forma
rigorosa as férmulas de resolubilidade das equacgoes algébricas.

O estudo do corpo dos niimeros complexos leva-nos a ampliar a resolucao das
equagoes algébricas ja que algumas equagoes em R nao possuem solugao. Por exemplo,
a equacao z2 = —1, cuja solucao é i,—i € C . Além de auxiliar na compreensao
das solugoes de equagoes algébricas de terceiro e quarto graus. Segundo Hefez [J]
(p.173) “O corpo dos nimeros reais foi criado com o objetivo de completar o corpo
dos nimeros racionais |[...]".

O século XVII apresentou uma intensa atividade em torno da forma dos com-
plexos. Os primeiros resultados podem ser encontrados, em 1747, na dissertacao
de d’Alembert sobre os ventos. No artigo, 79, ele afirma que uma quantidade qual-
quer, composta de tantos complexos quanto desejarmos, pode ser reduzida a forma
A+ By/—1 com A e B quantidades reais. Euler aborda esta temética em sua obra
Recherches sur les racines imaginaires des équations, de 1749, com diversos teore-
mas e corolarios, dos quais ressaltamos o teorema XII, que afirma que todo fracao
formada por adicao, subtracao, multiplicacao ou por divisao envolvendo quantidades
complexas quaisquer da forma A + By/—1, terd a mesma forma A 4+ By/—1 em que
A e B representam quantidades reais.

A partir do final do século XVIII e inicio do século XIX, comecaram a ser sugeri-
das diferentes representacoes geométricas para os nimeros negativos e complexos,
tentando garantir a sua aceita¢ao no universo dos numeros. Além do nome de Gauss,
também sao importantes os nomes dos matematicos Caspar Wessel e Jean-Robert
Argand.

Por séculos, mateméaticos se empenharam em resolver equacgoes algébricas. Foér-
mulas foram determinadas para solugoes de equacao de terceiro e quarto graus. Mas,
para equagoes gerais de grau maior do que ou igual a 5 nao ha solugoes por meio de
radicais. Vidigal et al. [18] afirma que, tal como no caso das equagoes de terceiro
e quarto graus, existem equacoes de grau maior do que ou igual a 5 que nao sao
soluveis por radicais, isto é, nao existe uma férmula que expresse suas raizes em
funcao de seus coeficientes, utilizando apenas as operacoes de adigao, subtracao,
multiplicacao, divisao e extragao de raizes n-ésimas. Esse importante resultado foi
provado no século XIX por Abel (1802 — 1829) e Galois (1811 — 1832).

Portanto, a teoria algébrica é um campo da matematica que estd em constante
desenvolvimento. Notam-se diversas publicacoes de artigos, dissertacoes e eventos
nacionais e internacionais para debates sobre essa teoria. Destaca-se no Brasil o evento
semestral de algebristas, conhecida como A Escola de Algebm, que é uma reuniao
semestral de algebristas dedicado inteiramente a Algebra e topicos relacionados. Seu
principal objetivo é proporcionar uma oportunidade para pesquisadores e estudantes,
de comunicarem e discutirem resultados de pesquisas em todos os ramos da Algebra.



Anéis e Corpos

Neste capitulo descreveremos os conceitos basicos de Anéis e Corpos necessarios
para a compreensao da teoria das equacoes polinomiais. A teoria deste capitulo estd
de acordo com [7], [8] e [9].

2.1 Definicoes e propriedade basicas de Anéis

Os conjuntos Z, Q, R, C sao exemplos de aneis. Quais sao as condigoes que esses
conjuntos possuem para que sejam assim definidos? A seguir veremos essas condicoes
e outras caracteristicas.

Como em [7], descrevemos um anel por satisfazer condigoes A’is, e introduziremos
propriedades adicionais B'is e C'is para designarmos aneis especiais.

Defini¢ao 2.1: Sejam A um conjunto e (+) e (-) duas operagoes em A, chamadas
de adigao e multiplicagao. A terna (A, + ,-) serd chamada de anel se as operagoes
gozarem das seis propriedades enunciadas a seguir.

A1) A adicdo é associativa. Quaisquer que sejam a, b, c € A, tem-se que (a+b)+c =
a+ (b+c).

A2) A adicdo é comutativa. Quaisquer que seja a,b € A, tem-se que a + b = b + a.

A3) Existe um elemento neutro para a adi¢ao. Existe a € A tal que a + a = a,
para todo a € A.

A4) Todo elemento de A possui um simétrico. Para todo a € A, existe a’ € A tal
que a +a' = a.

A5) A multiplicacao é associativa. Quaisquer que sejam a, b, c em A, tem-se que
(a-b)-c=a-(b-c).

A6) A multiplicagao é distributiva com relagao a adigao. Quaisquer que sejam
a,b,c € A, tem-se que a- (b+c¢c)=a-b+a-c.

Se um anel A satisfaz a propriedade:
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B7) Quaisquer que sejam a,b € A, tem-se que a-b=b-a. Dizemos que é um anel
comutativo.

E se satisfaz a propriedade:

B8) Existe um elemento neutro para a multiplicagdo. Existe e € A, com e # «,
tal que a - e = a, para todo a € A. Dizemos neste caso que A é um anel com
unidade.

Usaremos o simbolo 0 para denotar o elemento neutro da adigao (tnico), que
serd chamado de elemento zero, ou de elemento nulo. O simbolo 1 para denotar o
elemento neutro da multiplicagao (tinico), que serd chamado de unidade do anel, ou
apenas unidade. O simétrico de um elemento denotado a sera simbolizado por —a.

Os exemplos iniciais de aneis sao os conjuntos Z,Q, R, C. Esses conjuntos tem
caracteristicas importantes, que nos auxiliam na resolucao de equagoes. Por exemplo,
encontrar x € R, tal que 22 — 4 = 0 é uma tarefa simples, uma vez que 22 — 4 =
(x+2)(z—2)edal (r+2)(x—2)=0nosdaxz+2=0ex—2=0,ouseja, z=2¢
xr = —2. Mas essa conclusao nao é valida para quaisquer aneis, somente para aqueles
que sao ditos dominios de integridade, o que definiremos adiante.

Temos ainda a propriedade de um anel A sem divisores de zero.

Definicao 2.2: Um divisor de zero em um anel A é um elemento a € A, nao nulo
tal que 3b € A, comb#0ea-b=0.

Definicao 2.3: Se A é um anel comutativo, com unidade e sem divisores de zero,
dizemos que (A, + ,-) é um dominio de integridade, ou simplesmente um dominio.

Assim, em um dominio A, temos: a,b € A tais que: a-b = 0, entao a = 0 ou
b = 0. Vale, também, uma importante propriedade, a lei do cancelamento:

Teorema 2.1: Sejam a, b e ¢ pertencente a um dominio de integridade. Se a # 0
e ab = ac entao b = c¢. Reciprocamente se A é um anel comutativo com unidade,
satisfazendo a propriedade de cancelamento entao K nao possui divisores de zeros e
portanto A é um dominio de integridade.

Demonstragao. De ab = ac temos a(b — ¢) = 0 e como a # 0 e estamos em
um dominio temos b = c¢. Reciprocamente, suponha que A satisfaz a lei do
cancelamento e ab = 0. Entao ab = a -0 como a # 0 pela lei do cancelamento
b = 0. Mostrando que A nao possui divisores de zero. O

Vejamos alguns exemplos

Exemplo 2.1.1: O anel Z, é comutativo com unidade sendo a unidade a classe 1 e
¢ um dominio.

Segue a definigao de Z,.

Seja n um inteiro positivo, para a, b € Z, definimos a relagao

a=b modn < n|(b—a).
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Lé-se: a é congruente a b médulo n se, e somente se, n divide b — a.
Essa relagao possui as propriedades

1 Reflexiva (a=aV a € Z)
De fato,a —a=0en |0V n € Z.
2 Simétrica (Para quaisquer a,b € Z,a =b mod n = b=a mod n).

Se a =b mod n temos n | a — b, logo a — b = kn para algum k € Z. Note que
b—a=—kncom —k €Z,assimn|b—aeb=a modn .

3 Transitiva (Para quaisquer a,b,c € Z),a=b modneb=c modn=a=c
mod n)

Sea=b modneb=c modn temos.

nla—b=a—-b=kmn, ki € Z
n|lb—c=b—c=kyn, ky€Z.

Assim a — b+ b—c = kin+ kan o que nos da

a—c:(k:1+k2)ncomk1+k2€Z

Logo a = ¢ mod n.

Assim essa relagao é de equivaléncia e é chamada de congruéncia. Como toda
relacao e equivaléncia, a congruéncia particiona Z em subconjuntos disjuntos ditos
classes de congruéncia, a

a={a=b mod n}

As classes de congruéncia em Z mod n, serao as classes dos restos da divisao
por n. Com efeito, dado a em Z, pelo algoritmo de Euclides temos a = gn + r com
0 <7 < n. Isto mostra que a = r mod n e reciprocamente, se a = b mod n, entao
n|(b—a)= b—a=kn eb=mng +1r, a=ng +ry pela divisdo euclidiana, com
0<ri<n el0<ry<n.

Assim,

kn=0b—a=(q —q@)n+(ri —ra),

como 1, — ry < n temos r; = ra.
Denotaremos por Z,, o conjunto das classes de congruéncia de Z mddulo n. Assim,

Z,=1{0,1,...,n—1}

A este conjunto atribuimos duas operagoes. Seja a e b classes em Z,,. Definimos,
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SIS

+b=a+b = (soma de classes)
-b=a-b = (produto de classes)

Note que as operagoes acima descritas estao bem definidas. O conjunto Z,,
munido da soma e da multiplicacdo de classes serd denotado por (Z,+,-) e tem
carateristica de anel ja que a soma e o produto satisfazem as propriedades da Defini¢ao
2.1. Na verdade Z, é um anel comutativo com unidade, além disso, se a-b = 0,
temos a-b=0e¢ab=0 mod n = n | ab. Agora n | ab implica n | a ou n | b ocorre
se, e somente se, n é primo. Assim Z,, é dominio se, e s6 se, n é primo.

Exemplo 2.1.2: Os anéis Z,Q, C,R sao dominios. Ja que Zg nao é um dominio
pois2-3=0e2,3#0

Exemplo 2.1.3: Z[v2] = {a+bV2 | a,b € Z} é dominio.
Note que o zero do anel é 0 =0 + 0v2 e a unidade 1 = 1 + 0v/2. Além disso, se
z,y € Z[V2], = a+ b2 e y = ¢ + dv/2 sdo tais que zy = 0, temos

zy = (ac + 2bd) + (ad + bc)V2 = 0 & (ac+ 2bd) = 0 e (ad + bc) = 0

O sistema formado por essas equagoes somente possui as solugoes triviais em
Z[v/2]. Entio,

r=0o0u y=0.

Exemplo 2.1.4: Considere o conjunto Z,[i] = {a +bi | a,b € Z,, e i = /—1} .
Aqui, para facilitar a escrita, escreveremos a classe a € Z,, simplesmente por a. Com
as operagoes,

Soma : (a+bi)+ (c+di) = (a+c¢)+ (b+d)i
Multiplicagao : (a + bi) - (¢ + di) = (ac — bd) + (ad + bc)i, Z,[i)é anel.

Z,i] é um anel.

Para finalizarmos os conceitos basicos de anel, chamaremos de anel ordenado,
o anel A no qual existe uma relacao de ordem (<) em A, que possui as seguintes
propriedades adicionais:

C9) Compatibilidade com a adigdo. Para todos a,b,c em A, se a < b, entdo
a+c<b+c

C10) Compatibilidade com a multiplicagao. Para todos a,b,cem A, sea <be 0 < ¢,
entao a-c<b-c

Exemplo 2.1.5: R é um anel ordenado ja que a relacdo < (menor ou igual que) é
uma relagao de ordem em R.
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H& subconjuntos de aneis mais importantes que outros, que no estudo desta
teoria traz muitas informacoes sobre o anel estudado. Um desses subconjuntos sao
os chamados subaneis.

Definicao 2.4: Um subconjunto nao vazio S de um anel A é dito ser um subanel
de A se, com as operagoes induzidas pelas operagoes de A (restrigdes), S é um anel.

O teorema é abaixo é conhecido com Teste para Subanel.

Teorema 2.2: Um subconjunto S # &, de um anel A é um subanel de A se, e
somente se valem as seguinte afirmacgoes:

1. Paratodoa,be S=a—-b=a+(-b) €S

2. Paratodoa,be S=abe S

Demonstracao. Como as propriedades comutativa, associativa, distributiva sao
validas para A, entao sao para S. Verificaremos se as operagoes sao fechadas, se
o elemento neutro aditivo esta em S e se o inverso aditivo de cada elemento de S
estd em S. S é fechada para o produto pela propriedade 2 da hipétese.

Como S # @, tome m em S. Por hipétese m —m =0 € S. Entao elemento
neutro aditivo esta em S.

Se a € S, por hipétese, 0 —a = —a € S para todo a € S. Logo, o inverso
aditivo de cada elemento de S estda em S.

Sejam se a e b € S, entdo a +b=a — (—b) € S e ab € S por hipdtese.

E o teste esta provado. n

Exemplo 2.1.6: 7Z ¢é subanel de Q e Q é subanel de R.

Exemplo 2.1.7: O conjunto D; = {%; a éinteiro e k € {1,2,3.. }} ¢ um subanel
de (Q) +7 )
Tomando a = 0=0 EaD7. Logo D7 # @.
Sejam x = 7—; ey = 7—2 € D;. Suponhamos, sem perda de generalidade, que
1 2
]{31 S KQ. Entéo,
aq (05} a17k2_k1_“2
VS Tk T e <D
o Gz 1Gg
T Y= o e T Thiak T

Portanto, D; é um subanel de Q.

Outra propriedade importante de um anel A é o que chamamos de caracteristica.
Note que para todo = € Z1[i] = {a + bila,b € Zy; e i = /—1}, © = a + bi, entdo,

11z =1la+ 110i = 0+ 07 = 0.

Do mesmo modo para o anel B = {0,4, 8,12} contido em Zyg, encontramos, para
todo y € B, 5y = 0. Estes exemplos motiva a seguinte definicao.
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Definicao 2.5: A caracteristica de um anel A é o menor inteiro positivo n tal que
nz = 0 para todo x € A. Se tal elemento n nao existe nés dizemos que A tem a
caracteristica 0. Usaremos a notacao car(A).

Exemplo 2.1.8: Z tem a caracteristica zero e Z, tem caracteristica n. O anel
Zr|z], denotamos por Zz[z] o conjunto de todos os polindomios com coeficientes em
Zr, tem caracteristica 7.

Teorema 2.3: Seja A um anel com unidade 1. Se e n é o menor inteiro positivo tal
que n -1 = 0 entao a caracteristica de A é n. Se nao existe n inteiro positivo tal que
n -1 =0 entao a caracteristica de A é 0.

Demonstracao. Se n é o menor inteiro positivo tal que n -1 = 0 temos que
nr = n(lx) = (n- 1)z = 0 para todo x em A. Suponhamos que nao existe n
inteiro positivo tal que n -1 = 0. Entao, pela definicao de caracteristica de A,
car(A) = 0. O

Finalizaremos esta subsegao com o seguinte teorema.
Teorema 2.4: A caracteristica de um dominio é 0 ou um nimero primo.

Esse teorema ¢ muito interessante, sua demonstracao utiliza elementos algébricos
mais abstratos e pode ser verificado em [7].

2.1.1 Ideais e anéis quocientes

Certos subaneis de um anel A sdo mais importantes por serem usados para
definirmos outros aneis quocientes. Esses subaneis sao ditos ideais.

Definicao 2.6: Um subanel I de um anel A é chamado um ideal de A se para todo
a € Aetodox el temos, xa €l eax € 1.

Dado um anel A, entdo A e {0} sdo sempre ideais de A, que chamaremos de
ideais triviais. E ao ideal I # A, chamaremos de ideal proprio.

Existe um teste para sabermos se um subconjunto do anel A é um ideal de A.
Note a semelhanca com o teste para saber se um subconjunto é um subanel. A
demonstracao encontra-se na bibliografia indicada neste capitulo. Segue abaixo este
teste.

Teorema 2.5: Um subconjunto nao vazio de um anel I é um ideal de A se:
1. a—be I, paratodo a,be [
2. xa e ax estao em I quandoa € Aex € I.

Exemplo 2.1.9: Para qualquer inteiro positivo n, nZ = {0,+n,+2n,+3n,...} é
um ideal de Z. Como os tnicos subanéis de Z sao os da forma nZ, estes também sao
0s Unicos ideais de Z
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Definigao 2.7: Um anel com unidade 1 serd chamado de simples se A e 0 sao os
unicos ideais de A.

A proposicao abaixo explica um modo de determinarmos se um ideal I é um ideal
trivial de A.

Proposigao 2.1: Suponha que A é um anel com unidade 1 e I é um ideal de A.
Se 1€ I, entao [ = A.

Demonstracao. Como I C A. Falta provar que A C I. Seja a qualquer elemento
de A,entaoa =a-1=1-a € I. Portanto A C I, logo A = 1. O

Definigao 2.8: Seja A um anel comutativo com unidade e seja X = {z1,z2,...,2,}
um subconjunto de A. Entao definimos o ideal X de A, por

(X) = <x1,29,...,0, > = {rix1 + roxe + ... 1px,|r; € A}

Note que (X) é o menor ideal de A que contém X.
Finalizaremos as propriedades de ideais com a seguinte defini¢ao.

Definigao 2.9: Seja A um anel comutativo com unidade.

1. Um ideal I de A é dito finitamente gerado se I = (X), para algum conjunto
finito X .

2. Um ideal I de A é dito principal se I =< a >, para algum elemento a € A. No
qual < a >= {ralr € A}.

Vejamos agora a definicao de aneis quocientes.

Seja I, um ideal de A e considere a seguinte relagao entre os elementos de A:

Sejam a,b € A temos que a =b mod [ (lé-se a é congruente a b médulo 1) se, e
somente se, a — b € I.

Note que a relacdo = definida acima é uma relacao de equivaléncia em A e
portanto, particiona A em subconjuntos disjuntos chamados classes de equivaléncia.

Para a € A, a classe de equivaléncia definida por a é o conjunto,

a=a+I={beA|lb=a mod I}
={beA|b—acl}.

Denotemos por A/I o conjunto quociente dessa relacao,

A/l ={a+ Ila € A}.

Em A/I definimos duas operagoes (soma e multiplicacao), conforme o Teorema
2.6.

Teorema 2.6: Seja A um anel e J um ideal de A. Sez =x+ITe A/l ={z: x € A},
entao:

(a) A relagao + definida por : A/I x A/I — A/I; (Z,y) > x+y=7+y éuma
operagao em A/l denominada soma;
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(b) A relacao - definida por : A/I x A/I — A/I; (z,§) > T -y =12 -y é uma

operagao em A/I denominada multiplicagao;
c) (A/I, 4, -) é um anel (chamado anel quociente de A em I)

(d) Se 1 é a unidade de A entao 1 é a unidade de A/I.

()
)
(e) Se A é comutativo entao A/l é comutativo.
(f) Se 0 é o elemento neutro de A entao 0 é o elemento neutro de A/1I.
)

(g) Se —x é o inverso aditivo de  em A entdo —Z é o inverso aditivo de  em A/I.

Deixaremos para o leitor a verificagdo da demonstragao deste teorema em [7], que
segue diretamente da definicao de A/I.

As operagoes definidas em A/I também podem ser denotadas da seguinte forma:

Sejax =x+ [ e y=y+ [ entao,

(x+D+w+I1)=(@+y +1
(z+I1)-(y+1)=(z-y)+1

Exemplo 2.1.10: Temos 2Z/67Z = {0 + 67,2 + 6Z,4 + 6Z}. Observe que 6Z
é um ideal de 2Z e que todo elemento da forma 2n pode ser escrito da forma
2(3q 4+ r) = 6¢ + 2r quando aplicamos o Algoritmo de Euclides para n e 3. Entao
os restos serdo multiplos de 2. Assim os elementos de 2Z/6Z serao 0+ 6Z,2 + 6Z ¢
4 + 67Z.

Ainda sobre ideais, temos duas importantes definigoes.

Definicao 2.10: Sejam A um anel comutativo e I C A um ideal. Dizemos que [ é
um ¢deal primo, se I é um ideal proprio, e:

Vabe Ajabel =aecloubel

Definicao 2.11: Um ideal préprio I de um anel A é maximal se um ideal B de A
talque I C BC Aentaol = BouB=A

Exemplo 2.1.11: Z x {0} ¢ um ideal primo de Z x Z.

De fato seja (a,b), (¢,d) € Z x Z tal que (a,b)(c,d) € Z x {0}. Entao ac € Z e
bd € {0}. Ja que Z é um dominio de integridade temos que ou (a,b) € Z x {0} ou
(c,d) € Z x 0.

Exemplo 2.1.12: Seja p primo. Entao pZ é um ideal maximal de Z. Por exemplo,
57 C Z ¢ um ideal maximal.

De fato, se I é um ideal tal que 5Z C I C Z entao I = Z. Vamos mostrar que
1 € I. Como b5Z C I, existe a € I nao divisivel por 5. Portanto a e 5 sao coprimos e
5n 4+ am = 1 para alguns n,m € Z. Portanto 1 € I.
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Os proximos dois teoremas ampliam as propriedades sobres anéis quocientes. E
as demonstragoes encontram-se em [12]

Teorema 2.7: Seja A um anel comutativo com unidade e I um ideal préprio de A.
Entao A/I é dominio, se, e somene se, I é primo.

Teorema 2.8: Seja A um anel comutativo com unidade e I um ideal de A. Entao
A/I é corpo se, e somente se, I ¢ maximal.

Definiremos uma funcao entre aneis. Chamaremos de homomorfismo de anéis as
fungoes que preservam as operacoes soma e produto dos anéis.

Definicao 2.12: Dados dois anéis A e B, uma funcao f: A — B é chamada de
um homomorfismo de anéis se para todo a,b € A | vale:

L fla+b) = fa) + f(b);
2. fla-b) = f(a)- f(b).

Definicao 2.13: Um homomorfismo f: A — B é chamado de um isomorfismo se

for, também, uma bijecao. Nesse caso, dizemos que A e B sao isomorfos e denotamos
A~ B.

Exemplo 2.1.13: Em geral se I é um ideal de um anel A a aplicagdo que associa
a cada elemento a de A a sua classe a + I é um homomorfismo de anéis chamado
homomorfismo canonico.

Definicao 2.14: O niicleo de um homomorfismo de anéis f: A — B é o conjunto
N(f)={z € A| f(z) = 05},
em que Og ¢ o elemento neutro do anel B.
O homomorfismo possui diversas propriedades vejamos algumas.

Proposicao 2.2: Seja f: A — B um homomorfismo de anéis e N(f) o nicleo de
f. Entao,

P1 f(a) = f(b) se, e somente se, b —a € N(f).
P2 f é injetora se, e somente se, N(f) = {04}.
Demonstracao. Provaremos [P1]. Se f(a) = f(b) entao,
fla)— f(b) =0 = fla—b) =0 =a—0be N(f).
Reciprocamente, se a — b € N(f) entao,

fla—=b)=0ge f(a) = f(b).
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Em [P2]. Seja f injetora e a € N(f), mostraremos que a = 04. De fato, como
fla) =0p, f(04) =0p, e f é injetiva segue que a = 04. Portanto N(f) = 04.

Reciprocamente, seja N(f) = {04}. Se f(a) = f(b), entdo por [P1] temos
que b —a € N(f). Como estamos considerando N(f) = {04}, se que dai que
b—a =04, isto é, a = b. Portanto f é injetora. m

Vejamos algumas propriedades. Demonstraremos a trés primeiras e deixaremos
para consulta as outras demonstracoes na bibliografia indicada neste capitulo.

Teorema 2.9: Sejam A e B aneis e ¢ : A — B. Entao:
L. ¢(0) = 0;
2. ¢(—r) = —¢(r) para todo r em A
3. Para todo 7 em A e todo inteiro positivo n, ¢p(nr) = neg(r) e ¢(r™) = ¢(r)".
4. Se C' é um subanel de A entao ¢(C') é um subanel de B.
5. Se I é um ideal de A e ¢ é sobrejetivo entao ¢(I) é um ideal de B.
6. Se J é um ideal de B entdao ¢~ 1(J) é um ideal de A
7. Se A é comutativo entao ¢(A) é comutativo.

8. Se A tem unidade 1 e ¢ é sobrejetivo entao ¢(1) é a unidade de B se B for nao
nulo.

9. ¢ é um isomorfismo se e somente se ¢ é sobrejetivo e N(¢) = {r € A| ¢(r) =

0} = {0}.

10. Se ¢ é um isomorfismo de A sobre B entao ¢! é um isomorfismo de B sobre

A.

Demonstragao. Para item (1). Aplicando ¢ a expressao 0 + 0 = 0 teremos
»(0+0) = ¢(0) e assim

¢(0) + 6(0) = ¢(0)

Segue dai que

Entao,

Para o item (2). Aplique ¢ a expressao r + (—r) = 0 teremos que

¢(r) + ¢(=r) = ¢(0) = 0.
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Somando de ambos os lados —¢(r) temos ¢(—r) = —o(r).
No item (3). Pela definigdo de homomorfismo.

¢pnr) = o(r+r+r+...+7)=o(r) +¢o(r) +o(r) ... + ¢(r)

]

E importante lembrar que anéis isomorfos tém propriedades idénticas, e eles
diferem apenas na apresentacao de seus elementos. O essencial é que o isomorfismo
preserva todas as propriedades algébricas entre tais anéis.

Chamaremos o teorema abaixo de O teorema fundamental dos homomorfismos

Teorema 2.10: Dado um homomorfismo f: A — B, entao existe um isomorfismo
de anéis

w: A/N(f) — f(A) que satisfaz f = o m, no qual m7: A — A/N(f) é o
homomorfismo canonico.

Representamos esse resultado pelo esquema abaixo.

AIN(f) = f(A)

Demonstracao. Seja a fungao ¢: A/N(f) — f(A). Definiremos p(a) = f(a)
para todo a = a+ N(f) € A/N(f). Vamos provar que func¢ao ¢ estd bem definida.
Suponhamos, que @ = b. Como N(f) é um ideal de A. Isto é, seja v € A é
a € N(f) entao

fla-z) = f(a)- f(z) =0p - f(z) = 0p

f(z-a)=f(z)- fla) = f(z) - 0p = 0B,

ouseja, a-x € N(f)ex-a € N(f). Assim N(f) ¢ um ideal de A. Logo ,
a+ N(f)=b+ N(f)=a—be N(f) e, portanto, f(a — b) = 0. Entao,

fla) = f(b) = fla=b) = 0p = f(a) = f(b)
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Pela definicdo de ¢, temos, ¢(a) = o(b)
Agora, Vamos mostrar que ¢ é um homomorfismo. Para isso, basta verificar

que ¢ satisfaz os axiomas de homomorfismo.
Se a,b A/N(f) , temos:

¢(@+b) = f(a +b) pela definicio de ¢
= f(a) + f(b) pois f é um homomorfismo
o(a) + p(b) pela defini¢ao de .

o(a-b) = f(a-b) pela definicao de ¢
= f(a) - f(b) pois f é um homomorfismo
e(a) - p(b) pela defini¢ao de .

©(14) = f(14) pela definicao de ¢

= 1p pois f é um homomorfismo.

Portanto,a fun¢ao ¢ ¢ um homomorfismo entre os anéis A/N(f) em f(A)
Provaremos , agora, que ¢ é uma funcao bijetora. Comecaremos provando

que ela é injetora. Se ¢(a) = p(b) temos f(a) = f(b). Segue dai que
fa) = f(b) = 0p = f(a—0b) =0p

isso significa que a — b € N(f), ou seja, a = b. Pois, a € A/N(f).
Para mostrar que ¢ ser sobrejetora, seja y € f(A) arbitrario, entao existe
a € Atal que y = f(a) e, como, p(a) = f(a) segue dai que y = p(a).
Portanto a funcao ¢: A/N(f) — f(A), definida por ¢(a) = f(a), é um
homomorfismo bijetor, ou seja, é um isomorfismo e, logo, temos A/N(f) ~ f(A)
]

Uma consequéncia imediata do Teorema do Homomorfismo é:

Corolério 2.1: Se f: A — B é um homomorfismo sobrejetor, entao A/N(f) e B
sao anéis isomorfos, isto é, A/N(f) ~ B.

Demonstragao. Como f é sobrejetora, temos f(A) = B e, pelo teorema do
homomorfismo, temos A/N(f) ~ f(A). Portanto, A/N(f) ~ B.
m

Coroldrio 2.2: Sen € Z,n > 0. Entao os anéis Z/nZ e Z, sao isomorfos, isto é,
Z/nl =~ Z,
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2.2 Corpos

Definigao 2.15: Um elemento do anel A serd dito invertivel, se existir um elemento
b e Atal que a-b=1. Un tal elemento b sera chamado de inverso de a, e denotado

por a~! ou —.
a

Se um dominio de Integridade (A, + ,-) satisfaz a propriedade: Vo € A,z # 0,z é
invertivel, dizemos que (A, + ,-) é um corpo. Como exemplos de corpos, temos os
conjuntos Q, R, C, mas Z nao é um corpo, pois os Unicos inteiros que tém inversos
sao 1 e -1.

Usaremos a notacao ab~! para indicar a dividido por b. Entao podemos dizer
que um corpo ¢ um conjunto o qual é fechado em relacao a adigao, subtragao,
multiplicagao e divisao para elemento nao nulos.

Definicao 2.16: Um subconjunto F' de um corpo K que, com as operacoes de
adicao e de multiplicacao de K, é ainda um corpo, sera chamado de subcorpo de K.

Exemplo 2.2.1: Temos Q C R C C, sendo R um subcorpo de C e Q subcorpo de
R, logo Q também é subcorpo de C.

Temos que todo corpo é um dominio, mas a reciproca é falsa. Basta pensarmos
em Zg.

Existem diversas propriedades que sao consequéncias da definicao de anel e de
corpo. Veremos algumas no préximo capitulo.



3

Polinomios com Coeficientes em Anéis

Durante todo o restante do trabalho, salvo mencoes especificas, sempre que
mencionarmos que um conjunto A é anel, deve ficar subtendido que é um dominio
de integridade que possui a relagao de ordem, <. A teoria deste capitulo estara em
conformidade com a referéncia [10].

Seja o anel A e x um elemento nao pertence ao anel A. Esse elemento z sera
chamado de uma indeterminada sobre A. Para essa indeterminada temos os simbolos
2!, para i = 0 ou 7 natural, que representa as poténcias 2’ =1, 2! =zea" =z-x...x
(n vezes ).

Defini¢ao 3.1: Um polinémio f(x) com coeficientes em A é uma expressao formal
do tipo f(z) = ap+ a1z + ... + a,a™ = 2?:0 a;x? em que n € NUO,q; € A, para
0<1<n.

Os coeficientes do polinémio f(x) serao os elementos a; para 0 < i < n, e 0s
termos a;z° tais que a; # 0, sao ditos monomios de grau ¢ do polinomio f(z). E o
termo constante serd o coeficiente ayg.

O conjunto de todos os polinémios com coeficientes em A serd denotado A[z].
Isto é, Alx] = {ag+ mz + ...+ apx™a; € A0 <i<n,neN}

Ainda sobre o polinémio f(z), hd duas nomeclaturas usuais: polinémio constante
f(z) = ag, com ag € A e polindémio, nulo, f(x) =0 que poderd ser escrito na forma
f(x) =0+ 0z +...4 02", qualquer que seja n € NU{0}.

Exemplo 3.0.1: Sao polinémios em R[z] e em Z[z], respectivamente, f(z) =
%—\/ﬁaﬂ—x? e h(z) =5+ 3z + 1022 — 223.

Nos dois polinomios do Exemplo (3.0.1) é possivel fazermos uma comparagao
entre os seus coeficientes. Observe que em f(z) nao ha coeficiente de grau 3, mas
podemos tomar f(x) = % — 11z + 2% + 02°. Note que apenas acrescentamos o

termo 0z® em f(z).
Com as convengoes feitas acima o polinémio f(x) = a9+ a1z + ... + a,2™ € Alz]
pode ser escrito como f(z) = ag+ a1z + ... +a,a" + 02"+t 4+ 022 + ... 4+ 02™ para

16
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todo nimero natural m > n.
Dois polinémios f(z) = ag + a1z + ... + a,2" e g(x) = co + c1x + ... + "
em A[x] sdo iguais se, e somente se, a; = ¢;, para 0 < i < n. Entdo escrevemos

f(z) = g(x). -

Exemplo 3.0.2: Os polinémios f(x) = 10 — 2z 4 22 + —92° ¢ g(x) = —92° —
V2x + 10 + 22 em R[] sdo iguais e os polindémios h(z) = 9 — 5z + 22 — 927 e
t(xr) = 9 — 5z + 3z* — 92 ambos em Z[z], sao diferentes. Nos dois casos, basta
observamos os coeficientes a; das i-ésimas poténcias .

Definicao 3.2: Em todo polindomio, nao identicamente nulo, algum coeficiente deve
ser diferente de zero, entdo ha um maior indice n tal que a,, # 0. Esse indice serd o
grau do polindémio f(x).

Denotamos esse grau por gr(f(z)). E o a, correspondente serd chamado de
coeficiente lider de f(x). Para a, = 1 chamaremos esses polinomios de ménicos. E
nao definiremos o grau do polinémio nulo: f(z) = 0. O polindémio constante h(z) = k
para k € A tem gr(f(z)) = 0.

No conjunto A[z], a partir das operagoes de adi¢ao e multiplicagao de A, podemos
definir operagoes de adicao e multiplicagao de polinomios.

Sejam h(x) = 7" a2’ e u(x) = Y " bja? em Alz]. Definimos a operagao de
adicao desses polinomios como segue

h(x) +u(r) =377 ¢;27 em que ¢; = a; +b;, para 0 < j < n.

E para a multiplicacao definimos h(z) = 377 a;27 e u(x) = 377" bja’ em Alz],
entao h(z) - u(z) = Z?:én ¢jz?, no qual

Cozao'bo
Clzao'bl‘l'(ll'bo

ca=ag-by+a;-by+as-by

cj:ao-bj+a1-bj_1+...+aj-boz Z a,\-bu
Atp=j

Cn4m = Qp ° bm

E o resultado da multiplicagdo de dois polinomios é chamado de produto. Segue

da definigao de multiplicagdo que, para quaisquer j, k € NU {0}, vale a identidade:
2l k= Itk

Proposicao 3.1: Como consequéncia das propriedades da adi¢ao e da multiplicacao
do anel A, temos que a adigdo e multiplicacao em A[z] satisfazem as propriedades
associativa, comutativa, distributiva, existéncia de elemento neutro aditivo, existéncia
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de simétrico, existéncia do elemento neutro multplicativo, em A[z], para quaisquer
polinémios f(z), g(x) e h(x).

Faremos a demonstracao da associatividade da multiplicagao e da comutatividade
da adicao, e deixaremos para o leitor a verificacao das outras.

Demonstmg(io. Sejam dados f(x) = Y0 ja;a7, g(x) = Y7 ba’ e h(x) =
Z;ZO c;jz? polindmios em A[z]. Iniciaremos com a Associatividade da Multiplica-
¢ao:

() - gw) - h(x) = (Z el Y bj:cj) S 3.)
= Z ( Z a, - b>\> - chxj (3.2)

i=0 \j=p+A
n+m-+l
= Z ( Z a, - by - ca) b (3.3)
=0 \j=utrta
n+m-+l
= > ( > (o Ca)) ! (3.4)
=0 \j=utrta
n m—+l
= Zajxj . Z ( Z by - ca) bl (3.5)
=0 j=0 \j=A+a
n m l
= Z a;z’ - (Z b’ - Z cjxj> (3.6)
=0 =0 =0

= f(x) - (9(z) - h(z)) (3.7)

no qual em (3.2), (3.3), (3.5) e (3.6) usamos a definicdo de multiplica¢ao em
Alx] e em (3.4) usamos a associatividade da multiplicagao em A.

Para comutatividade da adicao temos:
Sem perda de generalidade, suponhamos que n = m e reescrevendo os polinomios
f(z), g(x) com as mesmas poténcias de x. Obtemos,

f(x)+g(x) = Z a;z) + Z bz’ (3.8)

j=0

= Z(bj + Clj)l’j (310)
=0

= bt + > a0’ (3.11)
=0 §=0

=g(z) + f(z) (3.12)
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no qual em (3.8) e (3.10), usamos a definigdo da adi¢ao em A[x]. E em (3.9)
usamos a comutatividade da adicao em A. O]

Considerando as propriedade das operagoes em A[zx], expressadas na Proposi¢ao
(3.1), temos que Alz]| é um anel.

Note que se f(x) e g(x) s@o polindmios nao nulos em Az], com coeficientes lideres
a, e by, respectivamente, entao o polinémio f(x) - g(x) tem coeficientes lider a,, - b,,.

Além disso se f(z) e g(x) sdo polindmios nao nulos entdao o produto desses
polinomios sera diferente zero. Assim, A[z] é um dominio de integridade. E também,

gr(f(z) - g(x)) = gr(f(x)) + gr(g(x)).
Chamaremos a propriedade acima de propriedade multiplicativa do grau.

3.1 Raizes e irredutibilidade

Neste capitulo apresentaremos conceitos sobre decomposicao de um polinémio
em fatores irredutiveis, relagao entre a existéncia de raizes e a existéncia de fatores
de grau um na decomposicao do polinomio e citaremos o teorema fundamental da
algebra em R e C. Salva mengao contraria, A é um Dominio de Integridade. A teoria
deste capitulo estard em conformidade com [7], [4], [10] e [1¥]

Dado f(z) € A[z] e a € A com A anel, podemos definir o valor de f(z) em a
o que denotamos por f(a), da seguinte maneira: Se f(z) = a,z" + ...+ a1 + ap;
fla) =a,a™ + ... 4+ aja + ap.

Exemplo 3.1.1: Dado f(z) € Z[z] e a € Z tal que f(x) = 2° 4+ 22 — 3 entdo o
valor de f(2) = 2° +2(2) — 3 = 33.

Defini¢ao 3.3: Sejam A um anel e um polinomio f(z) € A[z]. Dizemos que o € A
¢ uma raiz ou um zero de f(x) em A se f(a) = 0.

Exemplo 3.1.2: Seja f(z) = 2* —2® — 2+ 1 € Z[z], temos que o = 1 é uma raiz
de f(x) em Z, pois

f)=1"-13-14+1=0

A divisao em A[z], conhecida como divisdo euclidiana, serd apresentada no
teorema a seguir e deixaremos a demonstragao para o leitor que podera ser feita
inicialmente por indugao.

Teorema 3.1: Sejam A um anel e f(x), g(x) € A[z] dois polinémios, com g(z) nao-
nulo e coeficiente lider invertivel em A. Entao existem polindémios ¢(x),r(x) € Alz],
unicamente determinados, tais que

f(x) = q(x)g(x) + r(z) com gr(r(z)) < gr(g(x)) ou r(x) =0

Exemplo 3.1.3: Efetuando a divisio euclidiana de f(r) = 42* + 223 + 62% + 42 +5
por g(z) = 3z + 2 em Zz[z], obtemos
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f(z) = 4a* +22% + 622 + 42 + 5 = (62% + 32+ 5)(322 +2) — 22 + 2

Observe que no Teorema 3.1 é necessério que o coeficiente lider de g(x) seja
inversivel. Por isso em muitas ocasioes trabalharemos em Klz| com K, corpo, assim
nao precisaremos nos preocupar com esse detalhe. Uma outra observagao a fazer é
que, embora 7Z nao seja corpo, a existéncia de um algoritmo de divisao em Z nos
garante a existéncia desse algoritmo em Z[z| sem a necessidade da hipétese sobre o
coeficiente lider de g(x).

Exemplo 3.1.4: Sejam f(z) =42° —2*+z—4 e g(x) =2 —x+ 1, com f(x),
g(z) € Z[z] satisfazendo a hip6tese do Teorema 3.1, temos que f(z) = g(z)q(z)+r(z),
no qual q(z) = 42® + 42> — 5 e r(z) = —4z + 1.

Definicao 3.4: Sejam A um anel e f(z), g(x) € A[z]| dois polindmios com g¢(z)
nao-nulo. Dizemos que o polinémio g(z) divide o polinomio f(x) em A[z|, caso haja
um polindomio ¢(z) € Alx] tal que

e denotamos isso por g(x) | f(z). Nesse caso, também dizemos que g(x) é um divisor
de f(x), ou que g(x) é um fator de f(z), ou ainda, que f(x) é um mailtiplo de g(x)
em Alz].

Quando f(z) se expressa como um produto de polinémios,

f(@) = pr(x)pa(z) .. pal2),

dizemos que esse produto é uma fatorag¢ao de f(x) e, portanto, cada polinémio py(x)
¢ um fator de f(x).

Exemplo 3.1.5: Seja f(z) = z° + 32° + 42* + 22 + 3 € Zs[z]. Uma fatoragao de
f(x) sobre Z5 é

flx) = (23 4+ 2+ 4)(2* +2)

Veremos a seguir algumas propriedades da divisao, demonstraremos a primeira e
as demais seguem raciocinio analogo.

Proposicao 3.2: Sejam A um anel e os polinomios f(x), g(z), e h(z) € Alz].
D1) Se h(x) | f(x) e h(x) | g(x) entdo h(z) | (f(x) +g(x)) e h(z) | (f(2) — g(x)).
D2) Se h(z) | f(x), entao h(x) | f(x)g(x).
D3) Se h(z) | f(x), h(zx) | g(x) e p(x), q(x) € Alz], entao h(z) | (p(x)f(z) +

D4) Se h(zx) | f(x) e f(x) | g(x), entao h(z) | g(x).
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Demonstragao. Como h(z) | f(x) entao existe q(x) € Alz] tal que f(z) =
q(z)h(z). Analogamente, com h(z) | g(x) existe p(x) € Alx] tal que g(x) =
p(x)h(z) Logo,

f(@) + g(x) = q(x)h(x) + p(z)h(z) = (q() + p(x))h(z).

Como q(z) + p(z) € Alx], temos que h(z) divide f(z) + g(z).
Analogamente,

Do mesmo modo que anteriormente h(x) divide f(x) — g(x).

Proposigao 3.3: Sejam A um anel, f(x) € Alz] e a € A, entao o resto na divisao
euclidiana de f(x) por x —a é f(a) .

Demonstracao. Sabemos, pelo algoritmo de divisdo de polindomios que, Jg(x), r(z) €
Alx] tal que

f(z) =q(x)(x —a) + r(x) com gr(r(z)) < gr(z —a) ou r(z) = 0.

Como gr(r(z)) < gr(z—a) = 1, segue dai que gr(r(z)) = 0, entao r(z) é constante,
digamos 7(z) = a. Calculando o valor de f(x) em a, temos

fla) = g(a)(a = a) +r(a) = r(a) = @
]

Segue da Proposicao (3.3) um importante coroldrio, conhecido também como
teorema da raiz, teste da raiz ou propriedade do fator linear.

Corolario 3.1: Sejam f(x) um polindmio com coeficientes no anel A e a € A.
Temos que z — a divide f(z) se, e somente se, a for raiz de f(z).

Demonstragao. Suponhamos que a é raiz de f(z), assim, da igualdade f(x) =
q(z)(x —a) +r(x) com gr(r(z)) < gr(x —a) =1 ou r(x) = 0. Temos,

0= f(a) = qla)(a = a) +r(a) = r(a),

mostrando que f(z) = q(z)(z — a).
Reciprocamente, suponhamos = — a divida f(x). Logo, existe um ¢(z) € A[z] tal
que f(z) = q(z)(x — a). Portanto,

]

Exemplo 3.1.6: Seja f(z) = 2° 4+ 5z — 5 € R[z]. Entao, o resto da divisao de f(z)
por (x —2) e (x + 2) respectivamente é:
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f(2)=13¢e f(-2) =23

Exemplo 3.1.7: Scja f(z) = 4a* 4 52% — 7Tz + 2 € Q[z]. Dado que % ¢ raiz de f(z).
Entao pelo Corolario (3.1) temos

f(@) = (z = $)q(z) em que q(z) = 42® 4 22? + 62 — 4.

Um importante método para determinarmos o quociente e o resto de uma divisao
de polinomios é o chamado de algoritmo de Briot-Ruffini. Considerando a impor-
tancia da divisao de um polinomio por polinémios da forma x—a, segue esse algoritmo.

Sejam um anel A, f(z) € A[z] e @« € A. Pela divisao euclidiana, existe um
polinémio ¢(z) € Afz] tal que

f(z) = (x — a)q(x) + r tal que r = f(a).
Note que se o gr(f(x)) = n entao gr(q(z)) =n —1. E tomando
flz)=ap+ a1z + ...+ aza”
encontraremos os coeficientes by, by, ...,b,_1 € A tais que
q(x) =bg +bix+ ...+ b, 2" !
Assim, substituindo em f(z) = (z — a)q(x) + r obtemos,

f@)=(z—a)(bg+bx+...+by1z" ) +r
= (r —aby) + (b — ab))x + ... + (by—z — aby_1)2" " + by_12"

comparando com os coeficientes de f(z) e determinando os coeficientes bg,by, . . ., b,
em funcao de ag,aq,...,a, 1 e do escalar o, obtemos as igualdades:
bn—l = An

by =bp_1a + an_y

bn—3 = bn—2a + ap—2

bl = bga‘l'ag
bo = b1a+a1

r= boOé + ap
Desta forma concluimos o algoritmo de Briot-Ruffini. Vejamos um exemplo:

Exemplo 3.1.8: Vamos determinar o quociente e o resto da divisao euclidiana em
Q[z] de f(x) = a® — 22? + 3 por x + 3, usando o algoritmo de Briot-Ruffini. Nesse
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caso, a = —3, gr(f(z)) =3 e gr(q(x)) = 2.

Logo, r = 42, —3 nao é raiz de f(z), ¢(x) = 2> —br + 15 e f(z) = (2* — br +
15)(z + 3) — 42.

Definigao 3.5: Sejam f(z) € A[z] e a € A. Dizemos que a é um raiz de multipli-
cidade m de f(x), em que m > 1, se (z — a)™ divide f(z) e (z — a)™"! nao divide

f(z). Se m > 2, dizemos que a é uma raiz multipla de f(x).
O exemplo abaixo sera um complementacao do Exemplo (3.1.7).
1
Exemplo 3.1.9: Seja f(x) = 4a* 452 —Tx +2 € Q[z]. J4 sabemos que 3 é raiz de

f(x). Vamos mostrar que a maior poténcia de z — 3 que divide f(z), ¢ 2 e portanto

1
a multiplicidade da raiz 3 é 2.

Sabemos que
f(@) = (z — 3)(42® + 222 + 62 — 4).

E se continuarmos com o algoritmo de Briot-Ruffini fazendo a divisao de ¢(z) =
423 + 222 + 62 — 4 por x — % obteremos

q(z) = (z — 1)(42” + 42 + 8).

Assim,

flz) = (x — 1)(4x3 + 22° + 6z — 4)

2
(- %)(g; - %)(4932 +dz+8)
= (¢~ 3/(4a” + 4 +8).

Portanto % ¢ uma raiz de f(x) de multiplicidade 2, pois se continuarmos com o

1
processo anterior, ou seja, dividindo h(x) = 42 + 4z + 8 por = — 27 encontraremos,

f(x) = (z — 3)*(4a + 6) + 11.

Este exemplo ilustra uma aplicagao interessante do algoritmo de Briot-Ruffini,
que serd a ferramenta para fazer as divisdes sucessivas de f(z) por (z — «).

Considere agora A um subanel de C e € A. A fungao ¢ : Alzx] — Alz]
definida por ¢(g(z)) = g(x — a) é uma bijecdo, pois ¥ : Alx] — A[z| definida por
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YP(g(x)) = g(x + a) tem a propriedade de p o) = I e 1) o p = I. Portanto, para cada
f(x) € Alz] existe um tnico polinémio g(z) € Alz] tal que f(x) = ¢(g(z)) = g(z—a).
Isto é equivalente a dizer que cada polinémio f(x) com coeficientes em A pode ser
escrito, de uma tnica maneira, como um polindomio com coeficientes em A e poténcias
de x — a.

Dado f(z) = apa™ + ... + a1z + a9 € Alzx], com a, # 0 e n > 1, podemos
expressa-lo como um polinomio em poténcias de x — « pela divisao euclidiana de
f(x) por z — a. De fato,

f(z) = (z — a)qu(x) + 7o, no qual 7o € A e gr(q(z)) =n — 1.
Pela divisao euclidiana de ¢;(x) por z — «, temos
¢1(x) = (r — a)ga(z) + 71, n0o qual 1 € A e gr(g(x)) =n—2.

Sucessivamente, fazemos a divisao de ¢;(x) por x — «, obtendo ¢;4+1(z) € Afz] e
r; € A, para j =0,...,n—1, com gr(gi+1(z)) =n—j—1e qg(z) = f(z).

Fazendo r, = ¢,(x) € A e substituindo, sucessivamente, uma equagao na outra,
obtemos

f(.i(}) =Tp + T1<IL’ - Oé) + ...+ Tn—l(«f — a)n_l + Tn(l' _ Oé)n,
em que 7, = a, ¢é o coeficiente lider de f(z).

Exemplo 3.1.10: Seja f(z) = 22° + 32* — 2 4+ 2? — 4 € Z[z]. Vamos escrevé-lo
em poténcias crescentes de x + 1: Fazendo do mesmo modo que no Exemplo (3.1.9)
temos

fl@)==1-Tx+1)+2x+1)*+7(x+1)* = T(x+ 1)* +2(x + 1)°.
A préxima proposicao dard a quantidade maxima de raizes de um polinémio.

Proposicao 3.4: Sejam A um dominio de integridade e f(z) € A[z] um polinomio
de grau n. Entao, f(z) tem, no maximo, n raizes em A, sendo que cada raiz é
contada um ntumero de vezes igual a sua multiplicidade.

Demonstracao. Faremos por indugao em n = gr(f(z)). Se n =0, entao f(z) =
a # 0 nao tem raizes em A e o resultado é valido. Seja n > 0. Suponhamos que
vale para polinomios de grau n e seja f(z) um polinomio com gr(f(x)) =n + 1.
Se f(z) ndo tem raizes em A, nada hd a demonstrar. Digamos que f(z) tenha
uma raiz § € A. Pelo Coroldrio 3.1, x — 8 divide f(z) em A[z], logo existe
q(z) € Alx] tal que

f(x) = q(x)(z = B), com gr(q(z)) = n.

Por hipétese de indugao, ¢(z) tem no maximo n raizes em A. Mostramos que
se @ € A éraiz de f(x) entdo ou a =  ou ¢(a) = 0. De fato, se @ € A é raiz de
f(x) entdo
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0= f(a) = g(a)(a =)
e qla)=0oua—-pF=0

< « éraiz de g(x) ou a = S,

Logo, f(x) tem no maximo n + 1 raizes em A. O

3.2 O Teorema Fundamental da Algebra

Ao longo deste trabalho temos falado sobre C, o conjunto dos ntimeros complexos.
Aqui somente precisamos da nocao intuitiva do leitor, no qual C é o conjunto de
elementos z = a + bi, no qual i = v/—1 e a,b € R. Na Secdo 4.2 do Capitulo 4
apresentaremos esse corpo com maiores detalhes.

Um corpo K é algebricamente fechado quando todo polinomio nao constante com
coeficientes em K tem uma raiz em K. Note que se um corpo K é algebricamente
fechado, entao todo f(x) € K[z] nao nulo tem todas as raizes em K. O Teorema
Fundamental da /flgebm diz que, C é algebricamente fechado. A importancia da
propriedade abaixo é que ela precede o teorema principal desta secao.

Proposicao 3.5: Sejam K um corpo algebricamente fechado e f(x) em K]x],
gr(f(z)) =n > 1. Entao, existem ay,...q, € A, ndo necessariamente distintos, e
a € K\ {0} tais que

flz)=alx —ay)...(x — ay).

Demonstracao. Faremos por indugdo sobre o grau de f(z). Se gr(f(x)) = 1,
entdo f(r) = ax+b, paraa,b € K e a # 0, logo, colocando em evidéncia a, temos,

f(z) =a(z + a'b).

Note que oy = —a~'b. Seja n > 1 e suponhamos o resultado vélido para
polinémios de grau n, provaremos para n + 1. Tomamos f(z) € Alz] com
gr(f(z)) = n+ 1. Por hipétese de indugao, f(x) tem uma raiz a € A. Pelo
Corolario (3.1),

f(z) = q(z)(x — «), para algum ,q(z) € Alz] e gr(q(z)) = n. (3.13)
Por hipétese de indugao, existem a, aq,...a, € A, com a # 0, tais que
q(z) =alr —ai)...(z — ay).
Assim, substituindo em (3.13) , temos
flz)=alx —a1)...(x — a,)(z — ).

Tomando a,,+1 = «a, obtemos o resultado
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flz)=alx —ay)...(x —a,)(z — apy1)-

]

Temos na proposi¢ao anterior que a é o coeficiente lider de f(x) e apés a reorde-
nagao das raizes de f(z), podemos supor que que ay, ... a5, 1 < s <n, e a; ocorre
com multiplicidade 7}, para cada j = 1,...,s, dessa forma

flz)=a(x —a))™...(r —as)™ ,no qual, r; + ...+ 7, = n.

Portanto, nos corpos algebricamente fechados, todo polinomio de grau n > 1
tem exatamente n raizes, contadas com as suas multiplicidades. Agora ja temos
condigoes de re-enunciarmos o Teorema Fundamental da Algebra a seguir, como
consequencia do resultado acima.

Teorema 3.2: Todo polindomio f(x) com coeficientes complexos e grau n > 1, se
escreve de uma tnica maneira, a menos da ordem dos fatores, como

f(x) = a(:z; — 061)711 c (.Clj — aS)Ts’

em que a € C\ 0 é o coeficiente lider de f(x), ..., s@o os nimeros complexos
distintos e r1,...,rs sao inteiros positivos tais que vy + ... +ry = n.

Antes de vermos um versao do teorema fundamental da dlgebra para polindomios
com coeficientes em R devemos compreender o conceito de polinémio irredutivel.

Definigao 3.6: Seja K um corpo. Dizemos que f(z) € K[x] é um polindomio
irredutivel sobre K, ou irretutivel em K|z|, se seus tnicos divisores em K|[z] s@o os
polindmios constantes e os miltiplos constantes dele mesmo, ou seja, se g(x) € K|x]
é tal que

g(x) | f(z) = g(x) = cou g(x) =d- f(x) no qual c e d sdo constantes.

Dizemos que f(z) é redutivel em K|x], quando ele nao for irredutivel, ou seja, quando
existirem polinémios g(x), h(z) € K|x] tais que

f(x) = g(x)h(x) com 0 < gr(g(z)) < gr(f(z)) e gr(h(z)) < gr(f(z)).
Segue abaixo um exemplo interessante sobre essa definicao.

Exemplo 3.2.1: Seja K um corpo qualquer. O polinomio az + b, no qual a,b € K
e a # 0, é irredutivel em K|z|. Seja ax + b= f(z)g(x), com f(z),9(x) € K|x] sendo
ambos fatores nao nulo. Entao

1 = gr(az +b) = gr(f(x)) + gr(g(x)).

Segue dai que gr(f(z)) =0 e gr(g(x)) = 1 ou o contrario. Portanto, f(z) ou g(x) é
um polinomio constante nao nulo.
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Lembrando da importancia do polinomio monico x — «, com « € K, observe que
esse polinémio é irredutivel em K|[z].

Como consequéncia do exemplo acima e que C é algebricamente fechado temos
que em C[z] um polinémio é irredutivel se, e somente se, ele é de grau 1.

Segue ainda duas importantes propriedades que enunciaremos abaixo.

Proposicao 3.6: Os polindmios monicos irredutiveis em R[z] sdo da forma x — a,
com a € R ou 2% + bz + ¢, com b? — 4¢ < 0. Todo polinomio f(x) € R[z], com
gr(f(z)) > 2, é redutivel em R]z].

Demonstracao. Ja sabemos pela Definicao 3.6 e Exemplo 3.2.1 que os polinomios
r — a, no qual a € F, sao irredutiveis em qualquer corpo F. Um polinémio de
grau 2 com coeficientes em qualquer corpo F' é irredutivel em F[z] se nao tem
raizes em F. Logo, 22 + bz + ¢ ¢é irredutivel em R[z] se, e somente se, 2 + bx + ¢
nao tem raizes em R, o que equivale a ter b> — 4c < 0.

Para demonstrar a tltima afirmacao, seja f(z) um polinémio em R[z| tal que
gr(f(z)) > 2 e chamamos Re(3) a parte real de 3, no qual § € C é uma raiz de
f(z). Temos dois casos a considerar:

1. Se § € R, entao z — f divide f(z) em R[z]. Logo, f(z) é redutivel em R|x].

2. Se 3 € C|R,entdao 3 # 3 e 3 também é raiz de f(z). Logo, (z — B)(x — j)
divide f(z) em Clz|. Entretanto,

(z = B)(x — B) = a* — (B + B)z + Bp (3.14)
x* — 2Re(B)x + |B]* € R[], (3.15)

em 3.15 usamos o fato que (a + bi) + (a — bi) = 2a e (a + bi) - (a — bi) =
a4+ 0? = (Va2 +b2)? = |a® + b*|%. Logo 2% — 2Re(B)z + |B|* divide f(z) em
Rlz]. Entao, f(z) é redutivel em R[z].

]

Teorema 3.3: Todo polinomio em Klz|, de grau maior do que ou igual a 1, é
irredutivel ou se escreve como produto (finito!) de polinémios irredutiveis.

Demonstracdo. A demonstracao sera feita por indugao no grau do polinémio.
O resultado é verdadeiro para polinomios de grau 1, pois estes sao irredutiveis.
Seja f(x) um polinomio de grau n, e suponhamos o resultado verdadeiro para
polinémios de grau menor do que n. Se f(z) for irredutivel ndo héd nada a fazer.
Se f(x) for redutivel, entao existem polinémios g, h € K|x] tais que

f(@) = g(x) - h(z),

com gr(g(z)) > 0 e gr(h(z)) > 0. Como gr(f(x)) = gr(g(x)) + gr(h(z)) e
gr(f(z)) = n, temos que

gr(g(x)) <mn e gr(h(z)) <n.
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Pela hipétese de indugao, g(x) e h(x) se escrevem como produto de polinomios
irredutiveis (ou sao irredutiveis). Portanto, f(z) também pode ser escrito como
produto de polinémios irredutiveis.

[

Note que a demonstracao apresentada é analoga ao resultado correspondente para
inteiros.

J& vimos que se A é um dominio, A[z] também serd, assim K corpo implica em
K[z] dominio. Os dominios que possuem a propriedade dada pelo Teorema 3.3 sao
ditos dominio de fatoragao tnica. Como consequéncia do Teorema (3.3) temos o
mais proximo do Teorema Fundamental da Algebm, para o corpo R.

Teorema 3.4: Todo polinémio f(x) com coeficientes reais e grau n > 1, se escreve
de uma tnica maneira, a menos da ordem dos fatores, como

flx)=alx —a)™ ... (z —as)""pi1(z)" ... ps(x)™,

no qual: a € R\ {0} é o coeficiente lider de f(x); aj ... sdo as raizes distintas
de f(z); pj(x) = x* + bjx + ¢; sao polinomios distintos com coeficiente reais tais
que bjz —4c; < 0, para todo j = 1,...,8; e ry,...,r,n1,...,ny, € NUO tais que
rn4+...+r+2n+...2n, =n.

O Teorema Fundamental da Algebm, que diz C ser algebricamente fechado contém
elementos de andlise em sua demonstragao e o leitor encontrard em [10], pagina 192.

3.3 Polinomios com Coeficienes Inteiros

Vejamos agora como determinar as raizes racionais de polinémios com coeficientes
inteiros.

Proposicao 3.7: Seja f(z) = ap+ a1z + ...+ a,2" € Zlz] | Z. Seja oo € Q, a0 # 0,
uma raiz de f(z). Escrevendo o = £, com r,s € Z \ {0} e mdc(r,s) = 1, entdo r | ag
es|ay.

Demonstra¢ao. Como « é uma raiz de f(z). Temos que

n

r rnl r
ag + alg + ...+ an—lsn_—l + ans—nzo.

Multiplicando essa igualdade por s”, no intuito de eliminarmos os denominadores,
obtemos:

aps™ + a1rs" 4+ .. 4 a1 s + a,r"=0.
Ou ainda,
n __ n n—1 n—1
ap,r™ = —(aps" + a;rs" Tt + . 4 a1 hs).

Como s divide a expressao a direita da igualdade, entao s | a,,r™ mas mde(r,s) = 1,
logo s | ay,.
Analogamente se escrevermos a equagao anterior da seguinte forma, temos;
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aps" = —(a1rs" t+ ...+ ap_ 1" s + a,r).

Como r divide a expressao a direita da igualdade, entdo r | ags™ mas mde(r,s) = 1,
logo r | ao. O

Mesmo Z nao sendo um corpo, temos para Z[z] a defini¢ao de polinémios irredu-
tiveis.

Definicao 3.7: Seja f(z) € Z[x] um polindémio nao nulo, diferente de 1 e diferente
de —1. Dizemos que f(z) é irredutivel em Z[z] se, e somente se, sempre que
f(x) = g(z)h(z), com g(x), h(x) € Z[z], entdo g(z) = +1 ou h(zx) = £1. Caso
contrério, dizemos que f(x) é redutivel ou nao é irredutivel em Z[z].

Exemplo 3.3.1: Os polinémios f(x) = 6z — 3 e g(x) = 9 nao sao irredutiveis em
Zlz], pois f(x) =3(2x — 1) e g(x) = 3- 3. Note que h(z) =2z —1 e m(z) = 3 s@o
irredutiveis em Z|x].

Definicao 3.8: Seja f(z) = a,a™ + ...+ a12 + ag € Z[z]. O contetdo de f(z) é o
méximo divisor comum dos seus coeficientes nao nulos e denotamos por cont(f(x)).

Se cont(f(x)) =1 dizemos que f(x) é primitivo. Note que se f(z), g(x) € Z[z]
sao polinémios primitivos, entao f(x) - g(x) também serd primitivo. Além disso,

cont(f(x) - g(x)) = cont(f(x)) - cont(g(x)).

Um resultado importante dessa teoria é que a irredutibilidade em Q[z] implica
na irredutibilidade em Z[z], algo pouco evidente que serd verificado a seguir.

Proposicao 3.8: Seja f(z) € Z[z| \ Z primitivo. Entdo, f(z) é redutivel em Z[x]
se, e somente se, f(x) é redutivel em Q[z].

Demonstracao. Se f(x) € Z[z] | Z ¢é primitivo e redutivel em Z[z], entao f(z) =
g(x)h(x), no qual
g(z), h(z) € Z[z] C Q[z] e 1 < gr(g(x)), gr(h(z)) < gr(f(z)).

Logo, f(x) é redutivel em Q|x].
Reciprocamente, suponhamos que f(z) € Z[x] primitivo e f(z) = g(z)h(x),
no qual

g(x), h(z) € Qz] e 1 < gr(g(x)), gr(h(z)) < gr(f(x)).

Sejam a, b, ¢, d inteiros positivos e g;(x), hi(x) polindmios primitivo tais que

9(x) = 791(x) e h(x) = Sh(x). Entao,
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é equivalente a bdf (x) = acgy(z)hi(x), com g1(z)hi(x) primitivo. Logo, bd =
cont(bdf (x)) = cont(ac(g1(x)hi(z)) = ac. Assim, % =1le f(x) = g1(x)hi(x),
com gr(gi(x)) = gr(g(z)) e gr(hi(x)) = gr(h(x)), isso mostra que f(x) é redutivel
em Z[z].

[

Exemplo 3.3.2: Vamos mostrar que f(z) = z* + 1 é irredutivel em Q[z]. Como
f(x) € Z|x] e é primitivo, basta mostrar que f(z) é irredutivel em Z[z|. Primeira-
mente, f(1) = f(—1) = 2, logo f(x) nao é divisivel por um fator do tipo z — a, no
qual a € Z. Sejam a, b, c,d € Z, e suponhamos, por absurdo, que

f@)= (> +ax+b)(2* +cx +d) =2+ (a+ )2 + (ac+ b+ d)z® + (ad + be)x + bd.
Comparando os coeficientes, obtemos:

1a+c=0,

ii ac+b+d=0,
iii ad 4+ be =0,
iv bd = 1.

Segue de (iv) que b=d =1 ou b = d = —1. Substituindo (i) em (ii), temos que
2 =b+d. Logo, ¢ =2 ou ¢ = —2 uma contradicao com o fato de ¢ € Z. Portanto,

f(z) = 2* + 1 é irredutivel em Z[x], assim ¢ irredutivel em Q[z].

Encerraremos este capitulo com o critério de Fisenstein. Ferdinand Gotthold
Max Eisenstein foi um matematico alemao, especialista em teoria dos ntimeros e

andlise matematica.

Teorema 3.5: (Critério de Fisenstein) Seja f(x) = ag + a1z + ... + a,2" € Zlx].
Suponhamos que exista um numero primo p tal que p { a,,p | ag,...,p | Gn-1 €
p*{ ap. Entdo f(z) nao se escreve como produto de polinémios de grau > 1 em Z|x].
Em particular, f(z) é irredutivel sobre Q[z].

Demonstracao. Sejam d = cont(f(x)) e fi(x) primitivo tal que f(z) = dfi(x).
Como em p | d, as condigdes continuam validas para os coeficientes de fi(z). Pela
Proposicao 3.8 é suficiente provar que f(z) é irredutivel sobre Z. Podemos supor

que f(x) é primitivo. Suponhamos por contradigao que,
f(@) =g(x) - h(z),g(x),h(z) € Z[z] e 1 < gr(g(x)), gr(h(z)) < gr(f(z)) =n.
Seja,

g(x) =by+ bz + ...+ ba" € Z[z], gr(g(x)) =r
h(z) =co+crx+ ...+ csa® € Zlz],gr(g(z)) = s
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Assim n = r + s. Temos que by - ¢y = ag e assim p | by ou p | ¢y e como p? { a

segue que p divide apenas um dos inteiros by, cy. Vamos admitir, sem perda de
+s

generalidade, que p | by e pt co. Agora a,, = b, - ¢, é coeficiente de 2" = x"*° ¢
portanto p1 b, e p | by. Seja b; o primeiro coeficiente de g(x) tal que p 1 b;.
Logo,
CLZ':bo'Ci+b1'Ci_1+...+bi~Co
e portanto p | by, ...,bi_1,pfb;eptco = pta;, = i=noqueéum absurdo;
pois, 1 <1 < r < n.
m

Exemplo 3.3.3: Mostre que f(z) = 2® + 62° — 122° + 182? — 242 — 60 ¢ irredutivel
em Q[z]. Usaremos o critério de Eisenstein com p = 3. Segue dai que,

311,316, 3] (=12), 3|18, 3| (—24), e 3| (—60), mas 32} (—60).
Portanto, f(z) é irredutivel em Q[z].

No proximo capitulo sera trabalhado importantes métodos para determinar as
raizes de equacoes algébricas de 2°,3° e 4° graus.



Equacoes Algébricas

Neste capitulo veremos fatos histéricos que envolvem equagoes algébricas, intro-
duziremos conceitos relativos a niimeros complexos e raizes de unidade em C. E
estudaremos solucoes por radicais de equacao do 2°,3° e 4° graus. Este capitulo
estard baseado em [1], [5], [0], [10], [11], [13], [15].

4.1 Fatos Historicos

No periodo (1700 a.C. - 1700 d.C'.) observa-se toda uma evolugao no simbolismo
e na resolugao de equagdes ciibicas e quérticas. Temos trés estagios, o retérico (ou
verbal), o sincopado (no qual eram usadas abreviagoes de palavras) e o simbdlico. No
ultimo estagio, a notagao passou por varias modificacoes e mudancas, até tornar-se
razoavelmente estavel no tempo de Isaac Newton, século XVII.

A Aalgebra surgiu por meio de Liberabaci de Fibonacci (1202), Diofanto (284 —
298 a.C'.) com a sua sincopagao, e Brahmagupta (598 — 668 d.C.). Alguns fatores
contribuiram para o avanco da algebra na Europa, entre eles, o sistema de numeracao
indo-arabico, invencao da imprensa e o ressurgimento da economia.

Na resolucao de equacoes ctibicas e quadraticas houve as contribuicoes de Niccolo
Tartaglia (1500-1557) e Ludovico Ferrari (1522-1565). Somente em 1545, Girolamo
Cardano (1501-1576), matemético italiano, publica “Ars Magna” com a resolugao
dessas equacgoes, constituindo-se num marco importante para os algebristas da época.
Cardano usava pouca sincopacao, ou seja, os seus trabalhos eram baseados na algebra
retérica. Cardano pensava em suas equagoes com coeficiente numéricos especificos
como representantes de categorias gerais. Como exemplo: “seja o cubo e seis vezes o
lado igual a 20 (ou z3 + 62 = 20)”. Cardano se referia a raizes quadradas de niimeros
negativos como sofisticas e concluia que o resultado nesse caso era “tao sutil quanto
inutil”.

Frangois Viete (1540-1603), matematico francés e advogado, destacou-se na élge-
bra com véarias contribuicoes e foi o mais proximo das ideias modernas. Encontramos
em sua obra o conceito de parametro e a ideia de uma quantidade desconhecida
(incognita). Ele utilizou uma vogal para representar uma quantidade desconhecida
ou indeterminada e uma consoante para representar uma grandeza ou um numero
supostamente conhecido ou dado. Deste modo, teve um papel primordial na inovacao

32
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do simbolismo e na resolucao das equagoes quadraticas, ctibicas e quarticas. Desen-
volvendo novos métodos de solucao, percebeu algumas relacoes entre coeficientes e
raizes de uma equacao, embora seu trabalho tivesse ficado tolhido por sua recusa em
aceitar coeficientes ou raizes negativas.

Viete também desenvolveu um método, como descrito em [15], para equagoes
completas de 2° grau sem o uso da féormula para determinar as raizes da equacao. O
que pode ser interessante para contextualizar uma aula sobre esse tema. Lembrando
que ele recusava em aceitar coeficiente ou raizes negativas.

Girolamo Cardano nao foi o descobridor original da solugao quer da cibica quer
da quértica, ele afirma que tenha sido dada por Niccolo Tartaglia e Lodovico Ferrari.
Cardano publicou os métodos no seu famoso livro Ars Magna, em 1545, no qual nao
deixou de fazer referéncia aos descobridores, embora a contragosto de Tartaglia que
se considerou traido.

O matemético italiano de Milao Lodovico Ferrari (1522 —1565), estabeleceu-se
em Bolonha, Italia e iniciou sua carreira como auxiliar de Girolamo Cardano. Dada
sua notavel facilidade no aprendizado, Cardano comecgou por ensinar-lhe matematica.
Ferrari ajudou Cardano na descoberta das solugoes para as equacoes quadratica e
cubica e foi ainda imensamente responsavel pela solucao da equacao quartica que
Cardano publicou. Ainda jovem (antes dos vinte anos), Ferrari tornou-se apto para
o exercicio do magistério, recomendou-o o préprio Cardano.

O século XVII apresentou uma intensa atividade em torno da forma dos tmagi-
ndrios, terminologia da época. Chamaremos de imaginario o que designamos hoje
como numeros complexos. A associacao dos numeros complexos aos pontos do
plano é enfatizada por Gauss. Um fato interessante que segundo Gauss, ha muitas
confusoes quanto ao estatuto destes niimeros, a nomenclatura de positivo, negativo e
imaginario respectivamente para +1, —1 e v/—1, foi exatamente o que deu margem a
essas confusoes, que deveriam ser chamados unidade direta, inversa, e lateral o que
mostra seu papel relativo a orientacao das direcoes do plano.

A aplicagao da matematica durante a renascenca foi na contabilidade, meca-
nica, mensuracao de terras, artes, cartografia, 6ptica, artes plasticas, entre outras.
Demonstrando a relacao entre a matematica e a pratica cotidiana. Desta forma,
formando verdadeiras redes de conhecimento matematico, debates entre matematicos,
e publicagoes de diversas teorias.

4.2 Introducao aos Numeros Complexos

Definigao 4.1: Consideremos o conjunto R x R = R Se (a,b),(c,d) € R?
definimos a adi¢cao e a multiplicagao da seguinte forma, respectivamente:

(a+b)+ (c+d)=(a+c,b+d)
(a+bi) - (c+ di) =(ac — bd, ad + bc).

O conjunto R?, munido dessas operacoes, serd chamado conjunto dos ntmeros
complexos e denotado por C, no qual cada par ordenado é chamado de ntmero
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complexo.

Teorema 4.1: As operagoes em C tém as seguintes propriedades: a adigao e a
multiplicagao sdo comutativas, associativas e tém elemento neutro:(0, 0) para a adigao
e (1,0) para a multiplicagdo. Além disso, dado (a,b) € C seu simétrico existe, —(a, b),

).

que é (—a, —b) e, se (a,b) # (0,0), seu inverso existe, (a,b)™ !, que é (a2 el

E ainda, a multiplicacao é distributiva em relacao a adicao.

Demonstragao. As demonstragoes para o inverso de (a, b) # (0,0) e a distributi-
vidade da multiplicacao em relacao a adicao, deixaremos para consulta do leitor
em [0]. Sejam (a,b),(c,d),(e, f) € C. Iniciaremos com comutatividade da adigao.

Assim,

(a,b) + (¢,d) = (a4 ¢,b+d)
=(c+a,d+0)
= (¢,d) + (a,b).

Para associatividade da adigao.

a,b)+ ((c+e,d+ f))
a+(c+e)b+(d+f))
a+c)te (b+d) +f)
a+c,b+d))+ (e f)
a,b) + (¢,d)) + (e, f).

Para o elemento neutro da adi¢ao. Temos (0,0) € C, entao,

(a,b) + (0,0) = (a+0,b+0) = (a,b),
Para comutatividade da multiplicagao.
(a,b) - (¢,d) = (ac — bd, ad + bc)

= (ca — db, cb + da)
= (¢,d) - (a,b)
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Para associatividade da multiplicacao.

(a,b) - ((c;d) - (e, f)) = (a,b) - ((ce — df , cf + de))

= (a(ce —df) — b(cf + de),a(cf + de) + b(ce — df))

= (ace — adf — bef — bde, acf + ade + bce — bdf)
(
(
(

= ((ac = bd)e — (ad + be) , (ac — bd) f + (ad + be)e)
= (ac — bd, ad + bc) - (e, f)

Para elemento neutro da multiplicacdo. Temos (1,0) € C, entao

(a,b)-(1,0)=(a-1—=b-0,a-04+0b-1) = (a,b).

Para o Simétrico de (a,b) igual (—a, —b) € C.

(CL, b) + <—CL, _b) = (CL + (—CL), b+ (_b)) = (07 O)
O simétrico de (a, b) serd denotado por —(a,b). O

Note que um nimero complexo arbitrario (a,b) pode ser escrito como (a,b) =
(a,0) + (b,0)(0,1). Admitindo a inclusdo R C C, usa-se a identificagdo a — (a,0)
para a € R, e adota-se o simbolo i para o nimero complexo (0,1), a expressao
(a,b) = (a,0) + (b,0)(0,1), pode ser escrita como a + bi, com a,b € R.

Observe que i? = (0,1)? = (—1,0), e pode ser identificado por —1. Temos que, os
numeros complexos representados da forma a + bi, com b # 0, chamam-se niimeros
imaginarios, e se, a = 0, obtemos os imaginarios puros.

Um ntimero complexo z = a + bi se decompoe num soma de duas parcelas a e bi,
em que os numeros reais a e b sao chamados de parte real e parte imagindria de z,
respectivamente. Se z = a + bi, utilizaremos as notagoes:

a= Re(z) eb=1Im(z)

Temos ainda que o niimero complexo a + bi é representado no plano R? pelo
ponto (a,b), veja a Figura 4.1.

Um fato interessante em C é determinarmos o inverso multiplicativo de z = a + bi
nao nulo.

Sejam z = a + bi e 2’ = d’ + b'i nimeros complexo nao nulos. Como queremos
determinar que z129 = 1. Temos,

1 =22 = (a+bi)(a + Vi) =ad + abi+ bid + bV'i* = (ad’ — bb') + (ab/ + ba')i

Recordemos que 1 =1+ 07 e da igualdade das partes imaginérias e reais, temos o
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seguinte sistema nas incognitas a’ e b'.

aa' — b =1 (4.1)
ab’ + ba' =0
Segue dai
—ba
ab = —ba' e b = 2%
a

Substituindo na equacao (4.1) do sistema acima temos,

—ba’
aa’ — b( )=1=ad —V?d =a=d(@®+V?)=a=
a . a
a? + b’
/
— a
Portanto, substituindo em o’ = o valor &’ = ———— obtemos,
a a? + b?
b
a? + b?

Denotaremos o inverso multiplicativo de um ntumero complexo nao nulo z por
z"tou L. Assim,
1 a b

== — l
z  a?t+b%2 a2+ b2

Um nimero complexo pode ser representado também como um par ordenado
de nimeros reais, isto é, z = a + bi é o par ordenado (a,b). Desse modo, a cada
nimero complexo z = a + bi corresponde um ponto P = (a,b) no plano cartesiano. E
o plano passa a ser denominado plano de Argand-Gauss. Observe que os nimeros
reais z = a + 07, sao representados no eixo x, que passara a ser chamado de eixo real.
E os da forma z = 0 + bi, com b # 0, sao representados no eixo y, que chamaremos

de eixo imaginério.

Figura 4.1: Representagao de ntimeros complexos por pontos do plano
Fonte: Elaborado pelo autor
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Definicao 4.2: O conjugado do nimero complexo z = a + bi serd z = a — bi.

O conjugado de z, Z = a — bi, representa geometricamente o simétrico de z em
relacao ao eixo horizontal.

Definicao 4.3: O mddulo de um niumero complexo z = a + bi é o mddulo do
vetor que o representa, ou seja, é o valor r da distancia de sua imagem P a origem.
Portanto,

lz| =7 = a2+ 92

Definicao 4.4: O numero real 6 é chamado argumento principal de z e é denotado
por arg(z) = 6.

z=a+bi

Figura 4.2: Argumento principal § de z = a + b
Fonte: Elaborado pelo autor

Observe que na Figura 4.2 observe que a = rcosf e b = rsenf. Neste caso, se
substituirmos esses valores em z = a + bi, encontramos

z=rcosf+rsenti =r(cosf +isend) (4.3)

E (4.3) é conhecida por forma polar ou forma trigonométrica do nimero complexo
z = a+bi ndo nulo, com médulo |z| = r = /22 + y? e argumento principal arg(z) = 0.

Exemplo 4.2.1: Para o complexo z = —1 + v/3i, temos

tl=r= AT = (-1 + (VB2 =2

E ainda,

| %

1
COSQZzz—eSGHQZ—Z
T 2

2
Logo, o arg(z) = ?ﬂ

Note que todo complexo nao-nulo tem uma infinidade de argumentos, dois
quaisquer deles diferindo entre si por um multiplo de 2.

Os préximos teorema relata sobre o produto e a divisao dos complexos z e 2/, 2/
nao ¢é necessariamente o conjugado. Deixaremos para o leitor ver a demonstragao em

[11].
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Teorema 4.2: Se z =1rcosf +rsenbie 2/ =1 cosf + rsen i, entao,
22" = rr'[cos(0 4+ 0) + isen(d + 0')]

e, se r’' #£0,
; = %[005(0 —0) +isen(d —0')].

Exemplo 4.2.2: Calcule (v/3 + i)?

3 1
Logo, z =V3+i,r=+3+1=2, cosf = \/7— esenf = 3 Portanto, 0 = g

T T
z:2<cos—+sen—)

6 6
2 2
22 =92 (cos % + sen %)
1
2 =4 (5 + ?) = (24 2iV/3).

No exemplo acima z = 2/, o que facilitou a determinacao do arg(z) = 6. No
entanto, o processo é similar para z # z’. O argumento principal zz' é dado por

arg(zz') = 0" € [0,2m), tal que, #” =0 + 60" mod 2.

A férmula a seguir é utilizada para o cdlculo de poténcias de um nimero complexo,
conhecida por Formula de De Moivre, francés Abraham de Moivre (1667-1754),
matematico probabilista e atuario, foi eleito membro da Royal Society em 1697 e
estudou, entre outras teorias, nimeros complexos.

Proposigao 4.1: Dado z = r(cosf + isenf) um ntmero complexo nao nulo na
forma polar, entao, para cada nimero inteiro n, tem-se

2" = r"(cos(nf) + isen(nd)).
Demonstracao. Faremos por inducao em n € N. Para n = 1 temos,
z = r(cos(f) +isen(f))

Suponhamos que a igualdade vale para n, provaremos para n + 1. Sejan > 1,
entao

Pela hipétese de inducao, temos,
2" = r(cos(0) + isen(0)(r"(cos(nf) + isen(nf)),

A multiplicacdo de nimeros complexos na forma polar. Segue que,
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2" =t (cos(0 + nl) + isen(6 + nf)),
Entao,
2+ = 1 (cos((n + 1)) + isen((n + 1)0))

Portanto, vale para todo n > 1. Falta determinarmos paran =0e n < 0.
Seja n = 0, ao substituir, obtemos:

20 = 10%(cos(00) + isen(00)) = (cos(0) + isen(0)) = 1.

O que é verdadeiro ja que cos0 =1 e sen 0 = 0.

Finalizaremos com n < 0. Para usarmos os conceitos demonstrado acima, sera
necessério adotarmos a seguinte estratégia —n > 0 e 2" = (z7!)™™. Aprendemos
no inicio desta secao determinar o inverso multiplicativo. Assim,

-1 z

a b a—bi

Vaz — 12 - \/a2_52z_ JaZ — b2

Por meio da a forma polar da definicao de médulo e do fato que o conjugado

de um numero complexo é simétrico em relacao ao eixo horizontal, temos
1
27t = =(cosf —isenf) = r~!(cos —60 + isen —0).
r
Assim, pela férmula ja demonstrada para n > 1,
(=) = (r7) " (cos((—n)(=0))) + isen((—n)(-0))
= r"(cos(nf) + isen(nh)).

Portanto, a igualdade vale para todo n € Z. [
Exemplo 4.2.3: Calcule (1 4 i1/3)%.

Ao realizar os céalculos obtemos r =2 e 0 = g Logo, pela féormula de Moivre,

20
(14 iV3)* = <2[cosg + isen g])

207 207
_ 220 = . =
{cos 3 + 2sen 3 }

21 21

— 220 =" . =
[cos 3 + 2sen 3 } ,

20 2
pois —37T = —;T + 3(2)7. Portanto,

1
1L V3
2 2

=2 |1+ iv3]

(1 _|_ 7:\/§)20 — 220




Capitulo 4. FEquacoes Algébricas 40

No que segue mostramos agora como calcular raizes de nimeros complexos.
Sabemos que um elemento de um corpo F' tem no maximo n raizes n-ésimas em
F. Note que w = 1, — 1,i, — i tem a propriedade w* = 1 e é chamado de uma raiz
quarta complexa da unidade.

Proposigao 4.2: Para cada nimero natural n, um nimero complexo z # 0 tem
exatamente n raizes complexas denominadas raizes n-ésimas, a saber,

0 + 2wl 0 + 2wl
zl:{L/F(cos( + 7T>+isen< i 7T))Z:O,l,...,n—l,
n n

no qual r = |z| > 0e 0 =arg(z).

Demonstracao. Para n > 2, encontraremos um complexo z tal que,

{/r(cos 0 +isen ) < 2" = r(cos + isen6)
Suponhamos que z = p(cos «a + isen ), obtemos da igualdade acima,
(p(cosa+ isena))™ = r(cosf + isenb).
Pela férmula de Moivre,
p"(cos(na) + isen(na)) = r(cosf + isend).

J& que complexos iguais téem médulos iguais e argumentos congruentes, p" = r

0+ 2w
ena=0+2rA\,\€Z. Dai p= C/Feoz=—+ ey Portanto,
n
0+ 2w 0+ 2w
{/r(cosf + isend) = /r (cos (i) +isen (i))
n n

Determinaremos os possiveis valores de [. Sejam A\, u € Z. Da igualdade de
nimeros complexos na forma polar, temos que, para algum s € Z

0+2rXA 0+ 2mwpu 5
- = 27s

ZN= 2y =

Assim, para cada resto p hd uma raiz n-ésima de z. Como ha n restos
possiveis. E o resto é sempre menor que o divisor, neste caso ser o n. Temos
entao, [ =0,1,....n— 1.

2 = C/F(cos <0+27Tl> + isen (9+2ﬂl)> [=01,....n—1.
n n
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Exemplo 4.2.4: Calcule em C, /—64.

Como, —64 = 64.(cosm + isen) temos,

/=64 = /64 (0037r +32l7T + 7sen Tt QZW)

3
21 :4<cosg+iseng> =24+ 2V3i
7y = 4(cosm+isenm) = —4
5 5
23:4(cos§+isen§) =2 —2V3i.

Definicao 4.5: As raizes complexas n-ésimas de 1 sao chamadas de raizes n-ésimas
da unidade.

Como arg(1l) = 0, as raizes complexas n-ésimas da unidade sao vértices de um
poligono regular de n lados inscrito no circulo de centro na origem e raio 1 em C,
com um dos vértices no ponto 1.

Proposicao 4.3: As n raizes complexas da unidade, denotadas U, (C), sdo obtidas
™ T
como poténcias de & = cos— + isen—.
n n

2T 2T
Demonstracao. Temos & = cos — + isen —. Chamemos £ = z;. Assim, pela
n n

férmula de Moivre,

2 27l
&=z :cosi—i—iseni, [=01,...n—1
n n
Logo, U,(C) = 1,&,...,£" 1 note que " = 1. []

Exemplo 4.2.5: Raizes cubicas da unidade.
Seja, Us(C) = {1,£,£%}, as 3 raizes complexas ciibicas da unidade. Entao, pela
Proposicao 4.3 obtemos.

¢ =1
2 2 1 3
§= COS% + isen?7T =5+ %z
4 4 1 3
£ = cos— + isenet — _ 2 _ £Z
3 3 2 2

A proposicao abaixo serd fundamental para encontrarmos as raizes de uma
equacao de grau 3.

Proposicao 4.4: Seja z um ntimero complexo nao nulo, w € C uma raiz n-ésima

T T . , - ~
de z e £ = cos — +1sen —. Entao, as raizes n-ésimas de z sao w¢", r =0,... n— 1.
n n
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Demonstracao. Seja, (wg")" = w™(£")" = z- 1" = z.Assim, w&" é raiz n-ésima de

ztalquer =0,...n—1.

Seja a € C uma raiz n-ésima de z. Entao, " =z =w"e 1l = "w™" =

1'¢ uma raiz n-ésima da unidade. Segue dai que

(aw™H)". Portanto , qw™
L= ¢" parar=0,...,n— 1. Portanto o = w¢", para algum r = 0,...,n — 1.

]

ow—

Exemplo 4.2.6: Uma raiz quarta de 16 é o ntimero real positivo 2. As quatro

raizes complexas quartas de 16 sao:

Para finalizarmos o estudo de raizes de unidade, enunciaremos trés propriedades,
cujas verificagoes sao obtidas diretamente da defini¢ao.

1 O produto de duas raizes n-ésimas da unidade é também uma raiz n-ésima da
unidade;

2 O inverso de uma raiz n-ésima da unidade é também uma raiz n-ésima da
unidade;

3 Temos que U, (C) tem estrutura de grupo.

Definicao 4.6: Uma raiz complexa n-ésima da unidade a é chamada de raiz
primitiva n-éstma da unidade se

Un(C) ={a™;m € Z}.

Isto é equivalente ao fato das poténcias de o determinarem todas as raizes n-ésimas
da unidade e U, (C) é grupo ciclico (veja Capitulo 6) gerado pela raiz primitiva.

Exemplo 4.2.7: -1 ¢é a Unica raiz primitiva quadrada da unidade.

Exemplo 4.2.8: 7 e —i sao as Unicas raizes primitivas quartas da unidade, pois

{immeZ}={1,i,i* = —1,,i® = —i} = U4(C),
{(_i)m;m < Z} = {17 —1, (_1-2) =—1, (_i>3 = Z} = U4(C)
{1m;m S Z} =1%# U4(C),
{(=1)™ym e Z} = {1, -1} # Us(C).



Capitulo 4. FEquacoes Algébricas 43

Com o conhecimento acumulado nesta se¢ao temos condigoes de avancarmos um
pouco no estudo de raizes complexas de polinémios em R[z] . Para isso, considere a
definicao de conjuncao de polinomios.

Definigao 4.7: Seja f(z) = a 2™ + ap_12" ' + ... + a1z + ag € C[z]. O polinomio
conjugado de f(z) é f(x) dada por
f(z) = @pa™ 4 Gp_12™ ' + ...+ @z + ag
no qual a; ¢ conjugado de a;, j =0,1,...,n.

Note que para f(x),g(x),h(x) € C|x], valem as seguintes propriedades que
seguem, obtidas diretamente da definicao de conjugacao.

i se f(z) = g(z) + h(z), entdo f(z) = g(z) + h();
i se f(x) = g(z) + h(z), entdo f(z) = g(z) - h(z);
iii f(z)= f(x) se, e somente se, f(r) € Rlx];

iv se B € C, entdao f(B) = f(B).

Além disso, temos que se § € C é uma raiz de f(x) € C[z] de multiplicidade m,
entdo B é uma raiz de f(r) com multiplicidade m também. De fato basta observar
que se f(z) = (z — §)"q(x) entdo f(z) = (x — B)"q(x).

Dessa maneira, podemos concluir que § € C é raiz de f(z) € Rlz] com multipli-
cidade m. Assim, as raizes complexas nao reais de f(z) € R[z| ocorrem em pares
(cada raiz com sua conjugada) e todo polindmio de grau impar em R|z| tem pelo
menos uma raiz real.

4.3 Solucoes de equacoes de grau 2, 3 e 4

4.3.1 Equacao do 2°grau

A resolubilidade de uma equagao de grau 2 é conhecida desde o tempo dos
babilonios. Ela também por grande partes dos estudantes do Ensino Fundamental e
Médio. Leva o nome de formula de Bhaskara, ja que foi publicada pelo matematico
indiano Bhaskara, que viveu no século XII. O método usado por ele é o de completar
quadrados. Usaremos esse método para encontrar a formula dessa equagao.

Definicao 4.8: Diz-se que p: R — R é uma funcao polinomial quando existem
ndameros ag, a, ..., a, tais que, para todo xr € R, tem-se

p(l’) = a, 2" + anflxn_l + ...+ a1x + ap.
Se a,, # 0, dizemos que p tem grau n.

Observe que podemos, na definicao acima, alterar o corpo R para C, e analoga-
mente definir um funcao polinomial complexa.
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Definigao 4.9: Uma fungao polinomial f : R — R chama-se quadrdtica quando
existem nuimeros reais a, b, ¢ com a # 0,tais que f(x) = ax®+ bz + ¢ para todo = € R.

Definigao 4.10: Uma equagdo algébrica é um equagao da forma f(x) =0, em que
f é um funcao polinomial.

Considere o trinémio f(z) = az? + bz + ¢ em C[z] e a # 0. Assim,
) < , b c)
ar* +br+c=alz°+—+ - ).
a a

Completando quadrados, tendo como referéncia as duas primeiras parcelas dos
parénteses, encontramos,

b b? b?
am2+bx+c:a<x2+2-—-x+————1—2)

eri 2+4ac—62
2a 4a? ’

Esta ultima maneira de escrevermos o trinomio do segundo grau, sera chamada

=a

de forma canonica.
Temos as seguintes equivaléncias, para f(z) = 0,

b \> dac—b?
ax2+bx+c:0<:>(x+%> —l—aZT:O
- +b 2 b2 4ac
T4+ —| = ——
2a 4a?
b 12
2a 2a
—b+Vb? —4dac
=T = .

2a

Note que a extracao da raiz do discriminante A = b*> — 4ac tem sentido para
qualquer A, ja que estamos no corpo C. Assim, a equacao quadratica sempre tera
raiz complexa.

Considerando coeficientes reais, se os coeficientes a,b,c € R, o discriminante
fornece as seguintes relagoes com a raiz:

O discriminante fornece as seguintes relagoes com a raiz: se os coeficientes a, b
e ¢ da equacao az? + bx + ¢ = 0 sdo reais, entao, pela férmula resolvente, temos o
seguinte resultado:

A > 0 se, e somente se, a equacao tem duas raizes reais distintas;
A = 0 se, e somente se, a equagao tem duas raizes reais iguais;
A < 0 se, e somente se, a equagao tem duas raizes complexas distintas conjugadas.
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Exemplo 4.3.1: Sejam x; e x5 as raizes da equacao ax? + bx + ¢ = 0. Mostre que

xl—l—xQ:_—exle:E.
a a
Logo,
—b+Vb?—4dac —b—/b%—4ac
T +$2 = -+
2a 2a
_—=2b b
24 a
—b+b? —4ac —b— Vb —4dac
T1To = .
1 2a 2a
(=b)* — (b —4dac)  dac ¢
N 4a? 442 a

4.3.2 Equacao do 3°grau

As solugoes de uma equacao de terceiro grau com coeficientes complexos. Embora
nao seja pratico a resolugao com o uso da féormula desenvolvida por del Ferro e
Tartaglia e publicada por Cardano, ela contribui para entender a origem de certos
problemas. Vejamos abaixo um exemplo que ilustra esse fato.

Exemplo 4.3.2: Mostre que o ntimero \3/2 ++5+ \3/2 — /5 é inteiro.

Observe que a soma acima representa um nimero real. Tomando

r=2+V5+ V2 - 5.

e elevando ao cubo ambos os lados e desenvolvendo o cubo da soma, obtemos:
2 2
=2+ V5)+3(V2+VB) V2-VB+3Y2+V5(V2-V5) + (2 VB).

Observe que temos termos comuns nas parcelas. Simplificando, temos:

x3=4+3(\3/2+\/5+ %—\/5) Y2+ /52— /5.

No entanto a expressao entre parénteses é o proprio z. Se efetuarmos o produto,
temos,

V2+VBV2—VE=¥41—-5=—1.
Portanto, ao fazermos as devidas substituicoes por x, obtemos
P=4-3vs 13 +3x—-4=0.

O enunciado afirmou que x ¢é inteiro. Note que se escolhermos aleatoriamente qual
seria a raiz dessa equacgao, bastando para isso usar a Proposicao 3.7, conseguiriamos
obter 1 = 1. Entao usando o algoritmo de Briot-Ruffini, temos a seguinte relacao
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P +3r—-4=0& (z—1)(z*+x+4)=0

Mas o trinomio do segundo grau nao tem raizes reais. Logo, 1 é tnica raiz real
~ , 3 3 , , . . .,
da equagao. De fato o niimero Y2+ V5 + v/2 — /5 é um nimero inteiro ja que
representa a raiz real da equacao 3 + 3z — 4.

Vejamos as solugoes de uma equacao de terceiro grau com coeficientes complexos.
Consideramos a equacao geral do terceiro grau em coeficientes complexos que,
sem perda de generalidade, podemos supor que esteja na forma:

2% + ap® + ayx +ag =0 (4.4)

Por meio de uma mudanga de variavel, vamos colocar o polinomio em (4.4) numa
forma em que nao figure o termo do segundo grau. Substituindo z por y + d na
Equagao (4.4) apés desenvolver o cubo da soma, o quadrado da soma temos,

2%+ a2® + a1x +ag = (y + d)* + ax(y + d)* + a1 (y + d) + ao
=43 + (3d + a2)y® + (3d* + 2day + a))y + (d* + d*ay + da; + ap).

p Q2 - .
Apoés tomarmos d = _§ na expressao acima temos que,

y* + (3d + a2)y® + (3d® + 2dag + ay)y + (d° + d*as + da;y + ag) =
—a as\ 2 a
A (32 ) +as )P+ 3(——2> +2(——2> ag+ar |y
3 3 3
as\3 as\ 2 a2
+ <——> + (——> as + (——) a;+a
( 3 3 2 3 )@t do
Observe que apos a substituicao temos (3 (_TQQ) + aQ) y?=0. Entao elimina-
remos o termo do segundo grau, que é nosso primeiro objetivo. Logo, fazendo as
devidos simplificacoes e igualando ao polinémio z* + as2? + a1 + ag, determinamos
23+ asx® +arx +ao =y +py+q=0,

para

as a% 2a§ aias

x:y+d:>x:y—§,p:a1—§, 9= 5 —T—i-ao.

Na resolucao da equagao obtemos

v +py+q=0 (4.5)

Sejam u e v duas novas indeterminadas. Facamos em (4.5) a mudanca de varaveis:
y =u+ v. Teremos,
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v +py+a=(utv)’+plutv)+qg (4.6)
=u® + 3u?v + 3uv® +v° 4 pv + pu + g
=(u® +v* +q) + (u+v)(p+ 3uv) = 0.

Se tomarmos u® + v® = —¢ no primeiro parenteses de (4.6). e, ainda, se
substituirmos uv = —g no terceiro parenteses de (4.6) teremos a expressao igual a
zero. Logo,

A solugao (u,v) do sistema

u? 4+ v° = —¢q
w =2
3
nos fornece uma solugao (u,v) de (4.6). Sendo da forma y = u + v de (4.5).
3
Note que ao elevarmos ao cubo a segunda equagao do sistema acima, u?v® = —12)—7,

segue que (u,v) é uma solucao do sistema , entao u> e v® sdo solugoes da seguinte
equacao do segundo grau:

P
_—— 4.
2+ qz =0 (4.9)

Ja que, ao tomarmos as raizes z; e 2o da equacao acima, obtemos a soma e
produto dessas raizes como no exemplo (4.3.1). Ou seja,

zl+22:Tq:—q:u3+v3
_p3

27 P’ 3.3

z1z2:T:—§:uv

Resolvendo a Equacao (4.9) como mostramos na Subsecao (4.3.1)

__ 4 q_ b a . P
=5t 4+27“1 \/ +27

O surgimento do nimero 4 nas expressoes acima é devido a “coloca¢ao” do nimero
2 na raiz quadrada. Pela simetria do papel que desempenham v e v, podemos supor
que u? = z; V3 = 2.

Tomando uma das raizes cibicas de z; e denotando-a por /z;, segue-se da

Proposigao (4.4) que as solugoes de u® = z; sdo 2, wz, e w? Yz, em que
-1+ Z\/_

w=——"— ¢ uma raizes ctubicas da unidade, (veja Corolério 4.3).

Denotando v, = /2, tal que /z1 /22 = —5, de modo que a segunda equacao do
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sistema acima seja satisfeita, esse sistema admite as seguintes solugoes:

Uy = /21, V1 = /22;
u1:w321,v1:w2322;

u1:w23zl,vlzw3z2;

Para verificar a condicao, basta observarmos que w - w? = w® = 1 satisfazendo a
segunda equacdo do sistema e que w? e w* sao diferentes de 1, logo, nao satisfaz a
condigao.

Segue entao, que a Equacao (4.5) possui como solugoes as chamadas férmulas de
Cardan

3 2 3
yz:u2+v2:w\°’/—g+ T R R R VA

_ T S S L S B B L A s
yg—U3—|—v3—w\/ 2+ 4+27—|—’w\/ 2 4+27

No Exemplo (4.3.2) trabalhamos com a equagao z3+3z—4 = 0. Abaixo usaremos
a férmula de Cardano para soluciona-la.

Exemplo 4.3.3: Consideremos a equacio z° + 3z — 4 = 0 em C|x].

A formula de Cardano fornece

I S (G RN R (4?8
1= 2 1 a7

— {2+ VB4 if2— VB =

y:w3___4_|_ (_4)2_|_3_3_|_w23____ (_4)2+3_3
2 2 4 27 2 4 27
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~ (- .y a2

Como ay = 0 nao é necessério fazermos a mudanca de variavel x = y — — logo,
Y1 = T1,Y2 = Tg € Y3 = T3 Sao as raizes da equacao original. E perceba que, de fato,
1 é tnica raiz real.

Além do que foi exposto aqui, nas equagoes de 3°grau temos as seguintes relagoes
entre as raizes e os seus coeficientes, conhecidas como as relagoes de Girard. Albert
Girard foi um matematico francés, trabalhou em algebra, trigonometria e aritmética.

Sejam x,75 e x5 raizes da equacdo azx® 4 bx? + cx + d = 0. Entao,

b

331—|-[L'2+$3:——;

a
c
5171'$2+901'933+$2'$3:a;

d

Ty T3y = ——.

a

3 — 2% — 2242 =0, sabendo que o produto

Exemplo 4.3.4: Resolva a equacao x
de duas de suas raizes é igual a —2.
Sejam x1, T2 e x3 as raizes da equagao. Acrescentando a condigao acima as

relacoes entre coeficientes e raizes, obtemos o sistema:

$1+x2+$3:1

T1To + 123 + Towg = —2
T1T2T3 = —2
T1T9 = —2

Da terceira e quarta equagao segue-se que x3 = 1. Da primeira, temos x; + x5 = 0,
que juntamente com a quarta nos fornece z; = +£v/2. Como z, = —z1, as raizes da
equacao sao 1, \/§ e —\/5.

4.3.3 Equacao do 4°grau

Apresentaremos o método de Ferrari para resolugao de equacoes do quarto grau.
Considere a equacao:

o + as3x® + ayr® + a1x 4+ ag =0 (4.10)

Encontramos que z* + azz® = —(as2? + a7 + ag). Completando o quadrado no
primeiro membro desta equacao

2,.2 2,.2
asx asxT
ot +aga® + 2 = 2

2
— QX" — a1 X — ag
4 4
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e reagrupando o segundo membro, obtemos

1\ /1
(x2 + §a3x> = (é_la?]’ - az) v —ayx — ag. (4.11)

Transformaremos o segundo membro de (4.11) em um quadrado perfeito, sem
eliminar o quadrado perfeito do primeiro membro. Para isso ocorrer, somaremos a
expressao y? + 2y (mz + %agx) a ambos membros de (4.11),

1\ 1 1 1
(a:2 + §a3x) +y+2y (x2 + 5@31‘) = (Zaé - az) 2? — i —ag+y° + 2y <SU2 + §a3x) <

1\? 1 1 2
(xg + §a3m> + 2y <w2 + 5@320) + 9% = (Zag — ag) 22 — ayx — ag + y* + 2ya’ + Y5t

Portanto,

1 2 1

Determinaremos os valores de y que transformarao o segundo membro de (4.12)
em um quadrado perfeito. Sabemos que se o discriminante de um trinémio do
segundo grau ¢ igual a zero, este trinomio serd um quadrado perfeito. Segue que,

A:(yag—a1)2—4~(2y+ia§—a2)-(y2—ao)zo

Efetuando os calculos, encontramos uma equacao do terceiro grau, isto é,

8y — 4agy® + (2a1a3 — 8ag)y + (4agay — apay — aj) =0 (4.13)

Tomando y como uma das raizes da Equacao (4.13), o segundo membro da
Equacao (4.12) serd um quadrado perfeito, ou seja,

2 2
1
2
(.CE +§a3x> +y

com « e 3 convenientes. Esta equacao se resolve mediante a resolucao das duas

= (az + B)? (4.14)

seguintes equacoes do segundo grau:

1 1
(m2 + §a3x> +y=(ax+3), (x2 + 5@3.%‘) +y=—(az+p).

Portanto, temos que a Equacao (4.10) é equivalente a Equagao (4.14). Isso
que a resolucao de uma equacao do quarto grau pose ser reduzida a resolucao de
equacoes de graus dois e tres.
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Exemplo 4.3.5: Resolvamos a equacio z* — 223 — 22 — 22 —2 =0

Para encontrarmos o y que satisfaz a Equagao (4.13). Mostraremos o método de
Ferrari. Logo,

8y* — dasy® + (2a1as — 8ag)y + (4apas — apas — ai) = 8y® + 4y* + 24y + 12 =
2y +y*> + 6y +3=0.

. . 1
Resolvendo a equacao do terceiro grau, encontramos, y = ——.

2
Pelas Equagoes (4.12) e (4.14), temos:

1\° 9 3\’
(172—1’—5) :x2+3x+12<x+§>

Deste modo, temos as seguintes equagoes do segundo grau:

) 1 3, 1 3
r—rx—-=r+-er —r—-=—-T— =
2 2 2 2

Determinando as raizes das equagoes acima, temos as solugoes da equacao proposta.
Entao,

1++3,1—+/3,i, e —i.

As relacgoes de Girard para uma equacao do quarto grau sao:
Sejam x1,79, T3 € x4 raizes da equacao ax* + bx® + cx? + dx + e = 0. Entao,

b

ZE1+I2+ZE3+I4:——;

a
c
T X9+ X1 T3+ X1 Ty +To T3+ To Ty + T3 Ty = —;
a

Ty Xg T3+ Ty T Ty +T1 T3 Ty+ Ty T3 Ty = ——;
e
Ty X T3+ Ty — —.
a

Deixaremos para o leitor o estudo da demonstracao das relagoes entre coeficientes
e raizes de uma equacao algébrica ou relacoes de Girard, que podem ser vista em

No préximo capitulo continuaremos com as propriedades das equagoes algébricos
e abordaremos a teoria de Corpos.
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Extensoes Algébricas dos Racionais e
Corpos

O objetivo deste capitulo é ampliar os conceitos abordados no Capitulo 2. Os
conceitos aqui abordados estarao de acordo com [2], [1], [7], [9], [10] e [12]

5.1 Extensoes de corpos

Relembrando que se em um dominio de Integridade todo elemento nao nulo for
invertivel, entao o dominio serd chamado de corpo. O teorema seguinte diz que no
caso finito, corpos e dominios sao defini¢oes equivalentes.

Teorema 5.1: Se K é um dominio finito entao K é um corpo.

Demonstracao. Basta provar que todo elemento nao nulo é inversivel. Seja
K ={ry,...,rn} (todos distintos) um dominio de integridade. Tomamos r € K,
r # 0 qualquer. Considere {rry,rrs,...,rr,}. Se para algum i e j maiores do
que n temos que r7; = r7;, entao r; = r; pela lei do cancelamento. Portanto
{rri,rre, ..., rry} é um conjunto de n elementos distintos de K, dado que o
conjunto é finito e a multiplicacao é fechada em K. Logo, qualquer r; pode ser
escrito como rr; para algum j. Como K tem n elementos,

{rri,rre, ... rr} = K ={r1,r9, ..., 10}
Em particular, rr; = 1 para algum j, portanto r; = r~*. [
Outro fato importante sobre corpos esté representado no corolario abaixo:
Corolério 5.1: Z, é um corpo se, e somente se, p ¢ primo.

Vejamos um exemplo interessante sobre corpos. Seja p > 2 primo, o conjunto

Qly/p] = {a+byp:a,b € Q} é um corpo entre Q e R. De fato, Q[/p] ¢é fechado
para operacao soma e produto em que, para a,b,c,d € Q temos

52
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(a+by/p)+ (c+dyp)=(a+c)+ (b+d)/p

e
(a+by/p) - (c+dy/p) = (ac + pbd) + (ad + be)/p.

O elemento neutro da soma ¢ 0 + 0,/p e da multiplicagao ¢ 1 =1 + 0,/p. Por
uma conta aritmética simples, verificamos que existe simétrico aditivo, para todo
r = a+ by/p € Q[p] temos —r = —a — by/p. Ainda, existe inverso multiplicativo,
bastando observar que para x = a + b,/p # 0 em Q[,/p|, o elemento y € Q[,/p] dado
por

1 a—0byp a—0byp
a+by/p a—byp a2—bp

Yy = ,étalquexr-y=y-x=1.

Note que a? — bp é sempre diferente de zero ja que a,b € Q. De fato, se a? = b?p
entao a = |b|\/p ou a = —|b|\/p 0 que é absurdo ja que ,/p ¢ irracional e a,b € Q.
Logo, a® — b*p # 0.

Além disso a soma e a multiplicacao em Q[p] sdo comutativas e associativas. Mais
adiante retomaremos esse exemplo, definindo F[a] para F, corpo e a € E, um corpo
que contém F'.

Definicao 5.1: Dois corpos F' e E, tais que F' C E, e as operagoes de adicao e
multiplicacao em F' se restringem as correspondentes operacoes em F, diremos que

F é um subcorpo de E, ou que E é uma extensao de F. Em tal caso, escrevemos

Definigao 5.2: Seja E | F uma extensao de corpos e a € E. Definimos a adjun¢ao
de o a F' como sendo o menor subcorpo de E contendo F'U {a} e o denotamos por
F(«). Note que esse corpo é unico; Assim, F C F(a) C F e a € F(a)

Defini¢ao 5.3: Dada uma extensao F | F' e um elemento o € E. Diremos que « é
algébrico sobre F se a for raiz de um polinémio nao nulo p(z) em F[z].

Exemplo 5.1.1: O elemento v/4 + /7 é algébrico sobre Q.

De fato, denotando este elemento por « e elevando a quinta poténcia, obtemos

a=vV4+VT=a%=4+7.

Elevando a expressao o® — 4 = /7 ao quadrado, temos
(@ =42 =(VT7)?=a"Y -8 +9=0

Logo, « é algébrico sobre ().

Quando a nao é algébrico sobre F' dizemos que é transcendente sobre F. Como
exemplo de nimero transcendente, temos 7, transcendente sobre Q.

Na definicao abaixo veremos um tipo de polinémio que esta incluso em diversas
propriedades deste capitulo. Da definicao de polinomio moénico, visto no inicio do
Capitulo 3, temos que:
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Defini¢ao 5.4: Dada uma extensao E | F' e um elemento « € E algébrico sobre
F, definimos o polinomio minimo de a sobre F' como sendo o polindbmio monico de
menor grau com coeficientes em F' que se anula em a.

Exemplo 5.1.2: Os ntimeros v/4 e v/4 sao algébricos sobre Q, com polinémios
minimos 2° — 4 e 2° — 4, respectivamente.

A partir de um elemento o € E, com E | F', definimos o conjunto Fla] = {f(«) |
f(z) € Flx]}. Verifica-se que F[a] é um subdominio de E, observe que em F'|a] ndo
hé divisores de zero, além disso, F' C F'[a] (basta considerar, na defini¢cao de F'a] os
polindémios constantes).

Exemplo 5.1.3: Se o = /2 € E = R é extensao de F = Q, vamos mostrar que
Q[v2] = {a+bv2 | a,b € Q}. De fato, por defini¢do temos

QW2 = {/(v2) | f(z) € Qlx]}.

Se f(z) € Q, segue pelo algoritmo da divisao que existe g(x),r(z) € Q[z] tais
que f(x) = q(z)(z* —2) + r(z), em que 7(x) = a + br,a,b € Q. E dai,

f(V2) =r(V2) =a+bv2abeQ

Exemplo 5.1.4: Seja a = {/p € R, > 2 um numero primo. Nesse caso a ¢ uma
raiz real do polinémio p(x) = x™ — p que é, pelo Teorema 3.5, irredutivel sobre Q,
entdo p(a) é o polinomio minimo de {/p sobre Q. Como, Q[a] é um subdominio
de R contendo Q e ainda, se f(z) € Q[z] entao pelo algoritmo da divisdo existe
q(x),r(z) € Q[z] tais que,

fla) =q(a) - pla) +r(a) =r(a) =ay+ aja+ -+ a,_1a™ L

Assim Q[a] = {ag + aya+ ... +a, 10" ' |a; €Qi=0,...,n— 1}. Segue dai
que,

@[\/ﬂ = {ao + a1V'7 | ap, a1 € Q}
Q[w] = {ao + a1\‘77+a2(\3/7)2 | ag,a1,a2 € Q}
Q[V11] = {ap + a1 V11 + as(V11)? + a3(V11)? | ag, ay, as, as € Q}.

Se [ é uma raiz cibica complexa de 7, 8 ¢ R, temos que,

QCQV2]cR, QcQpccC

e ainda, Q[v/7] ~ Q|B] pois ¥/7 € R e B € C sio raizes do mesmo polinémio
irredutivel z* — 7 sobre Q (provaremos isso mais adiante).

As caracterizagoes do polinomio minimo estao na proposicao a seguir e deixaremos
para o leitor a verificagdo da demonstragao em [10].
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Proposigao 5.1: Sejam K | F' uma extensao de corpos e a € K. Seja p(z) um
polinomio monico com coeficientes em F', tal que p(a) = 0. As seguintes condigoes
sao equivalentes:

1. p(x) é o polinémio minimo de «;
2. se q(z) € Flx] é tal que ¢(a) = 0, entao p(z) divide ¢(z);

3. p(x) é irredutivel.

Note que,

pla

Fla) = {203 pa).glo) € Flal e gfa) 20}
q(@)

E também, quando F'[a] for um corpo entao F'a] = F'(a). Isto ocorre quando a é

algébrico. Por exemplo Q(v/2) = Q[v/2] e R[i] = R(7). O mesmo ocorre para

p(a, B)
q(a, 3)

Enunciaremos o teorema abaixo que relaciona polinomios irredutiveis e ideais

Fla, B) = F(a)(8) = { p(e,9),q(z,9) € Fla,9] e glo B) # o}.

maximais. A demonstracao encontra-se em [7]

Teorema 5.2: Sejam F' um corpo e p(z) € Fz]. Entao as seguintes condigoes sao
equivalentes:

(a) p(

a) p(z) é irredutivel sobre F.
(b) < p(x) > é um ideal maximal em F[x].

(c) % é um corpo.

Teorema 5.3: Seja F' um corpo e p(z) € F[z] um polinoémio irredutivel sobre F'. Se
Fla]
<plx) >
E mais, se o grau p(z) = n, entdo todo elemento de F'(a) pode ser escrito unicamente

a ¢ um zero de p(z) em alguma extensao E de F, entdo F(a) é isomorfo a

na forma
Crn10" t H cp0a™ 2+ ...+ cra + ¢,

em que cg,Cy,...,Cnh_1 € F.

Demonstracao. Considere a fungdo ¢ de F[z] para F(a) dada por ¢(f(z)) = f(a).
Temos que ¢ é um homomorfismo de anéis. Como p(a) = 0 temos que < p(z) >C
N(¢). Como p(z) é irredutivel sobre F' temos que < p(x) > ¢ um ideal maximal
de Fx] (veja Teorema 5.2), e sendo N(¢) # F[z] temos que N(¢) =< p(z) >.
Pelo teorema fundamental dos homomorfismo teremos
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!

o(Flz]) = %
Assim concluimos que o subanel ¢(F[z]) de F(a) é um corpo. Note que
¢(Flx]) = Fla]. Logo,

!

F
F(a) = Fla] ~ 2]
< p(x) >
Flx]
Na segunda parte do teorema os elementos de <) podem ser represen-
p(x

tados de forma tnica como

Crn 1" 0™ 2+ L+ ot < p(T) >,

em que cg,C1,...,c,_1 € F. De fato, senao existiria um polinémio de grau
menor que n em < p(x) >= {p(x)q(x x) € Flz|}. Como ~ Fla
q p(x) {p(z)gq(z) | q(x) ]} < pla) > [a]

temos que z+ < p(z) > é levado em a, e entdao ¢, 12" 1 4+ ¢, 02" 2 + ...+ c1x +
co+ < p(x) >, é levado em

Cho10" N+ cp0a™ 2+ ...+ cra + co.

Note que, com as notacoes do teorema acima,

Flo)~ —212)

~ ————— para « algébrico e p(x) o seu polindOmio minimo.
=" g p(x) p

Assim, se a é uma raiz de p(z) irredutivel, entao

Mas, sempre existe uma extensao de F' que possui uma raiz de p(z) € Flz]
irredutivel 7 O Teorema de Kronecker no responde. Leopold Kronecker (1823 - 1891)
foi o matematico alemao que se dedicou a teoria dos nimeros, algebra e légica.

Teorema 5.4: (Teorema de Kronecker) Seja F' um corpo e f(x) um polinémio nao
constante em F[z]. Entdo existe uma extensao E do corpo F no qual f(z) tem um
zero ( ou raiz).

Demonstracao. Seja Flz] um dominio de fatoragdo tnica e p(z) um fator irredu-
Fla]
< p(x) >
quociente é um corpo. A aplicagdo ¢: F — F dada por ¢(a) = a+ < p(z) > é
um homomorfismo de anéis injetivo. Assim E contém F' se identificamos cada
elemento a de F' com a classe a+ < p(x) > de E. Como exemplo R C C.
Suponhamos que

tivel neste dominio. Tomamos E = . Assim pelo Teorema 5.2 este anel
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p(x) = ap2" + an_ 12"+ ..+ ap.

Entéo, em F, 2+ < p(x) > é um zero de p(x). De fato,

p(z+ < p(z) >) = an(a+ < p(r) >)" + ap_1(z+ < p(z) >)"' + ... + aq.
p(z+ < p(x) >) = ap(2"+ < p(x) >) + a1 (2" '+ < p(z) >) + ... + ap.

Usando a identificacao de F' em E temos

p(r+ < p(z) >) = apz"+a, 12" '+ Fagt < p(x) >= p(x)+ < p(z) >= 0+ < p(x) > .

O
Q]

. . ) —
Exemplo 5.1.5: Seja f(z) =2*—2 € Q[z]. Em FE = — 22 _9>)

pois

f(z) possui raiz

fla+<a?—2>) = (z+ <2?-2>)? -2
=@+ <2 —2>) -2
=2’ -2+ <2’ —2>=0+ <2’ —-2>.

Sabemos que a raiz do polinomio f(z) = 22 + 1 é o ntimero complexo v/—1
mas, 0 que queremos enfatizar aqui, € uma construcao da extensao E que contém
Q e uma raiz de f(z) usando somente o conjunto dos nimeros racionais. Nenhum
conhecimento dos niimeros complexos é necessario. Esse método utiliza somente

QA i), o

o corpo que é dado. Perceba que, no exemplo acima, £ = ——————
po q que, D , —2iis

isomorfismo ¢é a aplicacao

p: B — Q[i] tal que p(a) =aVa € Qe p(z+ < f(x) >) =1.

Exemplo 5.1.6: Q(v/2) ~ <§[f}2> =Q+ Qv2.

Exemplo 5.1.7: R(y/—1) ~ % =R+Ry/-1=R+Ri=C
Exemplo 5.18: () ~ Q) = { 173 | f(o).a(a) € Qle] e g(0) 0}

Definicao 5.5: Sejam F' um corpo, f(z) € Fx] ¢ E um extensao de F. Dizemos
que f(x) se fatora em E se f(x) se escreve como produto de fatores lineares em Flz].

Definicao 5.6: Sejam F' um corpo, f(z) € F[z] ¢ E um a extensao de F'. Dizemos
que E é corpo de fatoragdo ou de decomposi¢ao de f(x) sobre F se f(x) se fatora
em F e nao se fatora em nenhum subcorpo préprio de F.

Denotaremos o corpo de fatoragdo ou de decomposi¢ao de um polinomio f(z) €

Flz] por Gal(f,E).
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Exemplo 5.1.9: O polinémio 2% + 1 € Q[z] se fatora em C, mas C nao é corpo de
fatoragao z? 4+ 1 sobre Q pois z? + 1 se fatora em Q[i] C C e Q[i] # C. Note que
Gal(2* + 1,R) = R[i] =~ C.

Exemplo 5.1.10: Gal(z®+x +1,Z7)= Z7[a] = Z:(a) = {a+ba+ca? | a,b,c € Z;
ea’+a+1=0}
De fato, para f(z) € Zz[z] e a« € E'| Z7 uma raiz de f(z) em E, temos que

f@)=(@—-a)@®+az+a®+1)+a’+a+1
= (r—a)(2®* +ar +ao*+1)
= (v —a)(z — 6 —2a*)(x — 1 — 6 — 5a?)
Exemplo 5.1.11: Gal((2? — 3)(2% — 12),Q) = Q(V/3).

De fato, seja Q(v/3) = {a + V3 | a,c € Q}, A raiz do polindmio 22 — 3 igual
a o = +v/3 € Q(v/3), e ainda, a raiz de 2> — 12 igual 8 = +£2/3 € Q(v/3). Entdo,
Q(v/3) é o corpo de fatoracio por definicao Q[v/3] é o menor corpo que contém /3
e Q.

Exemplo 5.1.12: Gal((z* — 3)(2* — 5),Q) = Q(v/3,V5) = {c + dv3 + mV5 +
nvV3v5 | a,b,m,n € Q}.

De fato, note que as raizes sao o = +V3 e b= +1/5. Sabemos que 0 menor
corpo que contém Q e v/3 é Q(v/3) Segue dai que, o menor corpo que contém Q(+/3)

e V5 é
Q(v3,v5) = {a+bv5 | a,b € Q(v/3)}.

Como Q(\/g) ={c+ dv3: ¢, de Q}, entao, substituindo encontramos o seguinte
corpo de fatoracao,

Q(V3,V5) = c+dvV3+ (m+nv3)Vb = {c+dV3+mv5+nV3V5 | a,b,m,n € Q}

5.2 Extensoes Algébricas

Definicao 5.7: Uma extensao F de F' é chamada de extensdao algébrica se todo
elemento de E for algébrico sobre F'. Se E nao for uma extensao algébrica de F
dizemos que E | F' é uma extensao transcendente. Uma extensao E do corpo F da
forma E' = F(a) para algum a € F é chamada de extensao simples.

O proximo exemplo mostra que todo niimero complexo é raiz de algum trinomio
do segundo em R[z].

Exemplo 5.2.1: A extensao C | R é algébrica.
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De fato, se a = a + bi, com a,b € R, entao, reagrupando e elevando ao quadrado,
temos, (o — a)? = —b%, desenvolvendo encontramos

a2 —2aa+b*+a*>=0

logo, av é raiz de 22 — 2az + b* + a* € R]z].

Na Defini¢ao 5.4 definimos polinomio minimo. Usaremos para polinomio minimo
de a sobre F' a seguinte notagao: p |, r ().

Se E | F', podemos considerar F espaco vetorial sobre F.

Definicao 5.8: A dimensao do espaco vetorial E sobre F' sera chamada de grau da
extensdo e denotada por [E : F.

Ainda, uma extensao F | F' sera dita finita, se E como espago vetorial sobre F
for finito, ou seja, se [E : F|] < co. Caso contrario, dizemos E é uma extensao infinita
de F'.

Usaremos o seguinte fato para determinarmos o grau de uma extensao. Se a for
algébrico sobre F', e se grau p,, , = n entao {1,a,a?,...,a" '} forma uma base para
o espaco F'(a) sobre F e [F(a): F] =n. Veja o Teorema 5.3.

Exemplo 5.2.2: C é uma extensao de grau 2 sobre R pois {1,i} forma uma base
para o espaco vetorial C sobre R.

Se L | E e E| F dizemos que E é extensao intermediaria de L | F.

Teorema 5.5: Se L | E e E | F sao duas extensoes finitas, entdo a extensao L | F
é finita e

[L: F|=|[L: E][E: F).
Demonstragao. Seja {ay;k=1,...,m} C E uma base de E | F e seja {f;;] =
1,...,n} C L uma base de L | E. Vamos mostrar que o conjunto {a3j;k =

l,....mej=1,...,n} C L éumabasede L | F.
Seja B € L. Como {f;;7 =1,...,m} gera L | E, existem b; € E tais que

B = Z?:l bjﬁj'

Como {ay;k=1,...,m} gera E | F, entdo, para cada b; € E existem ayj € F
tais que

m
bj = D ey (kg

Logo,
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B=> bB=Y_ (Z akjak> B;
1 j=1

Jj= k=1

n m
akjakB])

j=1 \k=1

Il

> aki(anB)),

1 k=1

m

J

mostrando que {axf;;k=1,...,mej=1,...,n} gera L | F.
Suponhamos agora que Z?Zl o agiarf; =0, com agj € F. Segue daf que,

D i1 dope ke =00 ()L akjon) Bj =0

com Y ' agjoy € E, para cada j. Como {f;;j = 1,...,n} é linearmente
independente sobre F temos que para cada j =1,...n,
ZT A O = 0.
E como, {ay;k =1,...,m} é linearmente independente sobre F', obtemos que
ag; = 0 paracada k =1,...,m.
O

Exemplo 5.2.3: Vamos calcular o grau da extensdao F | Q em que F = Gal(x® —

2,Q).

Sabemos pelo Capitulo 4 que E = Q(v/2,v/2w,v/2w?) = Q(3/2,w) no qual w é
V3

. s . . L . 3 .
uma raiz 3-ésima primitiva da unidade. Se tomarmos a = /2 e w = —5 + BB

determinamos conforme Exemplo 5.2.1 que

D %@(I) =23 —2eque p‘w’@(x) =2+ x+1.

Assim temos,
[Q(v/2): Q] =3 e [Qw): Q] = 2.

Como Q(v/2,w) = Q(+/2)(w) é uma extensdo simples, para determinar o grau
[Q(v/2,w): Q(3/2)], basta sabermos o grau do polinémio minimo de w sobre Q(+/2).
Como w é raiz de 22 +x + 1 e w ¢ Q(3/2) temos que 2% 4z + 1 é irredutivel sobre
%(\3/5) epl,om (@) = 22+ 2 +1. Analogamente, temos que p | 5.0 (T) = 3 —2.

ssim,

Logo, pelo Teorema 5.5 obtemos

Q(2)(w): Q] = [Q(V2)(w): QVDQ(V2): Q] =23 =6
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Esse exemplo ilustra corolario seguinte.

Corolério 5.2: Seja K C Q tal que [K: Q] = m e seja p(z) € Q[x] um polindémio
irredutivel sobre Q de grau n. Se M DC(m,n) = 1 entdo p(x) é um polindomio
irredutivel sobre K.

Demonstragao. Seja o € C uma raiz de p(z). Considere agora os corpos Q[a] C
K[a] e suponhamos que [K[a]: K] =r, [K|a]: Q[a]] = s. Temos [Q[a] : Q] =n
e [K[a] : K] =r = n. Veja esquema abaixo:

K[a]
N
Qo] K
XQ a

De fato, pelo Teorema 5.5 temos que n-s = m-r. Como M DC(n,m) = 1 vem
n\ r; mas, 7 < n nos diz que n = r e, assim, p(z) é também irredutivel sobre K.
]

Finalizaremos este capitulo com o enunciado de algumas propriedades sobre
extensoes algébricas.

Defini¢ao 5.9: Se E | F' é uma extensao simples, um elemento a tal que £ = F(a)
¢ chamado de elemento primitivo de E.

Exemplo 5.2.4: Considere a extensdao Q(v/3,v/5) | Q. Essa extensdo é simples?
Observe que o fato de Q(v/3,v/5) nio estar escrita como Q(c) no significa que a

extensdo nao seja simples. Pode existir ¢ € Q(v/3,v/5) tal que Q(c) € Q(v/3,V5).
Temos,

Q(V3,v5) = {a+bv3,cv/5+dv3V5 | a,b,c,d € Q}.

E assim,

[Q(V3,v5:Q] =4

Note que p 50 =2* =3 ep g = 2> — 5.
Veja que @(\/g + \/3) - Q(\/g, \/3) Além disso,
1 V3—-v5 1

(\/ga\/g)_lz\/g_i_\/g'\/—_\/g__i'(\/__\/g)?
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ainda sabendo que V3 —+/5 deve pertencer a Q(\/g—k \/5) pois (@(\/§+ \/3) é corpo
e contém (/3 —v/5)71).

Assim,

V3+V5eQ(vV3+v5) e V3 -5 eQ(WV3+V5)

Implica que,

(V3+ V) + (V3= VB)] -2 = VB e [(V3+v5) - (V3—vE) -3 = V6

DN | —
DN | —

pertencem a Q(\/g + \/5)
O que garante que Q(v/3,v5) € Q(v/3 + V/5) e, portanto,

Q(V3,V5) = Q(V3 + V5)

e a extensao é simples.

O exemplo acima mostra que devemos ter cuidado ao dizer se uma extensao é ou
nao simples. O teorema a seguir facilitara essa conclusao para corpos de caracteristica
ZEro.

Teorema 5.6: Se F' é um corpo de caracteristica 0 e a e b sao algébricos sobre F,
entdo existe um elemento ¢ em F(a,b) tal que F(a,b) = F(c).

Coroldrio 5.3: Seja K | F e F'| Q tal que [K: F| < co. Entao, 3 a € K tal que
K = Fla]

A demonstragao desse teorema podera ser feita por indugao sobre o grau [K: F| <
oo. Temos entao que toda extensao finita de Q é simples.

Teorema 5.7: Se K ¢é uma extensao algébrica de F e E é uma extensao algébrica
de F, entao K é uma extensao algébrica de F.

O capitulo seguinte refere-se a teoria de grupos. Essa teoria possui um papel
primordial na Teoria de Galois do Capitulo 7, principalmente na resolubilidade de
radicais.



Grupos

Introduziremos importantes propriedades sobre grupos. O assunto aqui abordado
estd baseado com [1] e [7].

6.1 Conceitos basicos

Um grupo é um conjunto nao vazio G munido de uma operagao bindria (denota-
remos por - ou +) que satisfaz os seguintes axiomas:

G1. A operagao é associativa (a-b)-c=a- (b-¢) para todo a,b,c € G;

G2. A operagao tem um elemento neutro: existe um elemento e € G, tal que
a-e=e-a=a, para todo a € G,

G3 Todo elemento de GG possui um elemento inverso: para todo a € GG, existe um
a €G,talquea-a =d-a=e.

Note que a operagao - é fechada em G, o elemento neutro e o elemento inverso
sao unicos.

Quando a operagao estiver clara no contexto, denotaremos o grupo (G,-) ou
(G, +) simplesmente por G. Também, algumas vezes, denotaremos a - b simplesmente
por ab.

Exemplo 6.1.1: Seja (Z,+,-) o anel dos nimeros inteiros. Entao, dos axiomas
satisfeitos pela operagao de adigao, temos que (Z,4+) é um grupo. Com elemento
neutro 0 e o inverso aditivo de a € Z é o elemento simétrico —a. Do mesmo modo,
para o anel das classes residuais médulo n (Z,,, +, -) temos que (Z,,+) é um grupo.

Definigao 6.1: Se em um grupo (G, -) verifica-se a propriedade:
Gda-b=b-a,Vabed

dizemos que o grupo (G, ) é um grupo abeliano.

63
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Definigao 6.2: Um grupo G é chamado de grupo finito quando G contiver um
nimero finito de elementos. Neste caso, a ordem de G, denotada por |G|, é o niimero
de elementos de G. Quando G nao é um grupo finito, dizemos que G é um grupo de
ordem infinita, ou seja, isto ocorre quando o grupo G contém infinitos elementos.

O proximo exemplo ajudard a compreendermos o contetido abordado no Capitulo
7.

Exemplo 6.1.2: Seja S um conjunto finito ndo vazio e seja G = {f : S — 9|
f bijetiva}. Se % é a operacao composigao de fungoes, isto é,

x: G xG— G
(9, f) —>rgof

entao (G, *) é um grupo tendo

I,:S— S
r—

como identidade.

Esse grupo é chamado de grupo das Permutagoes do conjunto S, cada elemento
desse grupo é dito uma permutagdo. Se S = {1,2,...,n} denotaremos esse grupo por
S,, € temos que o nimero de elementos de S, é exatamente n!.

Agora vejamos o grupo das permutacoes de 3 elementos: S3. Representaremos a
permutacao da seguinte forma:

S3 é um exemplo de um grupo nao abeliano com exatamente 3! = 6 elementos. O
elemento neutro da operacao de composicao de funcoes é a identidade. Neste caso,
em S3, o elemento neutro é representado pela permutacao

]:{123}
1 2 3

Logo S5 é formado por

g — 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3
o 123/)'\231)’\312)’\'132)/)’\321)’'\213

Se definirmos em S5 que

123 123
O‘:<231>65:<132)

obtemos,
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“=(515)@=(133)=r7=(133)-"
1 2 12 1 2
ﬁoa:(:& 2 ?)’BOO‘2:<2 1 2)’“5:(2 1 3):600‘2‘

Portanto, S3 pode ser escrito como S3 = {I,a, a?, 3, Ba, fa?}.

Na Tabela 6.1 podemos verificar que S3 munido da operagao de composicao de
fungoes, é um grupo nao-abeliano finito de ordem 6 e ainda, determinar os pares de
elementos inversos.

o 1 Q a? 15} Ba  Ba?

1 1 « a? B Ba Ba?

Q Q a? I Ba* B Ba
a? | o T a a Ba? B
B B Pa pa® I a o
Ba | Ba pa® B a® I a
Ba? | Ba® B Pa o« a? I

Tabela 6.1: Tabela da operacao de composicao de funcoes de Ss
Fonte: Elaborada pelo autor

6.2 Subgrupos e grupos ciclicos

Defini¢ao 6.3: Sejam (G, -) um grupo e H um subconjunto nao-vazio de G. Dizemos
que H é um subgrupo de G se H, munido da operagao - do grupo G, for um grupo,
ou seja, se (H, ) for um grupo.

Se H for um subgrupo de G denotamos H < G.

Dado o grupo G, entdao {eg} e G sao subgrupos de G, chamados subgrupos
triviais de G. Se H é um subgrupo de G, diferente de {ec} e G, entdo dizemos que
H é um subgrupo proéprio de G.

Exemplo 6.2.1: Considere o grupo (Z4, +). Entao pela Defini¢ao 6.3 o subgrupo
préprio de Z, = {0,1,2,3} 6 H ={0,2}

Seja (G,-) um grupo e a € G. Denotamos por < a > o conjunto de todas as
poténcias de a, isto é,

<a>={a"|neZ}

Esse conjunto é um subgrupo de G, chamado de subgrupo gerado por a. No
caso de GG ser um grupo aditivo, (G, +) as poténcias de serao os miltiplos de a. O
subgrupo gerado por a se escreve como:

<a>={na|neZ}

Exemplo 6.2.2: Dado o grupo (Z, +), entdo nZ = {kn | k € Z =< n >}. Tomando
n = 2 temos, 2Z =< 2 >. Note ainda que Z =< 1 >.
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Definigao 6.4: Um grupo G ¢é chamado grupo ciclico se G =< a > para algum
a € G, ou seja, G é gerado por um elemento. Neste caso, dizemos que a é um gerador

de G.

Em geral o gerador de um grupo G nao é tinico, por exemplo, Z, =< 1 > e
7y =<3 >.

Definicao 6.5: Seja G um grupo e seja a € G. Se o subgrupo < a > for finito,
entao dizemos que a ordem de a, denotado por ord(a) ou |< a >|, é o nimero de
elementos de < a >, ou seja, é igual a ordem de < a >. Agora, se < a > for um
grupo infinito, entao dizemos que a ordem de a é infinita.

Exemplo 6.2.3: Considere o grupo aditivo Zs = {0,1,2,3}. A ord(0) = 1,0rd(1) =
4,0rd(2) = 2,0rd(3) = 4.

De fato, < 0 >= {0}, <1 >={0,1,2,3} = Zy,< 2 >={0,2}, < 3 >={0,1,2,3} =
Z4. Note que o tnico subgrupo préprio de Z, é H = {0,2}.

Definicao 6.6: Seja G um grupo e H um subgrupo de GG. Dado a € GG, chamamos
de uma classe lateral a esquerda ou a direita, respectivamente, aos conjuntos:

aH={a-h|heH}eHa={h-a|heH}.
Se G é um grupo aditivo, entao denotamos as classes laterais aH e Ha por
a+H={a+h|heH}eH+a={h+a|heH}

Proposicao 6.1: Se a fungao f: H — aH é definida por f(h) = a - h, entdo f é
bijetora.

Demonstracao. Por definicao de aH a Im(f) = aH, ou seja, f é sobrejetora.
Para provar que é injetora, sejam x,y € H tais que f(z) = f(y). Segue dai que

=T =1

Logo, f ¢ injetora. Portando aH e H tém o mesmo ntimero de elementos, isto
é, laH| = |H|. O

Exemplo 6.2.4: Dado o subgrupo H = {I,3} de S3 = {I,a,a?, 3, Ba, Ba?}, (veja
Exemplo 6.1.2), vamos obter elementos ay, as, . .., a € Sz, tal que Sz = a;H Uas H U
... UapH seja uma uniao disjunta.

As classes laterais distintas do subgrupo H = {I,4} de S5 sao:
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H ={Ip},aH = {«a, Ba?} e «*H = {a?,Ba}.

Logo, temos a; = I, as = a e ag = o e temos que, S3 = H UaH U a?H é uma
uniao disjunta. Um caso importante é quando aH = Ha para todo a € GG. Neste caso,
poderemos fazer a construgao dos chamados grupos quocientes que sao semelhantes
aos anéis quocientes. A condicao aH = Ha para todo a € GG permitira definir uma
operacao binaria no conjunto

G/H = {aH | a € G}
das classes laterais que faré deste conjunto um grupo, chamado grupo quociente.
Definicao 6.7: Seja G um grupo e H um subgrupo de G. Denotamos por
G/H = {aH | a € G}
conjunto das classes laterais a esquerda com respeito a H.

Exemplo 6.2.5: Seja G o grupo (Z,+) e H =47 = {4t | t € Z}. A tnicas classes
laterais a esquerda com respeito a H =4Z sao 0+ H,1+ H,2+ H,3+ H.

Logo, G/H={0+ H,1+ H,2+ H,3+ H}.
A operagao binaria em G/H, de modo a tornd-lo um grupo, sera construida de
forma semelhante ao que foi realizado para os anéis quocientes.

Definicao 6.8: Seja G um grupo e H um subgrupo de GG. Definimos a seguinte
operagao no conjunto das classes laterais G/H = {aH | a € G}:

a-H="5b-H = (ab)H para todo aH,bH € G/H.

Para a operagao bindria estar bem definida em G/H, as classes laterais a esquerda
e a direita devem coincidir, ou seja, aH = Ha para todo a € G.

6.3 Subgrupos normais

Nesta se¢ao omitiremos as demonstragoes as quais o leitor pode consultar nas
bibliografias indicadas neste capitulo. Enunciaremos a seguir que a operacao binaria
em G/N estd bem definida.

Proposicao 6.2: Sejam G um grupo e N um subgrupo de G, tal que gN = Ng
para todo g € G. Se aN = a;N e bN = by N, com a,a1,b,b; € G, entao,

aN-bN:alN-blN,
ou equivalentemente,
(ab)N = (Cllbl)N.

Definicao 6.9: Um subgrupo N de um grupo G é chamado de um subgrupo normal
de G quando gN = Ng para todo g € G. Notagao H < G.
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Vejamos uma caracterizacao de um subgrupo normal.
Sejam H um subconjunto do grupo G e a € . Entao, definimos o subconjunto
aHa ' de G por aHa ' = {aha™' | h € H}. Segue dai a seguinte proposigao.

Proposicao 6.3: Sejam G um grupo, H um subgrupo de G e a € G.
(a) aHa ' é um subgrupo de G
(b) aH = Ha se, e somente se, aHa™' = H.

Assim temos um critério que facilita na decisao quando um subgrupo N é um
subgrupo normal de G.

Proposicao 6.4: Sejam G um grupo e N um subgrupo de G. Entao N é um
subgrupo normal de G, se, e somente se, gNg~' C N para todo g € G.

O critério acima também pode ser reescrito da seguinte forma: N é um subgrupo
normal de G se, e somente se, grg~! € N para todo z € N e para todo g € G.

Exemplo 6.3.1: Seja G um grupo. Entao os subgrupos triviais de G, N7 = {eg} e
N; = (G, sao subgrupos normais de G.

Faremos a demonstragao para N; e deixaremos para o leitor o caso para N,. Seja
N1 ={eg} = {e}, como e é o tinico elemento de Ny, entao:

gleg=glg=ce N
Logo,
gN,g~! C N; para todo g € G.

Pela Proposicao 6.4 Ny = {eg} é um subgrupo normal de G.
Exemplo 6.3.2: Seja G um grupo abeliano, entao todo subgrupo N de G é normal.
De fato, para quaisquer x € N e g € G temos que:
g lrg=g lgr=ex=x € N.

Portanto , temos de modo andlogo ao exemplo anterior que gNg~' C N para todo G.
Assim, N é um subgrupo normal de G.

6.4 Grupo quociente

Teorema 6.1: Sejam G um grupo e N um subgrupo normal de G. Entao G/N,
munido da operacao definida na Definicao 6.8, é um grupo. Chamamos este grupo
de grupo quociente de G médulo N.

O elemento neutro do grupo serd eq;y = eN = N e como elemento inverso alN
teremos (aN)™' =a ' N.



Capitulo 6. Grupos 69

Demonstragao. Como aN = Na para todo a € G e a operagao de G/N esta
bem definida. Vamos verificar os axiomas de grupo para G/N . A operacao é

assoclativa:
aH - (bN -¢cN) =aH - (bc)N
= (a(bc)) N
= ((ab)c)N;pela a associatividade em G
= (ab)N - cN
= (aN -bN) - ¢N.

O elemento neutro é eN = N com e o elemento neutro de G:

aN -eN = (ae)N = aN
e
eN -aN = (ea)N = aN.

O elemento inverso aN € G/N é a™'N:

aN -a N = (aa"')N = eN
e
a™'N-aN = (a"'a)N = eN.

O

O subgrupo H de Ss3, dado por H = {I, @,a*} é normal. Basta observamos a
Tabela 6.1. Logo,

G/H =G/N ={N,BN}
Proposicao 6.5: Sejam G um grupo, e N um subgrupo normal de GG. Entao:
(a) Se G é um grupo abeliano, entdo o grupo quociente G/N é um grupo abeliano.
(b) Se G é um grupo ciclico, entdo o grupo quociente G/N é um grupo ciclico.

Demonstragao. (a) Sejam aN e bN duas classes laterais de G/N. Temos que

(aN) - (bN) = abN,
= baN,
(bN) - (aN).

Portanto, G/N é um grupo abeliano.

(b)Seja G um grupo gerado por x € G. Logo, qualquer elemento G serd uma
poténcia z. Afirmamos que a classe lateral N é gerador de G/N. De fato, se
aN € G/N com a € G, entdo podemos escrever a = x* para algum k € Z. Entao,

aN = 2*N = (zN)*, para algum k € Z.
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Portanto, G/N é um grupo ciclico. ]

Definicao 6.10: Definimos o indice de H em G como sendo a cardinalidade de
G/H. Denotamos por [G: H].

Se o indice [G: H] = n, temos que G/H = {x1H,22H, ... ,x,H} para z; € G.

Exemplo 6.4.1: Se n € Z, entao o subgrupo nZ = {nt | t € Z} é um subgrupo
normal do grupo aditivo Z. E que existem n classes laterais nZ em Z.

Seja as n classes laterais nZ em Z iguais a 0+nZ,1+nZ,2+nZ,...,(n—1)+nZ.
Como o grupo aditivo Z é ciclico gerado pelo elemento 1, temos que o grupo quociente
Z/nZ também é ciclico e é gerado pela classe lateral 14+ nZ. Sendo um grupo ciclico
de ordem n, temos que Z/nZ e 7Z, sao isomorfos, veremos o motivo na proxima
secdo. As vezes por abuso de linguagem escrevemos Z/nZ = Z,

Enunciaremos um importante teorema, conhecido por Teorema de Lagrange. Veja
demonstracgao em [7].

Teorema 6.2: Se G é um grupo finito e H é um subgrupo de G entao |G| =
|H| - [G: H].

Coroldrio 6.1: Se G é finito e H < G, entao |H| divide |G|.

6.5 Homomorfismo de grupos

Pela Defini¢ao 2.12, temos que um homomorfismo de anéis é um funcao entre
dois anéis que preserva as operacoes destes anéis. Da mesma forma temos que o
homomorfismo de grupos é um funcgao entre dois grupos que preserva as operagoes
destes grupos. Assim:

Definicao 6.11: Sejam G e H grupos e f: G — H uma funcao. Dizemos que f é
um homomorfismo de grupos quando

flx-y)=f(z)  fly) Va,yed.

Note que a operagao em f(x-y) é a do grupo G, enquanto a operacgao em f(x)- f(y)
¢ a operacao do grupo H e que f preserva as operagoes dos grupos G e H.Quando
estiver claro no contexto, também denotaremos da seguinte forma:

flzy) = f(x)f(y) V o,y €G.

Definicao 6.12: Se um homomorfismo f: G — H for bijetivo dizemos que f é

um isomorfismo (de grupos) e nesse caso dizemos que G é isomorfo a H e denotamos
por G ~ H.

Um isomorfismo f: G — G diz-se um automorfismo de GG. Denotaremos por
Aut G o conjunto dos automorfismos de G.

Corolario 6.2: Se G é um grupo e fi, fo € Aut G entao:
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(a) fl Of2 € Aut G

(b) fi' € Aut G, em que f; ' é a funcio inversa de f;
Demonstragao. Para o item (a) temos,

(f1o fa)(zy) = fi(falzy)) = fi(f2(2) - fa(y)) = fi(fal@)) - f1(fo(y)) =
(fiofo)(x) - (fio fo)(y) V o,y €,

como a composicao f1 o fy de fungoes é também bijetiva temos, fi o fo € Aut G.
No item (b) temos, se f; € Aut G entao V ',y € G existem z,y € G tais
que

' = fi(z) ey = fi(y).
Logo, se h = f; ! temos,
h(z',y') = h(fi(x) - fo(z)) = h(fi(2y)) = (ho fi)(zy) = zy = h(z') - h(y'),

como h = f;! é uma funcdo inversa de fi, por hipétese, temos f; ' = h €
Aut G. m

Assim, (Aut G, o) é um grupo.
Definigao 6.13: O nicleo de um homomorfismo de grupos f: G — H é o conjunto
N(f) ={ze G| [f(z)=eu},
no qual ey é o elemento neutro do grupo H.

Exemplo 6.5.1: Sejam G = (R,+) o grupo aditivo dos ntimeros reais e H = (R, )
o grupo multiplicativo dos niimeros reais positivos. Consideremos a funcao f: G —
H definida por

flx)=2" VzxelR
Seja z,y € R temos,
flaty) =277 =272 = f(z) f(y).

Logo, f é um homomorfismo. J& que a funcao exponencial f(x) = 2% é bijetiva
em R e RY, entao f ¢ um isomorfismo de grupos. Como em ey = 1 temos

flr)=12"=1r=0=cq

Entao o nucleo de f é N(f) = {0}.
A demonstragao da proposi¢ao seguinte encontra-se para verificagdo em [1] e [7].
Provaremos (a) e (b) e deixaremos para o leitor a consulta dos outros itens.

Proposicao 6.6: Se f: G — H um homomorfismo de grupos. Entao,
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(a) fleq) =en
(b) fla)~t=f(a™)

(¢) Se N é um subgrupo de G, entao f(N) é um subgrupo de H. Em particular
Im(f) = f(G) é um subgrupo de H.

(d) N(f) é um subgrupo normal de G.
(e) f é injetora se, e somente se, N(f) = {ec}.
(f) Se f for bijetora, entdao, f~': H — G serd um homomorfismo de grupos.

Demonstragao. Em (a) temos,

fleq) = flea - eq)
= f(ea) ) f(GG)

Multiplicando ambos os lados da equagdo f(eg) = f(eg) - f(eq) por f(eg)™,
obtemos,

Para o item (b), sabemos que f(a) - f(a)™! = ey. Entao,

fla)- fla™') = fla-a™")
= f(ea)

= ey; pelo item (a)

Analogamente f(a™!) - f(a) = ey. Assim, pela unicidade do elemento neutro,

fla)™t = fa™). =

Exemplo 6.5.2: Sejam G um grupo e g € GG. Considere a aplicacao i,: G — G
definida por i,(z) = grg~'. Temos que i, é um isomorfismo do grupo G nele mesmo,
ou seja, um automorfismo do grupo G.
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Inicialmente verificaremos o homomorfismo de grupos de #,. Dados a,b € G,
temos

= (gag~")(gbg™")
= ig(a) - ig4(D).

Portanto, ¢, ¢ um homomorfismo de grupos. Verificaremos que i, é sobrejetora.
Dado b € G queremos encontrar a € G tal que iy(a) = b, ou seja, queremos que

gag~!t = b. Suponhamos que seja verdadeiro que gag~' = b. Logo,

gag™ ' =b=
(97'gag™ =g =
(9"'9)alg™'g) = g 'bg =
eqaeq = ¢ by =
a= g 'bg

Tomando a = g~ 'bg temos,

ig(a) = iy(g™"bg)
= g9 'bgg ™"
= (99 ")b(gg™)
= egbeg = b.

Portanto, i, é sobrejetora.
Por ultimo, para verificar que ¢, ¢ injetora, vamos calcular seu nucleo. Entao,

a € N(iy) & i(a) =ig
= gag_1 = eq
& ga = eqg = g;mutiplicando a direita por g
& a = g 'g; multipliando a esquer por ¢~

= a=e€q.

Por ser N(i,) = {eq} e pela Proposigao 6.6 segue i, ser injetora. Assim, como
ig: G — G ¢ um homomorfismo bijetor, temos que i, ¢ um automorfismo G.

Veremos abaixo importante exemplo que esta relacionado com o teorema do
homomorfismo de grupos.

Exemplo 6.5.3: Sejam G um grupo e H um subgrupo normal de GG. Considere a
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aplicagao entre G e o grupo quociente G/H, m: G — G/H, definida por 7(a) = aH.
Vamos verificar que 7 ¢ um homomorfismo de grupo.
Dados a,b € G, temos

m(a-b) = (a-b)H
=al -0H
= m(a) - 7(b)

Portanto, 7 é um homomorfismo de grupos, chamado homomorfismo canonico.

Proposicao 6.7: Sejam G um grupo e H um subgrupo normal de G. Seja7: G —
G/H, m(a) = aH, o homomorfismo canonico. Entao,

(a) m é um homomorfismo sobrejetor;
(b) N(m)=H.

Demonstracao. Para o item (a). Seja aH € G/H, a € G, um elemento arbitréario
do quociente G/H. Logo, da prépria definigdo de homomorfismo canoénico, temos
que 7(a) = aH, segue dai que 7 é sobrejetor.

Para o item (b), temos:

a € N(m) & n(a) = eq/u

& m(a) = H;pois eq/p = ecH = H.
< aH = H;pois (a) = aH

S a€ M.

Portanto, N(7) = H.
0

E importante ressaltar que, se H é um subgrupo normal do grupo G, diferente
do subgrupo trivial {eg}, entao, o homomorfismo canénico 7 : G — G/H néao é
uma fungao injetora.

Finalizaremos este capitulo com importantes propriedades. A demonstracao das
mesmas encontram-se em [7] para consulta do leitor. Iniciaremos com o teorema
conhecido como Teorema do Homomorfismos para Grupos, Proposicao 6.8.

Proposicao 6.8: Dado um homomorfismo de grupos f : G — H, entao existe
um isomorfismo de grupos ¢: G/N(f) — f(G) que satisfaz f: ¢ o w, no qual
m: G — G/N(f) é o homomorfismo canonico.

Representamos esse resultado pelo seguinte esquema:

G L rG)cH

P

G/N(f)




Capitulo 6. Grupos 75

G/N(f) = f(G).

Corolario 6.3: Sejam G um grupo finito e f: G — H um homomorfismo de
grupos. Entao, |f(G)| é um divisor de |G|.

O teorema abaixo é também conhecido por Teorema da Representagao.

Teorema 6.3: Se G um grupo e H um subgrupo de G de indice [G : H] = n. Entao,
3 N C H, com N subgrupo normal de G tal que G/N é um grupo isomorfo a um
subgrupo do grupo S,,. Mais ainda, N é o ‘maior’ subgrupo normal em G que esta
contido em H.

Por tltimo, apresentaremos como corolario do Teorema 6.3, O Teorema de Cayley.
Arthur Cayley (1821 - 1895), matematico britanico, foi professor da Universidade
Cambridge. Para demonstrar o coroldrio abaixo devemos tomar H = {e} no enunciado
do Teorema 6.3.

Coroléario 6.4: Se G é um grupo ordem |G| = n entdo G é isomorfo a um subgrupo
do grupo S,.

Exemplo 6.5.4: Temos para o grupo aditivo Z, = {0,1,2,3} que |Z4| = 4 entao
Z4 ¢é isomorfo a um subgrupo do grupo Sy,

6.5.1 Grupos Soluveis

Apresentaremos agora uma definicdo importante no estudo de solubilidade de
radicais.

Definigao 6.14: Um grupo G diz-se solivel se existem subgrupos {e} = Gy <
G <Gy <...<G,_1 <G, =G tais que:

(a) G;—1 é um subgrupo normal G; Vi€ {1,2,...,n}
(b) G;/G;_1 é abeliano Vi€ {12,...,n}

Proposicao 6.9: (a) Todo subgrupo de um grupo solivel é soluvel.
(b) Todo quociente de um grupo soliivel é soltivel.

(¢) Sejam G um grupo e N um subgrupo normal de G. Entao, G/N solivel e N
soluvel implica que G soluvel.

Exemplo 6.5.5: Vamos verificar que S3 é soluvel.
Temos que ((123)) é um subgrupo normal de G de ordem 3. Basta tomarmos

o 1 2 3
\2 3 1)

Entao, encontraremos que conforme Exemplo 6.1.2 e Definicao 6.9, o subgrupo
normal de G de ordem 3 é S3 = {I,a,a?} e a cadeia
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{er <((123)) < Ss.

Logo é soluvel. E ainda S3/ ((123)) ¢é abeliano de ordem 2 e ((123)) /{e} = ((123)) é
abeliano, grupo ciclico.

Proposicao 6.10: O grupo S,, n > 5, nao ¢é soluvel.

A demonstracao acima encontra-se em [7].

No capitulo seguinte introduziremos as nogoes elementares da teoria de Galois.
Iniciaremos o estudo com o grupo de Galois de uma extensao e finalizaremos com a
correspondéncia de Galois entre subgrupos do grupo de Galois e corpos intermediarios.



Introducao a Teoria de Galois

Neste capitulo focaremos extensoes finitas tais que Q C FF ¢ K C C. Todas
extensoes F' C K serao consideradas subcorpos de C contendo Q. As propriedades e
defini¢es deste capitulo estardo em consonancia com [3], [7], [L4] e [19].

7.1 Grupo de Galois

Enunciaremos dois teoremas que serao chamados de Teoremas de Extensao. Sendo
é(p(x)) o polindomio obtido de p(x) aplicando o isomorfismo ¢ a todos coeficientes de

p(), ou seja, d(p(x)) = ¢(ao) + dp(ar)r + ... + d(an )™

Teorema 7.1: Sejam F um corpo, p(z) € F|x] irredutivel sobre F, e seja a um
zero de p(z) em alguma extensao de F. Se ¢ é um isomorfismo de F' em Fj e b é um
zero de ¢(p(z)) em alguma extensdo de Fi, entao existe um isomorfismo de F'(a) em
Fi(b), o qual coincide com ¢ em F' e leva a em b.

Teorema 7.2: Sejam ¢ um isomorfismo de um corpo F' para um corpo Fj e
f(z) € Flz]. Se K ¢ um corpo de fatoragao de f(x) sobre F' e K; é um corpo de
fatoragao de ¢(f(x)) Fy, entdo existe um isomorfismo de K em K7, o qual é igual a
¢ em F.

Retomando que todo polinémio p(x) definido num corpo F' possui todas as suas
raizes em uma extensao K de F; o corpo de fatoragao de p(x) sobre F', o qual é o
menor corpo que contém F' e todas as raizes de p(z) e este corpo é obtido através de
adjuncoes de raizes de p(x).

Para caracterizar as raizes de p(z), Galois conseguiu fazer uma correspondéncia
entre as extensoes do tipo F'({/«) com subgrupos de um grupo, grupo este que nada
mais é que o grupo das permutacoes das raizes do polinomio.

Defini¢ao 7.1: Sejam p(z) € F[z| um polinomio definido no corpo F' e K o corpo
de fatoragao de p(x) sobre F'. O Grupo de Galois de p(x) sobre F' é o grupo Autp(K)
dos ' — automor fismo de K, isto é, automorfismos de K, que quando restritos a F
sao a identidade.

77
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Como consequéncia dos teoremas de extensao, temos que o corpo de fatoragao ¢é
unico. E ainda temos a primeira ligagao, (Corolario 7.1), da teoria de corpos com a
teoria de grupos feita por Galois.

Corolario 7.1: Seja f(z) € F[z], e seja K um corpo de fatoragao de f(x) sobre F.
Se ¢: K — K é um F — automor fismos de K e o é uma raiz de f(z), entdo ¢(«)
também ¢ uma raiz de f(x).

Demonstragao. Seja f(x) = ap + a1z + ... + a,x™. Logo,
fla) =ay+aa+...+a,a™ =0.

Aplicando ¢, obtemos

0= ¢(0) =¢(ao) + d(a1)g(a) + ... + ¢(an)p(a)"
=ap + a1p(a) + ... + and(a)”
=f(¢(a))

Logo, F' — automor fismo levam raizes de p em raizes de p. [

O enunciado do Corolério 7.1 poderia ser reescrito da seguinte forma. Se f(x) € F
e K é seu corpo de fatoragao sobre F', entao todo F' — automor fismo de K permuta
as rafzes de f(z).

Se ¢ e T sao dois automorfismo de K, extensoes da identidade em F', entao a
composi¢ao o o 7 também é um automorfismo de K. Dessa maneira, a composi¢ao
define uma operacao em AutpK.

O isomorfismo identidade em K é uma extensao da identidade em F. E, se

1

o € AutpK entdo o(c) = ¢ V ¢ € F. Aplicando o isomorfismo inverso c~' a ambos

termos da igualdade obtém-se:

Logo, AutpK é fechado em relacao a inversos.

Definigao 7.2: Se « é algébrico sobre um corpo F', os conjugados de « sao todas
as raizes do polinomio minimo pj, . € F[z]

Definigao 7.3: Um extensao algébrica K | F' de corpos é chamada de extensdao
normal se para todo o € K, os conjugados de « pertencem a K.

Exemplo 7.1.1: Note que Q(+4/2) nio é um extensio normal de Q pois nao contém
todos os conjugados de v/2, isto é, ndo contém as raizes complexas nao reais de /2.
Ja a extensao Q(\?’/ﬁ, w), com w a 3-ésima raiz primitiva da unidade, é normal a Q.
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Outros exemplos de extensoes normais podem ser obtidos por meio do corolario
a seguir:

Coroldrio 7.2: Seja F | F um extensao finita. K é corpo de fatoracao de algum
polinémio f(x) € F'[x] se e somente se para todo a € K, py, ,. se fatora em fatores
lineares em K, isto é, K | F' é uma extensdo normal.

Um fato que precisamos nos preocupar ¢ com as raizes multiplas que podem
aparecer no polinomio, pois nao teremos permutacoes das raizes. No entanto, quando
um corpo possui caracteristica 0, por exemplo os racionais, ele nao tera raizes
multiplas.

Definicao 7.4: (a) Sejam F um corpo e f(z) € Flz], f(x) irredutivel. Dizemos
que f(x) é separdvel sobre F se no seu corpo de fatoragdo, f ter todas as suas
raizes distintas.

(b) Se f(x) € F[z] for redutivel, f(x) é separdvel sobre F' se todas os seus fatores
irredutiveis forem separaveis.

(¢) Se K | F' é um extensao algébrica de corpos e a € K, dizemos que é « separdvel
sobre F se p), . for separdvel, isto ¢, todos os conjugados de a sao distintos.

Temos, entao, dois fatos interessantes. Sao eles: em um corpo de caracteristica
zero, todo polindmio irredutivel é separavel e todo polinomio irredutivel f(x) € F[z],
sendo F' um corpo finito é separavel.

Segue abaixo algumas importantes propriedades que envolvem a relagao entre o
grau da extensao e a ordem de grupo. As demonstragoes omitidas encontra-se nas
bibliografias indicadas para consulta do leitor.

Corolério 7.3: Seja K | F e F'| Q tal que [K: F] < co. Entao, [K: F| > |Autp K|
em que |Autp K| denota o nimero de elementos do grupo AutpK.

Demonstracao. Como [K: F] < oo existe a € K tal que K = Fla]. Se
o€ AutpK e p(x) = p, ,

Segue do Corolario 7.1 que o/ = o(«) é também raiz de p(x), o/ € K. Mas,
Flo/] C K e [F[o/] : F] = [K: F] e igual ao grau de p(z) = p|, ... Isso diz que

K = Flu] = F[u].

Como o(a) = a para todo a € F' ¢ fica completamente determinado pelo valor
o/ = o). Assim o nimero |Autp K| é no méximo igual ao nimero de raizes o/
de p(x) que pertencem a K. Esse nimero é no méximo o grau do polinémio

p(z) = p.» = [K: F.
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Definigao 7.5: Dizemos que uma extensao finita K | F' é uma extensdo galoisiana
se Af(z) € Flz] tal que K = Gal(f,F) e, ainda,

A extensdao K = Gal(f,F') é normal e separavel. Este fato segue imediatamente

do Corolario 7.2.
Para continuarmos nossos estudos vejamos, ainda, alguns corolarios dos teoremas
de extensao apresentados no inicio desta segao.

Corolario 7.4: Se F C K galoisiana entao:
1. [K: F] =| AutpK |
2. Seae K—F, 30 € AutpK tal que o(a) # «

O teorema abaixo descreve que se K = Gal(f,F) no qual F' é um corpo de
caracteristica zero entao [K: F| = |AutpK]|.

Teorema 7.3: Se K | F um extensao finita. Entao as seguintes condigoes sao

equivalentes:

Demonstracao. (1) = (2): segue imediatamente do Corolério 7.2.

(2) = (3): segue imediatamente dos Corolérios 7.2 e 7.4.

Para (3) = (4): Sabemos do Coroldrio 7.3 que [K : F] > |AutpK|. Suponha-
mos (3) e por absurdo que [K : F] > |AutpK|. Suponha que AutpK tenha n
elementos, Autp K = {0; = I, 6, ..., 0,} no qual Ik representa o automorfismo
identidade em K. Se [K : F| > n, existem n + 1 vetores, uy, ..., Uy, u,11 € K, LI
sobre o corpo F.

Consideremos agora o seguinte sistema linear homogéneo com n equagoes e (n+ 1)
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incégnitas ay,as, . ..a,+1 em K:

(91(u1)a1 + 61 (ug)ag + ... + 01 (uj)a; + ... 01 (up)an, + 01 (Ups1)ans =0
Hg(ul)al + 92(u2)a2 + ...+ Gg(uj)aj 4+ ... Gg(un)an + QQ(UH_H)CLH_H =0

61'(161)@1 + Qi(ug)ag + ...+ Oi(uj)aj + ... Hl(un)an + @;(unﬂ)anﬂ =0

On(ur)ar + 0, (u2)as + ...+ 0p(uj)a; + ... O (un)an + On(tni1)anyr =0

Como o numero de equagoes de (%) é menor que o nimero de incognitas
entdo (*) admite uma solugdo ay,as,...,a,+; nao trivial. Consideremos uma
solugao nao trivial de () com o maior nimero de zeros possivel e denotaremos
os a;s nao nulos dessa solugao por as,as,...,a,. Podemos assumir a; = 1 (se
necessario multiplicamos por a;'). Assim, 1,as,as, .. .,a, sdo ndo nulos tais que
1,a9,...,a,,0,...,0 é uma solugao de (%) com um nimero méaximo de zeros.

Entao temos,

Vie{l,2,...,n}, 0;(uy) + 0;(ug)as + ... + 6;(u,)a, = 0.

Como 0y = Ik e uy, ... Uy, ... uy,r1 sao LI sobre F, segue que existe a; € K
tal que a; ¢ F. Seja a, ¢ F. Assim, por (c) temos que existe 0 € AutpK tal que

o(a,) # a.
Logo, para todo i € {1,...,n}
(0 00;)(ur) + (0 00;)(ug)o(az) + ...+ (0 00)(u,)o(a,) =0
Como AutrpK é um grupo e 0 € AutpK, segue imediatamente que
Autp K = {01,0,....,0,} = {061,00s,...,00,}
portanto se o; = 0, teremos para todo F' € {1,... n},
O (uq) + O (ug)o(az) + ... + Ox(u,)o(a,) =0
Dai segue que para todo j € {1,...,n}

0i(uz)(0(az) = as) + ... +6;(ur)(0(a,;) —a,) = 0
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O que nos d& uma solucao para (x). Mas como o(a,) — a, # 0, essa solugao é
nao trivial, e possui mais zeros do que a solugao escolhida anteriormente. Isso
resulta em um absurdo.

(4) = (1): Seja K = F[u]. Tomando h(z) = irr(u,F), entao
V o€ AutpK tem-se o(u) ¢é raiz de h(x).

Logo, |Autp K| é menor ou igual ao nimero de raizes de h(z) em K.

Se [K : F| = |Autp K| entao |Autp K| é igual ao grau de h(zx) e, portanto,
igual ao numero de raizes de h(z) em K. Dai segue que K contém todas as raizes
de h(x), ou seja,

K = Gal(h, F).
O

Proposigao 7.1: Se K | F' é uma extensao galoisiana de grau n, entdo G = Autp K
é isomorfo a um subgrupo de S,,.

Demonstragdo. Sejam K = Fla],p(x) = p), ., [K: F]=grau p(z) = n, e R =
{ay = o, g, ...,a,} 0 conjunto de todas as raizes complexas de p(z). Como
K | F galoisiana temos

RCK.

Sabemos também que para todo o € G = AutpK e para ; € R tem -se o(q;) € R.
Como R é um conjunto finito e o ¢é injetiva segue que

oo=0|rp: R— R

Isso define uma permutagao do conjunto R. Se P(R) denota o grupo das
permutacoes do conjunto R entao é suficiente provarmos que G ¢é isomorfo a um
subgrupo de P(R) pois P(R) =~ S,,. Assim temos a seguinte funcao ¥ que define
um homomorfismo de grupos pois (co7) [g=0 |g T |r -

U: G — P(R)

o — 09 =0|g

Mais ainda, se 0y = 0 |g= I identidade em R segue que o(a) = « e isto nos
diz que o0 = I pois para b € K,b=ay +aja+ ...+ ap_10" !, noqual a; € F e
para todo 0 € G = Autp K tem-se:

o(b) =ap+aro(a) + ...+ CLn71U(Oz)"_1 =ap+...+a, "1 =b

Portanto U é injetiva; logo, temos G ~ V(G) e VU(G) ¢é subconjunto de P(R).
[l
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Para determinarmos AutpK seguiremos as seguintes afirmacoes:

1. Seja K uma extensao de um corpo F' e f(x) € F[z]. Se o € K é raiz de f(x) e
o € AutpK entdo o(a) é também raiz de f(x).

2. Sendo K o corpo de fatoracdo da raizes de f(x) € F[z] sobre F e sejam
a, B € K. Entao, existe 0 € AutpK tal que () = ( se e somente se a e 3
tem o mesmo polinomio minimo.

3. Para K = F(q; ...«q,) uma extensao algébrica sobre F'. Se 0,7 € AutpK e
o(a;) = 7(y), para todo, i = 1,2,... n entdo o = 7. Ou seja, um automorfismo
em AutpK é completamente determinado pelas imagens de a; ... ay,.

4. Se K é um corpo de raizes de um polinémio separavel f(z) € F[z] de grau n
entao AutpK é isomorfo a um subgrupo de S,,.

Exemplo 7.1.2: O Grupo de Galois de C sobre R.

Sabemos que C = R(7). Em seguida, determinamos os polindmios minimos de
cada gerador, neste caso, pj, .. Seguiremos afirmagoes acima para determinarmos
AutgC. Logo,

o € AuigC
& 0(i) é raiz de 2% + 1

< o(i) =iouo(i) = —i.

Assim, s6 podem existir no maximo dois F' — automor fismos de C, isto é,
Como 7 e —i sao raizes do mesmo polindomio minimo, temos a existéncia de

7,0 € AutgC, tal que, o(i) =i e 7(i) = —i.

Um elemento o € AutgC fica completamente determinado pelas imagens dos
geradores da extensao, neste caso pela imagem de i. De fato, para todo z = a+bi € C,
temos:

o(z) =c(la+bi) =0c(a)+o(bi) =0c(a) + a(b)o(i) = a+ bi

pois por definigao o(c) = ¢ se ¢ € R e o(i) = i por construgao. Portanto, o0 = ¢ a
identidade em C. E ainda,

7(2) = 1(a+bi) = 7(a) + 7(bi) = 7(a) + 7(b)7(i) = a — bi.

Assim, 7 é a aplicagao conjugacao em C.

Como, |AutgC| < 2 e {¢,7} C AutgC segue que AutgC = {¢,7}

Por fim, o grupo de Galois do corpo de raizes de um polinomio separavel de
grau n é um subgrupo de S,, . Neste caso, temos o isomorfismo entre AutgC e S,.
Definido por
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gbi AutR(C — SQ
L—> L

T — (1,2); (1,2) representa o ciclo.
Exemplo 7.1.3: O grupo de Galois de Q(,/p, \/q) sobre Q para p, g primos.

A extensao estd na forma finitamente gerada. Porém, com dois geradores. Sejam
os polinomios minimos dos geradores p \/m(x) = 2% — p, com raizes \/p e —/p, €
. . 2 ’
ainda, p|ﬁ@(x) = 2% — ¢, com raizes \/q e —/q.
Como /p e —,/p sao raizes do mesmo polinémio minimo. Do mesmo modo para
V4 € —/q, temos a existéncia de 4 possiveis elementos de AutgQ(\/p,\/4),

L,01,02,03 € AthQ(\/ﬁ, \/a)

tal que,

Uyp) = VP euVa) =i
oi(vp) = VP eai(Vi) = —/1
02(VP) = =P ¢ 02(Va) = /4

o3(\P) = =P e 03(VA) = —/q

Determinaremos agora ¢, 01, 02, 03. Seja,

Ioyp) : Q(vp) — Q(v/p)

em que g5 denota a identidade em Q(y/p). Como p| ., (x) =p|_ .o ) (T) =
x? — ¢, segue que o isomorfismo identidade Iy p) estende-se a um isomorfismo,

¢: Q(y/p, /1) — Q(v/p, —/q) que fixa os elementos de Q(,/p)

¢ tal que ¢(,/q) = —,/q. Como ¢ fixa os elementos de Q(/p), em particular fixa
cada elemento em Q. Deste modo, ¢ € AutgQ(,/p, /7). Facamos o1 = ¢.

Para oy ¢ andlogo. Por ultimo o o3. Seja, Pl o =Pl po = x? — p, implica que
existe um isomorfismo

£ Q(vp) — Q=)

extensao da identidade que leva /p em —,/p. Do mesmo modo, p i ﬁ)(x) =

= 22 — ¢, implica a existéncia de um isomorfismo

03: @(\/]_)7 \/(—]> — @(_\/}_)7 _\/a>
extensao de § que leva /g em —,/q. Entao, do mesmo modo que o1, temos que o3 é

um elemento de AutgQ(\/p, /q). Portanto, |AutoQ(\/p, \/q)| < 4 e existem quatro
elementos distintos ¢, 01,029,053 em AutqQ(,/p, \/q). Segue que,

Pl szo0s) (%)
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AutgQ(y/p, /1) = {t,01,09,05}.

Como Q(4/p, 1/q) ¢ o corpo de raizes do polindmio separavel (z* — p)(z* — q).
Pelo grau ser 4, segue que AutgQ(y/p,/q) ¢ isomorfo a um subgrupo de S.
Vejamos como montar um tal isomorfismo. Primeiro, estabeleca uma bijecao

entre os conjunto das quatro raizes distintas de (z? — p)(z? — ¢) com o conjunto
{1,2,3,4} ou seja,

VP 1
VG 2
—/D — 3
—/q 4

Assim, podemos relacionar um elemento do grupo AutoQ(,/p,/q) como uma

permutacao em {1,2,3,4} de acordo com sua acao em ,/p e ,/q. Para o, temos em
notagao de permutagao:

(x/l3 Vi —\/1_?—\/5)
VP VT VP VE

ou, equivalentemente, segundo correspondéncia biunivoca adotada:

1 2 3 4
1 4 3 2

Em notagao de ciclos temos (24). Logo determinamos a seguinte correspondéncia:

Assim, podemos construir as tabelas 7.1 e 7.2 de operagoes de composicao do

grupo AutoQ(\/p,/q)

9} 2 o1 09 O3
L L o1 09 O3
o1 | 01 L 03 029
09 | 02 O3 2 01
03 | 03 09 O1 L

Tabela 7.1: Tabela de operagoes de composi¢ao do grupo AutgQ(y/p,/q)
Fonte: elaborada pelo autor
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o} (& 01 02 93
(& (& 91 02 03
01 01 (& 03 02
(92 62 93 € 01
93 93 62 (91 (&

Tabela 7.2: Tabela de operacoes de composicao do subgrupo H
Fonte: elaborada pelo autor

Fazendo as identificagoes (1) = e, (2,4) = 01, (1,3) = 04, e (2,4)(1,3) = 3. Entao
temos o subrupo H = {(1),(2,4),(1,3),(2,4)(1,3))} = {e, 01,02,05} de S;. Logo, a
tabela de operacoes de composicao do subgrupo H é um isomorfismo.

Segue, pela analise das tdbuas de operagoes do grupo AutgQ(,/p,/q) e do
subgrupo H que a aplicacao

U: AutoQ(/p, /7) — H

definida po ¢ — (1),09 — (2,4),09 — (1,3),03 — (1,3)(2,4) é um isomorfismo.

7.2 A correspondéncia de Galois

Considere as seguintes definicoes:

Definigao 7.6: Subgrupo de AutpK associado a um corpo intermediario E:

['(E) = Autg K = {automorfismos de K que fixam E'}
Definigao 7.7: Corpo intermediario associado a um subgrupo H de AutpK:
OH)={re K:0(x) =z, paratodoo € H }
De fato, temos 0,1 € ¢(H) e mais:
1 sex,y € Fentaoo(x —y)=0(x) —o(y) =x —y,Vo € H.
2 se x,y € F entao o(zy) = o(x) - o(y) = zy,Vo € H.
3 sex € Ex#0entao o(z7) =0o(x) ' =27 Vo € H.

Como H < AutpK segue imediatamente que ¢(H) é um corpo, F' C ¢(H) C K.
O corpo @(H) é chamado corpo fizado de H.
De acordo com as associacoes acima, fica bem definida a correspondéncia:

{Corpos intermediarios de F C K} <— {Subgrupos de AutpK}
EL AutpK
o(H) < H

A correspondéncia assim definida é conhecida como a correspondéncia de Galois
da extensao K | F.

Observemos algumas propriedades elementares dessas correspondéncias.
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al'(K)=Autg K = {Ix} = {ex} = {e};
b @([M)I{CLGK]M<G,):CL}IK,
c I'(F) = Autp K;

d ¢(AutpK) ={a € K : 0(a) = aVo € AutpK} O F e pelo Teorema 7.3 temos
ainda que

P(AutpK) = F < K | F ¢é galoisiana.

Proposicao 7.2: Seja F(K,F') = {FE : corpo intermediario de K | F'}. Mantendo
as outras notagoes desta secao, temos

ise By, By € E(K,F) e E; C Ey entao I'(Ey) < T'(Ey);
ii se Hy,Hy € Autp K e H; < Hy entao ¢(Hy) D P(Hs);
ili VE € E(K,F) tem-se (PoI')(E) D E;
iv VH € AutpK tem-se H < (I'o ®)(H).

Demonstracao. (a) Seja Ey, Fy € E(K,F) e E; C Ey. Entao, I'(E) = Autp, K <
Autp, K = T(E)).
(b) Sejam H,, Hy € AutpK e H; < Hs. Entao,

O(Hy) ={a€ K :0(a)=aVo € Hy} C{a€ K :0(a)=aYo € H|} = O(H).

(c) Seja E € E(K,F). Como I'(E) = Autg K a inclusao E C (@ oT')(F) segue
das definicoes de I' e @.

(d) Seja H € AutpK. Se N=®(H) ={r € K :0(x) =2V € 0 € H} entao
segue imediatamente que H < AutyK = T'(P(H)).

Segue da proposigao acima que

[

Exemplo 7.2.1: Seja AutoQ(\/p, \/q) = {t,01, 02,03}, veja Exemplo 7.1.3. Deter-
minaremos o corpo fixado @(H) do subgrupo < oy >= {¢,01}.

Por defini¢ao
O(H)={z € K: o(x) =z, para todo o € H }.

Como ¢ ¢ o isomorfismo identidade entao fixa todo o corpo Q(,/p,\/q). Assim,

basta determinarmos os elementos de Q(,/p, /q) fixados por o1. Seja {1,,/P,\/q,\/Pq}
uma base de Q(,/p, \/q), veja Exemplo 5.1.12. Assim, todo elemento z € Q(,/p, \/q)

pode ser escrito na forma:
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r=a+b/p+c\/q+d\/pq

para unicos a, b, c,d € Q. Entao oy(x) = x se, e somente se,

a+by/p+ c/q+ dy/pg = o1(a + by/p + c\/q + d\/Dq)
= o01(a) + 01(b)o1(v/p) + o1(c)or(v/a) + 1(d)or(v/pg).

Sabemos que 01(k) = k para todo k € Q, 01(\/p) = /D € 01(,/q) = —/q. Entao,

a+by/p+c/q+ dy/pq = o1(a+b\/p+ c\/q+ d\/pq)
= o1(a) + 1(b)o1(v/p) + a1(c)a1(v/q) + o1(d)o1(/pg)
=a+by/p—c\/q+doi\/poi\/q
= a by — ey + VB~V
=a+b/p—c\/q—d\/p\/4q

Pela unicidade da expressao de um elemento com respeito a uma base, temos
o1(r) = x se, e somente se, a = a,b=0b,c = —ce d= —d se, e somente se, c = d = 0.
Portanto, oy (z) = = se, e somente se,

T =a+byp+0y/q+0/pq=a+b/p.

Implica que z € Q(,/p). Logo, (< o1 >) = Q(/p).
Para o subgrupo < g9 >= {1, 02} subgrupo simples gerado por g,. De maneira
analogo a < o1 >. Temos que, b = d = 0. Assim,

(< oy >) ={a+cy/q:aceQ} =Q(/9).

Em o3 temos que

a3(v/Pq) = 03(\/P)os/q = (=/P)(=v/1) = V/P4-

Assim, para o subgrupo < o3 >= {1, 03} obtemos

a+by/p + /g + dy/pg = o3(a + by/p + c/q + dv/pq)
= o3(a) + 03(b)os(/p) + 03(c)os(v/a) + 03(d)o3(v/pg)
=a — by/p — c\/q+ doi\/poi\/q
=a—by/p—cyq+dypq

se, e somente se, b = ¢ = 0. Portanto ¢(< o3 >) = {a + d\/pq : a,d € Q} = Q(\/pq).
Por tltimo, @(AutoQ(/p,1/7)) = Q ja que AutgQ(\/p,\/q) ¢ galoisiana e por

definicao de grupo de Galois.
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Portanto, podemos representar a seguinte correspondéncia

Subgrupos Corpos fixados
{e} +— Q(vp.Va)
<oy >+ Q(\/p)
<oy ><+— Q(/9)
< o3 > «— Q(y/pq)
AutgQ(v/pn/q) +— Q

Na linguagem de reticulado, no qual subcorpos e subgrupos se correspondem de
acordo com suas respectivas posigoes.

Qlvp va)

PN
Q(vp) Q(v/Pa) Q(va
\ A@ /

{e}
{}/{ }\{}
o~ |

AutoQ(/p,\/q)
7.2.1 O Teorema Fundamental da Teoria de Galois

Nesta se¢ao continuaremos com as nogoes elementares da teoria de Galois. Fo-
caremos em extensoes finitas tais que Q C F C K C C. Todas extensoes ' C K
serao consideradas subcorpos de C contendo Q. As propriedades e defini¢coes deste

)

capitulo estarao em consonancia com [3], [7], [14] e [19].

O teorema fundamental da teoria de Galois mostra que a correspondéncia de
Galois, vista na Secao 7.2 é biunivoca quando a extensao é finita, normal e separavel,
ou seja, uma extensao galoisiana finita. Do mesmo modo que anteriormente as
demonstragoes omitidas encontra-se na bibliografia indicada.

Em relagao a sobrejetividade temos as seguintes propriedades.

Lema 7.1: Se F C K ¢ finita entao K é simples, normal e separavel sobre o corpo
fixado de qualquer subgrupo H de AutpK.

Teorema 7.4: Se F' C K ¢ finita entao H = I'(®(H)) e |H| = [K : ¢(H)| para
todo subgrupo H de AutpK.

Como consequéncia do Teorema 7.4 temos que a correspondéncia de Galois é
sobrejetiva para extensoes finitas.
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Para a injetividade temos as seguintes propriedades.

Lema 7.2: Seja F' C E C K extensoes corpos. Se K é galoisiana sobre F' entao K
¢ galoisiana sobre E.

Porém E nao é necessariamente galoisiana sobre F', como mostra o exemplo

K = Gal(z® —2,Q), E=Q[vV2] e F = Q.

Teorema 7.5: Se F' C K é uma extensao galoisiana, entdao F = @(I'(E)) para todo
corpo intermediario F.

Como consequéncia do Teorema 7.5, temos que correspondéncia de Galois é
injetiva para extensoes de galoisianas.

Corolario 7.5: Seja K uma extensao finita sobre F'. Entao,
K ¢ galosiana sobre F' < F = O(AutpK)
A demonstracao do teorema abaixo encontra-se em [7].

Teorema 7.6: Se F' C L C K sao extensoes finitas e F' C K é Galoisiana, entao as
seguintes afirmacgoes sao equivalentes:

(a) K D L galoisiana
(b) o(L) C LVo € AutpK
(¢) Aut, K Q AutpK.

Para a proposi¢ao abaixo considere as notagoes F' C L C K, E(K,F) = {L :
corpo intermedidrio de K | F'} e S(G) = {H: H subgrupo de G}.

Proposicao 7.3: Temos:

a) Se Ly, Ly € E(K,F) e Ly C Ly entao I'(Ly) > T'(Ly).
b) Se Hy, Hy € S(G) e Hy < Hy, entao p(Hy) 2 ¢(H,).
c) Para todo L € E(K,F) tem-se (poI')(L) D L.

d) Para todo H € S(G) tem-se (I'o p)(H) > H.

Demonstragao. Para provar o item (a), sejam Ly, Ly € E(K, F) e Ly C Lo. Entao
F(Ll) = GalLlK Z GalLQK = F(Lg)
Ja para o item (b), sejam Hi, Hy € S(G) e Hy < Hy. Entao

o(Hy) = {a€ M |o(a)=aVo € Hy}
C {aeM|o(a)=aVo € H}
= p(H)
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Tomando L € E(K,F), temos I'(L) = Gal K e o item (c) segue imediatamente
das definicoes.

Agora, para o item (d) tome H € S(G). Chamado N = ¢o(H) = {a €
M | o(a) =aV o€ H}, segue imediatamente que H < GalyK =T'(p(H)). O

Teorema 7.7: (Teorema Fundamental de Galois). Se K | F é uma extensao
galoisiana, Autp K = G, E(K,F) = {L : corpo intermediario de K | F'} e S(G) =
{H: H subgrupo de G} entao:

(a) VL€ E(K,F) tem-se [K: L] =|I'(L)| e [L: F] =[G: I'(L)](o indice de I'(L)
em G);

(b) VH € S(G) tem-se [K: ®(H)| = |H| e [¢(H): E] = [G: H] (o indice de H em
G);

(C) IN'od = IS(G) edol = ]E(K,F)
(d) VL e E(K,F),L| F galoisiana < I'(L) = Aut, K < G.

(e) Seja L € E(K,F). Se L | F galoisiana entao [L: F| = |AutpL| e G/T'(L) =~
AUtKL

Demonstragao. No item (a). Seja L € E(K,F), F C L C K. Mas, K D F
implica que K | F' é galoisiana pelo Teorema 7.3 segue que:

K L] = |Aut K| = [T(L)]
e como [K: F| = |Autp K| =[K: L] - [L: F] temos que :
|Gl = [K: L} - [L: F] = |[T(L)] - [L: F]

e dai vem que [L: F| = [G: ['(L)].

Em (b) provaremos primeiro a segunda parte, que segue imediatamente da
primeira parte, pois dado H < G e L = p(H) e por |G| = [K : F| = [K :
©(H)][(H) : F], temos que

[p(H): F] =[G : H]

segue do Teorema de Lagrange (ja que [K : p(H)|] = |H|).
Agora, para provar que [K : ¢(H)| = |H|, seguiremos o mesmo argumento
utilizado no Teorema 7.3 item 4. Pelo item (a) temos que

[[K: L] = [T(L)| em que L = o(H)]

dessa forma [K : ¢(H)] = |T'(p(H))| que sabemos, pela Proposi¢ao 7.3, [M :
¢(H)] > |H|. Suponhamos por absurdo que

(K p(H)] > [H]]
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e suponhamos que H tenha n elementos, H = {0y,09,...,0,}. Como [K :
¢(H)] = [K : L] > |H|, a dimensao de K como espago vetorial sobre L é maior
que n, logo existem (n + 1) vetores wuy,us, . . . Up,u,11 vetores LI sobre L = p(H).

De modo totalmente analogo ao que fizemos no Teorema 7.3 item 4, temos
uma contradi¢ao e concluimos que

(K - o(H)] = [H].

Em (c)temos, seja H € AutrpK e L € E[K,F]. Sabemos da proposigao pela
Proposicao 7.2 que:

H<T(®(H)) e L < ST(L)).

Pelo item (a), temos: [G: I'(®(H))] = [®(H): F] e pelo item (b), temos:
[@(H): F| = [G: H]. Dai segue imediatamente que

(G: T(®(H))] = [G: H] e T(B(H)) = H.

Analogamente, pelo item (b): [K: ®(I'(L))] = [I'(L)] e pelo item (a) temos
IT(L)| = [K: L]. Logo,

[K: &(T(L))] = [K: L] e do (I'(L)) = L.

O item (d) é consequéncia imediata do Teorema 7.6.
Em (e) temos, pelo item (a) sabemos que [G: I'(L)] = [L: F] portanto é
suficiente provarmos que: VL € E[K,F|, L | F galoisiana implica que:

G/T(L) ~ AutpL

De fato, com L | F' galoisiana sabemos do Teorema 7.6 que, V 0 € G tem-se
o9 = 0], € AutrL, portanto podemos definir a seguinte funcao:

§: G — AutplL

o —> 09 =0,

como § é um homomorfismo de grupos, cujo nicleo N(§) = {0 € G: 0y =0}, =
]

7.3 Solubilidade por meio de radicais

Nesta secao definiremos a no¢ao de polinéomio solivel por meio de radicais, e
daremos um critério (por meio dos grupos de automorfismos) para que as raizes de
um polinomio sejam expressas por meio de radicais. Vejamos um exemplo.

Exemplo 7.3.1: Suponhamos que uma raiz « de f(x) € Q[z] seja expressa por
meio dos seguintes radicais:
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V2 —V2+3
7 1— \4/5 :
Se denotarmos a; = v/5as = v/1 — a1, a3 = v/2, a4 = /2 — a3 e a5 = /3, teremos:

Q= F, C Fylan] = F1 C Fifas) = F5 C Fylas]| = = F3 C Fi[ay) = Fy C Fylas] = Fs.

o =

- 4 7 3 5 2 _
E7 alnda? a; € F07a2 € F17a3 € F27a4 € F37a5 € F4,0é c F5 — Q[alaa27a37a47a5]'
Portanto. dada a expressao radical acima conseguimos uma extensao Fj, contendo

Definiremos a noc¢ao de extensao radical.

Definigao 7.8: Dizemos que K | F finita é um extensao radical sobre F' se
day,as,...,a, € K tais que:

(a)F = Fy C Fylai] = Fy C Filag] = F5> C Fylas] =
= F3 C Filay) = Fy C Fylas) C ... C F; =
— Ffa]C...CF =K

(b) Vie{l,2,...,r},3In,N tais que o] € F;_y.

Observe que como a;* = b;_; € F;_y podemos também denotar F; = F; 1] \/b;_1]
ou seja F; é obtido de F;_; por adjuncao de um raiz do polinomio

™ — b1 € E—l[l‘]-

Agora, se f(z) € F[z] é uma raiz a de f(x) estd numa extensao radical K =

Flay,aq, ... ,a,] com anteriormente, entao o pode ser expresso como uma expressao
) ) ) bl
polinomial p(ay,as,...,a,) com coeficientes em F, isto é,
a =p(ay,ag,....a.) € Flay,ag, ... a.].

Entao, a; = "Vby,as = "¥/by...a, = K/b,_yemqueb; € F;, j=01,...r—1e

teremos também:

= p( "\1/%7 n%/b_la Tty n\r/ br—l);

que é um expressao polinomial radical. Note ainda que,

a1 = Who,as = R/a( Vo) as = "o /(o).

e, assim, sucessivamente, em que ¢i,¢o, . . ., sao polindomios em F', e assim « poderia

se reduzir a um expressao radical envolvendo polinomios e raizes de by € F.
Definiremos a nogao de polinomio soliivel por meio de radical.

Definicao 7.9: Sejam f(x) € Flz] e L = Gal(f,F). Dizemos que f(x) é um
polinémio solivel por meio de radicais sobre F' se 3 uma extensao radical K | L tal
que FCLCK.
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Finalizaremos este capitulo com algumas importantes propriedades.

Proposigao 7.4: Seja Q C F' C L uma extensao radical sobre F. Entao existe um
extensao K, tal que F' C L C K em que K ¢ radical e galoisiana sobre F.

Teorema 7.8: Sejam F' | Q, f(z) € Flz] e L = Gal(f,F). Se f(x) é solivel por
meio de radicais sobre F', entao o grupo G = AutpL é soluvel.

O teorema acima nos dé condigoes para a solubilidade de f(x).

Exemplo 7.3.2: O polinémio f(z) = 2° — 6z + 3 € Q[z] ndo é solivel por meio de
radicais sobre Q.

Como AutgL =~ S; nao soluvel, no qual L = Gal(f,F), segue o resultado
imediatamente pelo Teorema 7.8.

Ja vimos que se K | F' é uma extensao galoisiana de grau n, entdo G = Autp K é
isomorfo a um subgrupo de S,,, veja a Proposicao 7.1. Entao, para determinarmos a
solubilidade por meio de radicais podemos verificar se S,, é solivel, como no exemplo
anterior, ja sabendo que pela Proposi¢ao 6.10, S,, nao é solivel para n > 5.

Deste modo temos o seguinte fato: nao existe uma féormula envolvendo somente
as operagcoes definidas no corpo e extracao de raizes para a solucao de uma equacao
algébrica geral de grau > 5.

O exemplo a seguir nos dira sobre a solubilidade por radicais de um polinémio
geral de grau n.

Exemplo 7.3.3: Seja L = Q(x1,z9,...,2,) 0 corpo das fungbes racionais com
2

coeficientes sobre Q nas “variaveis independentes x1, xa,..., x,,”.
Se definimos:

ST = T1+2x9+ ... +xH

So = X1To9+T1X3+ ... T+ 1Ty, + ... T Tp_ 1Ty
Sp — X1X2...Tp
entdo K = Q(sy, S2, ..., Sy,) é chamado o corpo das fungdes racionais simétricas sobre

Q.

Veja que x1, xa,...x, sdo elementos algébricos sobre K (embora transcendentes sobre
Q) pois L = Gal(f, K) no qual

flt) =t"—sit" " sot" P+ 4 (=1)"s, € K[t].
Assim, x1,..., z,, sa0 as n raizes de f(t) e mais, L = K|xy,x9,...,x,] = Gal(f, K).

Pode-se provar que cada permutacao oy do conjunto 2 = {x1,xs,...,x,} das
raizes de f da origem a um elemento o € Auty L, ou seja, [L : K] =nle Autx L = S,,.
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O polinémio t" — s1t" ' + ... + (=1)"s,, = f(t) chama-se o polindmio geral de
grau n sobre Q e portanto:

O polinomio geral de grau n sobre Q, n > 5, nao é soltvel por meio de radicais
sobre o corpo das funcoes racionais simétricas.

Apresentaremos no proximo capitulo trés atividades para serem aplicadas em
alunos de turmas do 3° ano do ensino médio. Essas atividades serao apresentadas
com 0s respectivos roteiros em concomitancia com o software GeoGebra tendo em
vista um estudo diferenciado de equacgoes algébrica. Neste caso, o aluno tera a
oportunidade de ampliar o seu conhecimento por meio de um processo investigativo
proporcionando a consolidacao de conceitos matematicos.



Atividades Propostas

Neste capitulo o trabalho desenvolvido esta relacionado com as equacoes do 2°,
3° e 5° graus com foco na solubilidade por radicais, ou seja, por meio de férmulas
envolvendo radicais e operagoes elementares no corpo. O objetivo geral destas
atividades é compreender as propriedades basicas dos niimeros complexos e a sua
historia, a resolugao das equagoes algébricas por meio de férmulas envolvendo radicais,
as diferencas das raizes complexas e reais, e se uma equagao ¢ ou nao soluvel por
radicais. O trabalho aqui proposto tem como objetivo a contextualizagao e estarao
em consonancia com [L6] e [17].

Nestas atividades o professor deve focar a metodologia de resolucao de problemas.
Essa metodologia busca primeiro compreender o problema, estabelecer um plano,
executar o plano e fazer o retrospecto. Na etapa de compreender o problema o
professor deve orientar o aluno a identificar a incoégnita, os dados, a condicionante
e tracar um figura. No estabelecimento de um plano deve-se encontrar a conexao
entre os dados e a incognita, verificar se existe um problema correlato para facilitar a
compreensao, retomar definicoes ou qualquer outro estratégia que facilite a construcao
do plano. Ao executar o plano, a verificacao de cada passo é essencial para construcao
do resultado correto. Por tultimo, o retrospecto, examinar a solugao obtida para
verificar o resultado, possibilita a compreensao dos conceitos abordados no problema.
Durante todos as etapas, o professor orienta os alunos como mediador do processo
de aprendizagem para nao interferir no protagonismo do aluno.

No processo de investigativo temos a exploracao e formulagao de questoes como,
reconhecer uma situacao problema, explorar a situacao problematica e formular
questoes. Outros momentos importantes na realizacao de uma investigacao sao
as conjecturas, os testes e reformulacoes, a justificacao e avaliagao. Conjecturar é
essencial para organizar dados e formular conjecturas. Nos testes e reformulagoes é
possivel refinar uma conjectura. E na justificagao e avaliagao, pode-se justificar uma
conjectura e avaliar o raciocinio ou resultado do raciocinio.

Ressalta-se que o GeoGebra como ferramenta de ensino/aprendizagem pode ser
benquisto pelos educandos, por ser de facil entendimento e ter layout favoravel para
o aprendizado, proporcionando a consolidacao dos diversos conceitos geométricos
no contexto da resolugao de problemas. Destaca-se que, ao utilizar este recurso
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tecnolégico para aperfeicoar um dado conceito, pode-se aprimorar a didéatica do
educador e permitir ao estudante aprender por meio da deducao, teste e verificacao
de suas hipoteses. O GeoGebro promove uma didatica aprimorada do professor, e
possibilita ao aprendiz um ambiente desafiador e interessante. E ainda, desenvolve
nos estudantes a capacidade de abstragao, verificacao, construcao e consolidagao do
conhecimento de forma motivadora.

Percebe-se que uma didatica diferenciada e inovadora que possibilite ao professor
explorar ainda mais as habilidades dos estudantes e os instigue a prética da investi-
gacao, pode leva-los a tornarem-se sujeitos argumentativos e reflexivos na busca de
um conhecimento adequado e prazeroso.

Foi feito no final deste capitulo uma breve analise dos resultados alcancados por
parte dos alunos tendo em vista o conhecimento adquirido, a expectativa em relacao
a metodologia adotada e se foi despertado o espirito cientifico no alunos.

8.1 Atividade I - Solucoes das equacoes de
segundo e terceiro Graus

Tema:
Determinando as raizes de um tipo equagao do terceiro grau através das equagoes do
primeiro e segundo graus.

Objetivos:

e Investigar a solucao de uma situacao-problema envolvendo calculo de maximos
ou minimos de uma func¢ao do segundo grau;

e Explorar a metodologia de resolucao de problemas com auxilio do GeoGebra;

e Alterar hipdteses de um problema para obter problemas correlatos e resolvé-los.

Pré-requisitos:

e Reconhecer o grafico de uma funcao do segundo grau;

e Reconhecer que o sinal do coeficiente de 22 é que determina a existéncia de
maximo ou de minimo de uma funcao do segundo grau;

e Identificar o valor maximo (ou minimo) de uma fungdo do segundo grau e
quando ele ocorre, respectivamente, com a ordenada e a abscissa do vértice da
parabola;

e Calcular as coordenadas do vértice;

e Identificar os intervalos de crescimento e decrescimento da fungao do segundo
grau;



Capitulo 8. Atividades Propostas 98

e (Calcular o maximo ou o minimo de uma fun¢ao do segundo grau;

e Construcao do grafico de funcao do segundo grau no GeoGebra.

Metodologia adotada:

Lista de atividades, lapis, régua, borracha, caneta, quadro, pincel para quadro,
apagador, computadores com o software GeoGebra.

Orientacoes didaticas:

Para otimizar o processo de aprendizagem, os alunos deverao sentar-se em dupla
ou trio, adotando critérios de afinidade, aptidao matemaética e conhecimento em
informéatica. Proporcionando, deste modo, debates sobre as possiveis resolucoes e
davidas a respeito das questoes propostas.

O professor devera prever os possiveis problemas técnicos e a melhor proporcao
entre numeros de alunos e computadores. Durante todo o processo de aprendizagem
o professor deverd sanar as dividas, seguindo pausadamente o roteiro, observando se
todos estao compreendendo os conceitos abordados.

Dificuldades Previstas:

Problemas técnicos, conhecimentos sobre o uso de computadores, compreensao
dos conceitos abordados e ansiedade dos alunos para conclusao das atividades.

Tempo Estimado

Tempo previsto para a execugao desta atividade é de 2 aulas de 50 minuto cada.

Atividade 1
Resolva a equacao x® — 822 + 122 = 0

Roteiro da Atividade I:

1. A equacao possui no maximo quantas raizes?
2. Fatore, se possivel, a equagao.

3. Note que determinamos dois fatores, e ja podemos determinar uma raiz. Qual
é esse valor?

4. O outro fator é um trinémio do 2° grau. Determine as raizes usando a féormula
resolvente da equacao do segundo grau que leva o nome de formula de Bhaskara.

5. Determine as coordenadas do vértice da equagao do 2°grau do item anterior.
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6. Com o uso do GeoGebra faga o gréficos das fungdes f(z) = x e g(z) =
2% — 8x + 12.

7. Encontre no minimo 5 pontos no GeoGeobra, tal que, (z,z - (z* — 8z + 12))
8. Faga o grafico da fungao h(z) =z - (2? —8x +12) = 2% — 8z* + 122 =0

9. Faca um anélise entre os itens 6,7 e 8. O que podemos concluir sobre a
construcao do grafico da fungao h(zx) em relacao as fungoes f(x) =z, g(z) =
% — 8x + 127

Resolugao:
Gréfico das fungoes f(z) =, g(z) =2 =8z + 12 e h(z) =23 — 82° + 122 =0

-16 -14 -12  -10 -8 -6 -4 -2 4 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26

; i

Figura 8.1: Grafico das fungoes f(z) = z, g(z) = 22 — 8z + 12 e
h(z) = 23 — 8z 4+ 12z da Atividade I
Fonte: Elaborado pelo Autor

Seja 23 — 822 + 122 = 0. Sabemos que um polinémio de grau trés possui no
maximo trés rafzes. Se fatorarmos a equagiao obtemos z(z? — 8z + 12) = 0. Logo,
para esse produto ser igual a zero devemos ter x = 0 ou 2% — 8x + 12 = 0. Assim,

2’ —8r+12=0=

L_TbEVA
N 2a
~ 8+4/16
2

Obtemos dois valores 1 = 6 e x5 = 2.
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Para os vértices obtemos,

b8
v, = — =224
R
e 6,
Yo = 1 1

Note que h(z) é determinado pelo produto de f(z) e g(x). Isto é, seja y =
h(z),m = f(x) en=g(z) temos y =m -n

8.2 Atividade II - Solucao da equacgao do terceiro
grau por meio das formulas de Cardan

Tema:
O uso das formulas de Cardan para solucao de uma equacao do terceiro grau.

Objetivos:

e Investigar a solugao de uma situagao-problema por meio de férmulas;
e Explorar a metodologia de resolugao de problemas com auxilio do GeoGebra;

e Ampliar o conhecimento sobre niimeros complexos.

Pré-requisitos:

3

Reconhecer o gréfico de uma funcéo do terceiro grau do tipo f(z) = z° em R;

Conhecer os conceitos basicos de niimeros complexos e raizes da unidade;

Identificar os intervalos de crescimento e decrescimento da fungao do terceiro
grau em R;

Construcao do grafico da fungao do terceiro grau em R do tipo f(z) = 23 +
ax® + bx + ¢ no GeoGebra para a, b e c reais;

Determinar as raizes usando as formulas de Cardan.

Metodologia adotada:

Lista de atividades, lapis, régua, borracha, caneta, quadro, pincel para quadro,
apagador, computadores com o software GeoGebra e calculadora cientifica.

Orientacoes didaticas:

Para otimizar o processo de aprendizagem, os alunos deverao sentar-se em dupla
ou trio, adotando critérios de afinidade, aptidao matemaética e conhecimento em
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informética. Proporcionando, deste modo, debates sobre as possiveis resolugoes e
duvidas a respeito das questoes propostas.

O professor devera prever os possiveis problemas técnicos e a melhor proporcao
entre nimeros de alunos e computadores. Durante todo o processo de aprendizagem
o professor devera sanar as duvidas, seguindo pausadamente o roteiro, observando se
todos estao compreendendo os conceitos abordados.

Dificuldades Previstas:

Problemas técnicos, conhecimentos sobre o uso de computadores, compreensao
dos conceitos abordados e ansiedade dos alunos para conclusao das atividades.

Tempo Estimado

Tempo previsto para a execugao desta atividade é de 2 aulas de 50 minuto cada.
Atividade 11

Resolva a equagao 2 + 62? + 21z + 14 = 0 em C.

Roteiro da Atividade II:

1. A equagao possui no maximo quantas raizes?

2. E possivel utilizar o método da Atividade 17

3. Determine os valores de p e q.

4. Encontre a raiz real usando as férmulas de Cardan.

5. Com o uso do GeoGebra faca o gréifico da funcio f(x) = z® + 62* + 21z + 14.
6. Determine as raizes complexas da funcao.

7. O GeoGebra fornece as raizes complexas da fungao?

8. Repita o processo para a equacao x° — 3z — 18 = 0

9. Verifique se 3 é raiz da equacao do item 8.

10 Se o item 9 for verdadeiro, entao nés temos quatro raizes para equagao do item
87 Justifique a sua resposta.

Resolugao:

Determinemos inicialmente os valores de de p e q.



Capitulo 8. Atividades Propostas 102

B A oY,
;
O f(x) = +63+21x+14 T
1 V3i | 1 Vi
v ) et vV ) ==\ 3
® x?7(7§+7) (5+\/63) +(—§+T) (6—\;63) 2
— 258 + 3160
1 vai i 1 V3i | :
V3l ==\ i =\
® Xs—(—§+T) (5+v3) +( s+ )(6 Ves) -2
— -2.58- 3.160
= i —\ 5 i -2 —10 ) -5 2
® x1=((6v\63) + (6 ve3) 72,0)
— (-0.84, 0)
Q@ axvie2+2x+14-0
® Ra fizesComplexas (x® + 6 x* + 21 x + 14)
.z, = -2.58- 3.160 N
© - z,=-258-3160
D - z--08+i00 B

Figura 8.2: Grafico da funcao f(z) = z® +62% + 21z + 14 da Atividade II
Fonte: Elaborado pelo autor

6 62 2(6%) 21-6
—y——=y—-2. p=21—— =9 g= — 4+ 14 = -12.
T=Y-3=Y=a0p 3  q 57 3 +

Para eliminarmos o termo do segundo grau, efetuamos a substituicao x = y — 2,
obtendo a equacao y3 + 9y — 12 = 0, cujas raizes sio:

v = 6+ VB34 /6 - V63
ygzw\3/6+\/@+w2\3/6—\/@;
y3:w2\3/6+\/@—|—w\3/6—\/@.

Portanto, as raizes da equacao original, veja o Gréfico 8.2, sao:

T =1y — 2
Ty =Yy — 2;
T3 =ys3 — 2.

No caso da equacao 2% — 3z — 18 = 0 temos por inspecao que 3 é raiz da equacao,
resolvendo de forma analoga obtemos,

3=9+4V5+V9-4V5

Logo, nao temos quatros raizes complexas, veja Grafico 8.3.
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Figura 8.3: Gréafico da fungio f(x) = 2® — 3z — 18 da Atividade II
Fonte: Elaborado pelo autor

8.3 Atividade III - Solucao da equacao do quinto

grau

Tema:

Uma quintica nao soluvel por radicais

Objetivos:

e Investigar a solucao de uma situagao-problema por meio de férmulas;
e Explorar a metodologia de resolucao de problemas com auxilio do GeoGebra;

e Determinar valores aproximados de raizes por inspecao.

Pré-requisitos:

e Reconhecer o grafico de uma funcao do quinto grau do tipo az® + bz + ¢ para
a,b e c racionais;

e Identificar os intervalos de crescimento e decrescimento da funcao do quinto
grau em R;

e Construcao do grafico da funcao do quinto grau no GeoGebra para a, b e ¢
racionais;
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Metodologia adotada:

Lista de atividades, lapis, régua, borracha, caneta, quadro, pincel para quadro,
apagador, computadores com o software GeoGebra e calculadora cientifica.

Orientacoes didaticas:

Para otimizar o processo de aprendizagem os alunos deverao sentar-se em dupla
ou trio, adotando critérios de afinidade, aptidao matemaética e conhecimento em
informatica. Proporcionando, deste modo, debates sobre as possiveis resolugoes e
davidas a respeito das questoes propostas.

O professor devera prever os possiveis problemas técnicos e a melhor proporcao
entre nimeros de alunos e computadores. Durante todo o processo de aprendizagem
o professor deverd sanar as dividas, seguindo pausadamente o roteiro, observando se
todos estao compreendendo os conceitos abordados.

Dificuldades Previstas:

Problemas técnicos, o conhecimento sobre o uso de computadores, compreensao
dos conceitos abordados e ansiedade dos alunos para conclusao das atividades.

Tempo Estimado
Tempo previsto para a execucao dessa atividade é de 1 aula de 50 min.

Atividade II1

Determine por inspecao um valor aproximado das raizes reais da equacao 22° —
10z + 5 = 0. Sugestao: utilize valores reais dentro do intervalo [—2,2] e pesquise se
existe alguma férmula envolvendo somente as operagoes definidas em C e extragao
de raizes para a solucao de uma equagao algébrica geral de grau 5.

Roteiro da Atividade III:

1. A equagao possui no maximo quantas raizes?

2. Utilize a calculadora para determinar os valores aproximados das raizes. Com-
pare seu resultado com os outros grupos.

3. Com o uso do GeoGebra faga o grafico da fungao f(x) =22° — 10z +5=0
4. Compare o seu resultado com as raizes determinadas pelo GeoGebra.

5. Pesquise uma solucao que utilize formulas correspondentes com a Atividade II.
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Resolugao:

Por inspe¢ao podemos determinar alguns valores aproximados para as raizes.

Vejamos alguns valores:

f(2) =2(2)° —10(2) + 5 =49
f(1,5) = 2(1,5)° — 10(1,5) + 5 = 5,188
f(1,4) =2(1,4)° —10(1,4) +5 = 1,756
f(1,3) = 2(1,3)° = 10(1,3) + 5 = —0,574
f(1,33) = 2(1,33)° — 10(1,33) + 5 = 0,0231

Grafico das funcao f(x) = 22° — 102 + 5 = 0.

KA 0O 4N

o I

Bl A £ Y
D f =2F-10x+5 : 5
RaizesComplexas(2 x® — 10 x + 5)
O \
— z; =-16+ 00
* 2
I3
© - z,=-012-152
D -z =-012+15% : £
O - z,-o051:00
H 1 Z4
O — z; = 1.33 + 0t -1 -3 -2 125 2 3 5
® A = Intersegdo(EixoX, EixaY)
- (0.0) #*
c: Circulo(A. z;) @
@
— x2+y? =232 - [S}
+
™™ f
=

Figura 8.4: Gréfico das fungao f(z) = 22° — 10z + 5 = 0 da Atividade
I11
Fonte: Elaborado pelo autor

Note que o GeoGebra determinou z5 = 1,33 como a raiz da funcao. Mas quando
utilizamos este valor na fungao f(x) = 22° — 10x + 5 encontra-se f(1,33) # 0. Isto
ocorre devido aos critérios arredondamentos do programa.

Por tltimo, o grupo de galois do polinémio f(z) = 22> — 10z +5=0¢€ Q ¢
isomorfo & S5, nao solivel. Consequentemente, a equacao f(z) = 22° — 10z +5 =0
nao ¢ soluvel por radicais.
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8.4 Avaliacao das aulas ministradas

Em parceria com a equipe pedagdgica na unidade escolar, foi estabelecido que
selecionariamos 18 alunos do 3° ano do Ensino Médio. Esta amostragem foi estabe-
lecida de acordo com os critérios de interesse, disponibilidade de horario, vocacao
matematica. Esses alunos pertencem a varias unidades escolares do Municipio de
Contagem/MG, Brasil. Todas as aulas foram ministradas no laboratério de informé-
tica e ministrada pelo o autor. O periodo previsto de trabalho era de 3 dias no turno
da tarde das 13 horas as 17 horas.

Devido a dinamica da aulas, o periodo de trabalho foi concluido em 4 dias, um
dia além do previsto. Inicialmente foi necessario ministrar 3 aulas de 50 minutos
referentes ao conteido dos nimeros complexos e 1 aula de 50 minutos, sobre as
ferramentas bésicas do GeoGebra.

Na primeira aula, relatou-se sobre a importancia dos nimeros complexos nas
ciéncias e um pouco da historia. Posteriormente, no intuito compreender a ideia
v/—1 = i iniciou-se com uma situacao-problema mais simples, e aguardou-se a reacio
dos alunos. Segue esse primeiro Exemplo 8.4.1 trabalhado em sala.

Exemplo 8.4.1: Faca conforme o exemplo abaixo.

V=3 = V3D = V3 VT

Neste momento os alunos indagaram que “nao existe raiz quadrada de -1”7. Houve
a seguinte intervencio. “Temos um problema, /=1 ¢ R e ndo podemos resolver o
exemplo em R. O que podemos fazer? Serd podemos criar um conjunto no qual
resolveremos o exemplo?”.

Apéds uma explanacao sobre a possibilidade de criarmos um conjunto no qual existe
v/—1 e tomando o devido cuidado para nao desvincular das propriedades do conjunto
C visto no Capitulo 4, Secao 4.2 trabalhou-se a seguinte estratégia. “Portanto,
facamos a adjuncao de v/—1 com R, ou seja, R U {v/—1}, e ainda, v/—1 =i e
R U {/—1} = R(i) = C. Chamamos C de conjuntos dos complexos”. Sugerimos ao
leitor a releitura da Definicao 5.2 e o Exemplo 5.1.7.

Posteriormente os alunos foram direcionados a refazerem Exemplo 8.4.1 em C.
Com objetivo de levar os alunos a definicao dos niimeros complexos foi descrito no
quadro branco alguns exemplos de niimeros complexos como, 10z,5 + 77, —1, 20, e
7—9:. E feita a seguinte pergunta, “Por qué esses niimeros pertencem ao conjunto C?
Houve diversas respostas, “Porque tem o ¢”, “O ntimero real esta dentro do complexo”,
“Quando soma, nao deixa de ser complexo”. E claro que as respostas nao foram
instantaneas, sempre houve a necessidade de direcionar os alunos.

Apos outras orientacoes sobre os niimeros complexos percebeu-se que os alunos
compreenderam o porqué dos exemplos apresentados eram nimeros complexos. Logo,
antes de introduzir a definicao de niimeros complexos, apresentou-se o seguinte
exemplo.
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Exemplo 8.4.2: Represente os niimeros complexos 1 + 52, 9 — 77, 5 e 8 no plano
cartesiano usando GeoGebra.

O exemplo 8.4.2 foi descrito no quadro branco e orientou-se os alunos a fazerem;
sem mais explicacoes. Essa estratégia de nao explicar foi intencional para analisar as
reacoes e indagacoes dos alunos, o objetivo era que eles percebesse quais niimeros
estavam no eixo vertical e no eixo horizontal. A surpresa é que eles, simplesmente,
abriram o GeoGebra e fizeram o que foi pedido, e ficaram aguardando novas orien-
tagoes. Esperava-se que ficassem surpresos com a ideia nimeros complexos serem
representados como par ordenado, mas, nao houve essa assimilacao.

Entao, apds algumas falas sobre a relagao dos nimeros complexos e os pares
ordenados, explicou-se a definicao de nimeros complexos, Definicao 4.1, a forma
algébrica do complexo z, as propriedades do médulo de z, o conjugado e a aritmética
dos nimeros complexos do Secao 4.2.

Os alunos conseguiram compreender que z = a + bi em que a e b sdo reais (a é
chamado parte real e b a parte imagindria (O aluno P.L.F relatou “Imagindrio, porque
imaginamos que i = y/—17.) do complexo, mas, a relacio dos nimeros complexos
com os pares ordenadas nao foram compreendidas por todos, 3 alunos afirmaram
que entenderam parcialmente e outros 15 alunos afirmaram que compreenderam.

Assim para trabalhar os conceitos apresentados foram feitos alguns exercicios
com os alunos. Sao eles,

No caso da aritmética dos nimeros complexos foi proposto os exemplos 8.4.3,
8.4.4,8.4.5, 8.4.6 e 8.4.7.

Exemplo 8.4.3: Dados os niimeros complexos z; = (x — 1,y + 2) e 29 = (—4, 3),
determine os nimeros reais x e y para que se tenha z; = 2.

Exemplo 8.4.4: Dados os complexos z; = (2,4) e z5 = (3,—1), determine os
complexos v e w, tais que v = 21 + 23 ¢ W = 21 - 9.

Exemplo 8.4.5: Dados os complexos z; = (1,2) e z =5 (3,4) cada caso determine
o complexo z que satisfaz a condicao indicada:

aztz=2
a 292 =21

Exemplo 8.4.6: Calcule:

&

o o
SN— N— S— SN— SN—
~.
N

o

@D
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f) %

Exemplo 8.4.7: Dados os complexos v = 1+2i e w = 2 — 2i, calcule v +w, v - w, w?

ew—v

O exemplo 8.4.8 foi proposto no intuito de melhorar a compreensao das formulas
de Cardan. As quais foram utilizadas na Atividade II.

3
Exemplo 8.4.8: Dado o nimero complexo w = — + ZT, calcule w? e w?.

2

O exemplo 8.4.9 foi proposto para trabalhar os conceitos de médulo e conjugado.

Exemplo 8.4.9: Dado o complexo z = 2 — 47, determine:

a) o inverso de z;
b) o conjugado do inverso de z?;
¢) o inverso de z -1

d

omodulode z e z

Concluimos desta forma o primeiro dia de estudo. Essa metodologia de construir
um trabalho investigativa sobre um determinado conceito antes de apresenta-lo,
contribui para desenvolvimento da autonomia do aluno e promove a consolidacao do
conhecimento.

No segundo dia de trabalho a proposta era trabalhar as atividades I e Il em 4
aulas de 50 minutos. Os conceitos abordados na Atividade I e II estao relacionados
com Capitulo 4 Segao 4.3.

Na Atividades I, Resolva a equacao 23 — 822 + 12z = 0, os alunos sentaram em
duplas nos computadores nos quais foram disponibilizado o GeoGeobra. Também
foram entregues para os alunos material escolar bésico (lapis, borracha, canetas azul e
vermelha, régua) e calculadora cientifica. Cada dupla recebeu o roteiro e aguardou-se
um tempo para eles o lerem. Rapidamente, sem qualquer explicagao notou-se algumas
duplas responderem as perguntas corretamente, sem qualquer auxilio do professor.
Com auxilio do professor, todos os alunos participaram da atividade, esta primeira
atividade transcorreu tranquilamente. Importante relatar que o professor nao pode
ser o agente principal da resolucao da atividade, e sim, o aluno. A dificuldade por
parte dos alunos que se destacou nesta atividade foi a de encontrar a relagao entre os
trés gréaficos f(x) =z, g(x) = 22 — 8z + 12 e h(z) = z(2? — 8x +12) = 2% — 82% + 12z.

A proposta de apresentar a turma os trés graficos no mesmo plano cartesiano,
para entenderem que h(z) = f(x) - g(x), foi um dificultador do aprendizado. Seria
mais interessante explicar separadamente os trés graficos e somente posteriormente a
explicacao deles juntos. Assim, foi necessario retornar no item 7 com uma estratégia
diferente, Exemplo 8.4.10.

Exemplo 8.4.10: Determine pontos no plano cartesiano, para x = 2,4,6, 8 tal que
as coordenadas sejam determinadas por (x,r), (z, 2> —8x+12) e (v, z-(z*—8x*+12x)).
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Neste caso, a determinacao desses pontos foram feitas em concomitancia com o

professor, da seguinte forma:

1.

2.

A=(3,3) e E=(3,-3). Determina I = (3,3-—-3) = (3, —9);
B=(4,4) ¢ F = (4, —4). Determina J = (4,4 - —4) = (4, —16);
C = (5,5) e G = (5,—3). Determina K = (5,5 —3) = (5, —15);
D = (8,8) e H=(8,12). Determina L = (8,8 -12) = (8,96).

-4 -12 -0 -8 -6 -4 -2 0 2 4 [3 8 10 12 4 16 18 20 2 24

Figura 8.5: Exemplo 8.4.10 da Atividade I
Fonte: Elaborado pelo autor

26 28

fo)

A medida que os alunos determinavam a construcao dos pontos, havia a explicagao

de cada passo. Em seguida foi feito o Grafico 8.6 da funcao h(z) = 2® — 82% + 127 e
explicou-se novamente a igualdade h(z) = f(z) - g(x).

o H

-fs
hi

Figura 8.6: Exemplo 8.4.10 da Atividade I
Fonte: Elaborado pelo autor
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No terceiro dia a expectativa era concluir as Atividades II e III em 4 aulas de 50
minutos.

Na Atividade II, “Resolva a equagao x> + 622 + 21z + 14 = 0 em C”, os alunos
continuaram em duplas, necessitou retomar sobre o conteiido de niimeros comple-
x0s e escrever no quadro branco as férmulas, da Secao 4.3.2, necessaria para o
desenvolvimento da atividade. Sao elas:

Obter a igualdade,

2? + ax® + ayx +ag = y* +py+q =0,
para

2 3
a9 as 2a5  a1a9
=y —+ d = =y — —, = - =, = —= - —= + .
r=vy r=y 3 p=m 3 q o7 3 ao

Finalizar com as

Formulas de Cardan

Quando foi escrito essas férmulas no quadro branco, surgiu todo tipo de adjetivos,
mas, nao houve desanimo por parte dos alunos ja que podia usar a calculadora. Esse
¢ importante instrumento para motivacao e conferéncia de resultados. A primeira
pergunta feita pelos alunos foi: “Como escreve essa formula na calculadora?”Entao,
eles foram orientados a seguir o roteiro e o uso das formulas de Cardan seria para o
para o item 6 do roteiro.

O interessante que varios alunos, sem intervencao do professor, responderam
corretamente a primeira pergunta, “A equacao possui no maximo quantas raizes?”.
Conseguiram relacionar o grau do polinémio f(x) = 3 + 622 + 21x + 14 com o
numero de raizes, veja a Proposicao 3.4.

Antes de responderem o item 3, foram feitas explicagoes sobre a origem, do ponto
de vista historico, das formulas de Cardan, veja Secao 4.1, e o modo usar as férmulas,
principalmente a importancia de eliminar o termo de segundo grau. Mas, o maior

—1+iV3
9

das raizes cubicas da unidade (veja Coroldrio 4.3), ja que, a explicagao feita na Segao

desafio foi explicar o porqué do w = nas formulas de Cardan, que é uma

4.3.2 nao estd direcionada para o Ensino Médio. Apods algumas explicacgoes, houve
mais aceitacao que compreensao do assunto, mas, nao impediu de usa-las.
Transcorreu tranquilamente a determinacao dos valores de p e q. No entanto,
na eliminacao do termo de segundo grau foi necessario algumas intervencoes indivi-
duais e coletivas. Somente um aluno, sem auxilio do professor, conseguiu efetuar a
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substituicao = y — 2 e obteve corretamente a equacao y> + 9y — 12 = 0. A maior
dificuldades dos alunos na eliminagao do termo do segundo grau foi a manipulagao
dos fatores. Os erros eram mais falta de atencao que falta de conhecimento.

No item 4, foi recomendado aos alunos fazerem primeiramente no caderno as
devidas substitui¢oes e simplificagbes para posteriormente usarem a calculadora.
Desta forma o uso da calculadora fica simplificado. A dificuldade identificada foi
escrever a expressao f/ 6 + /63 + \3/ 6 — /63 na calculadora mas todos conseguiram
apoés as orientagoes. Até a esse item foram usadas 2 aulas de 50 minutos.

No item 5 nao foi falado, intencionalmente, que quando encontrassem o grafico
da funcao f(z) = 2% + 62% + 21z + 14 0o GeoGebra apenas identificaria a raiz real.
No intuito de verificar a reacao dos alunos. E realmente aconteceu o esperado,
rapidamente perguntaram sobre as outras duas raizes complexa. Foi explicado
aos alunos que quando digitamos uma funcao no GeoGebra o grafico exibido esta
em R. Entao eles foram orientados a fazerem uma pequisa na internet sobre como
determinar as raizes complexas usando o GeoGebra. Verificou-se que existe o comando
RaizesCompleza(f(x)), o que satisfaz o item 7.

No item 6, usou-se as formulas de Cardan. Como foi determinado os valores
de p e ¢ anteriormente, a aplicacao da férmula transcorreu tranquilamente. Em
seguida, determinou-se as raizes complexas usando o comando RaizesComplexa(x® +
622 + 21x + 14) para verificagdo do resultado, veja Gréfico 8.2. Nesse gréfico é
importante tragarmos a circunferéncia de raio || ou |z3| para alunos compreenderem
as diferencas da raiz real e as complexas.

Importante relatar que devido ao uso da calculadora e do GeoGebra os alunos nao
ficaram desanimados com o desenvolvimento da aula. Mesmo com uma maior inter-
vencao do professor o trabalho investigativo por parte dos alunos foi surpreendente,
e todos conseguiram encontrar o resultado esperado. Na Atividade II foi necessario
quase as 4 aulas de 50 minutos. Um fato interessante que ocorreu, foi na resposta da
pergunta (10), quando neste momento apds a explicacdo da mesma no quadro branco,
o aluno M.A.S fez a seguinte indagagao sobre o fato que 3 = V94 45+ V9 — 44/5:
“Professor, vocé esta errado! Isso nao é possivell A calculadora deve estar com

erro de arredondamento!” Note que a pergunta sobre arredondamento é prudente
e interessante. Entao foi esclarecido para o aluno o fato, mas, ele nao acreditou e
relatou que levaria para outro professor. Tudo isso ocorreu de forma tranquila e
respeitosa. Posteriormente o aluno comunicou a escola que informou o autor deste
trabalho, que a questao estava correta.

Por tltimo a Atividade III que ocorreu no quarto dia, o qual nao estava previsto
no cronograma. “Determine por inspe¢ao um valor aproximado das raizes reais da
equagao 22° — 10z + 5 = 0. Sugestao: utilize valores reais dentro do intervalo [—2,2].
E pesquise se existe alguma férmula envolvendo somente as operacgoes definidas
em C e extracao de raizes para a solucao de uma equagao algébrica geral de grau
57, foi impossivel controlar a ansiedade dos alunos em relacao a pesquisa, porque
rapidamente eles vincularam a pesquisa com a internet. Entao, o cronograma da
aula foi modificado e os alunos fizeram diversas pesquisas direcionada pelo professor
para responder a pergunta (5) do roteiro. Esse trabalho investigativo em nenhum



Capitulo 8. Atividades Propostas 112

momento pode ser desmotivado, e sim, direcionado e incentivado. Encontraram nas
suas pesquisas que nao ¢é possivel determinar uma féormula envolvendo radicais para
uma equacao de 5° grau. Mas eles nao compreenderam o motivo. A explicagao sobre a
solubilidade de radicais, foi um desafio. E apds diversas tentativas de esclarecimento,
concordamos em apenas aceitar o fato. Fica entao a pergunta: E possivel ensinar a
solubilidade de radicais para os alunos da educacao bésica na rede publica?

Na Atividade III, os alunos ficaram interessados em como descobrir as raizes de
equacoes de grau n sem o GeoGebra. Entao, citou-se a eles os seguintes métodos:
Método de Newton, Método da Secante e o Método da Posi¢cao Falsa que sao métodos
de aproximagoes numéricas e estao fora do contexto desta atividade.

Importante ressaltar que foi feita, pelo autor deste trabalho, uma avaliacao
continua por meio de relatorios e uma autoavaliacao por parte dos alunos no ultimo
dia. Esses relatérios continham as seguintes indagacoes com algumas respostas,

1. Os alunos se interessaram pela atividade proposta?

“O nivel de interesse estava bom, talvez os recursos didéticos e os fatos historicos
contribuiram. Mas, todos alunos presentes tinham vocacao matematica. E se
nao tivessem, sera que o nivel de interesse seria o mesmo?”

2. Quais foram as dificuldades apresentadas?

“Na Atividade I a maior dificuldade foi compreender o item 9, necessitando
uma maior interven¢ao. Na Atividade II foi o uso das formulas de Cardan,
compreender que 3 = V9445 + v/9 — 45 e o uso da calculadora e do
GeoGebra para conferéncia dos resultados. Por tltimo, na Atividade III foi a
compreensao sobre a solubilidade por meio de radicais”.

3. Quais foram os objetivos alcancados?

“Compreenderam, as propriedades basicas dos niimeros complexos, a importan-
cia das equagoes algébricas nas ciéncias, os métodos para solucionar as equagoes
algébricas e as diferencas das raizes complexas e reais. No entanto, nao foi

—1+iv3
2

Cardan e se uma equacao é ou nao soltuvel por radicais.”

compreendido de maneira plena o porque do w = nas formulas de

4. Qual outro recursos didatico poderia ser empregado nas aulas?

“Nao foi identificado outro recurso”

5. Em qual momento houve maior interacao entre as pessoas envolvidas no traba-

lho?

“No momento que o aluno M.A.S relatou que estaria errado a igualdade
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3 = vV94+4vV5 + v/9— 45 por causa do erro de arredondamento da cal-

culadora e do GeoGebra. Houve um debate intenso entre os alunos, mas, sem
indisciplina”.

Em relagao a autoavaliacao, foram feitas as seguintes perguntas aos alunos para
responderem sem identificagao:

1. Em relacao ao aprendizado dos contetidos apresentados, marque uma das opcoes
abaixo:

a) Uso do GeoGebra:
Bom

Regular

Ruim

Numeros complexos:
Bom

Regular

Ruim

)
)
)
c) Resolugao das equagoes algébricas de 2° e 3° grau usando as férmulas:
) Bom
) Regular

)

Ruim

d) Resolugao de equagoes algébricas de grau maior que 3 usando o
GeoGebra

Bom
Regular

Ruim

)
)
)
e) Diferenca entre as raizes reais e complexas:
) Bom
) Regular

)

Ruim

f) Solubilidade por meio de radicais
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() Bom
() Regular

() Ruim
Na autoavaliacao dos 18 alunos, temos,

e Na letra (a) 16 alunos responderam “Bom”e 2 “Regular’e 0 “Ruim”;

Na letra (b) 13 alunos responderam “Bom”e 3 “Regular”e 2 “Ruim”;

Na letra (c) 16 alunos responderam “Bom”e 0 “Regular’e 2 “Ruim”;

(
(
(
(
(
(

Na letra (d) 18 alunos responderam “Bom”e 0 “Regular”e 0 “Ruim”;

Na letra (e) 12 alunos responderam “Bom”e 2 “Regular’e 4 “Ruim”;

Na letra (f) alunos responderam 0 “Bom”e 3 “Regular’e 15 “Ruim”.

—1+14V3
O fato dos alunos nao compreenderem plenamente o porque do w = +—\/_

nas formulas de Cardan e se uma equacao é ou nao solivel por radicais, nao indica
que o trabalho foi ineficiente ja que a demonstracao desses dois assuntos estao fora
do contexto do ensino médio. E também, os outros objetivos foram alcancados, sao
eles, as propriedades basicas dos nimeros complexos, a importancia das equagoes
algébricas nas ciéncias, os métodos para resolver as equacoes algébricas e as diferencas
das raizes complexas e reais. Com base na participagao dos alunos em todo o processo,
das respostas corretas e a conclusao das atividades.

Enfim, as atividades propostas no Capitulo 8, seria recomendado aplica-las nas
escolas como um projeto de trabalho anual e em pequenos grupos, devido aos
conteudos abordados. Assim, a importancia de abordar esse tipo de trabalho é
desenvolvimento do espirito cientifico nos estudantes.



Conclusao

O estudo das equacoes algébricas demonstrou a importancia de trabalharmos esse
assunto na educacao basica, ja que as equacoes algébricas estao presentes nas diversas
areas do conhecimento cientifico. E a descoberta por Galois que nao existe uma
formula envolvendo somente operacoes definidas no corpo e extracao de raizes para a
solucao de uma equagao algébrica de grau > 5, direciona o professor de educagao
bésica a usar meios computacionais na busca da solucao de uma equacao algébrica
de grau > 5, semelhante ao usado no Capitulo 8. Nesse caso o GeoGebra é um 6timo
recurso computacional, visto que, é gratuito, de facil aprendizado e pode ser usado
em smartphones.

Os professores devem aprofundar no estudo das equacoes algébricas no intuito de
aperfeicoar a metodologia de ensino, nao esquecendo da importancia de trabalharmos
fatos historicos que incentivara os alunos a ficarem motivados no estudo das equagoes.
Nas Atividades Propostas, Capitulo 8, foi essencial explicar a histéria das formulas de
Cardan na intencao de compreenderem a importancia do desenvolvimento cientifico.

Anéis e corpos estao inseridos em todas as propriedades da matematica, sendo
necessario defini-los antes de iniciarmos o estudo das diversas propriedades e defini¢ao
matematicas da educacao bésica e superior. Na educacao basica brasileira a tendéncia
é nos limitarmos, no corpo dos reais, sendo um erro, ja que o corpo dos complexos
proporciona novas propriedades e facilita a determinacao de raizes das equagoes
algébricas, como vimos neste trabalho.

Os polinémios perpassa por quase todo o trabalho, Capitulos 3, 4, 5 e 7, visto
que determina diversas relagoes na teoria de corpos e equacoes algébricas. Por isso, a
necessidade de aprofundar de forma sistematica na determinacao de raizes e conceitos
de irredutibilidade de polinomios. As solugoes de equacgoes algébricas por meio de
formulas envolvendo radicais e as operagoes bésicas de um corpo contribui para uma
metodologia de ensino focado no aluno, ja que, facilita a obtencao de resultados e o
estudo de novos conceitos matematicas. Mas, sabemos que nao sao todas equagoes
de grau > 5 que é soluvel por radicais, entao, as aproximagoes numéricas para o
valor da raiz por meio da inspecao contribuira para um melhor entendimento para o
assunto nesse caso, conforme feito na Atividade III.

Portanto, ¢ necessario uma mudanca de perspectiva no estudo de equacoes

115
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algébricas. Visto que a matemética moderna esta vinculada ao progresso da sociedade
contemporanea.
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Apéndice

10.1 Apéndice A - Atividade I

Mestrado Profissional em Mateméatica em Rede Nacional
Mestrando: Cristiano Gongalves Augusto
Orientadora: Danielle Franco Nicolau Lara
A
A A
AAAA
PROFMAT

Aluno: Grupo: _ Data:

Atividade I
Resolva a equacao x® — 822 + 122 = 0
Roteiro da Atividade I:

1.

2.

3.

A equacao possui no maximo quantas raizes?
Fatore, se possivel, a equagao.

Note que determinamos dois fatores, e ja podemos determinar uma raiz. Qual
é esse valor?

O outro fator é um trinomio do 2° grau, determine as raizes usando a férmula
resolvente da equacao do segundo grau que leva o nome de formula de Bhaskara.

. Determine as coordenadas do vértice da equagao do 2°grau do item anterior.

Com o uso do GeoGebra faga o gréaficos das fungdes f(z) = x e g(z) =
r? — 8z +12.

Encontre no minimo 5 pontos no GeoGeobra, tal que, (z,z - (z? — 8z + 12))

. Faga o grafico da fungdo h(z) =z - (22 — 8z + 12) = 2% — 82 + 122 =0

. Faga um andlise entre os itens 6,7 e 8. O que podemos concluir sobre a

construgao do grafico da fungao h(z) em relagao as fungoes f(x) =z, g(x) =
x? — 8x + 127
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10.2 Apéndice B - Atividade 11

Mestrado Profissional em Matemética em Rede Nacional
Mestrando: Cristiano Gongalves Augusto
Orientadora: Danielle Franco Nicolau Lara
A
AA
A A
AAAA
PROEMAT

Aluno: Grupo: __ Data:

Atividade 11
Resolva a equagao a2 + 622 + 21z + 14 = 0 em C

Roteiro da Atividade II:

1. A equagao possui no maximo quantas raizes?

2. E possivel utilizar o método da Atividade 17

3. Determine os valores de p e q.

4. Encontre a raiz real usando as férmulas de Cardan?

5. Com o uso do GeoGebra faga o grafico da funcao f(z) = 23 + 622 + 21z + 14.

6. Determine as raizes complexa da fungao.

7. O GeoGebra fornece as raizes complexa da funcao?

8. Repita o processo para a equacao x> — 3z — 18 = 0.

9. Verifique se 3 é raiz da equacao do item 8.

10 Se o item 9 for verdadeiro, entao nés temos quatro raizes para equagao do item
87 Justifique a sua resposta.
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Mestrado Profissional em Matemdtica em Rede Nacional
Mestrando: Cristiano Gongalves Augusto
Orientadora: Danielle Franco Nicolau Lara
A
AA
A A
AAAA
PROEMAT

Aluno: Grupo: __ Data:

10.3 Apéndice C - Atividade III
Atividade III

Determine por inspecao um valor aproximado das raizes reais da equacao 22° —
10z 4+ 5 = 0. Sugestao: utilize valores reais dentro do intervalo [—2,2]. E pesquise se
existe alguma férmula envolvendo somente as operagoes definidas em C e extracao
de raizes para a solucao de uma equacao algébrica geral de grau 5.

Roteiro da Atividade III:

1. A equagao possui no maximo quantas raizes?

2. Utilize a calculadora para determinar os valores aproximados das raizes. Com-
pare seu resultado com os outros grupos.

3. Com o uso do GeoGebra faca o grifico da funcao f(z) = 2z° — 10z +5 =0
4. Compare o seu resultado com as raizes determinada pelo GeoGebra.

5. Pesquise uma solugao que utilize férmulas correspondentes com Atividade II.
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