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Resumo

Este trabalho tem por objetivo apresentar a teoria das Fragdes Continuas caracterizando as fracdes
continuas periddicas. Para tanto, sdo apresentados alguns conceitos bdsicos tais como Divisibilidade,
Maximo Divisor Comum e Algoritmo da Divisdo Euclidiana, os quais sdo importantes para a com-
preensdo da teoria. A discussdo é centralizada no estudo das fragdes continuas finitas e infinitas
relacionando-as com os nimeros racionais e irracionais, respectivamente. Além disso, é apresentado

algumas aplica¢des do tema.

Palavras-chave: Algoritmo de Euclides. Fragdes Continuas Peri6dicas. Nimeros Irracionais.



Abstract

The objective of this work is to present the theory of the Continuous Fractions characterizing the
periodic continuous fractions. For this purpose, it present some basic concepts, such as Divisibility,
Maximum Common Divisor and Algorithm of the Euclidean Division, which are important for the
understanding of the study. The discussion is centered on the study of finite and infinite continuous
fractions relating them to rational and irrational numbers, respectively. In addition, some applications

of the theme are presented.

Keywords: Algorithm of Euclid; Continuous Periodic Fractions; Irrational Numbers.
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Indroducao

A teoria das fragdes continuas é um assunto de grande relevancia na Matematica, pois constitui uma
ferramenta muito importante para o estudo de varios problemas, em particular, aqueles relacionados
aos ndmeros reais. As fragdes continuas surgiram pela primeira vez nas obras do matematico indiano
Aryabhata (sécculo VI d.C.), para resolver equagdes lineares. O tema ressurgiu na Europa do século XV
d.C. por Pietro Antonio Cataldi (século XVI d.C.), de Bolonha, que escreveu algumas raizes quadradas
nesta forma, dando um dos primeiros passos para o desenvolvimento da teoria. O termo fragio continua
apareceu pela primeira vez em 1653 em uma edicdo do livro Arithmetica Infinitorum do matematico de
Oxford, John Wallis. Na mesma época, o famoso fisico matematico holandés, Christiaan Huygens, fez
uso prético de fragdes continuas na construcdo de instrumentos cientificos. Mais tarde, no século XVIII
e no inicio do século XIX, Gauss e Euler exploraram muitas de suas propriedades.

Tal teoria ainda é tema de muitas pesquisas e seu estudo nos permite compreender padrdes muito
interessantes sobre as representagdes dos niimeros reais. Suas aplicagdes vdo além da matematica,
podendo ser relacionadas com outras dreas do conhecimento como Fisica, Astronomia e Computagéo.

Neste sentido, o objetivo deste trabalho é discorrer sobre a teoria das fra¢des continuas, suas propri-
edades e algumas aplicagdes. Apresentaremos as principais caracteristicas das fragdes continuas finitas
e infinitas, e sua relagdo com os nimeros racionais e irracionais, respectivamente. Além disso, serd
realizado um estudo sobre as fragdes continuas periddicas, seus principais teoremas e resultados.

Na elaboracdo deste trabalho, realizamos uma pesquisa de caréter bibliografico, buscando elementos
para sua fundamentagdo tedrica. O trabalho estd desenvolvido para além da introdu¢do, em mais cinco
capitulos. O primeiro capitulo contém um breve estudo sobre a teoria necessaria para o desenvolvimento
e compreensdo do tema, partindo de conceitos basicos de Divisibilidade, Méaximo Divisor Comum e
Algoritmo de Euclides. No segundo capitulo enfatizamos a teoria das fragdes continuas simples finitas
e infinitas. Além disso, discorremos sobre a expansdo de ntimeros irracionais em fragdes continuas
infinitas. O terceiro capitulo apresenta uma caracterizacdo das fragdes continuas periédicas. No quarto,
apresentamos algumas aplica¢des das fragdes continuas e, no quinto, as conclusdes sobre o que foi

estudado.



Capitulo 1
Pré-requisitos

O estudo sobre as fragdes continuas tem por base o conceito de divisibilidade e divisdo Euclidiana.
Sendo assim, neste capitulo serdo apresentados os principais conceitos e resultados que serdo necessarios
para o desenvolvimento desta teoria. Alguns resultados serdo fornecidos sem demonstragdes, pois ndo

é o objetivo principal do trabalho, mas deixaremos as referécias onde podem ser encontradas.

1.1 Divisibilidade

Dados dois niameros inteiros a e b, diremos que a divide b, denotado por a|b, quando existir c € Z, tal
que b = ac. Se alb, diremos também que a é um divisor de b ou que b é divisivel por a.

Portanto, dizer que a ndo divide b, significa que nédo existe nenhum inteiro c tal que b = ac. Neste
caso, faremos uso da notacdo a 1 b. Por exemplo, temos que 2|4, mas 4 1 2.

A seguir, apresentaremos algumas propriedades importantes de divisibilidade que servirdo de base

para o desenvolvimento da teoria.
Proposicao 1.1. Sejam a,b,c € Z. Entio,
i) 1la, ala e a|0.
i) se a|b e b|c, entdo alc.

Demonstragio. i) Isto decorre das igualdadesa =a-1,a=1-ae0=0-a.
ii) Se alb e blc entdo existem f, g € Z, tais que b = fa e ¢ = gb. Substituindo o valor de b da primeira

equacdo na segunda, obtemos
c=gb=g(fa) = (gf)a,

0 que mostra que alc. O

Proposicao 1.2. Sea,b,c,d € Z, entio
alb e cld = aclbd.

Demonstragio. Se alb e c|d, entdo existem f, g € Z, tais que b = fa e d = gc. Portanto, bd = (fg)(ac), logo,
aclbd. O

Proposic¢do 1.3. Sea,b,c € Z, sio tais que alb e alc, entdo para todo x,y € Z

al(xb + yc).
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Demonstragio. Se a|b e alc entdo existem f, g € Z tais que b = fa e ¢ = ga. Logo,
xb + ye = x(fa) + y(ga) = (xf + yg)a,
0 que prova o resultado. O
Proposicao 1.4. Dados a,b € Z, onde b # 0, temos que
alb = |a| < |b.

Demonstragio. De fato, se a|b, existe ¢ € Z tal que b = ca. Tomando médulos, temos que [b| = |c|lal. Como

b # 0, temos que ¢ # 0, logo 1 < |c| e, consequentemente, |a| < |al|c| = |b]. O

1.2 Maximo Divisor Comum

Sejam a,b € Z, com pelo menos um deles diferente de zero. O Méximo Divisor Comum - MDC de a

e b é um inteiro positivo d tal que:
i) dla e d\b;
ii) se c € Z é tal que cla e c|b, entédo c|d.

Portanto, pelos itens i e ii temos que se d é o MDC de a e b e ¢ é um divisor comum desses ntimeros,
entdo c divide d e, portanto, ¢ < |c| < d. Isto nos mostra que o MDC de dois ntimeros é efetivamente o
maior dentre todos os divisores comuns desses niimeros.

Assim, podemos afirmar que, se d e d’ sdo dois MDC de um mesmo par de ntimeros, entdo d|d’ e d’|d,
o que juntamente com as condi¢des d > 0 e d’ > 0, implica que d = d’. Isto mostra que, o MDC de dois
nimeros, quando existe, é unico.

Usaremos a notagdo (4, b) para representar o MDC de a e b, quando existir. Como o MDC de a e b ndo

depende da ordem em que a e b sdo tomados, temos que
(a,b) = (b,a).

Para provar a existéncia do Maximo Divisor Comum de dois inteiros ndo-negativos, utilizaresmos, o

resultado abaixo, conhecido como o Lema de Euclides.
Lema 1.1 (Euclides). Sejam, a,b,n € Z, tais que o MDC (a, b—na) existe. Entdo, (a, ) existee (a, b) = (a,b—na).

Demonstragio. Seja d = (a,b — na). Assim, dla e d|(b — na) e portanto pela Proposigdo 1.3, d|b pois,
b = (b — na) + na. Logo, d é um divisor comum de a e b. Agora, suponha que ¢ seja um divisor comum
de a e b. Novamente, pela Proposigdo 1.3, c serd um divisor de a e b — na e, portanto c|d. Isso mostra que

(a,b) existe e que d = (a, b). O

1.3 Algoritmo de Euclides

O algoritmo de Euclides é um dos algoritmos mais antigos, decorrente da obra Elementos (300a.C), e
consiste em um método essencial no célculo do Maximo Divisor Comum de dois ntimeros inteiros dife-
rentes de zero. Historicamente, Andrade&Bracciali (2005) ressaltam que, embora os gregos conhecessem
o algoritmo de Euclides, ndo ha evidéncias que eles o utilizassem para construir fra¢cées continuas. Ape-
sar disso, o algoritmo ndo deixa de ser um procedimento consistente e pratico na construgdo da teoria

das fragdes continuas.
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Euclides, na sua obra Elementos, faz uso do fato de que sempre é possivel efetuar a divisdo de dois
inteiros a e b, com resto, mesmo que b # 0 ndo divida o ntimero a. A demonstragdo deste resultado fara

uso do famoso

Principio de Arquimedes: Dados dois inteiros a e b com b > 0, existe q € Z tal que
gb<a<(g+1)b.

Teorema 1.1. (Algoritmo Euclidiano da Divisdo) Dados dois inteiros a e b, b # 0, existe um tinico par de inteiros
q e, tais que:
a=gb+r, 0<r<|b] (r=0 D),

(g é chamado de quociente e r de resto da divisdo de a por b).

Demonstragio. Provaremos, primeiramente a existéncia. Suporemos, sem perda de generalidade b > 0.

Pelo Principio de Arquimedes, existe g satisfazendo:
gh<a<(@@+1)pb,

o que implica,
0<a—-qgb e a—-gb<hb.

Dessa forma, se definirmos r = a — gqb, garantimos a existéncia de g e r.

Para provar a unicidade, iremos supor, por absurdo, a existéncia de um outro par g4, e r1, tal que:
a=qb+r; com 0<r <b.

Dai, temos (qb + 1) — (710 + r1) = 0 = b(g — q1) = r1 — r o que implica b|(r; — ¥). Mas, comor; <ber<b,
temos que |r; —#| < b e, portanto, como b|(r; — r) devemos ter r; —r = 0 o que implica r; = . Logo

q1ib=qb= g1 =g, umavezqueb # 0. O
Em uma divisdo simples entre dois ntimeros inteiros 4 e b, com a > b temos:
a=gb+r,com 0<r<b-1,

onde a é chamado de dividendo, b de divisor, g 0 quociente e r o resto.

Por exemplo, se dividirmos 27 por 6 obtemos:
27 =6-4+3.

A seguir faremos uso do importante
Principio da Boa Ordenacdo: Se S é um subconjunto nio vazio de inteiros positivos e limitado inferiormente,

entdo S possui um menor elemento.

Para a determinagdo do MDC entre dois nimeros a,b € Z, com a > b > 0, fazendo uso da divisdo

euclidiana, é necessdrio seguir os seguintes passos:

Divisoes Quociente Resto

aporb 7 21
b por 1y g2 o)
71 por r; q3 r3
7y porrs qa T4

Yy—2 POX Ty In Ty
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Se equacionarmos o procedimento acima obteremos as seguintes expressoes:

a=qb+ry (0<r <b)
b=l/]27’1+7’2 (0<7’2<1’1)
11 ZQ31’2+1’3 (0<7’3 <1’2)

Ty = (al3 + 14 (O <rs < 7’3)

Tn—2 = Gutn—1 + 1y (0 <7y <7p_1)

Tn-1 = qn+1"n (rn+1 = O)

Segue que, se 7,41 = 0 para algum 7 (garantido pelo Principio da Boa Ordenagdo) entdo r,—1 = gu+1tn €
portanto, aplicando o Lema de Euclides sucessivamente teremos que o MDC de a e b serd r,,. Logo, o
MDC de a e b serd o ultimo resto ndo-nulo na sequéncia de divisdes secessivas.

Dados a e b € N, podemos supor b < a. Seb =1 ou b = g, ou ainda blg, j4 vimos que (a,b) = b.

Suponhamos, entdo que 1 < b < a e que a 1 b. Logo, pela divisdo euclidiana, podemos escrever

a=qb+ry, com 0<r <b.

Temos duas possibilidades:

i) r1|b. Tal caso, r1 = (b, 1) e, pelo Lema de Euclides, temos que
r1=(b,r1) = (b,a —qb) = (b,a) = (a,b),

e o algoritmo termina.

if) r1 4 b. Em tal caso, podemos efetuar a divisdo de b por 1, obtendo

b=gor1+12, com 0 <rp <ry.

Novamente, temos duas possibilidades:

i) r2|r1. Nesse caso, 1, = (11, 12) e novamente, pelo Lema de Euclides,
1y = (r1,12) = (r,b — qor1) = (r1,b) = (a — q1b,b) = (a, b),

e paramos, pois termina o algoritmo.

if) 2 4 r1. Neste caso, podemos efetuar a divisdo de r; por rp, obtendo
71 = gsra + 13, com 0 <73 <.

Continuaremos o procedimento acima até que pare. Isto sempre ocorre, pois, caso contrdrio, terifamos
uma sequéncia de ntimeros naturais b > ry > r, > ... que ndo possui menor elemento, o que ndo é possivel
pela Principio da Boa Ordenagdo.. Logo, para algum n, temos que 7,|r,-1, 0 que implica que (a,b) =1, 0
altimo resto ndo-nulo na sequéncia de divisdes sucessivas.

As igualdades acima podem ser escritas da seguinte forma:

[ " 3

a_ . n, b L. .
b N b’ r 12 7’1’ T2 i 4]
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Yn-2 Tn Tn-1
=qn+ ;
Tn-1 Tn-1 n

= qn+1-

onde r, é o MDC dos ntimeros a e b.

E possivel perceber que cada uma das igualdades (exceto a tltima) contém a representacdo de uma
fracdo improépria sob a forma da soma de uma fragdo prépria com um ndmero inteiro. Temos que o
primeiro membro de cada igualdade, a comegar pela segunda, é o inverso da fracdo prépria que figura
na igualdade anterior. Assim, é possivel excluir sucessivamente, todos os r;. Substituindo na primeira

igualdade a fracdo % pela sua expressdo, de acordo com a segunda igualdade:

a +
Gt — o
b I]z+f

Na igualdade obtida, substituiremos a fragao :—2 pela sua expressdo, dada na terceira igualdade:
1
a 1
p- Mt 1
92 +

3
3+ —
q =

: a ~ - . ~ ~ .
Repetindo este processo, expressamos p Como uma soma de fragoes parciais. Tais fragdes serdo o objeto

de estudo dos capitulos seguintes..

1.4 Sequéncias

Defini¢ao 1.1. Uma sequéncia de niimeros reais, denotada por {x,}, é uma fungio x : N — R que a cada niimero
natural n associa um niimero real x,, = x(n), chamado o n-ésimo termo da sequéncia.

Definicdo 1.2. Uma sequéncia {x,} é dita limitada, se existe c > 0 tal que |x,| < c, para todo n € IN.

Definicdo 1.3. Uma sequéncia {x,} é dita crescente (resp. decrescente) se x,, < X1 (resp. X, = Xy41) para todo

n € IN. Em qualquer um destes casos dizemos que ela é mondtona.
Definicdo 1.4. Dizemos que uma sequéncia {x,} converge para um niimero real I, e escreve-se lim x, = 1, se
Ve>0,AdngeN; n>ny= |x, - l| <e.
Finalizaremos esta se¢do com o importante
Teorema 1.2. Toda sequéncia mondtona limitada de niimeros reais converge.

Demonstragio. Seja {x,} mondtona, digamos crescente e limitada. Escrevamos X = {xq,x2,..., Xy, ...} €
a = sup X = menor das constantes ¢ > 0 tais que x,, < ¢ para todo n. Afirmamos que & = limx,. Com
efeito, dado € > 0, existe np € IN tal que a — € < x,,,. Logo, como x; < x < --- < x,,--+ segue que

a —€ < xp, < x, para todo n > ny. Assim,
n>ny=>a-e€<x, <a+e

ou equivalente,

n=ny=lx,—al <e.
estabelecendo o resultado. O

Se {x,} fosse decrescente terfamos limx, =  sendo f = inf X = maior das constantes ¢ > 0 tais que

X, > ¢ para todo n.



Capitulo 2

Fra¢oes Continuas

Neste capitulo apresentaremos a teoria das fra¢des continuas finitas e infinitas, seus principais resul-

tados e relagdes com os ntimeros racionais e irracionais, respectivamnete.

2.1 Fracdes Continuas Finitas

Considere o ndmero 6—7 Utilizando o algoritmo de Euclides podemos calcular o MDC dos nimeros
67 e 29, obtendo a seguinte cadeia de igualdades:
67=2-29+9
29=3-9+2
9=4-2+1
2=2-1+0.

Sendo assim, o (67,29) = 1, uma vez que 1 é o ultimo resto ndo-nulo da divisdo, na sequéncia de
divisdes sucessivas acima. A partir destas igualdades, podemos expressar o nimero racional 2% da

seguinte maneira:

67 9 1
E_2+E 2+§
9
=2+ ! _2+L
3+g 3+l
9 9
2
—2e
1
3+
4+1
2

Podemos dizer que a ultima expressdao do exemplo acima ¢é a fragdo continua que representa o niimero

racional 29"
De um modo geral, uma fragdo continua simples é uma expressao da forma
1
a + 1 (2.1)
i+ ————
as +

114+.'
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onde os termos a;, a4y, a3, ... sdo inteiros. Estes termos sdo denominados de quocientes parciais. O ntiimero
de termos de uma fragdo continua simples podem ser finitos ou infinitos. Se a quantidade dos nimeros
a}s for finito dizemos que a fracdo continua é finita e, caso contrdrio, dizemos que ela é in finita.

A fracdo continua representada pela expressdo (2.1) também pode ser representada na forma [a1, a5, a3, ...].

De maneira andloga, temos que a fragdo continua [a1, a2, a3, ..., 4,] representa a expressdo

1
a + 1
a, + 1
asz + ...+
a1+ —
an
isto é,
1
[ﬂ],ﬂz,ﬂ:}, sy an] = 111 + 1
ap + 1
az + ...+
ay-1 + —

an
Em resumo, dado um ntmero real x podemos dizer que este algoritmo, consiste numa sequéncia
alternada dos dois passos seguintes:
Passo 1. Representa-se o niimero x com a soma de duas parcelas, sendo a primeira delas a parte inteira
do ntimero x definida por [x] = max{m € Z; m < x}, e a segunda o resto, inferior a unidade.
Passo 2. O resto é representada como uma fragdo de numerador 1 e denominador maior do que 1. A
este denominador, aplica-se novamente o primeiro passo, e assim sucessivamente.

Vale ressaltar que quando o ntimero é negativo, o primeiro quociente parcial a; serd negativo. Por

exemplo, se tomarmos o nimero ~57 sua representagdo em fragdes continuas pode ser desenvolvida

da seguinte maneira:

aplicando o algoritmo de Euclides para encontrar (-61,27), obtemos

—-67=-3-29+20
29=1-20+9
20=2-9+2
9=4-2+1
2=2-1+0.

Assim, podemos escrever a fracdo continua da seguinte forma

_g—_3+@
29 29
=-3+ L
1
1+
1
2+ 1
4 _
3

=[-3;1,2,4,2].

~ s . . -~ a
Outra observacdo importante a ser feita, é para a; = 0. Isso ocorre quando na fragdo 5 coma, bez

5 . . .
eb # 0, temos a < b. Apresentaremos como exemplo o niimero 2 Aplicando o algoritmo de Euclides,
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obtemos
5=0-7+5
7=1-5+2
5=2-2+1
2=2-1+0.
Escrevendo a fragdo continua, temos
1
§ =0+ ——— =1[0;1,2,2,]1=1[1,2,2].
7 1
1+
2+1
2

Segue imediatamente destas observacdes e do algoritmo de Euclides que em qualquer fracdo continua
[a1,a2, ...], 0 inteiro a; poderd ser positivo, negativo ou nulo, enquanto os demais a5, a3, ... serdo sempre
inteiros positivos.

No exemplo a seguir, verificaremos que o procedimento para determinagdo de uma fragdo continua
pode ser feito no sentido inverso, isto é, podemos a partir de uma fracdo continua finita, encontrar o

ntmero racional que a representa.

Exemplo 1. Consideremos a fragdo continua

1
1+ ——=—=1[123,5]
24+ ——
3+1
5

Se efetuarmos os cdlculos obtemos as seguintes igualdades

1 1
1+ 1 =1+ 1
2+3Jrl 2+E
5 5
1 1
=1+2+i=1+?
16 16
16
=1+ =
T3z
_6
© 37

. . . 53 . ~ . . . .
Assim, podemos dizer que o ntimero 3 é igual a fracdo continua [1;2,3,5]. Mais precisamente, isto

P 53 < . -
significa dizer que 3 © [1;2,3,5] sdo duas formas diferentes de representar o mesmo niimero.
Dos exemplos anteriores, é possivel verificar que no processo de divisdes sucessivas, apenas o
primeiro quociente pode ser positivo, negativo ou zero. Além disso, se o ntiimero x for racional poderemos

representa-lo através de uma fracdo continua finita, como mostraremos no teorema a seguir.

Teorema 2.1. Toda fracio continua simples finita representa um niimero racional. Reciprocamente, todo niimero

racional pode ser representado, sob a forma de fracio continua simples finita.

Demonstragio. A primeira parte da demonstracdo segue a ideia do Exemplo 1. Pelo fato de se tratar

de uma fracdo continua simples finita, para verificarmos qual ntimero racional ela esta representando,
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basta efetuarmos as somas, até escrevermos o nimero racional na forma de fracdo, demonstrando assim

a primeira parte do teorema.
Para provar a reciproca consideremos um niimero racional qualquer E, com g # 0. Pelo algoritmo da
q

divisdo, temos

p=ag+n
que equivale a
r
Pog+ 2
onde0 <7y <gq.
Ser; =0, Z é um numero inteiro, e portanto, g = [m]. No entanto, se r; # 0, fazemos
T _ 1
g 4’
r
e fazendo a substituigdo, temos
P ap + 1 0<n <
q — U1 i, 1 q
41
Aplicando o algoritmo da divisdo em ri obtemos
1

7
1=a2+—, 0<rn<n.
" "

Se r, = 0, a prova termina, pois

1
P - a+ — = [a1,a2].
q a2

Se r, # 0, temos

E=L11+7,,2 0<ry<ry,
q a + —
n
que equivale a
E =m +
q il
a, + 2]
)

. . . " . .
Em seguida, repetimos o mesmo procedimento com — e assim sucessivamente. Observamos que o
r2
processo termina quando r, = 0 para algum n. O que realmente ocorre, pois caso contrdrio, obterfamos
uma sequéncia monétona decrescente de inteiros positivos limitada inferiormente g > ry > 1, > -+ >

tp-1 > 1y > --- 0 que é absurdo pelo Pincipio da Boa Ordenacédo. Assim, temos a seguinte cadeia:
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"
E={Ill+*, 0§7’1<q,
q q
2
12{124‘*, 0<r<rm,
1 1
1 3
— =43+ —, OS1’3<1’2,
2 )
n-3 T'n—1
=ap1 t ’ 0< Ty-1 < Tp-2,
Yn-2 Yn-2
Yn-2
= anl 7;1 = 0/
Tn-1
donde,
p 1
—=a + 1 = [ﬂl,ﬂz, ...,anfl,ﬂn],
1 a + 1
as + 1
as + ...+
-1+ —
n
estabelecendo o resultado. O
Observagdo: Se P_ a1, ...,a,] € a, > 1 entédo, P_ [21,...,an-1,8, — 1,1] isto é, se a,, > 1 a representacdo

do racional é dada de duas formas. Por exemplo, podemos escrever a fragdo continua simples

1
1+ 71 = [111/2r3]/
1+
2+1
3
como 1
1+ —1 = [1,1,2,2,1].
1+
1
2+
2+1
1

2.2 Frag¢oes Continuas Infinitas

Até o momento vimos que toda fracdo continua finita representa um racional, e reciprocamente, toda
racional pode ser representado por uma fragdo continua finita. Nesta se¢do, trataremos da expansao de
numeros irracionais em fra¢des continuas simples.

A seguir, descreveremos o método para construir a expansdo de um niimero irracional em fracao
continua, e para tanto, faremos uso de divisdes sucessivas.

Seja a um irracional e seja a; = | ], isto é, a; é o maior inteiro menor do que a. Entéo,

1
a=am+ —,
X1

onde, x; = ¢é irracional e x; > 1. Podemos entdo escrever x; da forma

a —a;

1
X1 =a+ —,
X2
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ondea, = |x1]ex; =

é irracional e x, > 1 irracional. Repetindo este processo, recursivamente,

X1 — a2
obtemos:
1
a=a+ —
X1
1
X1 =4y + —
X2
1
X =4az + —
X3
Xy = Ape1 + (2.2)

onde todos os a’s (i > 2) sdo inteiros maiores ou iguais a 1 e todos os x}s (i > 1) sdo irracionais maiores
que 1.
Assim, segue imediatamente que a fragdo continua de qualquer ntimero irracional é infinita, e que

para todo n natural temos

1 1 1
a=m+—=m+ =m +
X1 1 1
a) + — ap +
X2 1
a3+ —
X3
1
=a; + 1 7
ap + 1
az+ .+ -
an + 5
e portanto
a =lay,an, ..., 4, X,]. (2.3)

Exemplo: Iremos tomar como exemplo a expangéo do irracional V3.
Sendoa; = V3] =1e

1 1
V3=a+—=1+—,

X1 X1
temos
e L1 V3+1 V3+1
YT VB-1 B-1+B+1 2
consequentemente,
1 1
V3=1+—=14——.
X1 \/§+1
2
+1
Cornoazzl_\/g2 ] =1, temos
V3+1 1
=14+ —,

2 X2
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donde obtemos

1
Y= = V341
2 \/§+1_1
2
Logo,
1 1
V3=1+—=1+
X1 1
1+
1+x
1
=1+ 1
1+

Comoa; = | V3 +1] =2, temos

1 1
VB+l=xy=a3+— =2+ —.
X3 X3

Resolvendo a tltima equagéo para x3 obtemos:

B 1 _V3+1
V3+1-2 2

Como x3 = x1 comcluimos que x4 serd igual a x; e desta forma, continuando com este processo, iremos ob-

X3

ter para a sequénciaay, az, a3, ...osvalores 1,1,2,1,2,1, 2, .... Logo a fragdo continua infinita representando
V3 sera dada por

V3=101,121,21,2,..]

O exemplo a seguir mostra a expansdo em fracdo continua simples infinita de um irracional muito

interresante, o nimero 7

Exemplo: Temos que © = 3,1415926535897932.... Logo, a; = |1t] = 3.
e

1 1
n=a+—=3+—,
X1 X1

temos

xl = 0,1415926535897932...
1

1 1
n-3 0,1415926535897932...

x1 =7,06251331041...
x1 =7 +0,06251331041...

X1 =

Logo, a, = 7. Assim,

1 0,06251331041...
X2

1
~0,06251331041...

x2 = 15,9965932606...
x2 =15+ 0,9965932606...

X2
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Logo, a3 = 15. Assim,

L~ 0,9965932606...
X3

1
"~ 0,9965932606...

x3 = 1,00341838495...
x3 =1+ 00341838495...

X3

Logo,as =1
Continuando o processo, encontramos

a5 = 292, g = 1, ay = 1, ag = 1 ag = 2,

Assim,

n=3+ : =13,7,15,1,292,1, ...].

14—
1
292 +

1+
Provaremos adiante (Teorema 2.6) que toda fragdo continua infinita representa um irracional, mas antes

disso, falaremos um pouco sobre os convergentes de uma fragdo continua.

2.3 Convergentes

Vimos anteriormente que qualquer ntimero racional pode ser representado sob a forma de uma fracao

continua simples finita. Assim, tomemos um racional E, cuja expansdo em fracdo continua é da forma
q

p
—=a+ 1 = [a1/a2/~--an—1ran]/
ap +

as + ...+

a1+ —
an

onde a; é um inteiro positivo, negativo, ou nulo, e ay, a3, ..., 4, sdo inteiros positivos.

Consideremos as fra¢oes

a
ClzT/
Cr=a1+—,
a
1
C3=a2+71 ,
a, + —
as
1
cyp =4ay + 1 ,
ap + 1
a + ...+

ay-1+ —
n
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obtidos pelas expansdes das fra¢des continuas
[al]/ [all a2]/ [all aZI a3]/ b4 [all aZI ﬂ3, b4 an—ll an]-

Estas fra¢oes sdo chamadas, respectivamente, de primeiro, segundo, terceiro,... convergentes da fracao

continua [a1, a2, a3, ..., ay-1,a,]. Sendo o n-ésimo convergente igual a prépria fragdo continua.

Definicdo 2.1. Chamamos convergente de ordem i da fracdo continua [ay,ay, a3, ..., a,], 0 niimero

1 .
ci=m + 1 , 1<i<n.
ar +
az + ...+
ai-1+ —
ai
Em particular, o n-ésimo convergente é ¢, = P
Se considerarmos
ay 1
clzT:p—, onde p1=a; e g =1
1
teremos,
a1a + 1 Y]
b= +—=—"—= P2 onde pp=max+1 e g =ay.

a az q2

Calculando c3, ¢4, c5, obtemos, respectivamente:

ap2+p1 _ p3
3= ———"-="" onde =asp, + e =asg; +
3 302 + 1 0 %] 3p2 + p1 q3 302 + 1
agps + P2 P4
qg= ——=="— onde = aup3 + e = a4q3 +
4 043 + 02 0 P4 4pP3 + P2 4 443 T (2
C5=7a5p4+p3 ] onde ps =asps+ps e g5 =asqs + J3.

asqs +4s  gs

. . [ . .
Os ntmeros p; e g;, tais que ¢; = Pi sdo chamados, respectivamente, numerador e denominador de

qi
n-ésimo convergente. Observando as igualdades acima podemos conjecturar que estes satisfazem as

seguintes relagdes:

pi = aipi-1 + pi-2

qi = aiqdi-1 + gi-2.

No teorema abaixo provaremos, por inducéo, que estas rela¢des se verificam parai = 3,4,5, ..., n.

Teorema 2.2. Seja c; = Pi 0 i-ésimo convergente da fragdo continua [ay,ay, ..., a,]. Entdo, o numerador p; e o

1
denominador q; de c; satisfazem as seguintes relacoes:

pi = aipi-1 + pi-2 (2.4)
gi = aiGi-1 + Gi-2, (2.5)
parai=3,4,5,...,n, com as condigdes iniciais:
p1=ai, m=1,

p2=aa1 +1, g2 =a.
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Demonstragio. Dos célculos feitos para c;, c; e ¢3, segue que o resultado é vélido para i = 3. Suponhamos

agora que as relagdes (2.4) e (2.5) se verificam para todo j <icom 3 <i < n. Isto significa que

_Pi _ 4ipi-1 +pi2

¢i = [a,a2,...,ai] = (2.6)
e qi  aidi-1 T qi-2
Observando que,
1
ci=a1+ 1
ar +
. 1
as + +
ai-1+ —
a;
e que
1
Ciy1 = a1+ 1
ap +
. 1
a3+ -+ —T
a1 +
a;+ —
ait1

vemos que c;.1 pode ser obtido de ¢; simplesmente pela substituicdo de a; por a; + ﬁ. Isto nos diz que
se pudermos mostrar que os nimeros p;_i, pi-2, §i-1 € gi-> dependem somente dos quocientes parciais
ai,ay, ..., ai-1, poderemos usar (2.6) para obtengdo de c;; pois estamos assumindo, como hipétese de
indugdo, a validade de (2.6) para todo j <.

Como
Pi-1 _ di-1pi—2 + Pi-3

7
qdi-1  4i-14i-2 + gi-3
0s numeros pji_ e gi—1 dependem somente dos nameros 4;_; e dos nimeros pi—y, Ji-2, Pi-3 € Gi-3 0s quais
dependem dos precedentes a’s, p’s e q’s. Desta forma pi—», gi—2, pi-1 € gi-1 dependem somente dos

primeiros i — 1 quocintes parciais a1, 4y, ..., a,-1 sendo independentes de a;. Portanto eles ndo serdo

.. 1 . ~
alterados com a substiticdo de a; por a; + P Podemos, portanto, utilizar (2.6) para a obtencgdo de ¢4
i+1

bastando, para isto, substituir a4; por a; + —:
ait1

1
(ﬂi + ) pi-1 + pi-2
Aj+1

Ciy1 = 1
(ﬂf + a-> qdi-1 + gi-2

i+1

_ (a4 + Vpi1 +aiapio
(@i + 1)gic1 + aiagio
_ ai1(@ipi-1 + pi2) + pica
© ai1(@igic1 + Gic2) + gica
_ @i1pi t pia

- aiv1qi + qi-1

_ Pir1

- di+1 ’

o que conclui a demonstracdo por inducéo. O

Corolario 2.1. A sequéncia {q;}, é uma sequéncia mondtona crescente de termos positivos.

Demonstragio. Basta observar que g; = a,9;—1 + gi—2 e que a; (i > 2) e g; (i > 1) sdo todos positivos. O
O teorema a seguir, estabelece uma relacdo que nos permitird deduzir, que para todo convergente

pl: temos que (p;, ;) = 1.

Ci = —
1
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Teorema 2.3. Definindo py = -1 = 1e p_1 = qo =0, a relagio
pigi-1 — pi1qi = (=1)’ (2.7)

se verifica para todo i > 0 onde p; e q; sdo, respectivamente, o numerador e o denominador do i-ésimo convergente

Ci.
Demonstragdo. Para i = 0 temos pog—1 — p-190 = 1 = (-1)° uma vez que pp = g1 = L e p_1 = qo = 0.
Vamos assumir, como hipétese de indugdo, a validade do resultado (2.7) para algum i > 0 e mostrar que
a mesma relacdo também se verifica para i + 1.
Sabemos, do teorema anterior, que
Pi+1 = div1Pi T Pi-1 € Gi+1 = 4iv14i T gi-1-

Logo,

Pir1qi — Pigis1 = @iv1pi + pi-1)qi — pi(@is1qi + gi-1)
= aivpPiqi + pPi-14i — 4i+1Piqi — Piqi-1
= pi-14i — Pigi-1
= (=D(pigi-1 — pi-19:)-

Pela hip6tese de indugdo, obtemos
pisadi — pigin = (1)(=1)' = (=1)"*"
o que conclui a demonstragao. o

A relagdo estabelecida pelo teorema anterior, é conhecida como Férmula do Determinante, uma vez
que

= piqi-1 — Pi-14i-

| pi PpPi-1
qi qi-1

Corolario 2.2. Para todo convergente c; = % temos que (p;, q;) = 1.

Demonstragio. Pelo teorema temos que p;gi—1 — qipi-1 = (=1)!. Assim, temos que qualquer divisor comum
de p; e g; deve ser um divisor de 1 ou —1. Logo, o Maximo Divisor Comum de p; e g; deve ser igual a
1. a

Os convergentes apresentam propriedades muito interessantes. Reunimos as principdis delas no

teorema a seguir.
Teorema 2.4. A sequéncia cy, cy, c3, ... dos convergentes de uma fragdo continua satisfaz as sequintes propriedades:
(i) 1 <C3<C5<cCy<..<C+1,
(ii) cp > ¢4 > Co > ... > Coj,
(iii) Coiv1 < C2iz2 < C2i.

Demonstragio. Pelo Teorema 2.3 temos que

pidi-1 = pisagi = (=1
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a qual é vélida independentemente da fragdo continua ser finita ou ndo. Dividindo ambos os lados desta

igualdade por g,4,_1 obtemos:

pi _pia _ (Z1)
qi  qi-1 Qiq:'—l.
Como¢; = %, temos que
1
—1)
Ci—Ci—1 = ( ) . (28)
qiqi-1
Visto que,
€= Cip = pi _ Pi2 _ pPidi-2 — Pi-24i
qgi  gi-2 qidi-2
obtemos, usando o fato de p; = aipi_1 + pi—2 € §i = aigi—1 + gi—2, que:
_ (aipi-1 + pi—2)qi-2 — pi-2(@igi-1 + gi=2)
Ci—Ci2 =
qidi-2
_ a;(pi-19i-2 — Pi-2Gi-1)
qidi-2
_ai(-1)7!
qiqi-2
isto é,
(—1)i-1
Ci—Cip = u (29)
qiqi-2
De (2.9) obtemos
i -1 2i+2 i
Coins — Cojsg = ais3(=1) _ a2i+3 >0
q2i+392i+1 q2i+3q2i+1
e
o (—1)2i+1 )
Coing — Coi = G2 (D™ mie
q2i+2492i q2i+242i
pois a; (i > 2), g; (i > 1) sdo todos positivos. Assim,
Cois1 < C2i43, VYi20 (2.10)
donde
1 <C3<C5<Cy<..<C+1
e
Coi > Coiyn, Vi1 (2.11)
donde
Cp > Cyq > Ce > Cg > ... > (7.
Isto estabelece os itens (i) e (if). Quanto a (iii) note que a partir de (2.8) segue que
-1 2i+2 1
C2iv2 = C2i1 = CD >0
q2i+292i+1 A2i+292i+1
donde
Coiyr > Coip1, Vi>0. (2.12)

Logo, combinando (2.11) e (2.12), estabelecemos (iii):

C2i+1 < C2i+2 < C2i. o
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As propriedades acima mostram que a sequéncia de convergentes de indice impar forma uma
sequéncia crescente que é limitada superiormente e que a sequéncia de indice par forma uma sequéncia
decrescente e limitada inferiormente. Além disso, temos que o valor de uma fracdo continua estard
situado entre os valores de quaisquer dois convergentes adjacentes (Corolario 2.3 e Teorema 2.5). Assim,
os convergentes de indice par proporcionarao uma aproximagao por falta enquanto os convergentes de

indice impar proporcionardo uma aproximacao por excesso.

Corolario 2.3. Nas condigdes do teorema anterior, sejam {cpi1} e {cai} as sequéncias de indices impares e pares
respectivamente. Entdo ambas convergem e

lim Coit+1 = 1im Coj.
1—00

1—00

Demonstragio. Pelo Teorema 2.4, {c2i+1} € uma sequéncia crescente e limitada superiormente. Logo, pelo

Teorema 1.2 ela é convergente, digamos

lim cpi1 = 1.

1—00

Analogamente, {cy;} é uma sequéncia decrescente e limitada inferiormente, e portanto convergente,

digamos
hm Cyi = lp.
1—00
Agora note que, a partir de (2.8) temos
1
C2iv1 —C2i = ————
q2i+192i

e sendo {g;} uma sequéncia crescente de termos positivos, segue-se que
lim(coi41 — c2i) = 0.
i—o00
Assim,
I = hm Coit1 = lim co; =1Ip O
1—00 1—00

Provaremos no Teorema 2.5 a seguir que, se a = [a1,42, ...], 0s limites [, = [; sdo, na realidade, iguais a
a. Isto nos diz que a sequéncia de convergentes de indice impar fornece uma aproximagéo por falta para

a enquanto a sequéncia de convergentes de indice par fornece uma aproximagao por excesso para a.

Lema 2.1. Para qualquer niimero real o temos:

api-1 + pi-2

2.13
agi-1 + qi-2 ( )

[a1,a2, ...,0i21, 0] =

onde a1, az,a3, ... é uma sequencia infinita de inteiros positivos com a possivel excessio de ay e as sequéncias dos p;s

e q;s sio dados por (2.4) e (2.5), isto é,
po=1, p1=0, go=0 g1=1
pi = aipi-1 + pi-2
gi = aigi-1 +qi—2, 121
Demonstracdo. Para n =1 o resultado deve ser visto como

gz MP0=Pa
aqo —q-1
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o qual é verdadeiro pelas condigoes iniciais.

Para n = 2 temos
_api1+po _ aa +1

adqi + qo [0%

[alr CY]

. 1
o que é verdadeiro uma vez que [a;,a] = a; + —.
a
Estabelecemos, agora, oresultado porindugdo. Considerando verdadeiro oresultado para[a1, a2, ..., i1, @]

temos

1
[ay,a0,...,a;, 0] = [a1, a0, ..., 41, a; + E]

@i+ P)pi1 +pica

@i + 1)gic1 + giz
_a(appi1 +pi2) + pi
a(aigi1 + Gia) + Gica
ap; + pi-1
adi + gi-1 ’

finalizando a demonstragéo. O

Teorema 2.5. Se «a é irracinal e {c;} é a sequéncia dos convergentes da representagdo de o como fragio continua,
entdo

limg¢; = a.
1—00

Demonstragido. Com as notagdes utilizadas no inicio da secédo anterior temos por (2.3)

a =lay,a, ..., a;, %]

1 .
onde x; = 4,41 + P para todo i > 1. Pelo Lema 2.1 segue-se que

i+1
a =[ay,az,...,4,x] = 4pit Pict
Xiqi + qi-1
e portanto, pelo Teorema 2.3
p Xipi + pi-1 Pi
Xidi +q4i-1 qi
_ pPi-14i — q4i-1pi _ —(Piql;l _Pifl%') _ —(—1)i
qi(xiqi + gi-1) qi(xiqi + gi-1) qi(xiqi + gi-1)
_ (_1)1+1 (2 14)
qi(xiqi + qi-1)
Mas sendo {g;} e {x;} duas sequéncias de termos positivos com {g;} crescente, resulta de (2.14) que
lim(ae—c;) =0
e portanto,
limg; = a. O

O exemplo a seguir ilustra os fatos estabelecidos acima.
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Exemplo: Temos que

V6 =1[2,2,4].
Assim, os cinco primeiros convergentes do irracional V6 sdo
1 = [2] =2
1 5
=[2,2]=2+-=-=2
Co [ 7 ] + 2 2 /5
1 22
3=[22,4] =2+ —7 = =2,4444
24 =
"3
1 4
34=102,2,42]=2+ ——— = v 2,45
1 20
2+
4+ 1
2
1 21
5=122424]=2+ e
2+
1
4+
2+ 1
4

Neste exemplo é possivel notar que o convergente ¢, apresenta melhor aproximagio para V6 do
que o primeiro convergente c;. O terceiro convergente c3 apresenta uma melhor aproximacao do que o
segundo convergente c; e assim por diante. Podemos concluir que os convergentes cy,c2,¢c3,¢4 € ¢s5 da
fragdo continua que representa V6 formam uma sucessdo de nimeros racionais que sdo aproximagdes
cada vez melhores de V6. O gréfico a seguir ilustra os cinco primeiros convergentes da fragao continua

simples infinita que representa o irracional V6.

G

Se observa que os convergentes correspondentes aos indices impares sio menores que V6, e os

c,
Py

NG

C,
C

3
2 3 4 5 |

convergentes correspondentes aos indices pares sdo maiores que V6, isto é
1 <C3<(5< ‘/8<C4<Cz.
O principal resultado deste capitulo é o seguinte

Teorema 2.6. Toda fragdo continua simples infinita (a1, az, as, ...] representa um irracional. Reciprocamente, todo

irracional é representado por uma fracio continua simples infinita.

Demonstragio. Escrevendo a = [a1,ay,4a3,...] observamos pelo Teorema 2.4 que «a estd entre ¢; e ciy1 €,
portanto, 0 <| a —¢; |<| ciy1 —ci |, Vi = 1.

Multiplicando por g; esta desigualdade e utilizando (2.8) temos

1
0 <lagi = pil <leingi — cigil < :
qi+1



22

2.3 Convergentes

, a e b inteiros com b > 0, a desigualdade acima, ap6s multiplicarmos

. . , a
Supondo a racional, isto é, o = b

por b nos fornece
b
| ag; — bp; |< .
qi+1
Como a sequéncia dos g; é crescente podemos escolher i suficientemente grande de forma que <L
di+1

Dessa forma o inteiro ag; — bp; estard entre —1 e 1 e portanto ag; — bp; = 0. Assim, @ = - = ¢; = [ay, ..., ai]

contrariando o fato de & = [ay, 4, ...] ser uma fragdo continua infinita. Portanto, & deve ser irracional.

O

A reciproca segue imediatamente da discussdo feita no inicio da se¢do anterior.

O resultado a seguir serd utilizado na caracterizacdo das fragdes periédicas do capitulo seguinte.

=P e satisfaz

Teorema 2.7. Todo convergente c; ]
i

i 1
a — & < -
qi qi
Demonstragio. Por (2.2) temos que 4,41 < X,,. Este fato, juntamente com (2.14), nos fornece
’a—f” v 1
qi|  qitxigi +gic1)  qi(@iaqi + gi-1)

e usando (2.5) substituimos a;,14; + ;-1 por gi+1 obtendo

a— Pi < 1 < lz

qi gidi+1  4;

pois g; < gix1 uma vez que a sequéncia dos g;s é estritamente crescente.

Finalizaremos este capitulo apresentando o célculo de alguns convergentes do nimero V2.

Exemplo 1:  Os seis primeiros convergentes de V2 sio:

o= V2=1,4142136 =1 (1° conver gente)
1 1
= V2=1,4142136 =1 4142136 =1 =14+ ———
o=V2=1, 36=1+0, 36=1+—7 + 5 136
0,4142136
~1+ 1.3 (2° convergente)
YT 2 &
c3=1+0,4142136 =1 + ! =1+ L —1+;
> ’ © o 2,4142136  2+0,4142136 1
2,4142133
1
~1+ 1% (3° convergente)
2+ =
2
a1+ — 11y L -1+ 1
2+ _ 1 2+ SR S 2+ !
2,4142133 24 1 94 1
0,4142133 2,41421151
1 1 12 17
~l+—— =14+ =1+—==— (4° convergente)
1 1 5 12
2+ 1 2+ 5
2 _ —
" 2
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cs=1+ ! =1+ 1
1 1
2+ 2+
2+ _ 1 2+ _
2,4142151 2 +0,4142151
1 41
o1+ ~ — (5° convergente)
1 29
2+ 1
24— —
2+ 5 4m0a6
1
ce=1+ =1+ 1
1 1
2+ 2+
1 1
2+ 2+
2+ ! 2+ _
1
2+ 31442006 2 +0,4142046
1 99
o1+ ~ —  (6° convergente).
1 70
2+
1
2+ 1
2+
2+
2,4142658

Podemos observar que, nos seis convergentes calculados, existe uma repeticdo do algarismo 2. Isto

ndo é por acaso! No capitulo a seguir iremos verificar, de modo geral, que existe uma caracterizacdo

para que este fato ocorra.



Capitulo 3

Fracdes Continuas Periddicas

Neste capitulo iremos discorrer sobre a teoria das fra¢des continuas periddicas demonstrando os

principais resultados, os quais nos dardo uma caracterizagdo para tais fragdes.
Definicdo 3.1. Uma fragio continua [a1,a,a3, ...] é dita periddica se existirem h, k € IN, tais que
a; = api, Vizk.
Neste caso temos,

Ak = Ap+k
Ak+1 = An+(k+1)

Afe42 = A (k+2)

Ake+(h-1) = Ah+(k+(h-1)) = A2h+k-1
Ak = Ak+h = Op(k+h) = A2h+k
Ak+1 = Ak+(h+1) = An+(k+h+1) = A2h+(k+1)

Ak+2 = Ak+(h+2) = A+ (k+h+2) = A2h+(k+2)
Ak+(h-1) = Ak+2h-1) = Ah+(k+2h-1) = AQ2h+k)+(h-1)

Ak = Ak+(2h) = Oh+(k+2h) = A3h+k

Assim, a fragdo continua [a3, 4,43, ...] pode ser reescrita como

[all A2y weey k=1, Ay A1, 42 -+ ak+(h—1)/ Ay A1 s ak+(h—1)/ ]

= [a1,a2, ..., Ok-1, Ok, Aks1, Bk+27 s Ok (1) ]
onde a barra sobre a, a1, x42, ..., Ak+-1) indica que o bloco de inteiros é repetido indefinidamente. Por
exemplo,
[2,31=12,3,2,3,2,3,2,3,..]
[4/ 1/ 2/73] = [41 1I 2/ 3/ 2/ 3/ 2/ 3/ 2/ 3/ 2/ 3/ ]
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O lema a seguir serd utilizado no Teorema 3.1

1. It
Jk-2

Lema 3. é uma fragio irredutivel, isto é, (qx-1, qx—2) = 1, Yk > 2.

Demonstragido. Com efeito, se d = (gk-1, Gk—2) entdo, d|qi—1 e d|qx—>. Logo, existem inteiros k; e k, tais que
gr-1 = kid e gx_y = kod. Por outro lado, como px_1Gx-2 — px—2gk-1 = (=17,
segue que

d(kopr—1 — kipr—z) = (1)

e portanto, d | +1. Assim, sendo d > 0 devemos ter d = 1. ]

Teorema 3.1. Seja o um irracional e suponha que sua fragdo continua [a1, az, as, ...] seja periddica. Entdo, o é raiz

de um polindmio de 2° grau com coeficientes inteiros.

Demonstragio. Por hipétese, existem &, k € IN tais que,

a; = Ap+i, Vi>k (31)

a = lai, a2, ..., Qk-1, A, A1, -\ Ak (i-1) - (3.2)
Como vimos em (2.3) temos para todo n € IN

a = [ay,az,...,an, Xn]

1
onde x,, = a,41 + T e portanto, pelo Lema 2.1 temos
n+1

XnPn-1 + Pn-2
o= nPn Pn

, n=1).
Xnqn-1 + qn-2 ( )

Assim,

aXpdn-1 + -2 = XyPn-1 + Pn—2 <

Xn(XGn-1 = Prn-1) = Pn-2 — QGn—2

donde
n>1). (3.3)

A partir de (3.1) obtemos

e portanto, de (3.3) segue que

Pk-2 — 4k—2 _ Ph+k-2 — A4hik-2 o
k-1 — Pk-1 Ap+k-1 — Phtk-1

(Pk—z - 04&]k—2)(“¢]h+k—1 - Ph+k—1) = (“ﬂk—l - Pk—l)(Ph+k—2 - Oé%+k—2) <

2

Pk-20n+k-1& — Pk=2Ph+k-1 — Gk=2Gn+k-1&" + Gk—2Ph+k-1& =
2

Jk=1Ph+k=2& = Gk—1Gh+k-20&" — Pk=1Ph+k-2 t Pk-19h+k—2& <

a0’ +ba+c=0
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onde
a = Jk-1Ph+k-2 — Gk-29h+k-1,
b = pr—2qn+k-1 + Gk-2Ph+k-1 — Gk=1Ph+k—2 — Pk-1qn+k-2/
C = Pk-1Ph+k-2 — Pk-24h+k-1-
Comoa, b e c sdo inteiros, o resultado estard provado se mostramos que a # 0. Ora, sendo gj+k—2 > Gk—2
pois {g;} é estrititamente crescente, segue do Lema 3.1 que
Gt Gk
qk-2  Gh+k-2
e consequentemente,

Je-1Gn+k-2 — Gk—-2Gn+k-1 # 0

estabelecendo o resultado. m|

Teorema 3.2. Sob as hipéteses do Teorema 3.1, o é uma irracionalidade quadritica, isto é, a é um irracional da

forma

r+ /s
a= t\/_ onde r,s,teZ, s>0 e t+0.

Demonstracio. Seja y = [a, ..., k+(i—1)] @ parte puramente periddica de a. Entdo,

y = lak, ..., A1), Y1

e pelo Lema 2.1
k+(h-1) T Ph+(h—2
la, ..., axe -1y, y1 = IPietht) * Pl
Yqk+(-1) t Gk+(h-2)
donde
ymy + 1y
A 3.4
e (34)
onde
My = Pre(h=1) € N1 = Grsu-1) > 0,
My = Pre(r2) € M2 = Grru—2) > 0.
Assim, segue de (3.4) que

2 2
Yy 4+ yny = ymy + my © my” + (np —my)y —my = 0.
Sendo y > 0 e irracional (pois sua fracdo continua é infinita) o discriminante
A= (np — m1)2 + 4nymy

deve ser estritamente positivo, e como

_ (1 —mp) = \/(n2 = m)* + dnymy
21’11

segue que

(3.5

para alguns inteiros r, s e t, tais que s > 0 e t # 0. Portanto, y é uma irracionalidade quadratica.

Mostraremos a seguir que « é também é uma irracionalidade quadratica.
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De fato, temos

YPk-1 + Pk-2
Yqdik-1 + k-2

o= [ﬂl,ﬂz,...,ak_l, }/] =

pelo Lema 2.1.

Por outro lado, existem 7, s, t € Z com s > 0 e t # 0, tais que

7+ /s
y=—

t

e portanto,
r+ s

( t Pi1 + P2 _ (r + Vs)pi-1 + prat
(7 + s (r + Vo)1 + Gt
t

_ (i1 + prat) + pia Vs

(k-1 + Gk—2t) + Gr—1 Vs
_ (P + prat) + i V) ((rqk=1 + Gr—at) — Gr—1 V) (3.6)

(k=1 + Gr—at) — G35

)qk-1 + Gk—2

n
onde, m é o numerador e n 0 denominador de (3.6).

A seguir, provaremos algumas afirmagdes sobre os inteiros m e n.
Afirmagio 1. n # 0.

De fato, se fosse n = 0 entdo, como gi_1 > 0 terfamos
2
. (qul + tqkz>
Jk-1

oy Tt i
Y= Jr-1 _ 2rqk-1 + k-2
t tqr—

e portanto,

seria um ndmero racional, o que é absurdo pois y é irracional. Concluimos, portanto, que n # 0.
Afirmacao 2. Existem inteiros m; e m, tais que mp > 0em = my + (—1)"_1 \myoum =my + (—1)k X

De fato,

m = ((rpi-1 + Pr-ab) + i1 VS)(rGk—1 + Gi2t) — Gie1 VS)
= (1pk-1 + Pr2t) Qi1 + Grat) = proagi-1s + [Peo1 PGkt + Geat) — Geoa (rpra + prat)] Vs
= (1Pr-1 + Prat) PGkt + Geeat) — Pr-1Gk-18 + (Pk-1Gk-2 — Pr—2qk—1)t Vs
= (ko1 + Prat) (Gt + Grat) — Proaqiets + (=1t 5.

Assim, se t > 0 teremos

m =my + (=1 Vs
eset < 0 teremos

m=mj + (—l)k Vizs.

Definindo m2, = 25, o resultado estd provado.
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Voltando a demonstragdo e supondo ¢t > 0 (o caso t < 0 é andlogo) segue imediatamente das

Afirmagoes 1 e 2 acima, que

m _ mi + \/niy
-

k impar=a=—
n n

ml—\/m_zz(—ml)"'\/m_z

k ar:a—m—
p n n (-n)

onde my,nemp; € Z, n # 0 e my > 0. Mostramos portanto, que a é uma irracionalidade quadrética,

finalizando a demostragéo. O

Observagdo: Na demonstragdo acima, em (3.5)

:(ml—ﬂz)"'\/Z r+ Vs

, entao =
21’11 Y t

z(ml—ﬂz)—\/z r+ s

, entao =
21’11 Y t

se vy onde r=m;—ny, s=A>0, t=2n1>0

se y onde r=mny,—my, s=A>0, t=-2n; >0.
Exemplo: Seja a um irracional, cuja representacdo em fragdo continua é periédica e dada por a =
[5,2,1,2,2,1,2,2,..] =[5,2,1,2,2]. Segue do teorema acima que a é uma irracionalidade quadratica.
Podemos de fato, determina-la

Seja y =[1,2,2]. Entdo

1
a=5+ T
2+ —
y
Por outro lado,
1 1 1
y=1+ =1+ =1+
2oL 241 2+ Y
1 2y +1 2y +1
24+ = L y
Yy Yy
_ 1 2y+1 7y +3
_1+5y+2_ +5y+2_5y+2
2y +1

_7y+3 2 B A _
y_5y+2:>5y 5y-3=0.

Assim,

5+ 437
Y="10

7
Como y > 0, temos que y = . Portanto,

10
1 1 643 + V885
a=5+ =5+ = .
1 1 126
2+~ 24— —
y 5+ V37
10

Estabeleceremos agora, a reciproca dos Teoremas 3.1 e 3.2.

Teorema 3.3. Se « é uma irracionalidade quadrdtica, entio a fragdo continua de o é periddica.
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Demonstracdo.
Afirmacdo 1. Existem inteiros 4, b, ¢ tais que aa? + ba + ¢ = 0 com b? — 4ac > 0 Vb2 — 4ac irracional.
Comegamos observando que se « é uma irracionalidade quadrética, entdo existem inteiros a, b e c tais
que aa? + ba + ¢ = 0, com b? — 4ac > 0 e Vb2 — 4ac irracional (basta tomara = t2,b = —2rte c = r* —s). Por
outro lado, como feito na demonstracdo do Teorema 3.1, temos
_ XuPn-1+ P2
B Xndn-1 t qn-2

e dai,
2
a’ +ba+c=0ea <x,,p,,_1 +p"_2> +b <x"p"_1 +Pn—2> +c=0
Xndn-1 t qn-2 Xnqdn-1 t qn-2
< a(xnpn—l + Pn—2)2 + b(xnpn—l + pn—Z)(ann—l + ‘771—2) + C(ann—l + qn—Z)Z =0
& A2 +Bux, +C, =0
onde

An = apyy +bpuafua +

By = 2apy1pn—2 + b(Pn-1qn-2 + Pr-2Gn-1) + 204n-1Gn-2,
Cu = ap_y + bpuaqua + cq;_,.

Afirmacao 2. Existe uma constante M > 0 tal que

|/qﬂ| f; ]\4; |13H| :; ]\4; e |(:n| :5 ZVL

paratodon > 1.
De fato, como p_1 = g0 =0, pp = g-1 = 1, temos

Ai=a e Ci=c (3.7)
Para n > 2 temos g,-1 > 1 portanto,

Ap = apy_y +bpu e + oy
pua ) L, (P )
— 2 Py <ﬂ—) N
T <11 <Qn—1) Gn-1 ¢
o (g P (g Pi
1 (a qn—1> (ﬁ %—1)

onde a e 8 sdo as raizes de ax? + bx + ¢ = 0. Além disso, pelo Teorema 2.7, segue que
p gue q

1
<—-—x<1

-1
’ o Pt .
qn—l

Jn-1

donde

-1
o Pt

n-1

2
|Aul < lalg—

‘ _Pam
Gn-1

< |a| ‘g_pni‘l

n—-1

L P
Qn—l

sw{w—m+ }

< lal{lp — al + 1}. (3.8)

Assim, observando que C,, = A,,_; para n > 2, resulta imediatamente de (3.7) e (3.8) que

[Afl <My e |CilsM; (n>1)
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onde M; = max{la|(1 + |B — al), |c|}. Quanto a B,,, observe que para N > 1
B% -4A,C, = (pn—lqn—Z - pn—an—l)z(bz —dac) = [(_1)n_1]2(b2 —dac) = b* — dac.
Assim, pelo Teorema 2.3

Bﬁ =4A,C, + b* — 4ac
< 4MZ + b — dac

donde

|Bn| < M2

onde M; = 4 /4M% + b? — 4ac. Definindo M = M, (pois M, > M;) segue que
|Aul <M, |Byl <M, e |Gl <M,

para todon > 1.

Portanto, existem apenas um nimero finito de equagdes
Apx® +Bx+C, =0,

e consequentemente um nuimeor finito de valores (distintos) dos x,. Se xi, ..., x, forem tais valores,
entdo ay, ..., 4, serdo os valores distintos dos a,. Assim, teremos necessariamente a; = a,4; (i > k), para
alguma escolha de & € IN e de k € IN. Isto mostra que a fragdo continua de « é periddica, finalizando a

demonstragao. O
A partir da demonstracdo acima, obtemos o importante

Corolario 3.1. Se um niimero irracional « for raiz de um polindmio de 2¢ grau com coeficientes inteiros, entio

sua fragdo continua é periddica.
Os resultados desta secdo podem ser resumidos no seguinte teorema.
Teorema 3.4. A fragio continua (infinita) que representa um irracional o é periddica se, e somente se, « for raiz

de um polinémio de 2° grau com coeficientes inteiros. Além disso, o é uma irracionalidade quadrdtica.

Exemplo: Todo irracional da forma Vd com d € Z é uma irracionalidade quadratica, e portanto sua

representacdo em fragdo continua é periédica. Alguns deles sdo V2, V3, V5, V6, V7, e etc.

Exemplo: Solugio da equagéo x*> =ax +1,a > 0.

Sea > 0, a equagdo x> = ax + 1 possui uma raiz positiva x, a qual satisfaz

1
xX=a+—.
X

Assim,
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de modo que x = [a4,4, 4, ...] é representada por uma fragdo continua puramente periédica. Por exemplo,

sea = 2, araiz positiva de ¥=2x+1¢é V2+1,e portanto V2+1= [2,2,2,..], ouseja

1+V2=2+ 11
2+
1
2+ I
2+
24
Logo,
V2=1+ 11
2+ 1
2+ 1
2+
24

reobtendo o resultado V2 =1[1,2,2,2,2,...].
Observe que no exemplo acima a fragao continua do irracional V2 + 1 é puramente periédica. Um

estudo detalhado deste fato pode ser encontrado nas referéncias [7] e [8].



Capitulo 4
Aplicacoes

Neste capitulo apresentaremos algumas aplicagdes das fragdes continuas, fazendo também uma
relacdo com outros temas da matemética. Com isto, o professor de matemadtica tem a possibilidade de

acrescentar esta teoria em diversos momentos de suas aulas de Matematica.

4.1 A Sequéncia de Fibonacci

A Sequéncia de Fibonacci é uma das mais conhecidas na matemadtica, ela foi descoberta pelo ma-
temaético italiano Leonardo de Pisa (1175 - 1250) também conhecido como Fibonacci. Em 1202, ele escreveu
seu famoso livro chamado Liber Abaci, no qual aparece, pela primeira vez, a Sequéncia de Fibonacci,

decorrente do resultado de um problema matematico sobre a criacdo de coelhos.

O problema da reproducio dos coelhos: Suponha que um casal de coelhos demore dois meses para
procriar. A partir dai, a cada més ele produz um novo casal de coelhos. Comecando no 1° més com um
tnico casal, qual é o ntimero de casais de coelhos no més n?
Resolugdo:
Um homem colocou um casal de coelhos jovens em um local cercado.
No primeiro més temos apenas um casal de coelhos jovens.
No segundo més temos um casal de coelhos adultos, que estd no periodo fértil.
No terceiro més temos dois casais de coelhos, um adulto e um jovem.
No quarto més temos trés casais de coelhos, dois adultos e um jovem.
No quinto més temos cinco casais de coelhos, trés adultos e dois jovens.
No sexto més temos oito casais de coelhos, cinco adultos e trés jovens.
No sétimo més temos treze casais de coelhos, oito adultos e cinco jovens.
No oitavo més temos vinte e um casais de coelhos, treze adultos e oito jovens.
No nono més temos trinta e quatro casais de coelhos, vinte e um adultos e treze jovens.
No décimo més temos cinquenta e cinco casais de coelhos, trinta e quatro adultos e vinte e um jovens.
No décimo primeiro més temos oitenta e nove casais de coelhos, cinquenta e cinco adultos e tinta e quatro jovens.
No décimo segundo més temos cento e quarenta e quatro casais de coelhos, oitenta e nove adultos e cinquenta e
cinco jovens.
Notou-se que, o ntimero de casais de coelhos em determinado més, é a soma dos casais de coelhos

existentes nos dois meses anteriores a este. Temos assim a sequéncia de Fibonacci:

1,1,2,3,5,8,13,21, 34,55,89,114, ...
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De um modo geral, vamos considerar (F,) a sequéncia que corresponde a quantidade de casal de
coelhos no més n. Os dois primeiros termos da sequéncia sdo F; = 1e F, = 1, pois o casal ndo se reproduz
até o segundo més. Assim, em cada més 1, com n > 3, teremos os casais presentes no més anterior, mais
um numero de novos filhotes correspondentes aos casais maduros, mas estes ja estavam dois meses

antes. Logo, paran > 3,
Fy=Fy1+ Fu,

ondeF1 =F2=1.

Iremos agora apresentar como os ntimeros desta sequéncia podem estabelecer relagdes com as fracoes

continuas. F
Agora, vamos considerar as fragdes 3 " a seguir formadas pelos ntimeros de Fibonacci. Assim,
n-1
B_1
Fo 1
F3 2 1
S _oZ 142
E-1 71
Fy 3 1 1 1
1_,—3—2_1+2_1+%_1+1+1
1 1
Fs 5 1 1
—_— = = = 1 — = 1 —_ = 1
F "3 + + 3 + ) I
= +
2 1+ E
1
Foe 8 3 1 1
—==-=14+4=-=14+4=1+
Fs 5 5 5 1 1
= +
3 1
1+
1+ 1
1
1

F,
Temos assim que o limite dos quocientes — T pode ser representada por uma fragdo continua infinita,
-1
puramente periédica, dada por

1+ ——=1[1,1,1,1,...]. 4.1)
1+ ——+—
1+

1+

e

F, F3 Fy4 F5 F
Portanto, podemos considerar que cada uma das fragoes 2,2 8 e correspondem aos
Fi" B, Fy F/ F5

convergentes da fracdo continua (4.1).

Logo, quanto maior tomarmos este convergente, melhor serd a aproximagdo referente ao valor da
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fracdo continua [1,1,1,1,...]. Assim, temos

F 1
F 1
F; 2
F, 1
F, 3
F3 2
Fs 5
F, 3
Fe 8
Fs 5

Fiy 89

m_ %7 _ 1 61818..

Fip 55

Fp, 144

2 _ 2% 6179775,
Fii 89

Fi3 233 _

Fo = 1az = 1/6180555..

Isto nos indica que as razdes formadas pelos niimeros da sequéncia de Fibonacci se aproximam do
ntmero 1,6180339 o qual representa a Razdo Aurea denotada pela letra grega @ (Phi).

Observe que a Razdo Aurea é a raiz positiva da equagdo x> —x — 1 =0, isto §,

1+ 45
2

O=x= =1,61803...

Portanto, x é uma irracionalidade quadratica pois vimos que sua fragdo é (puramente) periddica.

Logo

4.2 Construcao do Calendario Gregoriano

Quantos dias tem um ano? Uma boa resposta é 365. No entanto, os astronomos afirmam que a Terra
completa sua 6rbita ao redor do Sol em aproximadamente 365,2422199 dias o que equivale a 365 dias, 5
horas, 48 minutos e 46 segundos. Sendo assim, um calendério preciso, ndo ser organizado com o mesmo
numero de dias todos os anos, se ele estiver sincronizado com as esta¢gdes do ano. Se tivéssemos 365 ou
366 dias por ano, as estagdes acabariam se desequilibrando com a agenda.

Na historia, existem vérios tipos de calendario que foram incorporados por vdrias civiliza¢des no
decorrer dos tempos. O calendario que usamos hoje é o gregoriano. Este calenddrio é o mais usado
no mundo atualmente, criado na Europa em 1582, por iniciativa do papa Gregoério XIII(1502-1585), em
substituicdo ao calenddrio juliano. O calenddrio gregoriano tem 365 dias na maior parte dos anos, nos
demais ele possui 366 dias, estes sdo considerados os anos bissextos. A partir dai, podemos perguntar

quantas vezes devemos ter estes anos bissextos e como este resultado pode ser obtido. Para entender a
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solucdo deste problema faremos uso das fragdes continuas, verificando a sua relagdo com o calendério
gregoriano, e a distribucdo dos anos bissextos.

Como visto ateriormente, um ano consiste de aproximadamente 365 dias, 5 horas, 48 minutos e 46
segundos o que equivale a 365,242199 dias, este é chamado de ano trépico, aquele que marca as estagdes.
O calendario Juliano, estabelecido em 45 a.C., considera a aproximacgdo 1 ano = 365 dias 6 horas = 365,
25 dias, ou seja, havendo uma diferenca de cerca de 11 minutos. Esta diferenca, em cem anos, causava
um desvio de 18h, 43min e 20s. Esta aproximacdo acabou gerando um problema, pois as estacdes reais
haviam retrocedido treze dias em rela¢do ao calendério Juliano. Em 1582, o papa Gregério III convocou
sébios para resolver este problema. Desde 45 a.C. até 1582, se passaram 1627 anos. O desvio acumulado
desde entdo era de 12dias, 16h, 36min e 38s. Para tal, principiou-se em se calcular o desvio proporcionado
para um dia. Se em 1 ano o desvio é de 11 min e 14s (674 s), entdo um dia proporciona o desvio dado
por 128,19 anos. Assim, ocorre aproximadamente desvio de 128 anos para cada dia, ou seja, de cerca de
3 dias em cada 400 anos. Isto provocou uma pequena altera¢do na intercala¢do de trés anos de 365 dias
e um ano de 366 dias, que ja era propria do calenddrio juliano. A retirada dos trés dias seguiu a regra
usual: os anos multiplos de 100 deixariam de ser bissextos, exceto pelos multiplos de 400. Enquanto a
duracdo média do ano Juliano era de 365 dias e 6h, com a retirada de trés dias do calendério gregoriano,
o valor passou a ser 365% dias = 365, 242500 dias = 365 dias, 5 horas, 49 min e 12 5 .O que ainda causa
uma diferenca de cerca de 26 segundos do valor real. A duragdo média de 1 ano = 365 dias, 5 horas, 48
min e 46 s = 365,242199 dias. Dai, obtemos a fracdo

5h48mind6s 20926 10463
1dia ~ 86400 ~ 43200

Fazendo uso do algoritmo de Euclides, temos

43200 = 4 - 10463 + 1348
10463 =7 - 1348 + 1027
1348 =1-1027 + 321
1027 = 3-321 + 64
321=5-64+1
64=1-64.

A partir dai, obteremos os primeiros convergentes da fragdo continua que representa a duragdo do

ano. Para tanto, serd omitida a parte inteira, uma vez que ja sabemos que no ano hé 365 dias inteiros.

a; 4 7 1 3 5 | 64
43200 | 10463 | 1348 | 1027 | 321 | 64 | 1
1348 | 1027 | 321 64 1 0

Cada linha produz uma solugéo para o problema do calenddrio. Por exemplo, a primeira linha atribui
ao ano uma duragdo aproximada de 365% dias. Esta duracdo, na prética, é alcancada se considerarmos
um ano em cada 4 bissexto. A terceira linha indica, com regra, a duracdo do ciclo (ou periodo) e a
segunda linha o nimero de anos bissextos a incluir durante esse perfodo. Por exemplo,a segunda coluna

produz a solugdo: 7 anos bissextos em um ciclo de 29 anos. Isso corresponde a duragdo média do ano de

7 1
3655 dias. Este resultado, trata-se de uma solugdo mais exata que 3651 Asssim, podemos estabelecer

as seguintes relacdes:
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A fragdo continua correspondente a 1 ano = 365 dias, 5 horas, 48 min e 46s é [365,4,7,1,3,5, 64].
O 1°. convergente é 365 dias.

1
O 2°. convergente é dado por: 3651 dias, propria do calendario Juliano.

1 7
O 3°. convergente é dado por: 36571 = 3655 dias, ou seja, 7 anos bissextos a cada 29 anos.
4+ -
7

8
O 4°. convergente é dado por: 365 = 3655 dias, ou seja, 8 anos bissextos a cada 33 anos.

4+

31
O 5°. convergente é dado por: 365 ———F—— = 365@ dias, ou seja, 31 anos bissextos a cada 128
4+
1

7+

1
1+
3
anos.
Logo, ao total dos 400 anos, existem aproximadamente 97 anos bissextos.
31 anos bissextos — 128 anos do calenddrio
x — 400 anos do calenddrio
= x = 96,875 ~ 97 anos bissextos.
Apesar de na época do papa Gregoriano III as fragdes continuas ainda ndo serem um assunto estabe-

lecido, podemos perceber que existe uma grande relagdo desta teoria, tornando este fato uma incrivel

coincidéncia.

4.3 Um Método para Calcular Logaritmos

Para calcular o logaritmo logbo by onde 1 < by < by, determinamos duas sequéncias

by, b3, by, ...
e
ni, My, n3, ... 1; inteiros positivos
satisfazendo as seguintes relagoes:
bnl b b}’l1+1 b _ bO
1 <bo <0 2= Tar
b
bnz b bn2+1 ba = bl
2 <01 <0 3= 1
b,
bnk b bnk+1 b _ bk—l 4 2
k<k—1<k k+1_bnk ()
k

Tais sequéncias sdo construidas da sequinte maneira: como 1 < b; < by, existe um inteiro n; > 0, tal que
1y n+1
b1 <by< bl .

Assim,

n1+%

by = b, (4.3)
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para algum x; > 1. Definindo

b
by = bi (4.4)
1
temos 1 < b, < b1, de modo que existe um inteiro n, > 0 tal que
by < by < byt
Assim,
I’lz+xi
bi=b, * (4.5)

para algum x, > 1. Definindo entdo

de modo que 1 < b3 < by e existe um inteiro 7, > 0 tal que
be < by < b

donde

nw%

by = by

para algun x3 > 1. Repetindo este procedimento, obtemos as sequéncias {b;} e {n;} satisfazendo (4.2).

Agora note que, a partir de (4.3) e (4.4) obtemos

bo

x
by = A b1
donde
by = b3 (4.6)
Logo, segue de (4.5) e (4.6) que
X1 =M1y + —.
X2
Procedendo analogamente obteremos
1
X =n3z + —
X3
de modo geral,
1
Xk = Ngy1 + (k>1). (4.7)
Xk+1
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Portanto, segue de (4.3) e (4.7) que

1
1 1
T mt T
nm+ — ny + —
bi=by 1 =p, 2
1
1
n + 1
ny+ —————
ns +
= b, nato
ou equivalentemente,
1
logbo bl = 1 = [0/ ni, Ny, ns, ]
n + 1
ny + 1
nz +
Ny + S

Exemplo: Para o calculo de log,, 2 temos by = 10 e by = 2. Além disso, como

2°<10<2*
10 .
resultaquen; =3 eb; = 2 = 1,25. Repetindo o processo, vemos que
(1,25)° <2 < (1,25)*

de modo que n; = 3 e b3 = =1,024. Com a ajuda de uma calculadora obtemos os seguintes

(1,259
resultados:
=2 n =3
b, =1,25 np =3
by =1,024 nz =9
by =1,009741958 ny =2
bs =1,004336279 ns =2

Isto mostra que

1
log102 = 1 ,
3+ 1
1
1

3+
9+
2+

2+
ou seja,
log102=10,3,3,9,2,2,---].



Capitulo 5

Considerac¢oes Finais

Neste trabalho realizou-se um estudo acerca da teoria das Fragdes Continuas, suas principais propri-
edades e algumas de suas aplicagdes.

Durante o estudo houve uma grande preocupagdo em apresentar uma base sélida para introdugdo do
assunto, apresentando e provando os teoremas, proposigdes e corolarios necessarios para a compreensao
de tema. Apresentamos as principais caracteristicas das fra¢gdes continuas finitas e infinitas, associando-
as aos numeros racionais e irracionais, respectivamente. Além disso, foi realizado um estudo sobre
os convergentes e suas propriedades, os quais fornecem excelentes aproximagdes racionais para um
ntmero real qualquer com erro tdo pequeno quanto se queira.

O estudo das fragdes continuas é de grande relevancia e tem muitas relagdes com outros temas da
matemadtica bem como outras dreas do conhecimento. Seu estudo nos permite compreender padroes
muito interessantes sobre as representa¢des dos niimeros reais. No decorrer do trabalho foi apresentado
uma importante relagdo entre as fra¢des continuas infinitas e os irracionais quadraticos, a partir da qual,
caracterizamos as fra¢des continuas periédicas.

Com esse trabalho esperamos contribuir com aqueles que se interessarem pelo tema, principalmente
os professores da Educagdo Basica, onde o assunto é praticamente desconhecido. Consideramos que
outras pesquisas sdo bem vindas em relagdo ao tema e como sugestdes de pesquisas futuras, propomos a
aplicagdo do tema em sala de aula, com o objetivo de pesquisa de campo. Dessa maneira, os professores
da drea de matematica irdo conferir concretamente o resultado da aplicagdo, podendo assim, discutir

possiveis melhorias e aprimoramentos na prética do ensino de matematica.
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