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Resumo

Nesta dissertacao descrevemos algebricamente a curva plana que resolve um
problema de curvas minimizantes. Deste modo, faremos um estudo sobre
curvas planas, para em seguida deduzir a curva que resolve o problema pro-
posto. A resolucao do problema recai numa curva classica, chamada concoide
de Nicomedes, utilizada para solucionar uma construcao geométrica de neusis
que trissecta um angulo. Assim, trataremos brevemente sobre a trissecao de
um angulo e problema de neusis. Serao apresentados os métodos de resolugao
de equagoes do terceiro e quarto graus, visto que o ponto que define o inicio

da rampa soluciona uma equacao quéartica.

Palavras-chave: Curvas Planas, Concoide de Nicomedes, Trisseccao

do Angulo, Problema de Neusis.



Abstract

In this dissertation we describe algebraically the plane curve that solves a
problem of minimizing curves. Thus, we will study plane curves, and then
deduce the curve that solves the proposed problem. The problem is solved
by a classical curve, called conchoid of Nicomedes, used to solve a geometric
construction of neusis that crosses an angle. Thus, we will briefly discuss
the trisection of an angle and neusis problem. The methods of solving the
equations of the third and fourth degrees will be presented, since the point

defining the beginning of the ramp solves a quartic equation.

Keywords: Flat Curves, Nicomedes Concoid, Angle Trisection,

Neusis Problem.
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CAPITULO 1

Introducdo

Imagine a seguinte situacao: Vocé possui uma casa cujo nivel da garagem esti

acima do nivel da rua. Ou seja, existe um degrau entre a rua e a garagem.

Garagem

]
i Degrau
Y

Rua

Figura 1.1: Degrau formado entre a garagem e a rua.

Entao resolve-se contratar uma pessoa para construir uma rampa. Con-
tudo, como vocé pretende gastar o minimo possivel com materiais de constru-
¢ao, propoe ao responsavel pela obra que construa a menor rampa possivel.
Considerando o fato de ter um carro na garagem e que vocé esteja interessado
numa rampa que seja suficiente apenas para ele descer em direcao a rua, qual
a forma algébrica determinada pelos pontos dessa rampa?

Motivados pela resolucao desse problema, foi necessario encontrarmos
uma condi¢ao geométrica que seja satisfeita pelos pontos que pertencem a
curva definida pela rampa. Para tal nos restringimos apenas aos objetos ma-
tematicos necessarios para a resolucao do problema: roda dianteira e traseira
(circunferéncias de raio r e centros P e A, respectivamente); entre-eixos de

comprimento d (segmento AP).

12



Rodrigo Macedo da Silva Uma Rampa para os Classicos: Curvas Planas e Trisseccdo de um angulo

@
(13

Figura 1.2: Elementos geométricos presentes no problema.

Analisando o comportamento desses objetos geométricos movendo-se so-
bre a rampa, observamos que a curva descrita pelo ponto P (que passaremos
a chamar de curva do centro) esta relacionada de maneira simples com a
curva descrita pela rampa (que passaremos a chamar de curva da rampa).
Em resumo, encontrando a curva do centro, foi possivel, por meio da relacao
percebida, encontrar a curva da rampa.

Ao deduzir a forma algébrica da curva do centro e plotar os dados no
software Geogebra ' percebemos que ela remonta a uma curva utilizada para
resolver um problema de insercao. Tal curva foi definida por Nicomedes e
batizada de Concoide de Nicomedes.

Neste contexto, este trabalho terd como objetivo: explicitar num sentido
algébrico e geométrico as curvas do centro e da rampa; compreender a rela-
¢ao entre a curva do centro e a Concoide de Nicomedes; compreender como
a Concoide de Nicomedes ¢ utilizada para trissectar um angulo; utilizar os
conceitos relacionados a curvas parametrizadas e curvas paralelas para en-
contrar a curva cujo o trago é a rampa, considerando parametros quaisquer;
utilizar os métodos de resolucao de equagoes algébricas do 3° e 4° graus para
encontrar o par ordenado que define o ponto inicial da rampa, considerando
parametros r = 1 e d = 8; encontrar o par ordenado que define o final da
rampa.

No capitulo 2 desenvolveremos os assuntos que serao necessarios para a
resolucao do problema da rampa, apresentando defini¢oes, teoremas e exem-
plos sobre: curvas planas, parametrizacao, vetor tangente, vetor normal,
comprimento de arco, referencial de Frenet e curvas paralelas.

No capitulo 3 discorreremos sobre a Concoide de Nicomedes e como tal
curva foi utilizada para resolver a construcao de Papus para a trisseccao de

um angulo. Definiremos um problema de neusis e resolveremos um exemplo

!GeoGebra é um aplicativo de matematica dinamica que combina conceitos de geome-
tria e algebra em uma tnica GUL

UFGD 13 Setembro, 2019
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de construcao geométrica que envolve esse método. Falaremos brevemente
sobre o contexto histoérico acerca da trisseccao de um angulo e sera apresen-
tada uma prova de que a construcao de Papus trissecta um angulo por meio
da neusis.

O capitulo 4 sera dedicado ao estudo da curva do centro. Nele apresen-
taremos o enunciado do problema como uma condicao que os pontos P do
centro da circunferéncia devem satisfazer para descrever a curva. Apresen-
taremos a dedugao do lugar dos pontos P na forma F(z,y) = 0 e na forma
paramétrica, considerando parametros » = 1 e d qualquer. Analisaremos
as restri¢oes impostas algebricamente no parametro d e o que isso significa
geometricamente. Por fim, justificaremos por que o traco da curva do centro
coincide com o trago da concoide de Nicomedes, mostrando que as defini¢oes
sao equivalentes.

No capitulo 5, com base na propriedade que relaciona a curva do centro
com a curva da rampa, deduziremos a forma paramétrica da curva correspon-
dente a rampa considerando parametros r = 1 e d qualquer, em seguida sera
apresentada a forma geral da curva do centro e da rampa (com parametros
quaisquer). De acordo com o problema fisico, o trago da rampa deve ter um
inicio. Assim, por meio de uma condi¢ao geométrica definida sobre um ponto

P da curva do centro, encontraremos o ponto inicial da curva da rampa.

UFGD 14 Setembro, 2019



CAPITULO 2

Curvas Planas

Na resolucao do problema da rampa, utilizamos conceitos de curva parame-
trizada, vetores tangentes e perpendiculares. Neste capitulo trataremos dos
assuntos necessarios a compreensao das ferramentas teoéricas utilizadas na
solucao do problema proposto.

Uma curva no plano pode ser definida como uma condicao algébrica so-
bre os pontos (z,y) que a compoe, ou seja, por meio de uma equagao da
forma F(z,y) = 0. E comum nos depararmos com vérias equacdes desse tipo
no estudo da Geometria Analitica. Uma das vantagens dessa notacao é que
¢é possivel atribuir significado geométrico aos parametros da curva, enrique-
cendo a relacao entre algebra e geometria.

Uma outra forma de definir uma curva no plano é por meio de uma funcao
em uma tUnica variavel real. Nesse caso, os pares coordenados (z,y) da curva
dependem dessa variavel. Sao curvas definidas dessa forma que sao objetos
de estudos da Geometria Diferencial. A vantagem de definir uma curva por
meio de uma funcao real é que é possivel aplicar os resultados do célculo
diferencial e vetorial em seu estudo. Vamos as definicoes formais a respeito

de curvas no plano.
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2.1 Curva Parametrizada Diferenciavel

Uma funcao real de uma tnica variavel real serd dita diferencidvel quando
possuir em todos os pontos de seu dominio derivadas de todas as ordens.

Definicao 2.1.1. Uma curva parametrizada diferencidvel é uma funcgao di-
ferenciavel o : I — R?, onde I C R. Adiante, salvo mencao contraria, iremos

nos referir a curva parametrizada diferencidvel apenas por curva.

Como o dominio de o é I C R e o contradominio é o R?, temos que
a(t) = (z(t),y(t)). As fungodes reais x,y : I — R, ditas também funcoes
coordenadas, sao funcgoes diferenciaveis. A variavel t é o pardmetro da funcao.
Podemos imaginar a curva como sendo uma particula no plano movendo-se
a medida que o tempo () passa.

Um parénteses a respeito de curvas definidas dessa forma: algumas cur-
vas planas como a pardbola e a reta podem ser definidas como funcoes da
varidvel  naturalmente, bastando isolar o y. Mas, para outras curvas, como
a circunferéncia, s6 isolar o y nao define uma funcao. Nesse caso, para re-
presentarmos o traco da circunferéncia como uma funcao de parametro ¢
devemos utilizar o conceito de curva parametrizada.

Dizemos que o conjunto imagem «(f) C R* é o traco da funcdo a. E
importante termos bem clara a distincao entre a funcao « que é a curva
parametrizada diferenciavel e o traco de «, ja que podemos representar de
véarias formas distintas o mesmo traco. Por exemplo, a reta da figura abaixo
é o trago das funcgoes «a(t) = (2t + 1,3t + 2) e 5(t) = (4t + 1,6t + 2), ambas
definidas no conjunto dos reais. Note que o ponto (ty) percorre o dobro da
distancia de «a(ty). Podemos imaginar os pontos definidos por a e 8 como
particulas percorrendo o plano ao decorrer do tempo ¢, assim, infere-se que
a particula de 8 tem o dobro da velocidade da particula de « (figura 2.1).

UFGD 16 Setembro, 2019



Rodrigo Macedo da Silva Uma Rampa para os Classicos: Curvas Planas e Trisseccdo de um angulo

yl

/

Figura 2.1: Posicdo dos pontos a(tg) e B(to), considerando que partiram do
ponto A = (1,2).

Exemplo 2.1.2. A fun¢ao a : (0,27] — R? dada por a(t) = (cost,sint),

com t € (0,27], é uma curva parametrizada diferenciavel, cujo trago é uma

circunferéncia de centro na origem e raio 1 (figura 2.2).

YA

1N
N

Figura 2.2: Curva parametrizada diferenciavel.

e |

Exemplo 2.1.3. A funcdo a : R — R? dada por a(t) = (t*,t?), com t € R,
¢ uma curva parametrizada diferenciavel (figura 2.3). Com efeito, as fungoes
coordenadas x e y admitem derivadas de todas as ordens, logo a também
admite derivadas de todas as ordens. Vale notar que o'(0) = (0,0), ou seja,

para t = 0 temos um vetor nulo.

UFGD 17 Setembro, 2019
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yA

x
Figura 2.3: Curva parametrizada diferenciavel com o'(0) = (0, 0).

Exemplo 2.1.4. A funcio o : R — R? dada por a(t) = (t* — 4t,t* — 4),
com t € R, é uma curva parametrizada diferenciavel (figura 2.4). Com efeito,
as fungoes coordenadas x e y admitem derivadas de todas as ordens, logo «
também admite derivadas de todas as ordens.

Y

K

Figura 2.4: Curva parametrizada diferenciavel.

Agora que temos uma funcao que representa uma curva plana, podemos

definir o vetor tangente.

2.2 Vetor Tangente; Curva Regular

Definicdo 2.2.1. Seja a : I — R? uma curva parametrizada diferenciavel,
tal que a(t) = (z(¢),y(t)), Vt € I. O vetor o (tg) = (2'(to), y'(to)) é chamado

vetor tangente a o em ty € 1.

O vetor tangente pode ser interpretado como a velocidade da particula
no ponto ty, assim podemos obter sua velocidade escalar ou maodulo fazendo:

lo(to) |l = v/ (2 (t0))? + (¥ (t0))?

UFGD 18 Setembro, 2019
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O vetor o(ty) aponta para o sentido de percurso do ponto na curva. O
trago da curva tem a sua importancia, pois é com o auxilio dele que podemos
conjecturar algumas afirmacoes e observar certas propriedades geométricas,
mas existem proposicoes que sao expressas e provadas por meio da funcao a.

A orientacao de uma curva « é o sentido de percurso do traco de a.

Exemplo 2.2.2. Considere a lemniscata, dada pelo trago da curva « :
[0, 27] — R?, definida por a(t) = (sint, sin 2t).

Y

Figura 2.5: Lemniscata de Bernoulli.

a) Encontre os valores do dominio, ¢; e ty, tais que «a(t;) = a(ts).

Como a funcao nao é injetiva, entdo existem t; # t, tais que a(t1) = a(ts),
com ty,ty € [0,27]. Note que a solucdo é dada por a(t) = (0,0), ja que a curva
possui auto intersegao na origem. Ou seja, (sint,sin2t) = (0,0) = sint =0
esin2t =0,logot; =0ety =m.

b) Encontre o/(t1) e o/(t2) e esboce no gréfico o sentido de percurso do ponto
aft).

Como o/(t) = (cost,2cos2t), entdo temos: o'(0) = (cos0,2cos(2-0)) =
a'(0) =(1,2) e (7r) = (cosm,2cos(27)) = o' (7) = (—1,2).

UFGD 19 Setembro, 2019
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o () a/(0)

Figura 2.6: Lemniscata de Bernoulli com a orientacao descrita.

E necessario, para o estudo da geometria diferencial, que para todo ponto
a(t) de uma curva exista uma reta tangente. Assim devemos ter o/(t) # 0
para todo t € I. Note no exemplo 2.1.3 que existem curvas parametrizadas
que nao possuem vetor tangente nao nulo em todos os seus pontos, assim
vamos definir uma nova classe de curva, que possuem uma reta tangente em

todos os pontos de seu traco.

Definicdo 2.2.3. Uma curva parametrizada diferenciavel o : I — R? ¢ dita
reqular se Vt € I, o/(t) # 0. Quando o/(ty) = (0,0) diremos que a(ty) é um

ponto singular de a.

Nos exemplos da secao 2.1 temos que as curvas parametrizadas de 2.1.2 e
2.1.4 sao regulares. Ja a curva parametrizada do exemplo 2.1.3 nao é regular,
visto que '(0) = (0,0), ou seja to = 0 é um ponto de singularidade dessa

curva.

Definicio 2.2.4. Seja a : I — R? uma curva regular. A reta tangente a o
em to € I & a reta que passa por a(tg) na dire¢ao de o'(ty), assim podemos

defini-la por meio da funcao

g(r) = alty) + rd/(tg), com r € R.

2.3 Reparametrizacao

Como ja dito, existem curvas diferentes que possuem o mesmo trago (vide
figura 2.2). Este conceito pode ser formalizado com a defini¢ao de reparame-

trizacao de uma curva.

UFGD 20 Setembro, 2019
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Definigio 2.3.1. Seja a curva a : [a,b] = R? e h: [c,d] — [a,b] uma funcio
diferencidvel. A curva 8 = aoh : [c,d] — R? é dita uma reparametrizacdo

de « por h.

Yy
B I}
h ﬁ\‘
ed b iR 5 -
’ ’ c a b I

Figura 2.7: Composicao da funcao f.

A funcao [ é uma curva parametrizada diferenciavel cujo traco é igual ao
da curva «. Pela regra da cadeia obtemos:

B'(t) = (a0 h)(t) = o/ (h(t)) ' (t)

Assim, o comprimento do vetor 5'(t) ¢ dado por:

15" @I = Tl (RO - |7 ()]

Note, nessa tltima igualdade, que para [ ser uma curva regular, en-
tao h'(t) # 0 e o' (h(t)) # (0,0), ou seja, o deve ser regular e h deve ser
estritamente monoétona. Como estamos interessados em curvas regulares,
trabalharemos sob tais condicoes.

Quando A for uma funcao estritamente crescente, [ tera a mesma orien-
tacao de o e quando h for estritamente decrescente, 8 e « terao orientacoes

opostas.

Exemplo 2.3.2. Seja a : [0,27] — R? tal que a(t) = (cost,sint), cujo
traco ¢ uma circunferéncia de centro na origem e raio 1. Vamos encontrar
uma funcao h, tal que a composta f = aoh e o tenham orientagoes opostas.

A funcdo h deve ser estritamente decrescente e h : [¢,d] — [0, 27]. Assim

podemos definir a fungao h(s) = —2s + 1. Para encontrarmos c e d basta
fazer:
—254+1=0 o —2s+1=2m
1 1—27
S = — S =
2 2
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1-27 1 1—-27 1
5 W, — [0, 27] e a composta f3 : 5 7r7§ — R?, onde

2
B(s) = a(h(s)) = B(s) = a(—2s+1) = B(s) = (cos(—2s+ 1),sin(—2s+1)).
vk Yl
AN Y

Figura 2.8: Circunferéncias o e  com orientagoes opostas.

Ou seja, h :

A

g

=Y

2.4 Comprimento de Arco

E possivel calcular o comprimento de uma curva « de t; a t; por meio da

t1
[ leola
to

que é dita comprimento de arco da curva « de ty a t;. Fixado um ¢ty € I,

integral

definamos a fun¢ao comprimento de arco da curva « a partir de ¢y como

s(t) = / o () dt

Sabendo que « é uma curva regular, segue que s é diferenciavel, donde s'(t) =
e/ ()]l-

Exemplo 2.4.1. Consideremos a circunferéncia o : R — R, tal que o(t) =
(Rcost, Rsint). A fun¢do comprimento para to =0 é

s(t) = / o ()t

Como o(t) = (—Rsint, Rcost), segue que ||/ (t)]| = \/Rz(sin2 t+ cos?t) =
t
, tomando t = 27 temos

0
que s(2m) = 2w R. Note que se dermos k voltas em torno da circunferéncia

t
o/ ()] = R. Assim, s(t) = / Rdt = s(t) = Rt
0

seu comprimento serd dado por:

s(2km) = 2k R
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Ou seja, apesar do traco ser o mesmo para £ > 1, o comprimento sera
diferente. Neste caso, como a nao é injetiva. Para curvas injetivas de mesmo

traco, o comprimento ¢ invariante.

Definigcao 2.4.2. Quando o comprimento de arco da curva « de ty a t;, com
to < tq, for igual a t; — ¢y, ou seja

t1
[ e =t~

to

diremos que a curva « estd parametrizada pelo comprimento de arco.

Proposicao 2.4.3. Uma curva reqular o estd parametrizada pelo compri-

mento de arco, se, e somente se, Vt € I, ||/ (t)|| = 1.

Demonstracao. Vamos supor que a curva « estd parametrizada pelo com-

primento de arco. Consideremos a fun¢do s : I — R? tal que s(t) =

t t

|/ (r)||dr, Vt € I. Se s(t) = / &/ (r)||dr = t — ty para algum ¢y € I,
t t
entio ’

St)y=(t—ty) =s(t)=1
Pelo teorema fundamental do calculo

s'(t) = [lo’ ()]
portanto

lo/ @) =1

Reciprocamente, se ||/(t)|| = 1, entao

t1 t1
/ Ho/(r)”dr:/ ldr =t — 1
to to

Exemplo 2.4.4. A funcdo a(t) = (cost,sint), t € R, é uma curva parame-

]

trizada pelo comprimento de arco, ja que ||&/(¢)|| = 1, Vt € R.

A seguir vamos enunciar um teorema que diz que toda curva regular «
admite uma reparametrizacao [, onde [ esta parametrizada por comprimento

de arco.
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Proposicao 2.4.5. Sejam o : I — R? uma curva reqular e s : I — s(I) C R
a funcao comprimento de arco de o a partir de to. Entao existe a func¢ao
inversa h de s, definida no intervalo aberto J = s(I) e B = aoh € uma

reparametrizacao de o, onde [ estd parametrizada pelo comprimento de arco.

Demonstracdo. Primeiro vamos mostrar que a funcao inversa h = s~ ! existe.
De fato, s'(t) = ||&/(¢)]| > 0, ja que, por hipotese, s é fungao comprimento
de arco de a.. Ou seja, a funcao s é estritamente crescente, portanto, possui
inversa. Como h : J — I, tem-se que = cwo h é uma reparametrizacao de «
por h. Provemos agora que [ esta parametrizada pelo comprimento de arco.

Com efeito
dh ds dh 1
hs(t) =t=——=1= — =
(s(6)) ~ ds di ~ ds s'(t)

Portanto

dh 1

—=—>0

ds |/ ()]

/

Como % = C;—Oté% = ‘ HZ}% = 1, segue da proposicao 2.4.3 que [

estd parametrizada pelo comprimento de arco.

Exemplo 2.4.6. Vamos aplicar a proposicao acima considerando a curva
regular o : R — R?, dada por a(t) = (at + ¢, bt + d) com a® + b* # 0.
Como o(t) = (a,b), entdo ||a/(t)|| = Va? + b2 Assim a fun¢iao comprimento,

para ty = 0 é:

s(t) = /Ot Vva? + b2dt = s(t) = Va? + b%t

S

———, onde s € R. Portanto
a? + b?

A inversa h de s é dada por h(s) =

B(s) = (aoh)(s) = B(s) = (a\/a?:W +c, b\/oﬂ:W + d)

¢ uma parametrizacao pelo comprimento de arco.

2.5 Curvatura e Formulas de Frenet

Vamos considerar uma curva regular o parametrizada pelo comprimento de

arco. Assim a(s) = (z(s),y(s)), s € I. Para cada s € I, o/(s) é um vetor
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unitario que denotamos por t(s), isto é

t(s) ¢ chamado vetor tangente & curva o em s. Observe que podemos fazer
uma rotacao positiva no vetor ¢(s), obtendo um vetor unitéario ortogonal n(s)
a t(s). Assim

Definicido 2.5.1. Seja o : I — R? uma curva parametrizada pelo compri-
mento de arco. O par de vetores t(s) e n(s) é dito referencial de Frenet da

curva & em S.

Proposicao 2.5.2. Seja o : I — R? uma curva parametrizada pelo compri-

mento de arco. O vetor t'(s) é ortogonal ao vetor t(s), isto €
({t'(s),t(s))y =0  Vsel
Demonstragao. Note que (t(s),t(s)) = ||t(s)||* = 1, ou seja
(t(s),t(s)) =1
Derivando, obtemos
(t'(s),t(s)) + (t(s),1'(s)) = 0 = 2(t'(5), t(s)) = 0 = (¢'(s),1(s)) = 0
[

Segue imediatamente de 2.5.2 que os vetores n(s) e t'(s) sdao paralelos, ou
seja, existe uma funcao k tal que

t'(s) = k(s)n(s), sel (2.1)

Definicao 2.5.3. A funcao k definida na equagao 2.1 é chamada curvatura
de v em s € I.

Considerando a curva a(s) = (z(s),y(s)), s € I, segue da defini¢cao que
k(s) = (t'(s),n(s)) = (a"(s),n(s)), donde

k(s) = —a"(s)y'(s) +¢"(s)a'(s)
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Como n(s) é unitario temos que n’(s) serd ortogonal a t(s). Assim, usando

raciocinio analogo, concluimos que
n'(s) = —k(s)t(s)

Assim podemos obter o sistema de equacoes satisfeito pelo referencial de
Frenet t(s) e n(s)

t'(s) = k(s)n(s)
n'(s) = —k(s)t(s)

As equacoes desse sistema sao denominadas Fomulas de Frenet da curva a.

2.6 Curvas Paralelas

Antes de iniciarmos o estudo de tais curvas, vamos considerar o referencial
de Frenet e a curvatura de uma curva « definida com uma parametrizacao
arbitraria, ou seja, as curvas deste topico serao regulares mas nao estarao

parametrizadas por comprimento de arco, salvo mencao contraria.

Proposicao 2.6.1. Seja a(s) = (x(s),y(s)), s € I, uma curva regular.

Entao
o) )ty
()2 + (v)? @) + ()2 N (CIEEATIEE

Para mais detalhes consultar [13].

Definigao 2.6.2. Considere a curva regular a : I — R? a(s) = (2(s),y(s)).
Seja 3 : I — R? a curva definida como

B(s) = a(s) +rn(s) (2.2)

onde 7 # 0 e n(s) é o vetor unitario ortogonal a «. Chamaremos S de curva

r-paralela a o.

Observe que para cada s € [ tem-se ||3(s) — a(s)|| = |r|, ou seja, B

mantém-se a uma distancia constante de «.

Exemplo 2.6.3. Seja a curva regular o : R — R? onde a(s) = (s, s%).

Encontrar curva r-paralela a .

1,2s) (—2s,1)
Como o/(s) = (1,2s), segue uets:(’—ens:—’.As—
, 9 (—2s,1) ,
sim ((s) = (s,8°) + r————=. Abaixo, podemos observar o traco de [,
considerando r = 0,5, r = 1 e r = —1, respectivamente.
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I Q,
1, \Ln, \ L&)
t(s) t(s) T
2 N

| x

Figura 2.9: Curva [ paralela a a, considerando r =0,5, r=1er = —1.

Vamos encontrar as funcoes coordenadas de 8 em termos da curva regular

a. Na equacdo 2.2 temos que [(s) = a(s)+rn(s). Como a(s) = (x(s),y(s))
(=¥/'(5), z(s))
V(@'(s)? +y/(s)?)

= | X(S —TM
409 = (409 =

Podemos obter o vetor tangente 3'(s) derivando a fun¢ao dada por B(s) =

en(s)=

, segue que

o(s)
yls) +r ||t<su>) (23)

a(s) +rn(t), assim f'(s) = o/(s) + rn/(s). Das equagoes de Frenet, sabemos
que

logo B'(s) = t(s) + r(—k(s)t(s)), ou seja
B'(s) = t(s)(1 = rk(s)) (2.4)

Por meio da equacao 2.4 é possivel estabelecermos uma condicao sobre
para que tenhamos uma cuva regular. Como ja dito anteriormente a curva
B ¢é regular se Vs € I, ||5'(s)|| # 0. Assim tem-se que ||5'(s)| = ||t(s)|||(1 —
rk(s))|. Segue que || (s)|| # 0 se, e somente se, ||t(s)]| # 0 e [(1 —rk(s))| #
0. Como ||t(s)|| # 0 por hipotese, ja que « é regular, entdo devemos ter
1 —rk(s) # 0, Vs € 1. Portanto

k(s)#% Vsel

1

Note que para ( ser uma curva regular — ndo pode pertencer ao conjunto
r

imagem da fungao k.
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CAPITULO 3

Concoide de Nicomedes

No periodo grego compreendido entre os séculos VI a.C e V d.C, o problema
da trisseccao foi reduzido a um outro tipo de problema, chamado de problema
de neusis'. Assim, o matematico que conseguisse resolver o problema da
neusis resolveria a trisseccao do angulo. Uma das curvas mais antigas que
solucionam esse problema é a concoide de Nicomedes.

Nesse capitulo falaremos brevemente sobre a trisseccao e como um pro-
blema de neusis trissecta um angulo. Por fim mostraremos como a concoide
de Nicomedes pode ser usada para solucionar o problema da trisseccao de

um angulo”.

3.1 Trissec¢ao do Angulo

Os instrumentos de construcao euclidiana, compasso e régua nao graduada,
motivaram matematicos a elaborarem problemas e desenvolverem teorias
desde os primoérdios da histéria da matematica. Devido a simplicidade e
elegancia desses instrumentos alguns problemas sao facilmente enunciados
e despertam, até os dias de hoje, o desejo e engajamento na tentativa de

LA palavra neusis pode ser interpretada no sentido de apontar ou de inclinacgo.
2Vale lembrar que ja foi provado em 1837 pelo matematico francés Pierre Laurent
Wantzel que é impossivel trissectar um angulo apenas com os instrumentos euclidianos

(compasso e régua nao graduada).
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soluciona-los, mesmo que sejam impossiveis de se resolver com tais instru-
mentos.

A trissecgao de um angulo utilizando apenas régua nao graduada e com-
passo pode ser citada como exemplo de um problema que possui um enun-
ciado simples, porém impossivel de se resolver utilizando somente os ins-
trumentos euclidianos. O matemaético francés Pierre Laurent Wantzel aluno
de Gauss, provou em 1837 a impossibilidade de se resolver o problema da
trissecgao utilizando compasso e régua nao graduada.

Ainda assim, estudantes e pessoas interessadas pela matemética enviam
todos os anos possiveis demonstragoes da trisseccao de um angulo para pro-
fessores analisarem. Nao precisa ser um especialista na area pra saber que em
todas estas demonstragoes existem erros, basta confiarmos na demonstracao
que foi feita ha 182 anos e revisada por centenas de mateméticos ao longo de
todo esse tempo.

O problema da trissec¢cao de um angulo pode assim ser enunciado: dividir
um dngulo arbitrdrio, apenas com réqua nao graduada e compasso, em 1rés
partes iguais. Podemos restringir o problema considerando apenas angulos
agudos. O matematico grego Papus (290-350) obteve a seguinte construgao
para o caso do angulo ser reto: construir um triangulo equildtero COD com
vértice O e lado OD sobre a semirreta OB. Bissectar o angulo COD. O
angulo determinado pela bissetriz do angulo COD e a semirreta OD ¢é a
terca parte do ZAOB [11].

AT

Figura 3.1: Trisseccao do angulo de 90°.

Caso o angulo seja obtuso é possivel decompo-lo na soma de um angulo
reto com um angulo agudo, reduzindo o problema & trisseccao de um angulo

agudo. Com efeito, seja x + 90° a medida do angulo a ser trissectado, com
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x € (0,90°]. Como é possivel trissectar um angulo reto, basta trissectarmos
o angulo de medida x e adicionarmos o resultado a terca parte de 90. Assim

obtemos g + 30 = ﬂ

3 que ¢ a terca parte do angulo obtuso.

A \ E“
: \3
I \
I \
x! 7
7 300

Figura 3.2: Reducao da trisseccao de um angulo obtuso para um angulo
agudo.

Alguns historiadores consideram que este problema emergiu, provavel-
mente, sob um contexto de construgoes de poligonos utilizando instrumen-
tos euclidianos. Para construir um poligono com nove lados, por exemplo,
bastava dividir um angulo de 120° em trés partes iguais [11]. Uma outra
possibilidade para o surgimento do problema ¢ lembrar que a bisseccao de
um angulo é simples de se construir com régua e compasso, entao ¢ natural
querermos generalizar para o caso de se dividir em trés partes [11].

Se, depois de 2000 anos de sua formulacao, existem pessoas curiosas com
o problema da trisseccao, pode-se imaginar como estavam os animos dos
mateméaticos que viveram numa data proxima a ascensao do problema [4].
Roque [8] cita alguns matematicos e filésofos que contribuiram nos estudos
relacionados ao problema da trisseccao do angulo: Eratéstenes, Nicomedes,
Hipias, Diocles, Diony Sodorus, Perseus e Zenodorus.

3.2 Problema de Neusis

Um problema de neusis ou construcao de neusis consiste em inserir um seg-
mento de comprimento pré-definido entre duas curvas, de modo que esse
segmento passe por um ponto dado ou seu prolongamento passe por esse
ponto. O segmento deve apontar para o ponto dado, o que justifica o uso da
palavra neusis, derivada do verbo grego neunin, que significa apontar [4]. Um
outro sentido para neusis é apresentado por Roque [8] como "inclinacao", se-
gundo suas palavras: Na figura 3.3 temos um segmento AB de comprimento

s inserido entre as curvas L; e Lo apontando para o ponto O.
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sy
“A L
s
Lo
BT~

Figura 3.3: Segmento AB de comprimento s ajustado entre as curvas L; e
L, apontando para o ponto O

Esse tipo de problema pode ser resolvido com régua graduada, bastando
aponté-la para o ponto O, de modo que o comprimento do segmento AB
fique inserido entre L; e Ly com A sobre L; e B sobre Ls. Esse método
é funcional e foi utilizado por varios matematicos na solucao de diversos
problemas geométricos, porém, se contrapoe as construgdes com compasso e
régua nao graduada [8].

O primeiro registro histérico de um problema de neusis é de um trabalho
de Hipocrates de Quios que data por volta do século V a. C. Nesse estudo
Hipocrates fez uso da neusis para a construcao da terceira linula, cuja solucao
pode ser obtida utilizando apenas régua nao graduada e compasso. Sim, é
possivel resolver alguns problemas que usam o método da neusis utilizando
apenas os instrumentos euclidianos, mas a maioria dos problemas que fazem
sell uso nao sao resolvidos com estes instrumentos.

Seja o seguinte problema de neusis: Dadas duas retas paralelas Ly e Lo
cuja distancia entre elas seja 4 unidades e um ponto O que dista 2 unidades
de Lo, inserir o segmento AB de comprimento 5 entre as retas L; e Lo
apontando para o ponto O, de modo que A esteja sobre L; e B esteja sobre
Lo. Vamos mostrar que é possivel solucionar esse problema de neusis com os

instrumentos euclidianos.

A 3

Pr——

Ly

Lo
O.

Figura 3.4: Problema de neusis considerando duas retas paralelas
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Solucgao
Vamos imaginar o problema resolvido. E facil perceber que existem duas
formas diferentes de ajustar AB entre L; e Lo.

‘“ , -
\\‘A A 7 Ll
/
\-j? f?./ Ly
O

Figura 3.5: Duas formas analogas de inserir AB entre L, e L.

Como sao construgoes analogas, focaremos apenas em uma. Observando
a figura 3.6 o problema estard solucionado se encontrarmos a medida do

segmento OP.

'

| 7
A L
L EP/ L
O,&'- _———— -;P
- -

Figura 3.6: Segmento OP que soluciona o problema.

Com efeito, o AABP" ~ ANAOP, assim 52 = g—i, ou seja, OP ¢ a
quarta proporcional da razao entre esses segmentos.
P A P
3 D = 2L com BX = 0P
X

Agora tragamos por O o segmento OP paralelo a Ls. Seja L3 a reta
perpendicular a Ly tragada pelo ponto P, assim L; N Ly = A. A reta deter-
minada pelos pontos A e O ajusta o segmento AB entre Ly e Ly de acordo
com as condi¢bes propostas (vide 3.6).

Segue agora a construcao geométrica proposta por Papus para a trissec¢ao
de um angulo utilizando o método da neusis. Sejam, de acordo com a figura

seguinte, BA e BC' os lados que determinam o angulo que pretendemos
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trissectar (como ja explicado o problema da trissecgao se reduz a um angulo

agudo).

A B n-

|
1 -
|

-
-
’—.

|
B Fi C

Figura 3.7: Construcao de Papus para trissectar um angulo por meio de uma

neusis.

Pelo ponto A num dos lados tracamos uma paralela e uma perpendicular
ao outro lado. O segmento DE ¢é inserido entre estas duas retas de modo
que o seu comprimento seja o dobro do comprimento do segmento AB e,
ainda, de tal modo que o ponto B, vértice do angulo a trissectar, esteja no
seu prolongamento. Entao o dngulo DBC' é a terca parte do angulo ABC
[11].

Lema 3.2.1. Dados: AE I %, fﬁJ_%, DE = 2AB (vide 3.7). Demons-
tre: mZDBA = 2m/ZFBD.

Demonstracio. Tome o ponto H médio de DE, logo AB = DH = HE. O
triangulo DAFE é retangulo por construcao, entao existe uma circunferéncia
de centro H e diametro DE contendo o ADAE (vide 3.8), logo AH = DH =
HE = AB.

Figura 3.8: Circunferéncia de centro H e raio HA que contém o triangulo
DAE.
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Como AB = AH, entao o ABAH é is6sceles. Analogamente conclui-se
que AHE é isosceles. A reta BE é transversal as paralelas jﬁ e R, logo
/FBD = /ZAFEH. Desse modo conclui-se que /ZHAE = /AEH = /FBD.
Pelo teorema do angulo externo m/BHA = m/ZHAE + m/ZAFEH. Como
/BHA = /DBA e /HAE = /AFH = /FBD, fazendo a substituicao,
obtém-se m/DBA =m/FBD +m/FBD = m/DBA =2m/FBD. [

3.3 Concoide de Nicomedes e Problema de Neu-
S1S

Como ja dito, a construcao de Papus para trissec¢ao do angulo é impossivel
de ser executada apenas com os instrumentos euclidianos. Mas, de maneira
pratica, é possivel trissectar um angulo usando essa construc¢ao apenas com
uma régua graduada, ajustando-a adequadamente. Nicomedes definiu uma
curva com a inten¢ao, puramente teérica, de apresentar uma forma mais so-
fisticada de se resolver a construgao de Papus. A curva, batizada de Concoide
de Nicomedes, é definida como segue: dado uma reta r e um ponto O (po6lo)
fora dela, traca-se uma reta s por O, concorrente a 7, definindo um ponto
P sobre r. Com centro em P e raio k fixo constréi-se uma circunferéncia,
definindo os pontos A e B sobre a reta s. A curva descrita por A e B, quando

P varia sobre a reta r, define a Concoide de Nicomedes (vide 3.9).

Figura 3.9: Os pontos A e B descrevem a curva (tracejada) quando P varia

sobre 7.

Diferentemente da trissetriz de Hipias ou da espiral de Arquimedes que
dividem um angulo em n partes, a Concoide de Nicomedes pode ser usada

apenas para trissectar um angulo. Para tal, bastava resolver a construgao
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de Papus que consistia em inserir um segmento de medida pré definida entre
duas retas e apontando para um ponto dado. Segue a solucao do problema
de Papus dada por Nicomedes |11].

Na construcao de Papus devemos inserir um segmento DE duplo de AB entre
as retas perpendicular e paralela ao lado BC, de modo que DE aponte para
B. Assim, o poélo da concoide é o ponto B e a reta AF deve ser suporte para
o centro D da circunferéncia de raio DE (figura 3.10).

Figura 3.10: A intersecao da concoide com a reta paralela a BC define o
ponto F

Existem dispositivos mecanicos utilizados para construir uma concoide e
com isso trissectar um angulo. Na figura 3.11 temos um dispositivo mecanico,
idealizado por Nicomedes, composto por trés réguas, todas com uma fissura
no meio. O ponto B é o pdlo, D é ponto que percorre a reta AF e o ponto
E descrevera a curva. E possivel ajustar o polo B, assim como a distancia
DFE, por meio das fissuras.
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Figura 3.11: Esboco do dispositivo mecanico idealizado por Nicomedes para
desenhar um ramo da Concoide
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CAPITULO 4

Curva do Centro

Esta curva descreve a posicao do centro da roda dianteira do carro ao per-
correr a rampa, por isso o nome curvae do centro. Ela é o conjunto de pontos
que solucionam o seguinte problema: seja o AABO retangulo em B, com
altura AB = r e ponto O fixo. Encontrar o lugar dos pontos P quando o
ponto B varia sobre a reta x, tais que A, O, P sejam colineares e AP = d
(figura 4.1).

O estudo dessa curva se faz necessario pelo fato de implicar diretamente
na resolucao do problema, uma vez que a curva do centro e a curva da rampa
estao relacionadas. Imaginemos uma circunferéncia de raio r tangente a uma
reta e percorrendo-a. Qual a relacao entre os pontos de tangéncia da circun-
feréncia com a reta e o caminho descrito pelo centro da circunferéncia? Os
pontos de ambas as curvas desta situacao sao equidistantes, ou seja, obte-
mos retas paralelas, cuja distancia é r. Podemos utilizar esse raciocinio para
compreender a relacao entre a curva da rampa e a curva do centro. A curva
do centro é descrita quando o ponto de tangéncia da circunferéncia dianteira
move-se sobre a rampa. E, como no exemplo anterior, as curvas equidistam.
Assim, por meio de resultados ja explicitados de curvas planas e paralelas,
¢é possivel expressar a equacao da curva da rampa utilizando a equagao da
curva do centro.

Conhecida a condicao geométrica imposta sobre os pontos da curva, va-

mos encontrar a equacao F'(z,y) = 0 do conjunto dos pontos que a satisfaz,
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considerando AB = r = 1.

4.1 Equacao da Curva do Centro

Vamos considerar que AP > AQ, pois diante do nosso problema o ponto O é
o vértice do degrau e durante o movimento de descida ele fica entre o ponto
A e oponto P. Como o ponto O representa o vértice do degrau, uma escolha
adequada é coincidi-lo com a origem do plano cartesiano, de acordo com a
figura 4.1:

B e e e

Figura 4.1: Problema representado no plano cartesiano.

Na figura temos que: P = (v, —y), AB’ =1 —1y e AP = d. Aplicando
o Teorema de Pitagoras no AAB'P, tem-se B'P = \/d? — (1 —y)?, com
d?—(1— y)2 > 0; essa restricao para o parametro d serd analisada mais
adiante. Como 0 AAB'P ~ AOCP obtemos a seguinte razao:
W_B’Pﬁ x d? —(1—y)? —y\/d? — (1 —y)?

= = r =

0OC AB  —y 1—y 1—y

Fazendo as devidas manipulacoes obtemos:
(1-y)°(@* +y?*) —d’y* =0

Podemos encontrar a equacao F'(z,y) = 0 que descreve a curva do centro
para parametros quaisquer r e d, com o cuidado de tomar d — r > —y.
Utilizando raciocinio analogo obtemos:

(r—y)?’@+y°) —d’y’ =0 (4.1)
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Essa equacao descreve a Concoide de Nicomedes.

Figura 4.2: Concoide de Nicomedes com parametros r =1 e d = 8.

Vamos analisar a restricao para o parametro d que surgiu nas manipula-
¢oes algébricas anteriores:

@ —(1—y’>0=>d>(1-y)’
como AP=d>0e AB' =1 —y > 0, segue que:
d>1—y=d—-1> —y

Podemos concluir geometricamente o fato de que d > 1 — y observando o
triangulo AB'P, ja que d é a hipotenusa e 1 — y é cateto.

A desigualdade —y < d — 1, fazendo uma interpretacao de acordo com o
problema da rampa, significa que a altura do degrau OC = —y pode ter no
maximo d — 1 unidades. Exemplificando, se o comprimento do entre eixos do
veiculo for d = 8, o degrau poderé ter no maximo 7 unidades de altura. O
parametro r do raio da circunferéncia pode ser interpretado como a distancia

entre a curva da rampa e do centro.

4.2 Forma Paramétrica

A fun¢do a : R — R? tal que a(t) = (x(t),y(t)), com t € R, é a parametriza-
¢ao do conjunto de pontos da curva procurada. Vamos encontrar as funcoes
coordenadas z(t) e y(t).

Como em nosso problema temos um triangulo retangulo, é natural que
um dos angulos desse triangulo sirva como variavel ¢ da funcao. A figura 4.3
ilustra o problema inserido adequadamente no sistema de eixos ortogonais.
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g Uy

Figura 4.3: Problema representado no plano cartesiano.

Para encontrar a funcao y, vamos utilizar a razao seno no triangulo AB’P:

B'P ?—(1—y)?
sin(6) = =5 = sin(f) = c(l v)

)
dsin(f) = /d2 — (1 —y)? = sin®(0) = &® — (1 — y)?
d?sin?(0) —d* = —(1 —y)? = (1 — y)* = d*(1 — sin?(0))
(1—1y)* =d*cos*(0) = 1 —y = dcos(f)
—y=dcos(d) — 1=y =1—dcos(0)

Para escrevermos x em funcao de 6, vamos primeiro escrever x em funcao

de y. Basta utilizarmos a razao de semelhanca nos triangulos AB'P e OCP.

Note que:
CP TBP 2 _ (1 — )2 _ \/ﬁ
op _ Lr v (1—y) _ .- —yvd (1—-y)
oCc AP —1y 1—y 1—y
Sabemos que dsin(f) = \/d? — (1 — y)?, assim obtemos:
_ —y(dsin(0))
r= ,

Como y = 1 — dcos(0), segue que:
~ —(I—dcos(f))dsin(f)  (dcos(f) — 1)dsin(0)

1—(1—dcos(0)) - dcos(6) -
_ d?sin(0) cos(0) — dsin(6)

d cos(0)

= dsin(f) — tan(0)
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Assim, tomando 6 = t, a curva do centro parametrizada é representada pela

funcao:
a:R —R?% aft) = (dsin(t) — tan(t),1 — d cos(t))

Proposicao 4.2.1. A curva do centro o : R — R*  a(t) = (dsin(t) —
tan(t), 1 — dcos(t)) € regular.

Demonstragao. Devemos mostrar que Vt € R tem-se o/(t) # (0,0). A deri-
vada de « é dada por:

o (t) = (dcos(t) — rsec?(t), dsin(t))

Vamos supor que « possui um ponto de singularidade, ou seja, 3ty € R tal
que o (tp) = (0,0). Assim

dcos(ty) —rsec’(ty) =0 e dsin(ty) =0

Da equagao dsin(ty) = 0, obtemos to = km, k € Z. Deste modo ty = k7 deve

ser solugao da equacio dcos(to) — rsec?(ty) = 0. Contudo,

1
— 2 = DNy — —
dcos(km) — rsec”(km) = d(£1) TCOSQ</€ ] +d—r

Como d # r, conclui-se que '(t) # (0,0), V¢t € R. Ou seja, a é regular. [J

4.3 A curva do Centro e a Concoide de Nico-

medes

Uma pergunta surgiu naturalmente ao resolver o problema da curva: porque
tal curva descreve uma Concoide? A curva do centro satisfaz, implicitamente,
as condicOes que definem uma concoide. Aqui justificaremos porque a curva
do centro, da forma como ela é definida, descreve uma concoide, ou seja,
mostraremos que as definicoes sao equivalentes. Se a curva do centro ¢ uma
concoide, entao devemos ter um poélo O, um ponto P que varia sobre a
reta suporte e dois pontos A e B de modo que d(A,P) = d(B,P) = r.
Além disso, os pontos A, B, O e P devem ser colineares. De acordo com a
formulacao do problema, os pontos A, O e P sao colineares. O ponto O é
fixo e d(A, P) = 8. Quando o carro faz o movimento de descida o ponto A

varia sobre a reta suporte y = 1, ou seja, o ponto P pertence a um dos ramos
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do lugar geométrico definido pela concoide de Nicomedes. Nesse problema se
fez uso apenas de um ramo da concoide para a sua solucao, por isso o ponto
B nao é necessario.

Uma vantagem notada nessa equivaléncia entre definicoes é que as de-
dugbes das formas «a(t) = (z(t),y(t)) e F(z,y) = 0 ocorreram de forma
natural, visto que na definicao da curva do centro fazemos uso de um trian-
gulo retangulo, onde foi possivel aplicar semelhanca de triangulos e razoes
trigonométricas para tais dedugoes.

Por meio de uma abordagem indireta, resolvendo outro problema apa-
rentemente sem relagdo nenhuma com a concoide de Nicomedes, foi possivel
deduzir a sua forma algébrica e encontrar uma aplicagdo em um problema

relacionado a curva minimizante.
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CAPITULO b

Rampa

Agora que ja conhecemos a curva parametrizada que descreve o movimento
do ponto P, definida pela funcio a : R — R?;  «(t) =

(dsin(t) —tan(t), 1 —

dcos(t)), podemos encontrar a fungao que representa a curva descrita pela

rampa. O raciocinio se resume em encontrar o vetor de comprimento r = 1

perpendicular a curva do centro, e deslocar o ponto P por meio deste vetor

para o interior da curva, obtendo o ponto 7.

Considerando os parametros AB = r = 1 e AP = d, vamos de inicio

encontrar o vetor tangente a curva «. As coordenadas do vetor tangente sao

dadas por o/(t) =

Logo

(2'(t),y'(t)). Assim

2'(t) = (dsin(t) — tan(t))
= (dsin(t)) — (tan(t))
= d cos(t) — sec?(t)

y'(t) = (1 = dcos(t))
= dsin(t)

o (t) = (dcos(t) — sec*(t), dsin(t))
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Conhecido o vetor tangente o'(t), agora vamos rotaciona-lo em 90°, ob-
tendo o vetor perpendicular a . A decisao de rotacionar o vetor tangente
em 90° foi tomada com base nos resultados observados experimentalmente
no software Geogebra. J& foi explicado que o vetor tangente aponta para
o sentido de percurso do traco da curva. E com base no trago da curva
do centro foi possivel identificar sua orientacao. Sabemos que se um vetor
possui coordenadas (a,b) o resultado de uma rotagao positiva de 90° é ob-
tido tomando-se o vetor (—b,a). Agora nos resta fazer com que este vetor
tenha modulo r = 1, para isto primeiro vamos normaliza-lo e em seguida

multiplica-lo pelo comprimento que desejamos.

—b a
O vetor unitario é dado por . Primeiramente va-

VaZ + 2 Va2 + b2
mos encontrar va? + b2
Va2 + b2 = /(dsin(t))? + (d cos(t) — sec?(t))?

= \/d2 sin?(t) + sect(t) — 2d sec?(t) cos(t) + d? cos?(t)

1

o (D) cos(t)

= \/dQ(SiDQ(t) + cos?(t)) + sect(t) — 2d

2 4 1
= \/d + sec(t) — 2dm
= \/d? + seci(t) — 2d sec(t)
— \/sect(t) — 2dsec(t) 4 d?

Assim o vetor normalizado é dado por

—dsin(t) d cos(t) — sec?(t)
V/sech(t) — 2dsec(t) + d?’ \/sect(t) — 2dsec(t) + d?

n(t) =

Como estamos interessados no vetor de comprimento » = 1, basta tomar-
mos o proprio n(t). Desta forma o ponto T que é o resultado da adigao do
vetor n(t) ao ponto P é dado por:

T=n(t)+ P

—dsin(t) dcos(t) — sec?(t) .
T = ( N R R AN O O d2>+(dsm(t)—tan(t)7 1—d cos(t))
T= —dsin(t) + dsin(t) — tan(t d.cos(t) — sec*(1) +1—dcos(t)

V/sec(t) — 2dsec(t) + d2 \/bec4 — 2d sec(t) + d?
Assim a fungao parametrizada que descreve a curva rampa pode ser definida
por:

BiR—=RY B(t) = (i(t),j(t) =T
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Na figura 5.1 a curva 3 é representado pelo traco vermelho e a curva « é
representada pelo traco preto.

A\

Figura 5.1: Curva do centro (preta) e curva da rampa (vermelha), com pa-
rametros r =1e d = 8.

5.1 Curva da Rampa com Parametros Quais-
quer

Seja a a curva do centro. Vamos obter a forma parametrizada de a.

Seja o AABO retangulo em B, com altura AB = r e ponto O fixo.
Encontrar o lugar do ponto P quando o ponto B varia sobre a reta z, tais
que A, O, P sejam colineares e AP = d.

Como «(s) = (z(s),y(s)), vamos tomar como parametro o angulo ZBAO.
Note na figura que AB =r e AP =d.

Figura 5.2: Problema representado no plano cartesiano.

Para encontrarmos a funcao y, utilizemos a razao seno no triangulo AB'P:
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BP & —(r—y)°
=P = sin(s) = y =
= dsin(s) = \/d2 — (r —y)2 = d®sin®(s) = d* — (r —y)* =

)

= d*sin’(s) —d* = —(r—y)* = (r—y

sin(s)

= (r — y)2 = {2 cosQ(s) =r—y=dcos(s) =
=y =1r—dcos(s)

Ou seja
y(s) =r —dcos(s)

Para escrevermos x em funcao de s, vamos primeiro colocé-lo em funcao de
y. Basta utilizarmos a razao de semelhanca nos triangulos AB'P ¢ OCP.
Assim:

CP BP 1 JE—(r—y)p N7y

miAB’:—_y: r—uy = r—y
Como dsin(s) = \/d? — (r — y)?, entdo
—uyldsi
_ —yldsin(s))
r—y

Como y = r — dcos(s), segue que

—(r — dcos(s)dsin(s)) _ (dcos(s) — r)dsin(s)
r— (r—dcos(s)) d cos(s)
_ d?sin(s) cos(s) — rdsin(s)

d cos(s)

= dsin(s) — 7 tan(s)

Assim
x(s) = dsin(s) — r tan(s)

Portanto, conclui-se que
a(s) = (dsin(s) — rtan(s),r — dcos(s)), Vs e R

E importante observar que o radical v/d? — (r — y)? implica a seguinte res-
tricao:

d—r=>—y
Agora vamos obter a curva da rampa. Seja § a curva da rampa. Como [ é
paralela a «, entao

B(s) = a(s) +rn(s)
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Note que, como ||B(s) — a(s)| = r, Vs € R, podemos interpretar o valor de
r como o raio da circunferéncia. Assim, o parametro r da curva do centro é
o mesmo que define a distancia entre o e f3.
/ /
(2",y")

(@)? + (y)?

O vetor t(s) unitario e tangente a curva « & dado por t(s) = ,

o/(s) = (dsin(s)—rtan(s),r—dcos(s)) = o/(s) = (dcos(s)—rsec’(s), dsin(s))

Segue que
s) = (dcos(s) — rsec?(s), dsin(s))
lo’(s)l

Para encontrarmos n(s) devemos rotacionar ¢(s) perpendicularmente. Con-
tudo, n(s) deve apontar para a direcao certa, que de acordo com o problema
é o interior da curva. Para descobrir a orientacao da curva do centro, plota-
mos a funcao com parametro s no Geogebra e analisamos o comportamento
do ponto «(s) quando o parametro s variava no conjunto dos reais. Assim,
concluimos que a orientacao da curva é dada de acordo com o traco abaixo:

Figura 5.3: Orientacao da curva do centro.

Conclui-se com base nesses argumentos, que devemos rotacionar ¢(s) num
angulo de 90°, ou seja

(—dsin(s), d cos(s) — rsec?(s))
o/ (s)]

Podemos encontrar o vetor normal a curva «, utilizando argumentos al-
gébricos, sem depender do software Geogebra. A curva do centro, da forma
como ela é definida, sempre vai passar pelo ponto (0,0), j& que o ponto O
pertence a origem do plano cartesiano. Além disso, os valores de y no inter-
valo em que o ponto P (centro da roda dianteira) percorre, sao negativos.
Assim, podemos tomar um vetor normal a curva a no ponto O e analisar o
valor do y. Se y < 0, entao esse ¢ o vetor que estamos interessados.

n(t) =
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Considerando parametros dados tal que r = 1 e d = 8, vamos encontrar s
de modo que a(s) = (0,0). Note no tridngulo retangulo AB'P que P = (0, 0),
assim

.
F\
I

- ! [——

S
_3
8

Figura 5.4: Triangulo retangulo com P = (0,0)

Usando a razao cosseno no angulo A, obtemos

_AB e = )
_AP COSS—8

9
s = arccos | <
8

Vamos supor que o vetor normal seja dado por

_ (—dsin(s),d cos(s) — rsec®(s))
"= @l

cos(s)

ou seja

1
Assim, basta substituir s = arccos (g) na funcao coordenada y e verificar
se y < 0.
y(s) = 8cos(s) — sec?(s) =
1 1 9 1
= y | arccos | - = 8cos | arccos | - — sec” | arccos | — =
8 8 8
1 1 1
=y | arccos | = =8 - — =
(avess (5)) =55~ — o)
cos? ( arccos | —
8
= ! 1 ! =
arccos | — =1-
8
1
=y (arccos (g)) =1-64=
1
=y (arccos (g)) = —063
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Como y < 0, segue que o vetor normal é dado por
(—dsin(s),d cos(s) — rsec?(s))
o/ (s)|

Logo, podemos concluir que a curva paralela a a que aponta para o seu
interior ¢ dada por 3 : R — R?, tal que:

n(t) =

B(s) = (dsin(s) —rtan(s),r — dcos(s)) +r <—d sin(s),dcos(s) —r 5602(5))

V/r2sect(s) — 2dr sec(s) + d?

5.2 Ponto Inicial da Rampa

O trago de B é uma curva paralela a concoide de Nicomedes. A rampa é um
subconjunto do trago de . Assim, devemos ter um intervalo [a,b] C R, tal
que f(a) é o ponto inicial da rampa e 5(b) é o ponto final. Como [ é paralela
a «, entao a(a) define o inicio da rampa e «(b) o final.

Para encontrarmos o valor de a € R, devemos imprimir uma condicao
geométrica sobre o ponto a(a). Vamos analisar a figura 5.5 que ilustra a
posicao do centro da roda dianteira ao iniciar o movimento de descida da
rampa.

Figura 5.5: Posicao do ponto P no inicio da curva do centro.

Como a circunferéncia dianteira, no inicio do movimento de descida, tan-
gencia o eixo y, logo x = r. Assim, basta substituirmos na equacao 4.1 para
descobrirmos o valor do y. Note que com essa condi¢ao n6s vamos descobrir
a imagem da fungdo « no ponto a, ou seja, os valores de z(a) e y(a). Para
fins mais praticos, podemos tomar como parametros r = 1 e d = 8. Assim,
a equacao 4.1 fica

(1—y)*(2* +y?) — 64y° = 0

Substituindo x = 1, temos
(y—1)*(1+y*) — 645> =0
Fazendo as devidas manipulacoes, chegamos a equacao de quarto grau

Yyt =2 — 6207 — 2y +1=0 (5.1)

UFGD 49 Setembro, 2019



Rodrigo Macedo da Silva Uma Rampa para os Classicos: Curvas Planas e Trisseccdo de um angulo

Em seguida, discorreremos sobre os métodos de resolucao de equacoes do
terceiro e quarto graus, para, na secao 5.4, retornarmos a resolucao desta
equagcao.

5.3 Solucoes das Equacoes de 3° e 4° graus

Numa época em que a algebra era sincopada, os matematicos faziam uso da
retorica para resolver equagoes e demonstrar propriedades algébricas. Uma
equacao do tipo az® + az = b era referenciada como "cubo e coisa igual a
ntmero". E realmente de se admirar como alguns matematicos com tdo pou-
cos simbolos algébricos disponiveis conseguiram desenvolver métodos gerais
de resolugoes de equacoes algébricas.

O grande responsavel por divulgar no ano de 1545 para a comunidade
cientifica os métodos de resolucao de equacoes de 3° e 4° grau foi Gerdénimo
Cardano (1501-1576). Dentre os matematicos envolvidos com essa desco-
berta, Cardano foi o mais conhecido, além de ter uma vasta gama de conhe-
cimento era reconhecido amplamente pelos seus trabalhos como médico. Em
sua obra, intitulada Ars Magna, explanou os dois métodos gerais de resolu-
¢ao de equacao do 3° e 4° grau, fazendo referéncia aos seus descobridores:
Niccolo Tartaglia (1500-1557) e Ludovico Ferrari (1552-1565).

O apelido Tartaglia (gago) decorre de uma gagueira ocorrida por um
trauma na infancia. Em 1512, durante o saqueamento da cidade de Bres-
cia, onde nasceu, Niccolo Fontana (Tartaglia) escondeu-se em uma catedral.
Contudo, os soldados franceses o encontraram em um deles, num gesto de
crueldade, desferiu um golpe que lhe cortou a mandibula e palato. FEsse
ferimento provocou-lhe uma grave sequela fisica na face e na fala.

No ano de 1541, Tartaglia desenvolveu seu método. Por meio da substi-

.~ a2 ~ : .
tuicao y = x — 30 na equacao a1y3 + a2y2 + azx + a4 = 0, eliminou o termo
ax

do 22, ficando com uma equacdo do tipo: 2> + ax = b. Vale lembrar que
Tartaglia, Cardano e Ferrari, nao trabalhavam com coeficientes negativos,
entao uma equacao desse tipo devia ser analisada em trés casos:

2 +ar=0>
2 =ar+b

24+ b=ax

Tartaglia chamava cada um desses casos de operagoes.

Um fato que geralmente passa despercebido, apesar de constar nos re-
gistros historicos, ¢ que muito antes de Tartaglia, cerca de 30 anos antes,
um professor de matematica na Universidade de Bolonha cujo nome é Sc-
pione del Ferro (1465-1562), ja havia elaborado um método de resolucao de
uma cubica qualquer. Antes de morrer del Ferro ensinou seu método a dois
discipulos, que futuramente passariam essa informagcao para Cardano [6].
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5.3.1 O Método de Tartaglia

Partindo da hipotese de que a equacéo a ser resolvida est4 na forma: 23+azx =

2 2 3
b, onde a = 4 _ (a2) = (a2) i + 4 vamos comparar com o
a;  3(ay)? 27(a1)®  3(a1)?

desenvolvimento do seguinte binémio:

v)? = v — 3uv + 3uv® —v?
v)? = wv(—3u + 3v) + v* — v
v)? = 3uv(—u +v) +u* —v*
)3 —3uv(u —v) +u® —v?
—

= (u—0)* + 3uv(u — )

(u—

(u—
(u—
(u

ou seja, se a = 3uw e b = u® — v3, entdo uma das solucdes da equacio seré

dada por x = u — v. Agora vamos resolver o seguinte sistema:

a
3uv =a & uv = -
3
u? —v® =b
. . 3 3 a\3 .
Elevando ao cubo a primeira equacao, obtemos: u°v® = <§> , assim

podemos fazer a troca de incognita:

U=u’ e V=13

)

U-V=baU+(-V)=b

Logo teremos um novo sistema:

Da propriedade de soma e produto das raizes de uma equacao do 2° grau
temos que, se x; e xy sao raizes de uma equacao da forma

b b
ar’+br+c=0e2>+ -2+ - =0, com a # 0
a a

~ c ~ , ~
entao r1-ro = — e x1+x9 = ——, segue que U e —V sao as raizes da equacao
a a

2 a\?
X —bX+<§> —0

cuja as solucoes sao:
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Como u= VU ev=—-VV, segue que

St HE (RO RS R ORIC

5.3.2 Solucao de Ferrari

Pouco tempo depois de Tartaglia ter escrito um método de resolucao de uma
cubica, Cardano se deparou com um problema que recaia em uma equacao de
4° grau, apesar da fama de génio, este nao foi capaz de resolver tal problema.
Contudo, Cardano tinha um discipulo, Lodovico Ferrari (1552-1565), que
conseguiu encontrar um método de resolugao para equagoes de 4° grau.
Resumidamente, seu método consiste em reduzir por meio da substituicao

b -
y=z— uma equacao geral da forma
a

ay* +byd ey +dy+e=0
para uma equacao do tipo
ot +pr® +qr+r =0
Onde,

c  3b? d be b3 e bd b%c 3bt

P78 170 2 Tse © T 0 1a 1605 25600

Vamos acrescentar uma incognita s a tltima equagao de modo que adici-
onando e subtraindo 2sz* + s* no primeiro membro da igualdade obtemos:

'+ 282 + 57— [(2s —p)rt —qr + s —1] =0
(22 +s5)2 =25 —p)r* —qr+s*—r

No 2° membro da ultima igualdade, vamos impor uma condi¢do sobre os
coeficientes de x, de modo que a equagao do 2° grau possua duas raizes
idénticas, assim poderemos escrever a equacao como

(2 +5)* = (25 —p)(x — 21)(z — 22) onde z; = 29
Ou ainda
(2 +5)* = (2s — p)(z — 11)? (5.2)
Para que isso ocorra o discriminante da equagao

(2s —p)z® —qr + (s> —7) =0
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deve ser nulo. Logo

¢ —42s—p)(s*—1)=0 (5.3)
Assim, as solucoes z1 e o, serao dadas por:
Il — IQ — L
2(2s — p)

Manipulando adequadamente a equacao 5.3 obtemos
8s® — dps® — 8rs + (4pr —¢*) =0

Mas, esta tltima equacao, conhecida como ciibica resolvente, pode ser resol-
vida pelos métodos de Tartaglia. Assim, encontrando o valor de s, bastara
substituir na equacao 5.2 e encontrar o valor de x extraindo raizes quadradas.
Obtendo a seguinte equagao:

2 25 — -4 2 — /25 — 4 =0
(x + s+ s —px SWorE b S px—|—2 oY
(5.4)

De cada um dos fatores desta equacao obteremos duas raizes, totalizando as
quatro solucoes da equacao quartica. Restando apenas substituir as raizes,

X1, Tg, T3z € Ty, NA €QUACAO Y = X — ™ [12, 6].
a

5.4 Solucao da Equacao 5.1

A equacao 5.1 é uma quartica dada por
yt —2y° — 62 —2y+1=0

Comoa=1,b= -2, ¢c=—62,d= —2 e =1, vamos encontrar os valores
de p, g e r da equagao sem o termo ctbico dada por

ot +pr*fqr+r=0

onde
b
=5 - — 5.5
y=a - (5.5)
Assim
c 3b2 —127
p = - — —2 —_— —_—-
a 8a 2
d be b3
=———+4+ —=-06>5
g a 2a? + a3
e bd bc R —251
r=-———-+4+ 7 — =
a 4a?  16a3 256a% 16
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Assim, obtemos

Fazendo as devidas manipulacoes algébricas obtemos a seguinte equagao:

2 q 2 q
25 — pr — ——— — /25 —p 1 )=y
(a: ° s 2\/23—p> (x ° s 2\/25—p)

Cujas solucoes sao dadas por:

1 1 2q
= ——/28—p— —4[—25 — _
X9 5 S 5 S—p-—+ o

O valor de s pode ser encontrado por meio da ciibica resolvente

251 1923

Spondst 4+ g — 8 =
8s+5s+28 3 0
251 1923
onde a; = 8, ay = 254, CL3:7€CL4:——.

Assim, teremos que encontrar o valor de s, que utilizando as solugoes 5.6,
nos permitird encontrar os valores de x. Por fim, substituiremos em 5.5 para
encontrar os valores de y.

Na cubica resolvente vamos fazer a seguinte substituicao

127
pr— t —_— .
s D (5.7)
obtendo
B @t 58718
3 27

Por meio do método de Tartaglia é possivel resolver essa equacgao. Deste
modo, fazendo as devidas substituicées, obtemos as seguintes solucdes' para

'Para evitar erros de céculos, as solucdes foram encontradas com axilio do software
WolframAlpha.
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a equagao o.1:

(1 V65 — /62 —2 ) —6,9177
(1 62 — 2\/@) ~ —0, 14456

1465 —1/2(31 + )~011173

(1 + V65 +1/2(31 + \/@)) ~ 8,9505

|>—t [\3|,_. [\3|,_. [\JI»—

Ya

Agora que encontramos as solucoes da equacao, devemos decidir qual de-
las servira para o nosso problema. Para tal, devemo usar a seguinte condicao:

d—r>—y
Para y; =~ —6,9177 temos
8—1>—(—6,9177)
7>6,9177
Para y, ~ —0, 14456 temos
8 — 1> —(—0,14456)
7> 0,14456

Nao é necesséario fazer a verificacao de ys e y4, j& que as possiveis solugoes
sao negativas. Note pela figura 5.5 que dentre as duas solu¢des negativas,
devemos tomar a maior, assim a solu¢ao que satisfaz a condicao proposta no
problema é y5. Ou seja, o par ordenado que representa o ponto de inicio da
rampa €

1
ala) = <1,§ (1—\/@—#\/ 62—2\/@)) ) para algum a € R.

Agora vamos determinar o valor do parametro a. Basta utilizarmos o
triangulo retangulo:

Figura 5.6: Triangulo retangulo com o ponto inicial da curva do centro P
dado.
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1
Onde P = (1,y3), com yo = 5 (1 — V65 +1/62 — 2\/&) Assim, m/A =

a, AB' =1—yy; e AP = 8. Utilizando a razao cosseno no angulo A obtemos:

AB’ 1-— 1-—
cos(a) = TP cos(a) = 8y2 = @ = arccos < 8y2) =
1
15 (1= V65 + V62— 2V/65)
= @ = arccos 2 =

8

1 1
:>a:arccos<§—ﬁ<1—\/@+ 62—2\/@))

5.5 Ponto Final da Rampa

O ponto 5 = (z(b),y(b)), depende da altura do degrau, assim, antes de par-
timos para a deducao do valor do parametro b correspondente a coordenada
que representa o final da curva da rampa, vamos admitir que o rampa tenha
3 unidades de altura. Com base na figura 5.7 podemos concluir que o ponto

a(b) = (z(b),y(b)) é tal que y(b) = —2, jA que a circunferéncia dianteira
tangencia a reta y = —3 (com base no problema, essa parte representa a
rua).
Yyl
xz
-3

Figura 5.7: Posicao da roda dianteira no final da rampa.

Como y(b) = r — dcos(b), tem-se r — dcos(b) = —2. Como estamos
trabalhando com um caso particular, onde r =1 e d = 8, temos:

1 —8cos(b) = —2 = b = arccos (g)

- 3 .
Agora, basta substituirmos b = arccos <§ na funcao 3, para encontrarmos

o par ordenado (z,y) que representa o final da rampa quando a altura do
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degrau ¢ 3 e os parametros sao r =1 e d = 8. Como

B(s) = (dsin(s) — rtan(s), 7 — d cos(s)) + <—dsm<8>’ deos(s) —r sec2<3>)

V/r2sect(s) — 2dr sec(s) + d?
o 3
Substituindo r = 1, d = 8 e b = arccos <§), obtemos:

e () = (o (rn (§)) o (oren ()

Observe o resultado da curva da rampa, considerando o ponto inicial e o
ponto final encontrado:

YA

Figura 5.8: Trago da rampa restrito ao intervalo [a,b] que representam o

inicio e o final da rampa, respectivamente.

5.5.1 Um Problema a ser Resolvido

De acordo com a forma em que problema foi elaborado e resolvido, é possi-
vel encontrar a curva f (rampa), considerando parametros r e d. Ou seja,
conhecendo-se os valores do raio e da roda dianteira, é possivel encontrar
o traco da rampa. Assim, se quisermos identificar o ponto final da rampa
precisariamos ter como informacao a altura do degrau onde essa rampa seré
construida. No ponto final 5(b) encontrado no exemplo anterior, conside-
ramos que a altura do degrau era de 3 unidades. Nesse contexto, surgiu o
seguinte problema:

Questao 5.5.1. Considerando parametros r e d dados, encontre o maior
valor da altura do degrau que podemos tomar, de modo que seja possivel
tracar a rampa.

Podemos compreender melhor essa situagao analisando a figura 5.9 abaixo:
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Y

Figura 5.9: Entre-eixo AP intersectando a rampa em dois pontos distintos.

Note na figura acima que a altura do degrau deve ter um valor maximo, ja
que o entre-eixo (segmento AP) intercepta a rampa em dois pontos diferentes,
o que é impossivel fisicamente. Assim, algo que pode-se concluir, é que o valor
maximo para a altura do degrau ocorrera quando AP tangenciar a rampa.

Yl

P

Figura 5.10: Segmento AP tangenciando a rampa.

A questao a ser resolvida com base nisso, é de encontrar a condi¢ao que
o ponto final da rampa deva satisfazer, de modo que AP tangencie a rampa.
Suspeitamos que a seguinte afirmacao seja verdadeira:

Proposicao 5.5.2. Seja a curva do centro dada na forma F(x,y) = (r —

dF S
y)? (2 +y?) — d*y°. Se e 0, entao AP tangenciard a rampa.
Y

Podemos compreender melhor essa afirmagao com base na figura abaixo
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Figura 5.11: Ponto P onde a derivada da curva do centro em relacao a y é

Zero.

. . dF .
Assim, se resolvermos a equacao T = 0 entao encontraremos o ponto
Y
P e poderemos verificar, como o auxilio do software Geogebra se o segmento
AP tangenciara a rampa.
Seja F(x,y) = (r — y)*(2* + y*) — d*y* = 0, fazendo as devidas manipu-
lacoes obtemos a seguinte igualdade, que serd usada, posteriormente:

Pyt = — (5.8)

Fazendo — = 0 temos que:
dy

2y — 1) (r* + 9°) + (y — 7)*2y — 2d°y = 0 usando a equagdo 5.8, obtemos:

2(y — r)—d2y2 +(y—r)2y —2d’%y =0
y (y . T)Q y y y -
2d2y2
ZUY Ly oy(y — ) — 2d?y =
(y_r)+ yy —r) y=0
2d%y? + 2y(y — r)® — 2d%y(y — r) 0
(y—r)

2d%y? + 2y(y —r)* — 2d*y(y —r) =0
dy+(y—r)—dy—r) =0
Sejay =y —r =y =7y+r, assim
Fy+r)+y —dy=0
FPy+rd®+7° —d’y =0
7 =-rd®’, comor=1led=38
7’ =—64
y=-—4, logoy= -3
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Para acharmos o valor do = basta substituirmos y = —3 na equacao 4.1:

(1—y)*(a®+y*) —64y° =0
(1= (=3)*)(2* + (=3)%) — 64(=3)* =0
z =27

Assim o ponto P que deve satisfazer a condi¢ao que suspeitamos ser verda-
deira, deve ser

P = (V27,-3)

Plotando a curva 8 e o ponto P no Geogebra, obtivemos o gréafico da
figura abaixo:

Figura 5.12: Curva  com parametros r = 1 e d = 8 com segmento AP

secante a rampa.

Note na figura acima que de acordo com as condi¢oes dadas, ainda assim
o segmento AP é secante a rampa. Ou seja, essa afirmacdo ndo ¢ verdadeira
para qualquer valor de r e d. O que podemos afirmar com certeza, é que
o ponto P = (x,y), tal que y = r — Vrd? garantird que para valores de
y<r-— Vrd? o segmento AP tocaré a rampa em dois pontos diferentes.
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CAPITULO 6

Conclusio

Ao nos debrucarmos sobre o problema de encontrar a forma algébrica da
rampa, sequer imaginamos que precisariamos utilizar métodos de resolucao
de equacdes do terceiro e quarto graus, falar sobre trisseccao e neusis. A con-
dicao principal, ao discutir os possiveis temas dessa dissertacao foi que fosse
trabalhado um assunto novo para mim, algo que somasse a minha bagagem
e experiéncia na area. Com certeza, os estudos feitos para a conclusao deste
trabalho me tornou um professor mais capacitado.

Partimos inicialmente, apenas com a intencao de resolver o problema de
encontrar a curva da rampa. Ao plotar a forma algébrica da curva do centro
no Geogebra percebemos que seu traco coincidia com o traco da concoide de
Nicomedes. Assim, naturalmente, o trabalho foi inclinando-se para alguns
problemas classicos, como trisseccao e problema de neusis, ja que a concoide
esta relacionada com tais problemas. Por meio de uma abordagem indireta,
resolvendo outro problema aparentemente sem relacao nenhuma com a con-
coide de Nicomedes, foi possivel deduzir a forma algébrica da concoide e
encontrar uma aplicagao em um problema relacionado a curva minimizante.

Ao utilizarmos os conceitos apresentados sobre curvas paralelas, foi pos-
sivel encontrar a curva da rampa para parametros quaisquer. A definicao de
curva paralela, tem como hipotese de que « deve ser regular, deste modo foi
necessario demonstrar que a curva do centro é regular. A curva do centro é
dada por:

a(s) = (dsin(s) — rtan(s),r — dcos(s)), Vs e R
E a curva da rampa é dada por 5 : R — R?, tal que:
—dsin(s), d cos(s) — rsec?(s)
V/r2sect(s) — 2dr sec(s) + d?

B(s) = (dsin(s) — rtan(s),r —dcos(s)) +r
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Vale ressaltar a importancia do uso do software Geogebra neste trabalho.
Além de ter servido como ferramenta para a construcao de todas as figuras
dessa dissertacao, foi util no momento de verificarmos os calculos e analisar-
mos o comportamento das curvas quando os parametros variavam. Outro
software que foi utilizado e que desempenhou papel importante foi o Wolfra-
mAlpha'. Com este software podemos verificar os calculos na resolucio da
equacao quartica.

Foi definido, neste trabalho o comprimento de uma curva num intervalo
de seu dominio. Algo que nos surgiu, foi de calcular o comprimento da curva
da rampa. Uma possibilidade para encontrar essa medida, é resolvendo a

integral
s1
JNEQI
50

onde sy é o inicio da rampa e s; é o parametro que define o final da rampa.
Uma outra forma é provar que a roda traseira percorre o mesmo comprimento
que a roda dianteira, a medida que o carro desce a rampa. Como a roda
traseira percorre um segmento de reta, para encontrarmos o comprimento
da rampa, restaria encontrar o comprimento percorrido pela roda traseira
quando o ponto B varia sobre o eixo x. Tal afirmacao nao foi provada,
porém, de modo empirico, utilizando o software Geogebra, verificamos que o
comprimento da rampa pode ser obtido por meio de uma aproximacao.

'WolframAlpha é um mecanismo de conhecimento computacional desenvolvido pela
Wolfram Research. E um servigo on-line que responde as perguntas diretamente, medi-
ante o processamento da resposta extraida de base de dados estruturados, em lugar de
proporcionar uma lista dos documentos ou paginas web que poderiam conter a resposta,
tal como faziam os mecanismos de busca.
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