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RESUMO

Apesar da evolucao das tecnologias da informagao, que mudou o modo de acesso a todo
e qualquer tipo de contetido e também o comportamento das pessoas, tornando-as mais
autonomas em suas pesquisas e atividades cotidianas, é comum a dificuldade com o
raciocinio matematico. Um exemplo disso se verifica no estudo das fungoes. Este contetdo
aparece no decorrer de praticamente todo o Ensino Médio. O que se percebe no contato
com os alunos, é que a frustragao aparece claramente quando ecoam no ar as perguntas
“para que serve isto professor?” ou entao “por que estudar sendo que nunca vou usar isto?”.
Muito embora as ferramentas matematicas estejam disponiveis para solucionar diversas
circunstancias da vida, a percepgao e uso destes instrumentos nao ¢é tao ébvio na pratica.
Neste sentido, o objetivo deste trabalho é estudar o conceito geral de fungdao, bem como as
fungbes afim, quadratica, exponencial e logaritmica, estudadas no primeiro ano do Ensino
Médio, para entao verificar a aplicacao destas fungoes a situacgoes do cotidiano, desde as
mais evidentes como no céalculo do prego a pagar por um bem ou servigo, empréstimos ou
medig¢oes na construgao civil, ou mesmo em receitas culinarias.

Palavras-chave: Fungoes. Aplicagoes. Modelagem Matematica.



ABSTRACT

Despite the evolution of information technology, which has changed the mode of access to
all types of content and also the behavior of people, making them more autonomous in their
daily research and activities, the difficulty with mathematical reasoning is common. An
example of this is found in the study of functions. This content appears throughout most
of high school. What can be seen from the contact with the students is that frustration
clearly appears when the questions “ what is this teacher for?” or * why study it if I will
never use this?” echo the air. Although mathematical tools are available to solve various
life circumstances, the perception and use of these instruments is not so obvious in practice.
In this sense, the objective of this work is to study the general concept of function, and
the linear, quadratic, exponential and logarithmic functions, studied in the first year of
high school, to verify the application of these functions to everyday situations, since the
most evident in calculating the price to pay for a stuff or a service, loans or measurements
in construction, or even in cooking recipes.

Keywords: Functions. Application. Mathematical Modeling.
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1 INTRODUCAO

Graduada em licenciatura em Matematica pela Universidade Federal de Uberlandia
- UFU, no ano seguinte a minha formatura participei do concurso ptblico para area
administrativa da UFU, e, desde entao, ha quase 15 anos, sou servidora publica federal
nesta instituicao.

Durante estes anos de trabalho na UFU tive a oportunidade de aplicar os co-
nhecimentos matematicos em relatérios para consumo interno do setor. Como exemplo,
posso citar o uso de planilhas em Excel, apds a conclusao do processo de matricula de
determinado processo seletivo, para levantamento do niimero de ingressantes em situagao
de matricula, a partir da diferenca entre o total de candidatos que solicitaram matricula
a, que nesse caso ¢ fixo, pois o processo ja se encerrou, e o numero x de candidatos
que evadiram. Tal exemplo pode ser visto como uma funcao afim f : N — N, dada por
flz) =a—u.

Apesar de nao atuar diretamente na area da educagao, o entusiamo e paixao pela
Matematica sempre foram constantes na minha vida de estudante. E desde o Ensino
Médio, sempre questionei onde seria possivel aplicarmos o contetido de Matematica que era
transmitido na escola. Nao houve nessa época, ou mesmo na graduagao, uma preocupacao
constante em apresentar situagoes-problemas modeladas ou descritas por algum conceito
matematico. Prevaleceu em grande parte do tempo, apenas o contetido transmitido de
modo puro, repetido e mecénico através de exercicios que em nada representavam situagoes
que pudessem ser vivenciadas no cotidiano.

Durante as viagens de sexta-feira para as aulas do PROFMAT, tive a oportunidade
de conversar com os colegas professores de Matematica de rede publica, e que comigo
fazem parte deste programa de mestrado, e ouvir deles que ainda hoje, ha esse interesse
por parte dos estudante, em saber onde e como podem ser aplicados os conteidos de

Matematica, ensinados na escola.
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Por outro lado, as diretrizes para o ensino, estabelecidas pela legislacao educacional
brasileira, quase que como uma resposta aos questionamentos destes estudantes, elas
colocam como eixo central do ensino a formacao do estudante de modo a prepara-lo para
a vida de uma forma geral, através da aplicacao da Matematica a realidade do estudante.
Nesse contexto, destacamos a Lei de Diretrizes e Bases de Educacao Nacional - LDB,
Base Nacional Comum Curricular - BNCC, Matrizes de Referéncia, e Exame Nacional do
Ensino Médio - ENEM.

A Lei n° 9.394/96, conhecida como Lei de Diretrizes e Bases de Educacgao
Nacional - LDB, BRASIL (1996), estabelece que o Ensino Médio tem dentre suas vérias
finalidades, a de realizar a preparagao do aluno para o trabalho, o desenvolvimento da
autonomia intelectual e a compreensao dos processos produtivo.

O Exame Nacional do Ensino Médio — ENEM, principal ferramenta go-
vernamental desenvolvida e aplicada pelo Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas
Educacionais Anisio Teixeira — INEP — desde 1998 para medir o desempenho académico
dos estudantes secundaristas, considerando as orientacoes das matrizes de referéncia, tem
na sua estrutura, questoes que vinculam o contetdo tedrico as situagoes praticas.

De acordo com o INEP (2015a), a matriz de referéncia ¢é utilizada para indicar,
avaliar e medir as habilidades desenvolvidas pelos alunos em cada etapa da escolarizacgao.
Nesse contexto, segundo a Matriz de Referéncia de Matematica e Tecnologias sao 7

competéncias gerais que devem ser atingidas pelo aluno ao resolver as questoes do ENEM:

[...] Competéncia de drea 1 - Construir significados para os niimeros naturais,
inteiros, racionais e reais - H1 - Reconhecer, no contexto social, diferentes
significados e representagoes dos nimeros e operagoes naturais, inteiros, racionais
ou reais; [...] Competéncia de drea 2 - Utilizar o conhecimento geométrico para
realizar a leitura e a representacao da realidade e agir sobre ela - H6 - Interpretar
a localizacdo e a movimentagdo de pessoas/objetos no espago tridimensional
e sua representacdo no espago bidimensional; [...] Competéncia de drea 3 -
Construir nogoes de grandezas e medidas para a compreensao da realidade e
a solucdo de problemas do cotidiano; [...] Competéncia de drea 4 - Construir
nogoes de variagao de grandezas para a compreensao da realidade e a solugao de
problemas do cotidiano - H18 - Avaliar propostas de intervencdo na realidade
envolvendo variagdo de grandezas; [...] Competéncia de drea 5 - Modelar e
resolver problemas que envolvem varidveis socioecondmicas ou técnico-cientificas,
usando representacoes algébricas - H23 - Avaliar propostas de intervencao na
realidade utilizando conhecimentos algébricos; [...] Competéncia de rea 6 -
Interpretar informacoes de natureza cientifica e social obtidas da leitura de
graficos e tabelas, realizando previsao de tendéncia, extrapolacgao, interpolagao

e interpretagao; [...] Competéncia de drea 7 - Compreender o carater aleatdrio
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e nao-deterministico dos fendmenos naturais e sociais e utilizar instrumentos
adequados para medidas, determinacao de amostras e calculos de probabilidade
para interpretar informacoes de varidveis apresentadas em uma distribuicao
estatistica - H30 - Avaliar propostas de intervengdo na realidade utilizando
conhecimentos de estatistica e probabilidade [...] (INEP, ([20-7]))

A Base Nacional Comum Curricular - BNCC, MEC ([20-7], p.7), “[...]
define o conjunto organico e progressivo de aprendizagens essenciais que todos os alunos
devem desenvolver ao longo das etapas e modalidades da Educacao Baésica |...]". Este
documento, em concordancia com as legislacoes mencionadas acima, propoe que o ensino
da Matematica seja aplicado a realidade, em diferentes contextos, e para tal, considere as
experiéncias vividas pelos estudantes em seu cotidiano de modo que seja possivel a eles
desenvolverem habilidades relativas aos processos de investigacao, construcao de modelos
e resolucao de problemas.

Apos a realizacao do Exame de Qualificagao - ENQ - em conversa informal com
o professor Danilo, hoje meu orientador neste trabalho, sobre qual seria sua proposta
para tema de dissertacao para seu futuro orientando, tal foi a minha surpresa quando a
resposta foi “funcao”. Mais especificamente, aplica¢des, no cotidiano, de fungoes estudadas
no ensino médio.

Fiquei alguns dias pensativa sobre a conversa com o professor Danilo. Apds o
resultado da aprovacao no Exame de Qualificacao, chegou o momento da escolha orientador
e, consequentemente, do tema da dissertacao. Uma vez que o tema proposto pelo professor
Danilo veio de encontro aos meus anseios de outrora e a proposta atual de diretrizes do
governo brasileiro para a educagao, nao tive duvidas quanto ao que gostaria de desenvolver
como trabalho de conclusao do mestrado PROFMAT.

Assim, o tema deste trabalho é a aplicacao das fungoes estudadas no primeiro
ano do Ensino Médio. Nosso entendimento sobre essa questao é que o conhecimento
dos estudantes sobre fungoes, uma vez relacionado a situagdes proximas de seu cotidiano
permite um novo ressignificado desse conteido. Como afirma Pires (2016, p.2), ao comentar
Sierpinska:

(...) s6 podemos dizer que compreendemos algo em Matematica quando conse-
guimos discernir se alguns casos isolados pertencem ou nao ao objeto definido,

quando reconhecemos tal objeto matematico independente da maneira que

estd representado, quando conseguimos relaciona-lo com outros objetos quando
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aprendemos que ele faz parte de uma teoria e quando conseguimos aplicar o

que aprendemos.

Propomos o pensar em maneiras de transmitir o conteido de fungoes de modo
que o estudante identifique, por si préoprio, as possibilidades de aplicagoes deste conceito
em seu cotidiano ou no exercicio de algumas profissoes.

Nesse sentido, o caderno Orientacoes Curriculares para o Ensino Médio,
BRASIL (2006, p.72), recomenda que o estudo de fungoes seja aplicado a diferentes areas
do conhecimento, através de situacgoes reais de aplicacao tais como a “queda livre de um
corpo, movimento uniforme e uniformemente acelerado, crescimento de uma colonia de
bactérias, quantidade de medicamento na corrente sanguinea, rendimentos financeiros,
consumo doméstico de energia, etc”.

Mas para alcancar este ponto, é preciso primeiro estudar o conceito de funcao.

Desde a pré-historia, a matematica evolui seus instrumentos a partir da capacidade
do homem em estabelecer relacdo entre coisas, objetos e simbolos entre si, muito antes da
escrita.

Dos nés em cordas a riscos em pedras e outras “invencionices” para realizar conta-
gens de gado ou de alimentos, até o desenvolvimento da algebra e do calculo infinitesimal,
ha uma série de interagoes que a seu tempo, podem ser denominadas fungoes.

Portanto, funcao ¢ a nog¢ao mais fundamental do raciocinio légico e matematico:
num sentido geral é todo tipo de relagao entre dois ou mais objetos, nimeros ou simbolos.

Para Russell (2007) ha dois tipos primordiais de fungao: a que ele denomina do
tipo descritiva, que é um tipo de relacao um-um ou um-muitos, que relaciona termos
particulares entre si; e a do tipo proposicional, argumentativa, na qual um termo da relagao
é predicado e diz sobre o outro. O autor esclarece este ponto ao afirmar:

Convém observar que todas as fungoes matematicas resultam de relagées um-
muitos: o logaritmo de x, o co-seno de x etc., sdo, como o pai de x, termos
descritos por meio de uma relagdo um-muitos (logaritmo, co-seno etc.) com um
termo dado (x). A nogdo de fungdo ndo precisa ser limitada a nimeros ou aos
usos a que os matematicos nos acostumaram; pode ser estendida a todos os
casos de relagées um-muitos, e ‘o pai de ’ é uma funcéo de que z é o argumento
de maneira tao legitima quanto ‘o logaritmo de z’. Nesse sentido, fungoes sao
fungoes descritivas. [...] ha fungdes de uma espécie ainda mais geral e mais

fundamental, a saber, func¢oes proposicionais; mas por enquanto limitaremos

nossa atencao a fungoes descritivas, isto €, ‘o termo que tem a relacdo R com z’,
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ou, para abreviar, ‘a R de 2’, onde R é qualquer relagio um-muitos. (RUSSELL,
2007, p.34)

Nao é necessario o aprofundamento sobre o estudo de Russel acerca das fungoes.
O que importa, no contexto da pesquisa, ¢ delimitar que funcao é um tipo de relagao.

Portanto, reconhecida a importancia do conceito de funcao na Matematica e na
vida pratica, reiteramos como principal objetivo da presente pesquisa demonstrar como
as fungoes podem ser aplicadas a situagoes cotidianas, analisando, inclusive, exemplos de
modelagens aplicadas em algumas profissoes, amenizando assim, o aspecto mecanico que
acompanha a maioria das dificuldades apresentadas em sala de aula.

Em Dante (2013, p.95) a fun¢do modular é tratada como um tipo particular de
fungao poligonal ou afim por partes. Lima (2013, 106) chega a conjecturar “toda funcao
poligonal pode ser definida combinando valores absolutos de func¢oes afins”, ao que ele
informa ser verdadeira tal conjectura. Desta forma, apesar de fun¢do modular integrar
os contetidos do primeiro ano do Ensino Médio, optamos por restringir este estudo das
aplicagoes das fungoes as fungoes afim, quadratica, exponencial e logaritmica.

Tendo em vista o objetivo deste trabalho, esta dissertagao se desenvolveu como
uma pesquisa qualitativa, bibliografica. Foram realizadas consultas em livros de histéria
da Matematica, livros de Matematica, Fisica, Quimica, dentre outros, do ensino de nivel
médio e superior. A pesquisa considerou ainda artigos, trabalhos publicados, legislacao,
provas do ENEM e outras informacoes relevantes a este trabalho, disponiveis em meio
eletronico.

Os exemplos utilizados como aplicacao das fungoes foram em sua grande maioria,
retirados ou adaptados do material consultado, mas ha também exemplos elaborados pela
autora deste trabalho.

E importante destacar que este trabalho ndo se encaixa, ou nio coloca uma
proposta pedagogica a ser utilizada. Isso modificaria profundamente o objeto da pesquisa.
Muito embora esteja relacionada ao processo de aprendizagem, nao houve, durante o
desenvolvimento dos trabalhos, qualquer iniciativa no sentido de verificar os possiveis
recursos didaticos aplicaveis no contexto da sala de aula.

Esta dissertacao compoe-se de trés capitulos, as consideragoes finais e a bibliografia.

O primeiro capitulo é a introducao deste trabalho e apresenta a motivacoes para

escolha do tema deste trabalho, objetivo, relevancia do tema e metodologia adotada.
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No capitulo dois, remonta-se o desenvolvimento do conceito de fung¢ao ao longo
da historia do pensamento matematico. Com efeito, analisa-se a evolucido da teoria
matematica e qual o papel das fung¢oes num plano cronologico.

No capitulo trés, sao estudadas as func¢oes tema deste trabalho, primeiramente
através de uma breve revisao tedrica para apresentar suas defini¢oes formais, representagoes
graficas e principais caracteristicas, seguida por suas respectivas aplicacoes a partir de
problemas extraidos de modelagens matematicas do cotidiano.

Ao final da dissertacdo sao apresentadas as consideracgoes finais, e por fim, as

referéncias bibliograficas.
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2 UMA HISTORIA SOBRE FUNCAO

Nao se sabe ao certo quando comegou a Matematica, mas vemos, através da
sua histéria, que se trata de uma ciéncia viva, construida coletivamente ao longo de
muitos anos e que segue em constante evolu¢ao. Roque e Carvalho (2012) afirmam que o
desenvolvimento da Matematica sempre se deu através de problemas.

Aragao (2009) parece concordar com Roque e Carvalho (2012) ao dizer que
“efetivamente algumas areas da Matematica foram descobertas basicamente para a atividade
do dia-a-dia [...]".

Pode ser visto em Guelli (1998) que, no periodo da pré-histéria, o homem, ainda que
de modo rudimentar, ja realizava algumas “operagoes” para compreender suas necessidades,
estabelecendo relacao entre objetos.

Neste contexto de relagdes entre grupos de objetos e/ou simbolos entre si é que
encontra-se um conceito primitivo de funcao, a correspondéncia biunivoca, um dos mais
importantes da Matematica, e que pode ser observado desde o periodo da Pré-Historia, em
todas as civilizagoes que desenvolveram a Matematica para solugao de suas necessidades.
E através dele que podemos expressar a relagio entre grandezas varidveis, aplicéveis por
exemplo, as situagoes didrias, como no comércio, onde o valor a ser pago esta relacionado
(ou varia) de acordo com o total de mercadorias, e ainda, a fendmenos fisicos, bioldgicos,
sociais, dentre outros, através de férmulas ou modelos matematicos, neste caso, sendo
capaz de nos fornecer uma previsao de resultados.

De acordo com Berlingoff e Gouvéa (2008), muito do que aprendemos sobre
Matematica nos dias atuais remonta a tradigoes de origem no antigo Oriente Proximo,
tendo se transformado na Matematica que conhecemos a partir do desenvolvimento de
novas tradigoes no fim da Idade Média e Renascimento europeu.

Lima (2013) afirma acerca da defini¢do que utilizamos atualmente para funcao que,

o termo fungao é estabelecido pelo conhecimento dos elementos dominio, contradominio e
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a lei de associacao ou correspondéncia que associa os elementos do dominio aos elementos
do contradominio. Esses elementos (grandezas variaveis) podem ser quaisquer objetos
matematicos, como ntimeros, vetores, conjuntos, dentre outros. Este conceito de funcao
nao estd condicionada a existéncia de uma féormula algébrica para representa-la, e para
chegar ao que conhecemos hoje, este conceito passou por algumas transformacoes.

No decorrer deste capitulo serao abordadas ao longo da histéria as ideias e concei-
tos primitivos de fungoes, e as contribui¢oes de muitos estudiosos para o desenvolvimento

deste conceito que, formalmente, s6 foi introduzido no século XIX.

2.1 PRE-HISTORIA

Ha consenso entre muitos historiadores de que, a Matematica surgiu, em grande
parte, mas nao so, de necessidades da vida prética. De acordo com Aragao (2009, p.3), “a
Matemaética comegou como uma técnica do dedo polegar, para manipulacao de quantidades
espaciais”.

Antes da invencao da escrita e de aprender a contar, o homem pré-histérico
desenvolveu um relagao direta entre objetos e/ou simbolos entre si, mecanismo este que o
permitiu saber as quantidades de determinados objetos, como por exemplo, a quantidade
de peixes retirados da dgua, em uma pescaria, ou de animais abatidos em uma cacada.

De acordo com Guelli (1998), a relagdo era estabelecida da seguinte maneira: para
cada animal capturado ou pescado, um risco era marcado em um pedago de vara ou 0sso.
Desse modo, ha cerca de 30 mil anos, o homem comecou a desenvolver a primeira técnica
de medi¢ao quantitativa de objetos: a contagem.

Ainda segundo o autor, com o desenvolvimento das primeiras civilizagdes, hé cerca
de 10 mil anos, os pastores tinham conhecimento da quantidade de animais do seu rebanho
usando pedrinhas para cada ovelha que safa a pastar, colocando-as em um saco. A noite,
retirava do saco uma pedra para cada ovelha que retornava ao cercado.

Tudo comegou com este artificio conhecido como correspondéncia um a um,
que confere, mesmo aos espiritos mais desprovidos, a possibilidade de comparar

com facilidade duas colegoes de seres ou de objetos, da mesma natureza ou nao,

sem ter de recorrer a contagem abstrata. (IFRAH, 2005, p.25)
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Essa ideia de correspondéncia biunivoca ou bijegio desenvolvida na pré-historia,
a que Ifrah (2005) denominou correspondéncia um a um, representa uma das primeiras
ideias que nos vem a mente quando se fala hoje de funcao, ou ainda, pode-se dizer que
representa um modo primitivo de conceituar o que nossa linguagem moderna denomina
fungao.

Esta forma de correlacao que visava definir quantidades, a partir de elementos
simples como um determinado nimero de entalhes padrao em ossos ou madeiras, nés
em cordas, pedras em sacos, por exemplo, poderia ser utilizada para qualquer espécie de
grupamento, como homens, animais e graos.

Para Caraca (1951), a contagem, ou seja, a capacidade de fazer corresponder
(relacionar) grupos distintos de objetos ou simbolos é fundamental para o desenvolvimento
da matematica. E a partir dela que se originam os principais conceitos (nimeros, fungao,

conjuntos, etc...); entendimento com o qual concordamos.

2.2 IDADE ANTIGA (OU ANTIGUIDADE)

Segundo Guelli (1998) e Berlingoff e Gouvéa (2008), o fim da Pré-Histéria e o
inicio da Histéria, ou Idade Antiga, ocorreu por volta do ano 4000 a.C., periodo em que
a Matematica se renovou pela necessidade de novos métodos de contagem e calculos,
para a solucao de novos problemas do cotidiano que surgiram com o desenvolvimento do
comércio, da agricultura, com a invencao da escrita e de novas atividades profissionais
como comerciantes, artesaos, administradores, sacerdotes e escribas por exemplo. Lidar
com os problemas mateméticos da vida pratica era o trabalho dos escribas, uma espécie
de funcionarios publicos profissionais.

A nocao de fungdo nao estava sendo proposta nesta época, mas podemos verificar
que ha elementos que podem ser considerados como precursores da ideia de funcao. Neste
contexto, destacaram-se quatro civilizagoes: babilonica, egipcia, chinesa e grega.

Para Aragao (2009), o vale entre os rios Tigre e Eufrates, hoje Turquia e Siria,
habitado pelos sumérios por volta de 8500 a.C., e, posteriormente pelos babilonios, su-
cessores dos sumérios na Mesopotamia, de 2000 a 600 a.C., foi provavelmente, o lugar de
origem da Matematica. Considerada uma das civilizagoes mais avangadas, em 1950 a.C.,

a Babilonia ja era um grande centro comercial, e sua matematica consistia num conjunto
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de métodos para resolugoes de problemas.

Ainda segundo o autor, eles também demonstravam ter conhecimento das séries
geométricas e aritméticas, e algum conhecimento de proporgoes e seu conhecimento de
Geometria, dedicado a medigoes era voltado a construcao e astronomia.

Os babilonios se destacaram pelo desejo de ir além deste uso comum. Os escribas
se interessavam pela Matemédtica em si, cujo objetivo, afirma Berlingoff e Gouvéa (2008,
p.10), “era ser um virtuoso da matematica, capaz de tratar problemas complexos e que
impressionassem”.

De acordo com Berlingoff ¢ Gouvéa (2008), muito do que se sabe sobre a Matema-
tica babilonica vem de tabuas de argilas produzidas aproximadamente entre 1900 e 1600
a.C. onde eram registrados os seus conhecimentos mateméaticos. Essas tdbuas possuem
tabelas de calculos, quadrados, cubos, raizes quadradas, além de problemas, nem todos
voltados para questoes cotidianas, para treinar jovens escribas, algumas contendo respostas
e solugoes completas.

Os babilonios, inventores da escrita cuneiforme, possuiam dois sistemas de nu-
meracao posicionais: um de base 10, com origem na observagao dos dedos das maos, e
outro de base 60, relacionado a observagoes astrondémica, usado em seus calculos para
representar nimeros e até mesmo fragoes.

Muitas tabelas de multiplicacao e divisdo em caracteres cuneiformes foram encon-
tradas.

A tédbua mais antiga conhecida é a Plimpton 322, Figura 2.1, descoberta no inicio
do século XX, atual sul do Iraque, e que remete a trigonometria babilonica entre os séculos
XIX a.C. e XVI a.C., escrita segundo o sistema de numeracao sexagesimal. Para Mansfield
e Wildberger (2017) esta é a primeira tabela trigonométrica de calculos exatos, baseada
em razoes entre lados de triangulos retangulos, e ndo em seus angulos, como usualmente
aprendemos.

De acordo com o autor, para os babilénios o tridngulo retangulo era a metade
do retdngulo. Até o aparecimento da Plimpton, a tabua de cordas de Hiparco de Nicea
(190-120 a.C.) era reconhecida como a mais antiga tabela trigonométrica existente, sendo

seu criador considerado o pai da trigonometria.
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Figura 2.1: Plimpton 322

Fonte: Vinciguerra (2017)

De acordo com Dante (2011) tabelas de multiplicagdo eram feitas em duas colunas,
onde se colocava na primeira coluna alguns nimeros, e o produto desses niimeros por um
valor constante na segunda coluna.

Em linguagem atual seria o mesmo que escrever

Yy =a.zr,

em que x é o numero colocado na primeira coluna, a é o valor da constante e y é o niimero
da segunda coluna, resultado da multiplicagao do niimero x por a.

As tdbuas encontradas mostram ainda que, os babilonios sabiam resolver nao
s6 equagoes lineares, mas também equagoes quadraticas, algumas cibicas (grau trés) e

biquadradas (grau quatro).

[...] segundo o historiador da Matemética E.T. Bell, ‘nfo seria nenhum ato
de generosidade creditar a eles [os babildnios antigos] uma certa intuigdo da
funcionalidade, considerando a definicdo sucinta de funcdo como uma tabua ou
uma correspondéncia’. (IEZZI et al., 2001, p.66)

Ainda segundo lezzi et al. (2001), em uma das tabuas encontram-se os valores
nd +n? paran =1, 2, 3, ..., 20, 30, 40 e 50, muito provavelmente construida para resolver
equacoes do tipo n® + n? = ¢, em que ¢ era um ntimero na base sexagesimal. E que,
seguindo a interpretacao de Bell, esta tabela pode ser associada a uma funcao f, de

dominio 1, 2, 3, ..., 20, 30, 40 e 50, definida por f(x) = 2® + 2.
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lezzi et al. (2001, p.66) chama a atencdo para um vislumbre do conceito de fungao
inversa ao se procurar o numero n de modo que f(n) = ¢, “ntimero esse que é a imagem
de ¢ pela funcao inversa de f”.

Para Aristoteles, filésofo grego, a Matematica nasceu no Egito, porque la “a
classe dos sacerdotes tinha tempo livre para poder se dedicar ao estudo e a investigacao”
(ARAGAO, 2009, p.12).

Os egipcios viviam as margens do rio Nilo, e de acordo com Eves (2011), sua
matematica se originou, primordialmente, para atender questoes relacionadas a construgoes
e a agricultura. Usando simbolos, os egipcios criaram seu sistema de numeracao decimal e
nao posicional, para representar quantidades de objetos através de desenhos.

Os sacerdotes egipcios detinham todo o conhecimento matematico da época, e os
registravam em papiros através de problemas, que deveriam ser exemplos a serem imitados.

Um dos documentos mais antigos sobre a Matematica egipcia é o Papiro Ahmes
(ou Papiro de Rhind), com aproximadamente 5,5 m de comprimento e 32 cm de largura,
segundo Guelli (1998). De acordo com Roque e Carvalho (2012) ele foi copiado pelo escriba
Ahmes por volta do ano 1650 a.C. e comprado por um antiquario escocés Alexander Henry
Rhind, em 1850, e hoje encontra-se no British Museum de Londres (Museu Britanico de
Londres).

Guelli (1998) afirma que o papiro Ahmes possui 80 problemas, em sua maioria
sobre assuntos do cotidiano, todos resolvidos. Aragao (2009) e Berlingoff ¢ Gouvéa (2008)
dizem que este documento demonstra que os egipcios tinham algum conhecimento sobre
construcao de figuras planas e a determinagao de suas areas, sabiam calcular ou aproximar
volumes de varias formas geométricas, conseguiram melhor aproximacao que os babilonios
para a razdo entre a circunferéncia e seu didmetro (), conheciam o fato de que tridngulos
cujos lados de razoes de 3, 4 e 5 formam angulos retos, e ainda, mostram que eles ja
conseguiam resolver equacoes lineares simples.

Berlingoff e Gouvéa (2008, p.125-126) dizem ainda que no papiro Ahmes encontram-
se extensas tabelas de multiplicagdo, problemas que se resumem a resolver, fazendo um
paralelo com a Matematica atual, equacoes de primeiro grau do tipo ax = b, pelo método
da falsa posicao!, e equacoes do tipo ax + b = ¢ pelo método de falsa posicao dupla?,

métodos esses ensinados nos livros de Aritmética até o século XIX.

'Para informacdes sobre o método falsa posicdo veja Roque e Carvalho (2012, p.39-42).
2Veja mais sobre o método da falsa posicdo e falsa posicio dupla em Guelli (1989).
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Ainda para o autor, esta é talvez a equacao que mais se apresenta na vida real,
em termos de aplicagao, razao pela qual, segundo ele, quase todas as civilizacoes antigas
desenvolveram técnicas para as resolverem. Convem neste momento observar que, a
equagao do tipo ax + b = ¢ pode ser reconhecida como um caso particular da funcao afim
f(z) = ax + b, bastando tomar f(z) = c.

Para Dante (2011, p.212), a base exponencial como a conhecemos hoje, através
do conceito de poténcia, pode ser observada no problema 79 do Papiro de Rhind, ao citar
““T casas, 49 gatos, 343 ratos, 2.401 graos de trigo’, que remete a poténcia de base 7”.

Em Galvao (2008, p.86), o problema “H4 7 casas, em cada casa temos 7 gatos,
cada gato mata 7 ratos, cada rato comeu 7 graos de cevada, cada grao teria produzido 7
hekats de cevada. Qual a soma das coisas enumeradas?” representa uma outra versao do
problema 79 do Papiro de Rhind.

De acordo com Berlingoff e Gouvéa (2008) sao poucos os textos sobre a Matemética
produzida pelos chineses e que mostram a existéncia de problemas simples e suas solucoes,
que ao que tudo indica, surgiram de situagoes praticas, embora existam alguns de cunho
recreativo. O texto antigo mais importante é o Os Nove Capitulos sobre a Arte Matemdtica
(em chinés, Jiuzhang Suanshu) onde pode ser percebida a proporcionalidade como ideia
central. Muitos problemas geométricos sao resolvidos pelo método “corta e cola”, enquanto
outros sao resolugoes de equagoes de primeiro grau, resolvidas usando proporgoes.

Segundo Aragao (2009), por volta do ano 100 a.C. os chineses usavam o tridngulo
aritmético (ou tridngulo de Pascal) para o calculo aproximado de raizes quadradas, ctbicas,
etc, e o chamavam de sistema de tabulagao que servia para descobrir coeficientes binomiais.
Ainda de acordo autor, o procedimento da extracdo de raizes quadradas e cubicas é
ensinado no quarto capitulo do texto Jiuzhang Suanshu.

Apesar de terem tido contato com a matemaética egipcia e babilonica, vista como
marcada por célculos e algoritmos, para Roque e Carvalho (2012), por volta do século
VIa.C., a Matematica grega, predominantemente voltada para a geometria e seus problemas
geométricos, destacou-se das demais civilizagoes, por terem sido os primeiros, se nao os
unicos, a investir no rigor légico da formulagao e demonstracdo de teoremas geométricos,
dando a Mateméatica um carater analitico.

Destaca-se também a importancia da teoria das razoes e proporgoes, utilizadas

em problemas geométricos, pois os gregos nao atribuiam diretamente ntimeros a objetos
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estudados, contribuindo para a descoberta, pelos pitagéricos, dos incomensuraveis.

Tales de Mileto, filésofo grego (cerca de 625 a.C.—558 a.C. - por Dante (2013)),
tendo adquirido conhecimentos matematicos de hititas, assirios, babilonios e egipcios,
conhecia muitas propriedades dos triangulos e do circulo, e proporgoes, segundo Aragao
(2009). Berlingoff e Gouvéa (2008, 15) dizem que a ele é atribuido a primeira tentativa de
demonstragao de um teorema geométrico e também de que “a soma dos angulos internos
de um triangulo é igual a dois angulos retos, que os lados de triangulos semelhantes sao
proporcionais e que um circulo é cortado ao meio por qualquer de seus diametros”.

Segundo Dante (2011), foi Tales quem melhor definiu a fung¢ao afim, utilizando
proporcoes. “‘Um feixe de paralelas determina, sobre duas transversais, segmentos pro-
porcionais’. Hoje, expressa por uma funcao linear, caso particular da funcao afim, a
proporcionalidade associa duas varidveis, direta ou inversamente.” (DANTE, 2011, p.110)

De acordo com Aragao (2009), Pitagoras, filésofo e matemético grego, viveu no
século VI e V a.C, conheceu a Matematica babilonica e egipcia, e tendo fundado a Escola
Pitagoérica em Crotona, ensinava licoes onde aplicava a racionalidade grega, tendo se
preocupado também com o estudo de razoes (segundo Berlingoff e Gouvéa (2008)), que
eles relacionavam com a musica. Ele dividiu a Matematica em quatro ramos: a Aritmética,
a Musica, a Geometria e a Astronomia. Essa divisdo permaneceu até depois da Idade
Meédia, sendo sua contribuicao mais conhecida, o teorema que leva o seu nome, o Teorema
de Pitagoras, por ter sido atribuido a ele o enunciado e a demonstracao do teorema.

Acredita-se que os babilonios, os egipcios e os hindus conheciam as caracteristicas
de triangulos analogos aos do Teorema de Pitdgoras, justificados pelos textos babilonicos
encontrados da época da dinastia Hamurabi, as proporg¢oes 3-4-5 presentes no interior da
Piramide de Quéops, e no triangulo dos hindus, de lados 5-12-13.

Segundo Aragao (2009), Eudoxo de Cnidos (408-355 a.C.), matematico e as-
tronomo, inventou o método da exaustao, baseado na nocgao de limite, que o permitia
medir e comparar as areas de figuras planas, curvilineas e volumes de sélidos, tendo
destacado-se ainda, pela teoria geral das proporcoes, aplicavel a grandezas comensuraveis
e incomensuraveis.

Os Elementos® de Euclides é considerada a obra grega mais importante, publicada

por volta de 300 a.C. e composta de 13 livros que versam sobre os principais estudos

3H4 edicdo completa dos Elementos traduzida diretamente do grego por Irineu Bicudo. Ver Bicudo
(2009)
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da Matematica grega, nas areas da geometria plana e espacial, teoria dos niimeros, e
os incomensuraveis, tendo sido considerado modelo a ser imitado pelos que buscavam o

mesmo rigor e precisao, de acordo com Berlingoff e Gouvéa (2008).

2.3 IDADE MEDIA

Para Aragao (2009, p.35-37), a Idade Média iniciou-se por volta dos anos 313
d.C e 357 d.C. Neste periodo o Cristianismo passou a dominar sobre as outras religices.
A Matematica nao era vista com bons olhos, tendo ganhado um “significado magico,
oculto”, sendo seus estudiosos, muitas vezes também astronomos, alquimistas e astrologos,
perseguidos pelos representantes da igreja como o Bispo Cirilo e Santo Agostinho. Situagao
que somente se modificou, segundo o autor, entre o final do primeiro milénio e inicio do
segundo.

Segundo Berlingoff e Gouvéa (2008), no século VI d.C, destaca-se o matematico
indiano Aryabata (talvez no séc. IV e V). De acordo com Aragéao (2009), ele trabalhou com
equagoes de 1° e 2° graus tendo aplicado processos algébricos nos estudos de Astronomia
e Geometria.

No século XII, destacam-se os trabalhos do astronomo, matematico e diretor do
Observatério de Ujjain, Acharya Baskara (1114-1185). De acordo com Aragao (2009)
Seu livro mais famoso é o Lilavati, sobre Aritmética e Geometria Plana. Escreveu ainda
um livro sobre Algebra, o Bijaganita, onde parte do livro é dedicado & resolucao de
equagoes indeterminadas. Nessa época, os indianos nao utilizavam féormulas matematicas
na resolucao de equacoes.

Considerado o maior matematico do século XIV, segundo lezzi et al. (2001), Nicole
Oresme (1325-1382), trabalhou sobre a teoria das razoes e publicou em 1350 seu método
para representar graficamente quantidades variaveis, ideia esta que, segundo Berlingoff e
Gouvéa (2008), contribuiu para a “ideia moderna de fazer o gréafico de uma fungao”.

Tem-se aqui, muito provavelmente, a primeira tentativa de construcao de graficos,
uma vez que, nao sabe-se ao certo se a historia contada sobre o descobrimento da parabola
¢ de fato, veridica, segundo lezzi et al. (2001).

lezzi et al. (2001) conta que a parabola, grafico da fungao do segundo grau, teria

surgido através do mateméatico Menaecmo (cerca de IV a.C.), apés o mesmo resolver o
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chamado “problema deliano”, que consistia em construir um altar ctibico cujo volume fosse
o dobro do volume do altar ctibico do deus Apolo, ja existente, para que os delianos fossem

curados da peste que os atingiu, cuja solucao provém da intersecao de duas parabolas.

2.4 IDADE MODERNA

Segundo Ramos (2019), a Idade Moderna compreende o periodo entre os anos
de 1453 d.C e 1789 d.C. (ou apenas entre os anos 1453 - 1789), apresentando como uma
de suas caracteristicas, o amplo desenvolvimento nao sé cientifico, com o Renascimento
Cientifico, como também no ramo das artes, com o humanismo.

Nos séculos XV e XVI, Berlingoff e Gouvéa (2008) afirmam que a Matematica
comegou a diversificar seus interesses de estudos, havendo um grande interesse sobre
navegacao, Astronomia e Trigonometria, em razao das grandes navegacoes européias, além
de Astrologia, Aritmética e Algebra. Algebra, que segundo o autor, ocupard espaco central
no século XVI e inicio do XVII.

Nos proximos paragrafos pode-se observar que este periodo foi marcado pelo
surgimento da Algebra moderna ou literal e da Geometria Analitica, isto é, como repre-
sentar formas por equacgoes, a criacdo da notacao simbdlica, a invengao dos logaritmos, a
representacao grafica e o cdlculo infinitesimal.

De modo que, na primeira metade do século XVII, o objeto de estudos eram
fendmenos e curvas, e suas tangentes, que pudessem ser representadas algebricamente
por meio de equagoes, destacando-se neste campo, os matematicos Descartes e Fermat.
E na segunda metade do século XVII, o foco estava em desenvolver e aplicar técnicas
infinitesimais no calculo de tangentes, areas e volumes, de curvas. Técnicas estas que
comecaram a ser sistematizadas por Leibniz e Newton, conhecidos como fundadores do
calculo infinitesimal.

Aragao (2009) diz que Arquimedes, de Siracusa, (287-212 a.C.) propds a seguinte
notacgdo para poténcias: 2 x 2 x 2 x 2 = 2%, No entanto, foi Michael Stifel (1487-1567),
alemao, que introduziu o termo “expoente”.

Por volta do ano 1600, com Frangois Viete (1540-1603), se iniciaram as tentativas
de resolver as equagoes do 2° grau com um unico procedimento. De acordo com Aragao

(2009), ele introduziu no calculo a notagao simbdlica, usando consoantes para quantidades
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conhecidas e vogais para desconhecidas, resolvendo ainda, equagoes acima do 4° grau, e
com isso tornou-se o iniciador da Algebra moderna.

Segundo Roque e Carvalho (2012), desde Viete, a representagiao simboélica de uma
quantidade desconhecida permitia exprimir as rela¢oes entre variaveis que estao sobre uma
curva, por féormulas algébricas.

Em 1638, Galileu Galilei (1564-1642), cientista italiano, publicou a obra Didlogos
sobre duas movas ciéncias em que, utilizando de proporgoes, escreveu sua teoria das
trajetorias parabolicas, descrevendo uma lei de relacao entre distancia e tempo para um

objeto em movimento.

Em Didlogos sobre duas novas ciéncias (1638), por exemplo, encontra-se a
seguinte lei: ‘Os espagos percorridos por um corpo que sai do repouso em
movimento uniformemente acelerado estdao entre si como os quadrados dos
tempos gastos para percorré-los. Ou seja, se para percorrer um determinado
espago s1 0 tempo gasto é t1 e para percorrer um espago s o tempo gasto é t,
entio & = % (IEZZI et al., 2001, p.67)

Em linguagem moderna podemos escrever a lei de Galileu como s(t) = v - 2
onde s(t) seria o célculo da distdncia s apés decorridos ¢ minutos, e v é a constante
determinada pela razao entre a distancia s; e o tempo t; no momento em que o corpo
entra em movimento. Ou seja, o cdlculo da distancia estda em funcao do tempo da distancia
percorrida.

Por esta razao, lezzi et al. (2001) afirma que alguns historiadores atribuiram a
Galileu, a criagao do conceito de func¢ao, ao que Dante (2011, p.144) parece concordar
ao dizer que, “agrupando esses elementos, ele criou o conceito de funcao quadréatica para
descrever o movimento dos corpos em queda livre”.

Roque e Carvalho (2012) discordam ao registrar que o conceito de fungao surgiu
depois dos trabalhos de Leibniz e Newton sobre derivada.

Segundo Lima (1985), mesmo com a invengao das fragoes decimais, os célculos
exigidos na Astronomia e no periodo das Grandes Navegacoes eram longos e trabalhosos.
Era preciso entao, que fossem mais rapidos e precisos.

O matematico e clérigo escocés John Napier (1550-1617), mais conhecido como
Neper, comparando duas progressoes, criou uma ferramenta para simplificar célculos
comuns na Astronomia, na época feitos manualmente. Era o logaritmo natural, que

transforma multiplicacoes em adicoes, e divisdes em subtragoes.



CAPITULO 2. UMA HISTORIA SOBRE FUNCAO 28

Neper foi o inventor da palavra logaritmo, e o apresentou pela primeira vez em suas
tabuas, publicadas em 1614, intituladas de Mirifici Logarithmorum Canonis Descriptio,
que significa Uma descricao da maravilhosa regra dos logaritmos, de acordo com Lima
(1985).

Jobst Biirgi (1552-1632), em Praga, publicou em 1620 sua tabua de logaritmos,
criada independente de Neper, segundo Aragao (2009).

Neper e Biirgi nao associam o logaritmo ao conceito de expoente, nem usam a
ideia de base, concebendo as suas tdbuas através de progressoes, ao que parece concordar
Jean le Rond D’Alembert (1717-1783).

Lima (1985) diz que uma tdbua de logaritmos é composta de duas colunas de
numeros. A cada nimero da coluna a esquerda faz-se corresponder um ntimero a sua direita,
chamado o seu logaritmo. Para multiplicar dois nimeros, basta somar seus logaritmos
e consultar na tabua, da direita para a esquerda, qual o nimero tem aquele logaritmo.
Assim, a soma dos logaritmos de dois niimeros é o resultado do logaritmo do produto.
Para dividir dois nimeros, basta subtrair os logaritmos. Para elevar um niimero a uma
poténcia basta multiplicar o logaritmo do ntimero pelo expoente. E, para extrair a raiz
n-ésima de um nimero, basta dividir o logaritmo do ntimero pelo indice da raiz.

Estas tabuas utilizavam como base um nimero muito préoximo de 1, fazendo
com que os nimeros estivessem bem préximos de modo que, a maioria dos niimeros que
interessavam aos calculos pudessem ser encontrados.

Segundo Sa ([20-?]), Napier utilizou como base a razao (1 - %) ~ 0,9999999. E
para lidar com essas casas decimais que se repetem, multiplicou as poténcias obtidas com
essa razao por 107. Assim, a tabela de Napier era formada por uma coluna de nimeros da

forma

N =107 <1 — 1)L
107/’

e uma outra coluna contendo o expoente L chamado de logaritmo do nimero N. Dessa
forma, para L = 0 temos N = 1, ou seja, pela tabela de Napier, o logaritmo de 107 = 1.
A tabela de logaritmos de Biirgi possuia aproximadamente vinte mil termos,
utilizava a razao 1,0001, sendo seu primeiro termo o nimero 108.
De acordo com Lima (1985), Henry Briggs (1561-1631), matematico e professor
inglés, junto com Napier, utilizando base decimal, criou uma nova tabua de logaritmos

contendo os logaritmos decimais ou logaritmos ordindrios.
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Segundo Dante (2011), a possibilidade de definir logaritmos como expoente (mérito
do inglés John Wallis, em 1685) e a ideia de base para os logaritmos (apresentada pelo
galés William Jones em 1742) transformaram o logaritmo em um instrumento de resolugao
de equagoes exponenciais.

O estudo da funcao exponencial, principalmente por Wallis, Newton e J. Bernoulli
teria revelado que a funcao logaritmica seria a inversa da funcao exponencial.

Em Introductio in analysin infinitorum, o primeiro tratado de Euler sobre anélise e
publicado em 1748, coube a Euler a prova da existéncia de logaritmos de niimeros negativos,
tomando o niimero e como base para todos os logaritmos e exponenciais. Ele mostra que
os logaritmos de ntimeros negativos sao niimeros imaginarios puros, denominando estes
logaritmos por impossiveis, e acreditou ter provado que os niimeros possuiam infinitos
logaritmos imaginarios, mas apenas um tunico era um logaritmo real.

Segundo Roque e Carvalho (2012), René Descartes (1596-1650), matematico e
filésofo francés, tentou dar em seus trabalhos um carater algébrico para construgoes de
resolugdes de problemas geométricos. Em La géométrie(A geometria), apéndice de sua
obra Discours de la méthode (Discurso do método), publicada em 1637, ele mostrou que as
operagoes de adicao, subtragao, multiplicagao e divisao, e ainda, as solugoes de equacoes
quadraticas de coeficientes positivos, podem ser resolvidas através de construgoes com
régua (nao graduada) e compasso.

Aragédo (2009) conta a obra La géométrie trouxe importantes contribuigoes para
a teoria das equagoes, e destaca o uso, por Descartes, de letras do fim do alfabeto para
indicar quantidades desconhecidas e letras do principio do alfabeto para as conhecidas.

Nesse contexto destacou-se pela criacao de um sistema de coordenadas, escolhido
convenientemente e nao necessariamente ortogonal, para representar graficamente duas
quantidades desconhecidas descritas por uma equagao encontrada utilizando o conceito de
lugar geométrico.

A variavel independente era marcada ao longo de uma reta horizontal, e a varidvel
dependente, era representada por um segmento de reta, escolhido convenientemente de
modo a resultar em um angulo fixo qualquer com a variavel dependente. De acordo com
Roque e Carvalho (2012, p.264), Descartes “trabalhava com equagoes indeterminadas, nas
quais tomando-se infinitos valores para x, é possivel encontrar infinitos valores para y.”

Apenas com John Wallis, a quem ¢ atribuida a introdugao do simbolo oo para
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designar o infinito que, em 1650, passou-se a considerar coordenadas negativas para os
sistemas de coordenadas.

Paralelo ao trabalho de Descartes, Fermat também desenvolveu o seu préprio
sistema de coordenadas, para estudar problemas relacionados a lugares geométricos a
partir da notacao simbolica proposta por Viete. Escrevendo de outro modo, partindo de
uma equacao, Fermat era capaz de encontrar sua curva correspondente. De acordo com
Roque e Carvalho (2012), com base nesses estudos Fermat mostrou que, o lugar geométrico
dos pontos que satisfazem uma equacao do primeiro grau é uma reta, e, em equagoes do
segundo grau ¢ um circulo ou uma coénica.

H4 de se destacar que nao héa o eixo vertical (hoje conhecido como eixo y), nos
sistemas de Fermat e Descartes. De acordo com Berlingoff e Gouvéa (2008), o sistema
de eixos ortogonal, como o conhecemos, muito provavelmente foi evoluido naquele século
e meio depois da publicagdo de La géométrie. Mesmo assim, conforme Aragao (2009), é
a René Descartes a quem ¢ atribuida a invenc¢ao do sistema de coordenadas cartesianas,
uma escala de medidas em que pontos ou figuras podem ser identificados e podem ser
definidos por equagoes, consistindo nisso, a Geometria Analitica.

De acordo com Roque e Carvalho (2012), no século XVII, com o desenvolvimento
de métodos para resolver problemas de natureza geométrica ou cinematica, o objeto de
estudo passou a ser a relagao entre quantidades, conceito implicito nos trabalhos de Leibniz
e Newton, o que contribuira, segundo o autor, para o surgimento da ideia de fun¢ao como
relacdo entre quantidades.

Segundo Roque e Carvalho (2012), com o estudo da derivada, encontrar a veloci-
dade instantdnea de um corpo (isto é, em um determinado instante) equivalia a encontrar
a tangente a uma curva descrita algebricamente. Esta ¢ uma das motivagoes para o calculo
infinitesimal.

Newton utilizou a geometria classica para apresentar os resultados de seu estudo
do célculo infinitesimal sobre variaveis, considerando a curva que descrevia a relacao entre
elas.

Ainda de acordo com Roque e Carvalho (2012), em 1670, o célculo do Newton
para a derivada tinha um conceito de fluentes (quantidades varidveis com o tempo ou
velocidade) e fluxdo (taxa de variacdo de uma quantidade em relagdo ao tempo), em que,

a razao entre os fluxoes de duas quantidades variaveis determina a inclinacao da tangente
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a curva descrita pelos fluentes.
Leibniz usava métodos analiticos para encontrar tangentes as curvas, adotando o
conceito de diferencial.

2

Por exemplo, para encontrar a derivada da curva y = x*, era preciso tomar a dife-

renga entre as ordenadas de dois pontos vizinhos, obtendo
dy = d(2?) = (z + dz)? — 22 = 2xdx + (dz)?. O tltimo termo deveria ser
desprezado, uma vez que possui, comparativamente, ordem de grandeza bem
menor que a do primeiro. Conclufa-se entdo que dy/dx = 2z. (ROQUE;
CARVALHO, 2012, p.282)

Leibniz introduziu o operador “d”, chamou de dz e dy as diferenciais, ou “elementos
infinitesimais” (quantidades infinitamente pequenas), de modo que, a relac¢ao % é uma
quantidade finita, resultado de uma operacao de diferenciacao, nao sendo, portanto, um
numero infinitesimal. Introduziu ainda em seus estudos, os conceitos de constante e
variaveis dependentes e independentes, e usava as nogoes de coordenadas e parametros.
Separou as curvas em algébricas, curvas que podiam ser representadas por equagoes de
alguma ordem, e transcendentes, curvas cujas equagoes nao era possivel atribuir ordem.

Apesar de nao definir fungdo em suas obras, Roque e Carvalho (2012, p.281)
afirmam que “é nesse contexto que Leibniz introduz a palavra fun¢ao, designando a ‘fungao’
que uma reta desempenha em uma curva, como a de ser tangente, normal ou subtangente.”

Leibniz, o primeiro a tentar conceituar o termo funcdo, buscou com Johann
Bernoulli (1667-1746) qual seria a melhor nota¢ao para uma fungao.

No entanto, foi Johann Bernoulli que, em 1718, publicou um artigo com a definigao
analitica de funcao, utilizando px como modo de expressar uma variavel em funcao de
outra. “[...] Chamamos fun¢ao de uma grandeza variavel uma quantidade composta, de
um modo qualquer, desta grandeza variavel e de constantes.” (Opera Omnia, Vol. 11, p.241
apud ROQUE; CARVALHO, 2012, p.301)

A partir desta definicdo de Bernoulli, h4 a desvinculacio entre a Algebra e a
Geometria. O conceito de func¢ao passa a ser analitico e o calculo infinitesimal passa a ser
trabalhado apenas sob um viés algébrico.

Na continuidade aos trabalhos de Bernoulli, Leonhard Euler (1707-1783), mate-
matico suico, em sua obra Introdu¢do a andlise dos infinitos, publicado em 1748, apdés
definir constante e variavel, apresentou sua primeira defini¢do de funcido da matemaética

moderna. “Uma fun¢ao de uma quantidade variavel é uma expressao analitica composta de
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um modo qualquer dessa quantidade e de ntimeros, ou de quantidades constantes.” (Opera
Ompnia, ser. 1, Vol. 111, p.17 apud ROQUE; CARVALHO, 2012, p.302)

Segundo Euler, uma funcao poderia ser definida por uma série linear de poténcias
da forma A+ Bz + Cz? + Dz + ..., em que os expoentes poderiam ser qualquer ntiimero.
Todavia, esta nogao algébrica de funcao enfrentou diversos problemas praticos no ambito
da Fisica.

Em 1755, Euler apresentou em sua obra Institutiones calculi differentialis, um
novo conceito de funcao:

Se certas quantidades dependem de outras quantidades de maneira que, se
as outras mudam, estas quantidades também mudam, entdo temos o habito
de chamar estas quantidades de func¢bes destas dltimas. Esta denominagao
é bastante extensa e contém nela mesma todas as maneiras pelas quais uma
quantidade pode ser determinada por outras. Consequentemente, se z designa
uma quantidade variavel, entao todas as outras quantidades que dependem de z,
de qualquer maneira, ou que sdo determinadas por x, sdo chamadas de fungoes

de . (Opera Omnia, ser. I, Vol. IV, p.4 apud ROQUE; CARVALHO, 2012,
p-305-306)

Lacroix, em seu livro Traité du calcul différentiel et du calcul intégral, publicado
em 1797, apresentou um novo conceito de funcao, ao afirmar que “toda quantidade que
depende de outras quantidades é dita funcao destas tultimas, ainda que nao se saiba
por quais operagoes podemos passar destas tltimas quantidades a primeira.” (ROQUE;
CARVALHO, 2012, p.306)

No céalculo infinitesimal, Euler estudou apenas as fungoes continuas, definidas por
ele em Introductio in analysin infinitorum (Introdugdo a andlise dos infinitos), como uma
curva representada pela mesma equagao (ou expressao analitica) para todos os valores
do seu dominio. Caso a equacao que representa a curva mude sua expressao para algum
valor do seu dominio, ela era considerada descontinua, podendo ser composta por partes

continuas, e por isso chamadas de curvas mistas.

2.5 IDADE CONTEMPORANEA

Com o fim da Idade Moderna, no ano de 1789, com a Revolucao Francesa, segundo

Ramos (2019), iniciou-se o periodo atual da histéria, a Idade Contemporanea.
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Um das caracteristicas do século XIX “foi caracterizado por um ideal de precisao
e demonstragoes rigorosas”, segundo Aragao (2009, p.93).

Surge a teoria geral das fungoes analiticas por Cauchy, Riemann e Weierstrass. A
partir da discordancia quanto a definicao de func¢ao e sua continuidade dada por Euler,
Cauchy, Fourier e Dirichlet apresentam suas préoprias definig¢oes.

De acordo com Roque e Carvalho (2012), Cauchy, em seu livro Cours d’analyse,
trouxe novas e mais precisas defini¢oes de fun¢ao, continuidade, critérios de convergéncia
de séries, e coeficientes de série trigonométrica (série de Fourier) que podiam representar
uma fungao qualquer.

Pressupondo fungoes definidas por expressoes analiticas simples e mistas (fungdes
compostas das simples), Cauchy apresenta sua defini¢ao de fungao:

Quando quantidades varidveis sdo ligadas de tal maneira que, quando o valor
de uma delas é dado, pode-se inferir os valores das outras, concebemos ordina-
riamente estas varias quantidades como expressas por meio de uma delas que
recebe, portanto, o nome de ‘varidvel independente’; e as outras quantidades,

expressas por meio da variavel independente, sdo as que chamamos func¢oes
desta varidvel. (Cauchy, [35], p.19 apud ROQUE; CARVALHO, 2012, p.330)

Cauchy também contradisse o conceito de descontinuidade de Euler, ao fornecer
um exemplo de uma fungdo mista de Euler, mostrando que ela pode ser representada por
uma Unica equacao, sendo assim, continua.

A partir de Cauchy, a Matematica apresentava um novo rigor, em que, todo
conceito teria de ser definido explicitamente, os teoremas teriam que ser provados e cada
passo justificado por outro resultado admitido como valido.

Os trabalhos de Fourier deram um novo impulso a evolugao do conceito de funcao,
ao propor mostrar que uma fungao arbitraria definida no intervalo (—¢,¢) pode ser
sempre representada por uma série que contém fungoes senos e cossenos. As tentativas de
demonstragao fornecidas por Fourier de que toda fungao pode ser expressa por uma série
trigonométrica impulsionaram uma nova defini¢cao de fungao. Mostrou que uma funcao
descontinua de Euler podia ser representada por uma série, que é uma expressao analitica,
logo a fungao seria continua.

Roque e Carvalho (2012) dizem que a teoria das séries trigonométricas levou

Fourier a afirmar que uma funcao ¢ dada por uma sequéncia de valores arbitrarios das
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ordenadas, que se sucedem de um modo qualquer e independente umas das outras, sem
precisar obedecer a nenhuma lei comum.

Um dos principais problemas abordados por Dirichlet quanto a convergéncia das
séries de Fourier diz respeito as condi¢bes para que se possa calcular a integral de uma
funcao. Em 1829, em seu artigo, apresentou um exemplo de fungao que nao pode ser
representada por uma série de Fourier, nao é derivavel, é descontinua em todos os pontos

e nao pode ser integrada.

0, para x racional
F(x) =
1, para z irracional
Lejeune-Dirichlet, estudou as séries de Fourier e entdo propos uma nova defini¢ao
de funcao, tentando mostrar em 1829 que elas convergem. Na versao revisada deste
trabalho, publicada em alemao em 1837, vemos o conceito de fun¢cdo como uma relagao
mais geral entre duas varidveis x e y, de modo que, a funcao y = f(z) estard bem
determinada se, para cada valor de x obtivermos um tnico valor de y.
Sejam a e b dois nimeros fixos e z uma quantidade varidvel que recebe suces-
sivamente todos os valores entre a e b. Se, a cada z, corresponde um tnico
y finito de maneira que, quando x se move continuamente no intervalo entre
a eb, y = f(x) também varia progressivamente, entdo y é dita uma funcio
continua de z neste intervalo. Para isto, ndo é obrigatorio, em absoluto, nem
que y dependa de = de acordo com uma mesma e tnica lei, nem mesmo que

seja representada por uma relagdo expressa por meio de operagoes matemaéticas.
(Dirichlet, [50], pp.135-136 apud ROQUE; CARVALHO, 2012, p.340)

A Dirichlet é atribuida a definicao “formal” de fungdo moderna.

O procedimento de “enumeracao” dos elementos de um conjunto, proposto por
George Cantor, é feito por meio de uma associacao de cada um destes elementos a um
numero natural. “Esta associagao é definida como uma fun¢ao de um conjunto no outro,
uma correspondéncia biunivoca entre seus elementos.” (ROQUE; CARVALHO, 2012,
p.348)

Cantor provou que existem diferentes niimeros cardinais infinitos, ao mostrar que
a cardinalidade do conjunto infinito N ¢ estritamente menor do que a cardinalidade do
conjunto infinito R, pela nao existéncia de uma correspondéncia biunivoca entre esses

conjuntos. Como o conjunto R nao é finito e ndo tem a mesma cardinalidade de N, diz-se
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que R é nao-enumeravel.
A partir destas novas ideias de correspondéncia biunivoca entre elementos de dois
conjuntos, firma-se o conceito de fun¢ao que hoje conhecemos, e é estabelecida a Teoria

dos Conjuntos, sob a qual toda a Matematica passou a ser formalizada, a partir do fim do
século XIX.
Segundo Cruz (2015, p.15),

podem-se destacar quatro periodos importantes na evolugdo do conceito de
fungdo. O primeiro ocorre na preocupacgdo grega de descrever relagoes e mudan-
¢as que ocorriam na natureza de forma qualitativa. Em seguida, o periodo de
Newton e Leibniz é marcado por fungdes que possuiam uma expressao analitica
ou representagdo grafica que surgiam para resolugdo de problemas praticos. O
préximo periodo ocorre com Lagrange e Euler quando o conceito de fungao é
rediscutido devido a compreensao da relagdo de dependéncia entre variaveis. O
ultimo periodo ocorre a partir da definicdo de Dirichlet baseada na dependéncia
de varidaveis, mas que precisou ser modificada tendo em vista os trabalhos
realizados pelos franceses René-Louis Baire (1874-1932), Félix Edouard Justin
Emile Borel (1871-1956) e Henri Léon Lebesgue (1875-1941).
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3 FUNCOES

Em muitos casos, para saber qual o tipo de funcao pode ser utilizado como modelo
matematico para uma situagdo ou problema, é necessario recolher e analisar dados (ou
valores) reais, a fim de identificar os critérios atendidos, e consequentemente, a fungdo que
os modela.

Muitos fendmenos naturais ou situacoes requerem um modelo matematico consti-
tuido de equagodes complexas, sendo necessario programas de computadores para o seu
estudo e cédlculo, como por exemplo, os cdlculos de previsao meteorolégica. No entanto,
h& indmeras outras situacoes em nosso cotidiano, que nao necessitam de tais recursos
computacionais.

Partindo desse pressuposto, este capitulo contém uma breve caracterizacao das
fungoes afim, quadratica, exponencial e logaritmica, seguidos por algumas situac¢oes do
cotidiano que podem ser modelados por uma destas fungoes.

Antes contudo, seguem algumas defini¢oes e conceitos importantes sobre fungoes.

Definigao 3.1 (Fungao). Dados dois conjuntos nao vazios X eY quaisquer, definimos
uma funcao como uma relacdo que faz corresponder a cada elemento x € X um unico
elemento y € Y. Notagao:

f: X =Y (lé-se: féuma funcio de X em Y) ou

flx) =y (lé-se: fde x é igual a y)

Além disso,

a) Os conjuntos X e Y sdo chamados, respectivamente, dominio e contradominio
da fungao f, sendo indicados por D(f) e CD(f). Logo, D(f) =X e CD(f) =Y.

O dominio é o conjunto de todos os possiveis valores que a variavel X pode assumir;
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b) Para cada x € X, o elemento y € Y associado é chamado imagem de x, pela fungao
f, ou valor assumido pela fun¢ao f no ponto z. A notagao y = f(x) é utilizada para

indicar que y é imagem de x;

¢) O subconjunto de Y formado por todos os elementos y € Y que sdo imagens dos
elementos = € X através de f, ou seja, f(z) ={yeY;drx e X, f(z) =y} C Y é

chamado de imagem da funcgao f e é indicado por Im(f);

d) Se y = f(z), dizemos que x é a variavel independente e y é a variavel depen-

dente;

e) f(zg) é o valor da fungao f para x = xy.

Definigao 3.2 (Fungdo real de uma variavel). Define-se fun¢do real de uma varidvel,

a fungio f : X — R, com dominio X C R.

Quando uma func¢ao for mencionada apenas pela sua lei de associagdo, ou como
“funcao f”, considera-se a funcao como func¢ao real de uma variavel, tal que o dominio seja
o maior subconjunto X C R.

O grafico de uma fungao real f : X C R — R é o subconjunto G(f) do plano
cartesiano R? formado por todos os pares ordenados (z,y) tais que z € X e y = f(z) € R.
Assim,

G(f) ={(x,y) eR* z € X, y = f(a)}.

Assim, o grafico de uma funcao f é o lugar geométrico dos pontos que satisfazem
sua lei de associagao.

A taxa de variagao média de uma fungao do tipo f : R — R mede a velocidade
com que o valor da func¢do f(z) cresce em determinado intervalo do dominio. Em outras
palavras, em um intervalo [z, z 4+ h] do dominio de f, com h # 0, a taxa de variacdo média

é dada pelo nimero:

flx+h)—flx)  fle+h)—f(z)
(x+h)—x h

Uma funcao f: X — Y, com X C R, pode ser classificada quanto a sua:
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a) monotonicidade em :
i) crescente (ou estritamente crescente): quando z; < z3 = f(x1) < f(x9),
Vry, 129 € X;

ii) decrescente (ou estritamente decrescente): quando z1 < xg = f(z1) > f(x9),

Vri, 129 € X;
iii) mondtona nao-decrescente: quando r; < x5 = f(x1) < f(z2), Vo, 22 € X
iv) mondtona nao-crescente: quando zy < x93 = f(x1) > f(x2), Va1, 20 € X

v) constante: quando x; # x5 = f(z1) = f(22), Va1, 29 € X.
b) paridade em:

i) par: se f(z) = f(—x), Vo € X

ii) impar: se f(x) = —f(—x), Vz € X.
Uma funcdo f: X — Y também pode ser classificada como:

a) Funcao injetora ou injetiva: se Va1, 20 € X, 21 # 29 = f(x1) # f(x2). De modo

equivalente podemos dizer: se Vay, 20 € X, f(z1) = f(x2) = 21 = x9.

b) Funcgao sobrejetora ou sobrejetiva: se Vy € Y, existe x € X tal que f(x) = y.

Ou seja, quando Im(f) =Y.

¢) Funcgao bijetora ou bijetiva: quando f for simultaneamente injetora e sobrejetora.
Neste caso, ha uma bijecao (ou correspondéncia biunivoca) entre o dominio X e o
contradominio Y, tendo os dois conjuntos, a mesma quantidade de elementos, isto é,

a mesma cardinalidade.

H4 ainda, duas importantes defini¢oes a serem consideradas: funcao composta e

funcao inversa.

Definic¢ao 3.3 (Fungao composta). Dadas as fungies f: X =Y eg:Y — W, chamamos
fungcao composta de g e f a fungio g o f : X — W, definida por
(g0 f)lx) =9g(f(z), » € X.

Defini¢ao 3.4 (Funcao inversa). Dizemos que a fungio f: X —Y € a inversa da fungao

g:Y = X quando g(f(z)) =z e f(9(y)) =y, para quaisquer t € X ey €Y.
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Assim, a funcio g sera dita inversa da funcao f se, e somente se, f é a inversa de
g. De outro modo, temos que, uma funcao f possui inversa, se e somente se, f ¢ bijetoral.

A funcio inversa de uma fungao f pode ser denotada como f~! (lé-se: inversa de

f)-

3.1 FUNCAO AFIM

Definigao 3.1.1 (Funcao afim ou fungao polinomial do 1° grau). Uma fung¢io f: R — R
chama-se afim quando existem constantes a, b € R tais que f(x) = ax + b, para todo
x € R.
Notacao:
f:R—=R

T ar—+b
Onde:
e 1 ¢ a variavel independente;
e f(xzg) é o valor da fungdo para x = x;
e o numero b é chamado termo constante, ou valor inicial de f, dado por b = f(0);

e o numero a é chamado coeficiente de x ou taxa de variagdo (ou taxa de cresci-
mento/decrescimento) da funcao f, pois, dado um intervalo [z, z + h], com h # 0,

temos:

f(x+h)—f(2) :a(x—i—h)—l—b—(aa:—l—b) :ax—i—ah%—b—ax—b:@:a

(z +h) = (z) h h h

Portanto, a taxa de variagdo média da fungdo afim é constante, razao pela qual
é referida apenas como taxa de variagao, e pode ser determinada se conhecidos dois valores

f(x1) =y1 e f(xa) = ya, para x; # xo quaisquer do dominio de f, da seguinte forma:

Y2 — 1
a = .
To — 1

Isso significa que, o aumento de 1 unidade em x gera um acréscimo de a unidades

em f(x), se a > 0, ou decréscimo de a unidades em f(z), se a < 0.

Ver sobre funcio inversa em Lima (2013, pp.188-189).
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A taxa de variacao nos permite classificar a funcao afim quanto a sua monotonici-

dade em:
a) crescente: quando a > 0;
b) decrescente: quando a < 0;
c) constante: quando a = 0.

Uma caracteristica interessante da funcao afim é sua relagao com a progressao
aritmética?.

Observe que, se tomarmos um conjunto de nimeros z, T, 3, ..., igualmente
espacados, de modo que z,, — x,_1 = h, e aplicarmos sobre eles a funcao afim f: R — R

dada por f(z) = ax + b, os valores f(x) serdo também igualmente espagados, com

f(xn) — f(zn—1) = ah, pois,

flzn) — f(xpq) =axp, +b—ax, 1 —b=alr, — x,.1) = ah.

Isso equivale a dizer que, a funcao afim transforma uma progressao aritmética x;,
i=1,2,3,... de razao h, em uma progressao aritmética f(x;), i = 1,2,3, ..., de razao ah.
Por outro lado, se uma func¢ao real f e mondtona transforma uma progressao aritmética
x;, i =1,2,3, ... em outra progressao aritmética f(z;), 1 = 1,2,3, ..., entdo esta fungao é
afim?.

O gréfico da fungao afim f : R — R dada por f(z) = ax + b é uma reta nao
vertical representada pela equacao y = ax + b, conforme Figura 3.1. A demonstracao é
feita provando que trés pontos quaisquer dessa reta sao colineares. De igual modo pode-se
dizer que, toda reta nao vertical é o grafico de uma func¢ao afim.

Do ponto de vista geométrico, se r é a reta que representa graficamente a funcao

afim f(x) = ax + b, tem-se que:

e o numero b é a ordenada do ponto (0,b) onde r intersecta o eixo OY, e é dito

coeficiente linear de r;

b

e ovalor x = —2 ¢ a abscissa do ponto (—g, O), para o qual f(z) = 0, onde r intersecta

o eixo OX, sendo chamado o zero da funcao afim.

2Ver sobre Progressdo Aritmética em Dante (2011, pp.289-302).
3Ver sobre conexdo entre funcdo afim e progressdo aritmética em Lima (2013, pp.103-104)
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e o nimero a é chamado coeficiente angular da reta r, e dd a inclinacao da reta r
em relagdo ao eixo OX. Assim, a é dado por a = tan(«), onde « é o angulo formado

pela reta r e o eixo OX.
e quando a > 0, a reta é ascendente;
e quando a < 0, a reta é descendente.

Figura 3.1: Representacao grafica da funcao afim do tipo f(x) = az +b

yl yl
y=axr—+b y=axr+b

Casoa >0 Casoa <0

Fonte: Elaborado pela autora, 2019

Como o gréafico da fungao é uma reta, uma funcao afim fica bem determinada
conhecendo-se dois pontos da reta (x1,31) e (22,y2). De modo que, se P(z,y) é um

ponto qualquer da reta r, a equagdo da reta que passa por um ponto Fy(xg,yo) € tem
Y — %
T — X9

coeficiente angular a = ¢ dada por:

y=1yo+alz— o) (3.2)

Sao casos particulares de fungoes afim, cuja representacao grafica estd na Figura

3.2:

a) Funcgao identidade: definida por f(z) = x, para todo x € R. Seu grafico é uma

reta nao vertical que passa pela origem (isto é, passa pelo ponto (0,0));
b) As translagées f: R — R tal que f(z) =2 + b, com b € R;

¢) Funcao linear: definida por f(z) = ax, constante a € R, a # 0. Este é o modelo

matematico para tratar de problemas de proporcionalidade direta. Neste caso, sua
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f(z)

constante de proporcionalidade é a = , para x # 0. Seu grafico é uma reta nao

vertical que passa pela origem,;

d) Funcgao constante: definida por f(x) = b. Seu grafico é uma reta paralela ao eixo

OX que passa pelo ponto (0,b).

Figura 3.2: Representacao grafica dos casos particulares de funcao afim

Y, Y, y:l'—f-b
y=x y=x
y=x—0>b

H‘
H‘

a) Funcao identidade f(x) = x b) Translagoes de f(x) =z +b
yl y A
Yy = ax
y=>
5 5 g
¢) Fungao linear f(x) = ax d) Fungao constante f(z) =10

Fonte: Elaborado pela autora, 2019

Como uma modelagem matematica para problemas de proporcionalidade, através
da funcao linear?, hd infinitas possibilidades de aplicacao da funcao afim em atividades

diarias, de facil reconhecimento, como por exemplo na:
e Culinaria: em receitas, para manter a proporcao entre os ingredientes;

e Construcao civil: massa para reboco, para manter a proporc¢io entre cimento e areia,

ou no célculo da quantidade total de tinta necesséria para pintar uma area de z m?

Y

dentre outros exemplos;

4Ver sobre Funcdo linear, caso particular da fungdo afim, e proporcionalidade em Dante (2013, p.91-93)
e Lima (2013, p.95-96)
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e Geometria: comprimento da circunferéncia, dado em funcdo do seu didmetro:

C =D,

e Fisica e Quimica: em varios fen6menos naturais ou reagoes:
- Calculo da forga: ' =m - a;

- Lei de Charles: tomando os valores de pressao P e a quantidade n de mols do

géas constantes na Lei dos Gases Ideais PV = nRT;

- Principio de Avogadro: tomando os valores de pressao P e a temperatura T

constantes na Lei dos Gases Ideais PV = nRT.

A seguir sao apresentados exemplos e situagoes do cotidiano representadas por

uma funcao afim.
Exemplo 1. Comércio

Possivelmente a mais comum das aplica¢oes da funcdo afim, presente na vida de
praticamente todas as pessoas, € a pratica do comércio. Trés exemplos sao identificados

abaixo.

Situagao 1.1. Uma aplicacao da funcao afim muito conhecida e encontrada com certa
facilidade nos livros diddticos do Ensino Médio, é o da corrida de tdzi. Exemplo: em uma
corrida de tdxi é cobrado um valor fixro de R$ 4,20, chamado bandeirada, acrescido de
R$ 1,90 por quilometro rodado. Qual serd o valor total a ser pago pelo usudrio para uma
corrida de 10 km de distancia percorrida? De um modo geral, se um produto ou servigo é
ofertado por uma taza fiza b acrescido de um valor a para cada quantidade x de produto

ou servigo adquirido, qual a fungdo que representa o valor total a ser pago?

Resolucao:

O preco a ser pago por uma corrida de uma distancia = percorrida serd dada pela
fungao afim f(z) = 1,90 -z + 4, 20.

Portanto, para uma corrida de 10 km percorridos, o usuario pagara
f(10) = 1,90 - 10 + 4,20 = RS 23, 20.

De um modo geral, o valor pago por uma quantidade x de produto ou servigo,
que cobra um valor fixo b e um valor adicional a dependendo da quantidade x pode ser

dado pela fun¢ao afim: f(z) = ax + b.
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Situacao 1.2. Uma pessoa vai escolher um plano de satude entre duas opgoes A e B,
ambos com as mesmas coberturas e servicos, e com coparticipacdo parcial para consultas,
ou seja, a pessoa paga a operadora do plano de satude um certo valor predeterminado, por
cada consulta realizada. Serd contratado o plano mais economico para a pessoa. Qual

deverd ser o plano escolhido?

Tabela 3.1: Tabela de oferta dos planos de satide A e B

Plano A - Enfermaria Plano B - Enfermaria
Mensalidade 254 525

Consulta 44 25
Fonte: Elaborado pela autora, 2019

Resolucgao:

Observe que, o custo mensal de cada plano é dado em fun¢ao do nimero x de
consultas, e que, o custo do plano A aumenta mais rapidamente que o custo do plano B,

por ter maior taxa de variacao:

Plano A : f(z) = 44x + 254

Plano B : g(z) = 25z + 525

Comparando os dois planos:

e 0 custo do plano A é igual ao custo do plano B quando x = 14, 26, pois

44x + 254 = 252 + 525 = 44x — 25z = 525 — 254

:>19x:271:>x:21791:>x:14,26

e o custo do plano A é mais econémico quando x < 14, 26;
e o custo do plano B é mais econdmico quando = > 14, 26.

No entanto, como o nimero de consultas é um ntmero inteiro, segue que para
x < 14 o plano A é mais econdémico. O plano B é mais econdmico quando x > 14. E, nao
existe um numero de consultas tais que os custos dos dois planos sejam iguais.

Portanto, a escolha do plano mais econémico devera considerar se o niimero de

consultas a serem realizadas durante o més é maior ou menor que 14 consultas.
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Situagao 1.3. Retirado de Lima (2013, p.114) - Uma copiadora publicou a sequinte tabela

de precos:

Tabela 3.2: Tabela de precos de acordo com ntimero de copias

Numero de cépias de um mesmo original Preco por cépia

de1a 19 R$ 0,10
de 20 a 49 R$ 0,08
50 ou mais R$ 0,06

Fonte: Lima (2013)

a) Esboce o grifico da fung¢ao que associa a cada natural n o custo de n copias de um

mesmo original;

b) O uso da tabela acima provoca distor¢ées. Aponte-as e sugira uma tabela de pregos

mais razoqvel.

Resolugao letra a):
O prego total f(n) a pagar depende do nimero de cépias n. Assim, a fungio

f N — R que descreve a Tabela 3.2 é:

0,10n; se 1 <n <19;

f(n) =140,08n; se 20 <n < 49; (3.3)

0,06n; se n > 50.

Figura 3.3: Representagao grafica da fun¢ao nimero de cépias em (3.3)

Y

6
)
4
3
2
1

—10 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90%

Fonte: Elaborado pela autora, 2019
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Resolugao letra b):
A distor¢ao consiste no fato de que é mais barato fazer, por exemplo, 20 cépias
(R$ 1,60) do que 19 cépias (R$ 1,90), e 50 cépias (R$ 3,00) do que fazer 49 copias

(R$ 3,92). Uma escala mais razoével seria:
e R$ 0,10 por copia, pelas primeiras 19 copias;
e R$ 0,08 por copia adicional, até 49 cépias;
e R$ 0,06 por copia adicional, a partir da 50* copia.
Assim, terfamos:

0, 10n; se 1<n<19;

f(n) =121,90+0,08- (n—19): se 20 <n < 49; (3.4)

4,30 +0,06(n —49);  se n > 50.

Nao foi solicitado no exercicio, mas é interessante observar como ficou o grafico

desta nova fun¢ao. Assim:

Figura 3.4: Representagao grafica da fun¢ao nimero de cépias modificada em (3.4)

Y

,,,,,,,,,,,,,,,,

6
5
4
3

\)

,,,,,,

—10 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90%

Fonte: Elaborado pela autora, 2019

Exemplo 2. FEscola: Notas

Uma das preocupacgoes dos estudantes é a aprovagao no ano escolar, o que pode
ser entendido como uma preocupacao em obter nota suficiente para aprovagao. Vejamos

uma possivel situacdo que pode ocorrer na rotina de um estudante.
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Situacao 2.1. Adaptado de lezzi et al. (2001, p.71) - Uma professora do ensino funda-
mental adota o sequinte critério como nota de participacao no bimestre: todo estudante
comega com 10. Quando ele deiza de fazer uma tarefa ou apresenta um comportamento

inadequado em aula, recebe um negativo, perdendo 0,4 na nota.

a) Qual seria a nota de participagio de um estudante que recebesse T negativos no

bimestre?

b) Em geral, como se expressaria a nota n de participagio de um estudante que recebesse

x negativos?

c) Se as notas de um bimestre escolar é composto pela nota de uma prova com peso 2 e
a nota de participacao com peso 1, quantos negativos, no maximo, poderia receber
um aluno que tirasse 5,0 na prova e necessitasse de média 6,0 para ndo ficar com

vermelho no bimestre?

d) Quantos negativos o estudante deverd receber para que nao tenha nota de participagio

no bimestre?

Resolugao letra a):
Cada negativo equivale a perder 0,4 pontos. Entao, 7 negativos totaliza 7- 0,4 = 2,8
pontos a serem descontados do total dos 10 pontos de participacao. Portanto, a nota de

participacao do estudante seria 10 — 2,8 = 7,2 pontos.

Resolugao letra b):
Se y é a nota final de participacao do estudante, e x a quantidade de negativos

que ele recebeu, entao, y = 10 — 0,4z, onde y = f(x).

Resolugao letra c):
A média procurada ¢ a média ponderada. Entao, se M; a média final da nota do

aluno, n; a nota da prova e ns a nota de participacao:

i 27’L1 + 1”2
F= o

Por outro lado, pela letra (b), sabemos que a nota de participagdo ny é dada por
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ny =y = 10 — 0,4z, onde x é a nota final de participacdo do estudante. Logo,

20, 10— 0,4

My 3

Substituindo a nota da prova e a média final dada na questao, encontramos o
numero maximo de negativos procurados. Portanto,

:2.5+1§_0’4x:>20—0,4:L’:18:>0,41::2O—18:>:L‘: 2

6

Resolugao letra d):
Para que o estudante nao tenha nota de participagao devemos encontrar um

valor para x tal que f(x) = y = 0, ou seja, a solu¢do é encontrar o zero da fungao

f(z) =10 — 0,4x. Assim,

10
flz)=0=10-0,42=0= 0,42 =10 =z =

= 25.
0,4:>ZB 5

Portanto, o estudante devera receber 25 negativos para que nao tenha nota de

participagao no bimestre.

Exemplo 3. Cdlculo da aposentadoria por tempo de contribuigcdo

Pela regra progressiva, estabelecida na Lei n® 13.183 de 04/11/2015, BRASIL
(2015), observado o tempo minimo de contribuigdo ao INSS de 35 anos para os homens,
e 30 anos para as mulheres, o trabalhador podera solicitar sua aposentadoria por tempo
de contribuicao quando, na data do requerimento da aposentadoria, o total resultante da

soma de sua idade e seu tempo de contribuicao for:

Tabela 3.3: Regra progressiva para aposentadoria por tempo de contribuicao

A cada dois anos soma-se 1 ponto

Até 2018 2019/2020 2021/2022 2023/2024 2025/2026 31/12/2026
em diante
Homem 95 96 97 98 99 100
Mulher 85 86 87 ’8 89 90

Fonte: Elaborado pela autora, 2019

Situacao 3.1. Considerando os dados da tabela acima, e que em todos os meses dos anos

trabalhados houve contribuicao ao INSS, responda as perguntas:
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a) Encontre a idade minima para cada quantidade de pontos, de modo que o cidadao se
aposente com o tempo minimo de contribuicao exigidos. Qual a lei de associagdo da

fungdo neste caso?

b) Se um jovem comecar a trabalhar hoje, com 16 anos, idade minima exigida por lei
para assinar a carteira de trabalho, qual a idade minima esse jovem deverd ter para

se aposentar?

Resolugao letra a):
Seja x a idade do cidadao, e f(z) = y o total de pontos por periodo, conforme
Tabela 3.3. Assim, considerando o tempo minimo de contribui¢do podemos escrever a

funcao f : R — R pela lei:

x4+ 35 se homem,
f(z) =
z + 30 se mulher.

A fungao inversa de f nos permite encontrar a idade z = g(y) em fungiao do
numero de pontos, sendo portanto, a lei de associagao procurada. Assim, seja g : R — R a

inversa de f. Entao,

y — 35 se homem,

y — 30 se mulher.

Portanto, utilizando a funcao ¢g(y) podemos construir a seguinte tabela:

Tabela 3.4: Idade minima para se aposentar com o tempo minimo de contribuicao pela
regra progressiva

A cada dois anos soma-se 1 ano na idade

Até 2018 2019/2020 2021/2022 2023/2024 2025/2026 31/1?/2026
em diante
Homem 60 61 62 63 64 65
Mulher 55 56 57 58 59 60

Fonte: Elaborado pela autora, 2019

Resolugao letra b):
Primeiro, observe que, se considerarmos o inicio do trabalho em 01/01/2019,

até 30/12/2026 serao apenas oito anos de trabalho, e consequentemente, oito anos de
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contribuicao ao INSS. Logo, se o jovem comegar a trabalhar em 2019, com 16 anos, ele
aposentara apo6s o ano de 2026, em razao do tempo minimo de contribuicao exigido.

Assim, seja x o niimero de anos trabalhados com contribuicao ao INSS. A idade
do jovem apos trabalhar x anos sera 16 + .

Caso o jovem seja homem, teremos:
84
(16+x)+x:100:>16+2x:100:>2x:84:>x:5:>$:42
Caso o jovem seja mulher, teremos:
74
(16—|—x)+x:90:>16+2x:90:>2x:74:>w:?:>x:37

Portanto, caso comece a trabalhar com 16 anos, a partir de 2019, o jovem podera
se aposentar com 58 anos (pois, 16 + 42 = 58), e a jovem podera se aposentar com
53 anos (pois, 16 + 37 = 53). Observe que, em ambos 0s casos, 0 jovem cumpre 0s

35 anos de contribuicao minima exigida para a aposentadoria.

Exemplo 4. Construcao civil: escadas fixas

“Uma sequéncia de trés degraus ou mais é considerada escada”. ABNT (2015,
p.62)

Para a construcao de uma escada é preciso determinar o niimero de degraus e a
altura de cada degrau. Na construcao civil, esse calculo é chamado de calculo de uma
escada, e independe da sua forma (em linha reta, em “L”, em “U”, helicoidal ou outra).

Observe a figura abaixo:

Figura 3.5: Elementos de uma escada

e =espelho

p = piso
ou passo

Fonte: Moura (2019)
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De acordo com Moura (2019) a Férmula de Blondel é conhecida por ajudar a
definir as dimensoes da escada, e é dada por 60 < p + 2e < 64, onde, as variaveis e e p,
medidas em cm, fornecem as medidas para o espelho (altura) e piso (largura) dos degraus
da escada.

No entanto, as normas de acessibilidade da ABNT (2015), respeitadas as normas
do Corpo de Bombeiros de cada estado, delimitam as dimensoes da escada, como a altura
e largura dos degraus, de modo que sejam constantes em toda a escada e atendam as

seguintes condigoes:

63 cm < p+ 2e <65 cm

28em <p<32cm onde p é medida do piso

16 cm < e <18 e¢m onde e é a medida do espelho.

Assim, aplicando a norma ABNT (2015) & Férmula de Blondel, teremos a Férmula
de Blondel + ABNT:
63 < 2¢ +p < 65 (3.5)

Na pratica, como o aumento de uma unidade em uma das variaveis e ou p
representa um aumento constante na outra variavel, a fun¢ao afim pode ser utilizada
para modelar os calculos de uma escada, isolando-se uma dessas variaveis na Férmula de
Blondel + ABNT:

65 —p

p=f(e)=65—2e ou e=g(p) = 5 (3.6)

O nimero de espelhos de uma escada pode ser encontrado em funcao da altura
entre o primeiro e o segundo pavimentos onde a escada sera construida, ambos concluidos.

Seja x o numero de espelhos e h a altura entre os pavimentos, em centimetros.
Entao:

r=— (3.7)

O ntmero de degraus é determinado pela funcao afim,

y=flz)=z-1 (3.8)

onde, f(z) é o nimero de degraus, e z é o nimero de espelhos.
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Situagao 4.1. Considere a altura entre dois pavimentos como h = 3 m (300 ¢m) para
construgao de uma escada reta, sem patamar, de modo que o tamanho do piso seja o mais
prozimo possivel de 30 cm. Utilizando a Formula de Blondel + ABNT em (3.5), quais
os tamanhos de espelho e piso? Qual o nimero de espelhos e o niumero de pisos? Qual o

comprimento da escada?

Resolugao:

Para tamanho do piso p = 30 c¢m, temos que o tamanho e niimero de espelhos

sera:
Por(3.6):ez65_p:>e:65_302325:17,5cm
h 300
P T x=—= = 17,142
or (3.7): x T 7,1428

Mas o niimero de espelhos deve ser inteiro. Dessa forma, tomando o niimero de
espelhos x = 17, os tamanhos do espelho e piso serao:

Por (3.7): e z _ 300 17,65

Por (3.6): p=65—2-¢=65—2-17.65 =65—35,3 =29,7 cm.

17

Por (3.8): o nimero de degraus serd: y =x — 1 =17 — 1 = 16 degraus.

Como nao hé patamar (piso de largura maior), entdo todos os degraus tem o
mesmo tamanho. Logo, o comprimento da escada sera: 16 -29,7 = 475,2 cm = 4,752 m.

Portanto, a escada reta tera:

17 espelhos de 17,65 cm;

16 degraus de 29,7 cm;

comprimento 4,752 m; e,

altura entre primeiro e segundo pavimentos de 3 m.

Exemplo 5. Temperatura

A temperatura esta presente no nosso dia-a-dia quando falamos do clima, em
estados febril de uma pessoa, na culinaria, na conservagao de produtos e remédios, sendo
medida, na maioria dos paises do mundo, através da escala Celsius (°C), proposta no
século XVIII pelo cientista sueco Anders Celsius (1701-1744).

O sistema internacional de medidas, SI, utiliza a escala Kelvin como escala de

temperatura. Na escala Kelvin, —273°C equivale a 0 K, e 0°C equivale a 273 K, de modo
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que, as temperaturas t; em Kelvin e ¢, em Celsius se relacionam através da expressao:
ty =t.+ 273. (3.9)

Existe também uma outra escala de temperatura chamada Fahrenheit (°F). Os
Estados Unidos ¢ um dos principais paises de lingua inglesa a utilizar esta escala, e nao, a
escala Celsius.

Vejamos como as escalas Celsius e Fahrenheit se relacionam na situacao a seguir.

Situacao 5.1. Os pontos de fusao e ebulicao em graus Celsius sao, respectivamente, 0°C
e 100°C, e correspondem em graus Fahrenheit, respectivamente, a 32°F e 212°F. sabendo
que a equivaléncia entre as escalas ¢ uma funcao afim escreva a lei de associagdo da fungdo
que relaciona a cada grau Celsius (°C) um grau na escala Fahrenheit (°F), e encontre o

valor em °F da temperatura febril 37,7°C.

Resolucgao:

Como a funcdo é linear, a lei de formagao é da forma: f(z) = ax + b, em que, a é
o coeficiente angular da reta referente ao grafico da fungao e b é o coeficiente linear.

Sejam z = C, y = F e y = ax + b a equagao da reta que representa graficamente
a funcao f.

Se y = 32 e y = 212 correspondem, respectivamente, a x = 0 e z = 100, entao,
substituindo (z,y) = (0,32) em y = ax + b, temos que b = 32.

Como a ¢ o coeficiente angular da reta, ele representa a divisao da variagao de y

pela variacao de z, ou seja,

Ay _212-32 180 9
“T Az 100-0 100 "5

Portanto, a funcao procurada é f : R — R dada por:

fx) = ix +32 ou f(zr)=1,8z+ 32. (3.10)

Logo, para 37,7°C, temos:
39,3

9 9 3
y= w32y = 3TT432=y= 432 =y = 67,86+ 32 =y = 99, 86.

Assim, 37, 7°C corresponde a 99, 86°F.
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Nao foi solicitado na questao, mas a transformacao de graus °F em °C é dada

pela funcao inversa g : R — R de f, (3.10), dada por

o) =5 (v—32) (311)

Exemplo 6. Area da Saidde: Cdlculo IMC

Situagao 6.1. Adaptado de Dante (2013, p. 66-67) - O indice de massa corporal (IMC)
¢ um dos parametros utilizados para identificar sobrepeso e obesidade. Jd que uma maior
mortalidade é encontrada em pessoas com IMC maior que 30, esse nimero tornou-se um
dos principais parametros para definir obesidade.

O indice IMC' € calculado em fungdo do peso p do individuo, em quilos, dada a

sua altura a, em metros.

e =2 (3.12)

a2

Tabela 3.5: Categoria do peso com base no nivel IMC

Categoria IMC
Abaixo do peso Abaixo de 18,5
Peso normal 18,6 - 24,9
Sobrepeso /pré-obesidade 25-299
Obesidade Grau I 30 - 34,9
Obesidade Grau II 35-39.9
Obesidade Grau III Acima de 40

Fonte: ABESO ([20-7])

Qual a faiza de peso a que uma pessoa de altura 1,70 m deve pertencer para que

seu peso seja considerado normal de acordo com a Tabela 3.5¢

Resolucao:

Neste caso, por (3.12), o cdlculo do peso serd dado por:

p=IMC x a?

Para que seja considerado peso normal, o IMC deve estar entre 18,6 e 24,9. Assim,

o para IMC = 18,6 = p = 18,6 x 1,702 = p = 18,6 x 2,89 = p = 53, 754;
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e para IMC = 24,9 = p=24,9x 1,70> = p = 24,9 x 2,89 = p = 71,961.

Portanto, uma pessoa de altura 1,70 m, com peso entre 53,754 e 71,961 tera seu

peso considerado normal, de acordo com a tabela do IMC.

Exemplo 7. Vazamento de caixa d’dgua

Situagao 7.1. Adaptado de Lima (2013, p.107) - Uma caiza d’dgua de 1000 litros tem
um furo no fundo por onde escoa dgua a uma vazao constante. Ao meio dia de certo dia
ela foi cheia e, as 6h da tarde desse dia, sé tinha 850 litros. Quando ficard pela metade?

Supondo que nao serd mais colocada dgua na caiza.

Resolucao - 1° modo:
Como a vazao a é constante, significa que, a quantidade de litros de agua escoados
por hora é constante para qualquer intervalo de tempo considerado. Assim, usando a

propriedade que caracteriza a funcdo afim, podemos escrever:

150 500
aqQ = — = —_—,

6 t

ou seja, se a é a constante que representa a vazao de 150 litros em 6 horas, entao a também
serd a constante que representa a vazao de 500 litros (metade da capacidade total da caixa
d’dgua) em t horas.

Assim, temos t = 20, ou seja, apds decorridas 20 horas, a contar do meio dia, a
caixa d’agua estara com seu volume total pela metade. Isto equivale a dizer que a caixa

d’agua estarda com seu volume total pela metade as 8 h da manha do dia seguinte.

Resolugao - 2° modo (mais trabalhoso):

Sejam t a variavel hora em que foram observados o volume da caixa d’agua, e = a
quantidade de litros dentro da caixa d’agua em cada momento ¢ observado.

Assim, em ty = 12 e t; = 18 foram observadas, respectivamente, a quantidade de
agua, em litros, de o = 1000 e x1; = 850.

Entao,

Az @i —w 8501000 —150

i = = —25.
At t1 — 1o 18 — 12 6

a
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Logo, a equacao que representa a vazao da agua é da forma x = —25¢ + b, para
0 <t < 1000.
Substituindo a quantidade de x = 1000 litros quando ¢ = 12 horas, na equacgao

encontrada, temos:
1000 = —25- 12+ b = 1000 = =300 + b = b = 1300.

Segue entao que, a equacao que descreve a evasao da agua é: x = —25t 4+ 1300.

Portanto, a caixa d’dgua estard pela metade (x = 500), em:

200 = =25t + 1300 = 25t = 800 = ¢ = 32.

Ou seja, 32 — 12 = 20 horas, o que significa que, apds decorridas 20 horas, a
contar do meio dia, isto é, as 8 h da manha do dia seguinte, a caixa d’agua estard com seu

volume total de dgua pela metade.

Exemplo 8. Fisica: Movimento uniforme

O movimento conhecido como movimento uniforme, caracterizado por um objeto
que se desloca sempre no mesmo sentido e percorre espagos iguais em intervalos de tempos
iguais, permite o calculo do espago percorrido por este objeto, em fungao do tempo, através
da funcao S(t) = vt 4+ b, onde S(t) é a posicao do objeto no tempo ¢, v é a velocidade

constante do objeto e b = 5(0) é a posicao inicial do objeto.

Situagao 8.1. Retirado de Maximo e Alvarenga (1997, p.546) - Durante uma tempestade,
uma pessoa observa um relampago e, somente apos 10 s, escuta o barulho do trovao
correspondente. A que distancia da pessoa ocorreu a descarga elétrica (o raio) que provocou

o relampago e o trovdao?

Resolucao:

Sabendo que, o som do trovao é emitido junto com o relampago, a velocidade
do som no ar é constante e igual a 340 m/s, e que a luz se propaga com velocidade tao
elevada que a pessoa percebe o relampago praticamente no mesmo instante em que ele é
produzido, podemos considerar que o intervalo de 10 s representa o tempo que o som do

trovao gastou para chegar até a pessoa.
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Assim, se d = S(t) — S(0), a distdncia serd dada por:

d=v-t=340-10 = d = 3.400 m ou d = 3,4 km.

Portanto, a descarga elétrica ocorreu a uma distancia de 3,4 km da pessoa.

Exemplo 9. Fisica: Energia potencial gravitacional

A energia potencial gravitacional £, de um corpo de massa m ¢ a energia que esse

corpo possui e que varia conforme sua altura h acima da superficie da terra, é dada por:

E,=m-g-h (3.13)

2 ¢ considerado o valor padrao para a aceleracdo da gravidade.

em que g = 9,8 m- s~
Observe que a expressao em (3.13) é um tipo de fung¢do afim, em que E, muda conforme

varia o valor de h.

Situagao 9.1. Adaptado de Maximo e Alvarenga (1997, p.247) - Um menino, situado no
alto de um edificio, sequra um corpo de massa 1,5 kg a uma altura h = 10 m acima do

solo. Qual a E, gravitacional do corpo nessa posi¢io?

Resolugao:
Dados m = 1,5, h = 10. Considerando g = 9,81 e utilizando a expressao em
(3.13), temos:
E,=1,5x10x10= E, =150 J.

Exemplo 10. Fisica, Quimica: Pressdo exercida por um liquido

A pressao p, exercida por uma coluna com um liquido de densidade d sobre uma
superficie é dada por:

p=d-h-g (3.14)

em que h é a altura ou profundidade do liquido em relagao a base, e g é a aceleracao da

gravidade. As medidas p, d, h e g sdo expressas em unidades do padrao internacional - SI

- respectivamente, por: Pa, kg -m™3, m, m - s2.
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A pressao atmosférica-padrao (1 atm) é igual a 760 mmHg, em que mmHg é a
pressao exercida por uma coluna do mercurio com 1 milimetro de altura a 0°C no nivel do
mar. E ainda, a unidade mmHg também é chamado de torr, em homenagem ao cientista
italiano e inventor do barometro, Evangelista Torricelli, de modo que 1 torr = 1 mmHg.

A equagao (3.14) representa uma funcao do tipo afim, onde p é dada em funcao

de h.

Situagao 10.1. Adaptado de Maximo e Alvarenga (1997, p.187) - A caiza de dgua no
alto de um edificio esta a 52 m de altura. Qual é a pressao exercida pela dgua, em uma
torneira fechada situada no 1° andar, 2 m acima do solo? Considere a densidade da dgua

como d = 1.000 kg/m* e g =10 m/s*.

Resolugao:

O wvalor h ¢é a diferenca entre a base e o topo da coluna, logo,
h=52—-2=h=>50m.

Assim, a pressdo conforme (3.14) sera: p = 1.000 - 50 - 10 = 5 - 10° N/m? ou
p=5-10° Pa.

Situagao 10.2. Retirado de Atkins e Jones (2006, p.237) - Suponhamos que a altura da
coluna de mercirio em um barometro é 760. mm (escreve-se 760. mmHg e lé-se “760

milimetros de mercirio”). Qual é a pressao atmosférica em pascals?

Resolucgao:
A densidade do mercirio em 20°C é 13,546 g - cm ™3 = 13.546 kg - m 3, e, conside-
rando g = 9,80665 m - s72, e h = 760. mm = 0,760 m, em (3.14) temos:

p = 13.546 x 0,760 x 9,80665 ~ 1,01 - 10° Pa.

Exemplo 11. Cartografia - Escala

A cartografia é uma area da Geografia que estuda, desenvolve e utiliza mapas. Os
mapas sao utilizados para localizacao, além de contribuir em tomadas de decisoes para

expansao ou crescimento urbano, empresarial, e até mesmo em guerras.
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A escala cartografica é a relagdo que indica a propor¢ao entre a dimensao real
de uma area e sua representagao no mapa, e pode ser numérica ou grafica. Além da sua
utilizacao na producao de mapas, a escala cartografica também esta presente nas areas de
Arquitetura e Engenharias, como forma de representar grandes objetos em projetos da
construcao civil.

A escala numérica é representada por uma fracdo de modo que, o numerador “d”
representa um comprimento do desenho, e o denominador “D” representa um comprimento

1

real. A escala F serd a semelhanca % =%

Assim, a relacdo D = E - d pode ser vista como uma fungao linear f: R, — R,.

Situacao 11.1. Quanto serd, na realidade, a largura de uma janela que aparece em um

desenho com 6 cm na escala de 1:257

Resolucgao:
A escala 1:25 nos diz que, 1 cm da janela no desenho equivale a 25 cm do tamanho

real da janela. Assim, seja d =6 e F = 25, com medidas em centimetro. Logo,
D=F-d= D =25-6=150 cm.

Portanto, a janela terd uma largura real de 1,5 m.

Situacao 11.2. Adaptado do ENEM, INEP (2015b) - Um pesquisador, ao explorar uma
floresta, fotografou uma caneta de 16,8 cm de comprimento ao lado de uma pegada. O
comprimento da caneta (c), a largura (L) e o comprimento (C) da pegada, na fotografia,
estao indicados no esquema. Encontre a largura e o comprimento reais da pegada, em

centimetros.

Figura 3.6: Fotografia de caneta ao lado de uma pegada

caneta

Fonte: INEP (2015b)
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Resolugao:
Dado os tamanhos da caneta real e na fotografia, podemos encontrar a escala E

das imagens na fotografia. Logo,

comprimento da caneta na fotografia 1,4 0,7 0,1

B — : - — —
comprimento real da caneta 16,8 8,4 1,2 12

Logo, as imagens na fotografia estao 12 vezes menor que seu tamanho real. Portanto,
como a imagem da pegada tem 2,2 cm de largura e 3,4 cm de comprimento, a largura real
da pegada (L) e o comprimento real da pegada (C') correspondem, respectivamente, a:

L=22x12=26,4cm, e C =3,4x 12 = 40,8 cm.

Exemplo 12. Energia elétrica

A eletricidade esta presente em milhares de casas brasileiras, através das empresas
de energia elétrica que cobram uma tarifa por cada kWh de energia consumida mensalmente
pelas residéncias. O consumo da energia de uma residéncia ¢ feito através de um medidor
instalado pela empresa de eletricidade.

Da Fisica sabemos que energia = poténcia X tempo, de modo que, maior sera a
quantidade de energia elétrica consumida por um aparelho eletrénico, quanto maior o
tempo que ele permanecer ligado. Assim, podemos escrever essa relagao utilizando uma

fungao do tipo linear f: Ry — Ry:
E(t)=P-t (3.15)
ou, simplesmente, £ = P - t.

Situagao 12.1. Adaptado de Mazximo e Alvarenga (1997, p.447) - Em uma casa hd um
aquecedor elétrico, de dgua, cuja poténcia é P = 500 W e que permanece ligado durante
um tempo t = 4 h diariamente. Sabendo que o custo de 1 kWh de energia elétrica é de
R$ 0,10, qual o valor a ser pago a companhia de eletricidade pelo funcionamento do

aquecedor durante 30 dias?

Resolucgao:
Temos que P = 500 W = 0,5 kW. Segue de (3.15) que, o consumo didrio de
energia do aquecedor é: F = 0,5 x 4 =2 kWh. Logo, em 30 dias, teremos a energia total

de £ =2 x 30 = 60 kWh.
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Portanto, o prego a ser pago pela energia consumida pelo aquecedor, em 30 dias

de uso, sera R$ 6,00, pois 60 x R$ 0,10 = R$ 6, 00.

3.2 FUNCAO QUADRATICA

Defini¢ao 3.2.1. (Fung¢do quadrdtica ou fung¢ao polinomial do 2° grau) Uma fungdo
f:R — R chama-se quadrdtica quando existem niumeros reais a,b,c com a # 0, tal que

f(x) = az® + bz + ¢ para todo x € R.

Notacao:

f R-R

r— ar’+br+c

Dados trés pontos no plano (z1,y1), (z2,92), € (x3,ys3), com x1, x2 e xg, distintos
dois a dois, existe uma tnica funcio f : R — R na forma f(x) = ax® + bz + ¢, com
a, b, c € R, tal que f(x1) = y1, f(z2) =y e f(x3) = y3. Tem-se que a = 0, se e somente
se, os trés pontos forem colineares.

O trindmio da fungao quadratica f(x) = ax?+bx + c pode ser reescrito da seguinte

forma:
9 lQ b c]
ar®+br+c=alx*+—-ax+—|.
a a
Completando o quadrado teremos:
s b c P b 2+4ac—bz
alx -+ —| =alx —x+ ———+—|=allxz+ — _.
a a 2a 4a2  4a? o« 2a 4a?

Este modo de escrever o trinémio ax? + bx + ¢ é conhecido como forma candnica

da funcao quadratica. Dai,

f(x)=a

b\  dac— b2
— _ . Nl
(3: + 2a> + a2 ] (3.16)

Assim como ocorre com a funcao afim, a seguinte relacdo com a progressao
aritmética caracteriza a funcdo quadratica: uma funcao f : R — R continua ¢é dita

quadratica, se, e somente se, transforma uma progressao aritmética em uma progressao
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aritmética de segunda ordem nao degenerada®.
Os zeros ou raizes da funcao quadratica, quando existem, podem ser encontrados

através da formula

. —b+Vb? —4dac

> (3.17)

Neste caso, a existéncia e o nimero de raizes reais ¢ determinado pelo discrimi-

nante A = b? — 4ac, de modo que:

i) A >0, f(x) possui duas raizes reais 2’ e " distintas;

b
ii) A =0, f(z) possui uma tnica raiz real ', chamada raiz dupla, igual a x = ~ 5

a
iii) A <0, f(z) ndo possui raiz real.

Se 2’ e 2" sdo raizes distintas da funcao quadratica, entao:

b
a) ¥ + 1" =——;
a

¢) f(z) =ax?*+br+c=a(r—1z")(x—2") é conhecida como forma fatorada, e representa
outro modo para encontrar as raizes da funcao.

Segue que, quando @ = 1, tomando s = 2’ + 2" = —be p = 22" = ¢, en-
contrar as raizes da funcao quadratica significa determinar os valores x para os quais
flx)=2*>—szx+p=0.

Para encontrar os zeros da func¢ao, devemos encontrar um valor para x tal que

f(z) = 0. Assim, utilizando a forma candnica em (3.16):

+£ Q_i_llac—b2 0
v 2a 4q2 -

( b>2 dac — b?
ele+—) +=—"T =0

flz)=0<a

2a 4a?
N N b\> b2 —dac
T4+ — = ——
2a 4a?
2 _
<:>x+£:j:\/b 4ac
2a 2a
b= Vb2 — 4dac

=X

2a

5Ver sobre Progressdo Aritmética de segunda ordem e sua conexdo com a funcio quadritica em Lima
et al. (2006, pp.147-150).
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—b+ VA . o —b— VA

Para demonstrar a), b) e c¢), sejam 2z’ = = ———, com
2a 2a
A = b? — 4ac. Entao,

;. VA b= VA 26+ VA-VA b
a) ' +z2" = + = =
2a 2a 2a a

b) a'a — b+ VA —b—VA P —(VA? P-A P-V+dac dac ¢

- 2a 206 4a?  4a® 4a? C 4a® a’

b
c) flx)=az*+br+c=a 2?4 —x =alz? — (' + 2"z + 22"
a’ a

flx) =a(2? — 2z —2"x + 2'2") = a(x — 2')(z — 2").

O gréafico de uma funcao quadratica f : R — R dada por f(z) = ax® + bx +c é
uma curva chamada parabola.

A funcao quadratica assumird um valor maximo ou minimo quando igualarmos

4ac—b?
4a?

2
a zero o termo a [(I + %) ] em (3.16), uma vez que o termo a [( )} é constante.
O ponto cuja ordenada é o valor maximo ou minimo da func¢ao é chamado vértice da

parabola e possui coordenadas

V= (2, 50) = (—2ba, —i> - (3.18)

Note que, a abscissa x, do vértice é a média aritmética das raizes x’ e " da funcao

"E/+ZE”

quadrética, isto ¢, r, = *5

O vértice serd ponto de minimo quando o coeficiente a > 0. Nesse caso, para todo
x do dominio de f, teremos f(z) > f(x,), e Im(f) ={y € R; y > y,}.
O vértice sera ponto de maximo quando a < 0. Nesse caso, para todo x do dominio

de f, f(z) < f(z0), e Im(f) ={y €R; y <o}
O coeficiente a do termo em 2 determina a concavidade da pardbola, e se a

mesma possui um menor ou maior valor para a funcao quadratica:
a) Se a > 0: concavidade para cima = possui ponto de minimo;
b) Se a < 0: concavidade para baixo = possui ponto de méaximo.

O ntmero b indica se a parabola intersecta o eixo OY no ramo crescente ou

decrescente da parabola:

a) Se b > 0: o grafico intersecta o eixo OY no ramo crescente;
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b) Se b < 0: o gréfico intersecta o eixo OY no ramo decrescente;
c) Se b= 0: o grafico intersecta o eixo OY no vértice da pardbola.

O ntmero ¢ é a ordenada do ponto (0, ¢), em que a parabola intersecta o eixo OY,
isto é, f(0) =c.

Assim, considerando os coeficientes a, b e ¢ da funcdo quadratica
f(x) = ax?® + bxr + ¢, e o discriminante A = b? — 4ac, podemos representar grafica-
mente a fungdo f, genericamente (pois nao hé valores definidos para a, b e ¢), para cada

caso, conforme a Figura 3.7.

Figura 3.7: Representagao gréifica da fungao quadratica f(z) = az? + bz + ¢ por casos

(d) (e) 69)
Fonte: Elaborado pela autora, 2019

Podemos ainda, caracterizar ou definir uma parabola através do conceito de lugar
geométrico.
Assim, sejam F' um ponto, e d uma reta que nao o contenha. Chamamos parabola

ao lugar geométrico dos pontos do plano que distam igualmente de F' e d, de modo que:
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a) o ponto F' é chamado foco da pardbola;
b) a reta d é chamada diretriz;
c¢) a reta perpendicular a d passando pelo vértice V' é chamado eixo da parabola;
d) o vértice V é o ponto médio entre o ponto F' e o ponto de interseccao entre o eixo e

a diretriz d.

Figura 3.8: Representacao gréafica da pardabola

eixo da parabola

PF

Il

PQ

o)
O ¢

Fonte: Dante (2011, p.158)

Sao apresentadas a seguir alguns exemplos de situagdes do cotidiano representadas

por uma funcado quadratica.
Exemplo 1. Construcoes e trajetorias de fendmenos naturais

A parabola, representacao grafica da fun¢ao quadratica, é facilmente reconhecida
em algumas construgoes, trajetérias como a que uma bola pode fazer ao ser chutada, e até
mesmo as de jatos de agua em uma fonte.

Podemos citar como exemplos, a ponte Juscelino Kubtschek, em Brasilia, a Igreja
Sao Francisco de Assis, em Belo Horizonte, o arco do samboddromo na Avenida Marqués
de Sapucai, no Rio de Janeiro, alguns trechos de montanhas-russa, fontes do Parque
Ibirapuera, em Sao Paulo, dentre muitos outros que podemos encontrar, se olharmos
atentamente ao nosso redor. Destacam-se ainda as aplicagoes dessa importante curva,

também estudada na Fisica, em:

a) Faréis de carros: em que a lampada é colocada no foco da superficie parabdlica.

Aplicacao ligada a propriedade oOtica estudada na Fisica;
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b) Antena parabdlica, que é um paraboléide de revolugao obtido pela rotagao de uma
parabola em torno do seu eixo de simetria. Utiliza-se, nesse caso, a propriedade
refletora® da pardbola - todos os sinais captados sao direcionados ao foco - como

forma de amplificar as ondas eletromagnéticas de um satélite.

Situagao 1.1. Adaptado de INEP (2017) - A Igreja de Sao Francisco de Assis, obra
arquitetonica modernista de Oscar Niemeyer, localizada na lagoa da Pampulha, em Belo

7. A seta na Figura 1 ilustra uma das abdébadas

Horizonte, possui abobadas parabilicas
na entrada principal da capela. A Figura 2 fornece uma vista frontal desta abobada, com
medidas hipotéticas para simplificar os cdlculos. Qual a medida da altura H, em metro,

indicada na Figura 27

Figura 3.9: Figura da Igreja de Sao Francisco de Assis

Y Gt ELS

H metros h
A 4 metros IS metros
v ¢ ’ | \
L

n : 5 metros "

Figura 1 Figura 2

Fonte: INEP (2017)

Resolucgao:

Tomemos um sistema de eixos OXY na Figura 2 da Figura 3.9, doravante para
fins de resolucao do exercicio, tratada apenas por Figura 2, de modo que, o eixo vertical
OY coincida com a altura da abdébada, e a origem do sistema seja o ponto de interse¢ao
do eixo OY com o solo.

Se x1 e x9 sdo raizes distintas da fungao quadratica que descreve as abdbadas
parabdlicas, entdo pela construgdo do sistema de eixos OXY e observando a Figura 2,

temos que xr1 = —5 e £y = 5, pois a pardbola ¢é simétrica em relagao ao seu eixo de simetria

5Veja mais sobre propriedade refletora da pardbola em Lima (2013, pp.138-144)
"Foi publicado em 2016 um artigo sobre a arquitetura da capela de Sdo Francisco de Assis, dentre
outros. Ver em Martins, Azevedo e Meirelles (2016).
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(eixo OY). Logo, podemos escrever essa funcao da forma:
y=a(zr+5)(x —b) (3.19)

Ainda da Figura 2, pela propriedade de simetria da parabola, temos os pontos de

coordenadas (—4,3) e (4,3). Substituindo essas coordenadas em (3.19), encontramos o

1

valor do coeficiente a = —3,

e a expressao em (3.19) pode ser reescrita como:

y = —il))(x+5)(m—5). (3.20)

Agora, observe na Figura 2 que, pela construgao do eixo OXY, a altura da abébada
coincide com o valor de y do vértice da parabola de coordenadas (0,y), com y = H. Assim,

tomando x = 0 em (3.20), encontramos a altura procurada.

Portanto, a altura da abdbada da Figura 2 ¢é 3 metros.

Exemplo 2. Geometria

a) Numero de diagonais d de um poligono convexo de n lados: representado por uma

2
-3
fungao d : N — N dada por d(n) = n 5 n;

b) Area do circulo em funco do raio r, representada por uma funcao f : R — R dada

por f(r) = mr?

¢) Area do quadrado varia quando fazemos variar seu lado [, de modo que a area é

representada por uma fungao f: R — R dada por f(I) = 1%

Exemplo 3. Fisica - Movimento uniformemente variado

Uma das mais importantes e conhecidas aplicacoes da fungao quadrética estd na
Fisica, no estudo do movimento uniformemente variado (MUV), que fornece a posigao de

um objeto em um certo instante t através da funcao quadratica

1
s(t) = 5cut2 + vot + So (3.21)
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onde a é a aceleracdo do objeto, vy € a velocidade inicial no instante t = 0 e sy é a posicao

Av
inicial do objeto. A constante a é a taxa de variacao da velocidade, isto é, a = AL
No caso de um corpo em queda livre, a aceleragao a serd a aceleracao da gravidade,

representada pela letra g.

Situacao 3.1. Retirado de Dante (2013, p.133) - Um automovel viaja com velocidade de
108 km/h (ou seja, 30 m/s) em um trecho retilineo de uma estrada quando, subitamente, o
motorista vé um acidente na pista. Entre o instante em que o motorista avista o acidente
e aquele em que comega a frear, o carro percorre 20 m. Se o motorista frear o carro a tazra
constante de 5 m/s* mantendo-o em sua trajetéria retilinea, ele sé evitard o acidente se o

tiver percebido a, no minimo, qual distancia?

Resolugao:

Como o carro freia com aceleracio constante de 5 m/s?, podemos escrever sua

aceleracdo como sendo a = —5 m/s?. Assim, o tempo de frenagem serd dado por:
Av -30 —-30
“T A At =5
at?
Como a distancia percorrida é dada por s(t) = > + vot + S, € temos que
so=20m, vg=30m/s,t=6s, a=—5m/s? calculamos s:

(=5) - 62
s =5(6) =~ +30-6+20=—90+180 + 20 = 110.

Portanto, o motorista sé evitara o acidente se o tiver percebido a pelo menos 110 m.

Situagao 3.2. Adaptado de Dante (2013, p.134) - Partindo do repouso, um avido percorre
a pista de decolagem com aceleragio constante e atinge a velocidade de 360 km/h (100 m/s)
em 20 s. Encontre o valor da aceleragio desse avido, em m/s*, e o comprimento minimo

da pista de decolagem para que o aviao consiga decolar.

Resolucgao:
Sejam vy = 0 e sp = 0, a velocidade e distancia inicial do avido em repouso, no
momento ty = 0 s. E sejam v = 100 m/s e s(20) m, a velocidade e a distdncia do avido no

instante ¢t = 20 s, respectivamente, quando entao o aviao decola.
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A aceleragao pode ser calculada como:

_Av_ 100
At 20

a
Utilizando a férmula s(t) = %at2 + vpt + 5o para o momento ¢t = 20, temos:

5 - 202

s(20) = + 100 - 20 = 1000 4 2000 = 3000 m = 3 km.

Portanto, o comprimento minimo da pista para que o aviao consiga decolar é de

3 km.

Exemplo 4. Fisica - Energia cinética

A energia cinética (E.) é a energia que um corpo de massa m, se movimentando

a uma velocidade v possui. A energia cinética de um corpo é dada pela expressao:

L

E = gm (3.22)

Observe que, um corpo em repouso, v = 0, tem energia cinética igual a zero, pois
nao estd em movimento. As unidades internacionais de medidas serdao: J - joules - para a

energia cinética, m/s? para a velocidade, e kg para a massa.

Situagao 4.1. Adaptado de Mazimo e Alvarenga (1997, p.254) - De massa
m = 1000 kg, um carro estd se movendo com velocidade v = 30 m/s (correspondente a
108 km/h) e colide contra um muro rigido. Qual a energia cinética que o carro possuia

antes da colisao?

Resolucao:

Substituindo as informagoes dadas m = 1000 kg, v = 30 m/s, em (3.22), temos:
1
E. = 3 -1000- (30)* = 450.000 J = 45 - 10* kJ.

Exemplo 5. Quimica, Biologia e Geografia

Situagao 5.1. Adaptado de Dante (2011, p.182) - O sequestro de carbono € a absor¢io de

grandes quantidades de gds carbonico (COsy) presentes na atmosfera. A forma mais comum
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de sequestro de carbono é naturalmente realizada pelas florestas. Na fase de crescimento, as
arvores demandam uma quantidade muito grande de carbono para se desenvolver e acabam
tirando esse elemento do ar. Esse processo natural ajuda a diminuir consideravelmente a
quantidade de COy na atmosfera: cada hectare de floresta em desenvolvimento € capaz
de absorver nada menos que 150 a 200 toneladas de carbono. E por essas e outras que o
plantio de drvores ¢ uma das prioridades para a diminui¢do de poluentes na atmosfera
terrestre. “A recuperacao de dreas plantadas, que foram degradadas durante décadas pelo
homem, € uma das possibilidades mais efetivas para ajudar a combater o aquecimento
global”, afirma Carlos Joly, do Instituto de Biologia da Unicamp.

Fonte: Superinteressante, n. 247. Sdao Paulo: Abril, 2007. Disponivel em: <http:
// super.abril.com.br/ ecologia/ sequestro-carbono-447349.shtml>. Acesso em: 29 ago.
2010.

Consideremos que, em uma determinada regido, a fungdo f que fornece o acréscimo
do sequestro anual de COy da atmosfera (em milhoes de toneladas) em funcio do tempo
(em anos) seja dada por: f(t) = —%5 + 2+ 2.

Considere t = 0 para o ano 2000, t = 1 para 2001, e assim por diante. De acordo
com essa formula, encontre o ano e o valor do acréscimo mdzxzimo do sequestro anual de

carbono nessa regiao (em milhoes de toneladas).

Resposta:
O sequestro de carbono é dado pela férmula f(t) = —1% + ;—gt + 2—?. O coeficiente
a= —% que acompanha a varidvel 2 é negativo, logo, a concavidade da pardbola sers para

baixo, e portanto, a funcao possui ponto de maximo, que pode ser encontrado utilizando

(3.18).

C = b—16 = t
moa=———,b=— = —, tem :
omo a 1357 o7 ec 57 emos que

161 2 1\ 8 256 340 4
A=p?—4 :() —4-(—)-: =0 2
“=\27 135) 27 729 3645 9

Logo, podemos encontrar o ponto de maximo da pardbola, que é o seu vértice:

b A 16 4 16 135 4 135
Vel-2 2 oo —am :(..):4015.
<2a’ 4a> (2( 1)’ 4.(_1)) 27 279 4 (40,15)

T 135 135

Portanto, quando ¢ = 40, ou seja, no ano 2040, o sequestro de carbono sera
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maximo e igual a 15 milhdes de tonelada.

Exemplo 6. Nimero de partidas do Campeonato Brasileiro

Principal competicao de futebol do Brasil, o Campeonato Brasileiro de Futebol,
ou Brasileirao ou Série A, é a liga brasileira de futebol profissional entre clubes do Brasil.
Vinte clubes disputam o campeonato, que ocorre de maio a dezembro. Cada clube joga
duas vezes contra os outros (uma partida serd em seu estddio e a outra no estadio do
seu adversario), totalizando 38 partidas. A pontuagao é através de um sistema de pontos
corridos, sendo concedido 3 pontos por vitéria, um por empate e nenhum para derrota.
A equipe que somar o maior nimero de pontos é a campea. Os critérios de desempate
variam de sequéncia de gols a nimero de vitorias.

Fonte: <https://pt.wikipedia.org/wiki/Campeonato_ Brasileiro__de_ Futebol>. Acesso
em 22/03/2019

Situacao 6.1. Para programar as datas dos jogos é importante saber o total de jogos do
campeonato. Por recorréncia é possivel dizer que o numero de partidas p em fung¢do do
nimero x de clubes participantes do torneio é dado pela funcgio quadrdtica p(z) = 2% — .

Qual o total de partidas do campeonato brasileiro?

Resolucao:

2

Como sao 20 clubes participantes, substituindo em p(z) = 2* — z, temos um total

de 380 partidas, pois:

p(20) = 20% — 20 = 400 — 20 = 380 partidas.

Exemplo 7. Lancamentos obliquos e a trajetoria de projéteis

Balistica ¢ a ciéncia que se preocupa em estudar o movimento de corpos lancados
ao ar livre, o que geralmente esta relacionado ao disparo de projéteis por uma arma de fogo.
Ao se estudar um projétil disparado por uma arma de fogo, pode-se separar seu movimento
em trés partes distintas: a balistica interior, balistica exterior e a balistica terminal. |...]
A balistica exterior trata de estudar o que ocorre a partir do instante em que o projétil

abandona a arma e o instante em que este atinge o alvo. Da simples anélise fisica do assunto
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utilizando energia, podemos deduzir que a massa e a velocidade sao muito importantes
no desenvolvimento de uma arma e de um projétil, ji que a energia cinética de um corpo
¢ igual a E, = %mvz, e como a energia que sera transmitida ao alvo sera igual a energia
cinética, a maximizagao desta permitirda um melhor resultado. [...] Galileu e Newton
demonstraram que a trajetéria de qualquer corpo sob agao da gravidade era parabdlica.
Fonte: Algosobre ([20-7]).

A trajetoria que descreve o movimento de um projétil - uma bala de revélver,
uma bola, uma pedra, um disco, etc - esta contida em um plano, de modo que, apds ser
lancado por uma forga inicial, fica sujeito apenas a forca da gravidade que atua sobre ele.
Nessa situacao, a velocidade é expressa por um vetor, cuja dire¢cdo e sentido indicam a
direcao e sentido do deslocamento.

Valendo-se de um conceito que nao trataremos neste trabalho - componentes de
um vetor - é possivel provar que a trajetoria de um projétil ¢ uma parabola.

Tome no plano um sistema de coordenadas OXY, tal que a origem coincida com
o ponto do langamento, o eixo OY seja vertical e passe pela origem.

Considere um projétil arremessado com uma velocidade inicial vy = (vog, voy),

formando um angulo 6 com a horizontal (eixo OX).

Figura 3.10: Movimento de um projétil

Fonte: Maximo e Alvarenga (1997, p.163)

Na Figura 3.10, a velocidade inicial vy foi decomposta em suas componentes vy, €

vy, de modo que:

Vog = Vg cosf

Voy = Vo Sin 6
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Nao sera feito aqui, mas é possivel mostrar que, o alcance maximo do projétil
ocorrera quando # = 45°.

Como ao longo do eixo OX nao existe aceleracao, e ao longo do eixo OY, a
aceleracao é constante e igual a aceleracao da gravidade g, de acordo com os movimentos
uniforme e uniformemente variado, respectivamente, temos que, se P = (z,y) é a posigdo

do projétil no instante ¢, entao:

T = vyt (3.23)

1
y = voyt = 59t° (3.24)

Se vy, = 0 entdo x = vyt = 0, para todo t. Entao, P = (0,y) e y = vo,t — %th.
Logo, a trajetoria do projétil é vertical.

Entao suponhamos vg, # 0. Substituindo em (3.24), o valor de ¢ obtido em (3.23),

obtemos:
UOy g 2
= —r— ——ux°. 3.25
T T (3:29)
Tomando a = —2— e b= -2 em (3.25) obteremos a expressao y = ax? + bz, o

2(U0m)2 Vox
que mostra que a trajetoria de um projétil é uma parabola.

Situacao 7.1. Retirado de Leonardo (2013, p.130) - Durante uma situa¢io de emergéncia,
o capitao de um barco dispara um sinalizador para avisar a guarda costeira. A trajetoria
que o sinal luminoso descreve € um arco de parabola.

A fungdo que descreve o movimento do sinal luminoso é dada por h(t) = 80t — 5t2,

sendo h a altura do sinal, em metro, e t, o tempo decorrido apds o disparo, em sequndo.

a) Qual é a altura mdzima que esse sinal luminoso pode atingir?

b) Quantos sequndos se passam, apds o disparo, até o sinal luminoso atingir a altura

mdzima?

Resolugao letra a):
Encontrar a altura maxima que o projétil pode atingir equivale a encontrar o valor

méaximo da fungao h(t), pois o coeficiente que acompanha o termo ¢? é negativo. Assim,
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basta encontrar o valor y, do vértice:

2 _— . _— . J—
(A 80 —4-(=5) 0 _ 6400 _, .
4a 4.(=5) —20

Yy =

Logo, a altura maxima que o sinal luminoso pode atingir é 320 metros.

Resolugao letra b):
O tempo necessario para que o sinal luminoso atinja a altura maxima é dado pelo

valor z, do vértice:

b 80 —80
2a 2-(=5) —10

Ty =

Logo o sinal luminoso atinge a altura maxima, oito segundos apés o disparo.

Exemplo 8. Comércio e a busca pela maior receita

Situagao 8.1. Retirado de Lima (2013, p.154) - Um restaurante a quilo vende
100 kg de comida por dia, a 12 reais o quilo. Uma pesquisa de opinido revelou que,
por cada real de aumento no preco, o restaurante perderia 10 clientes, com um consumo
médio de 500 g cada. Qual deve ser o valor do quilo de comida para que o restaurante

tenha a maior receita?

Resolucgao:

A receita didria R pela venda da comida a 12 reais o quilo é dada por R = 12z,
sendo = a quantidade de comida vendida, em quilos.

Dessa forma, a venda didria de comida, passa de 100 kg/dia para 100 — 5z kg/dia,
e a receita diaria, y, dada pelo produto do preco da comida pela quantidade de comida

vendida, pode ser expressa por:

y = (12 4 2)(100 — 5z) = y = —522 + 40z + 1200.

Como o coeficiente de 22 é negativo, o grafico da funcao quadratica possui valor
maximo no seu vértice, sendo o valor z, do vértice o maior valor que o restaurante pode
aumentar o preco do quilo, para que sua receita seja maxima.

Logo,

A
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Portanto, para que a receita seja a maior possivel, o restaurante deve vender o

quilo da comida a 12 + 4 = 16 reais.

3.3 FUNCAO EXPONENCIAL

Definicao 3.3.1. Seja a € R, — {1}, onde R, = {x € R;x > 0}. Chamamos de funcio

exponencial de base a, a fungdo f: R — R que associa cada niumero real x a um nimero

a”®.

Notacao:
f:R—=R

x> a”

Sao propriedades da funcao exponencial:
a) a®-a¥ = a" = f(z) - f(y) = f(z+y);
b) al =a= f(1) = a;
c) a®=1= f(0) =1, isto ¢, f corta o eixo OY no ponto de ordenada 1;
d) Se a > 1, entao f(x) = a” é crescente, ou seja, r < y = a® < a¥, Vz,y € R;
e) Se 0 <a <1, entdao f(r) = a® é decrescente, ou seja, r < y = a* > a¥, Va,y € R;
f) f éilimitada superiormente, pois:
e para y = a” com a > 1, quando z tende para +o00, a® tende para +o0;
e para y = a” com 0 < a < 1, quando x tende para —oo, a” tende para +oc.
g) f é monétona injetiva;
h) f:R = R% dada por f(z) =a”, a >0 e a# 1 ésobrejetiva.

O numero irracional e = 2, 7182818284..., conhecido por nimero de Napier ou
nimero de Euler, pode ser definido como o valor que a fungao f(z) = (1 + %)”” assume

quando x se torna arbitrariamente grande, isto é,

e = lim <1+1> .
T—00 X
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Quando a base a de uma funcao exponencial for o niimero irracional e, di-
zemos que f(x) = e* é a fun¢do exponencial natural. Usa-se, também, a notagao
f(x) = exp(x).

De acordo com Lima (2013), os mateméaticos preferem utilizar a notagao
f(z) = b- e para expressar fungdes exponenciais, por explicitar o valor inicial f = f(0) e
o coeficiente « ligado a taxa de crescimento de f.

Uma caracteristica da funcao exponencial é a de transformar uma progressao
aritmética z;, i = 1,2, 3..., de razdo h, em uma progressao geométrica® f(xr;), i =1,2,3...
de razdo a”. De fato, suponha f(z) = a® e seja x; — x;_; = h. Entdo, se aplicarmos sobre

os valores x; a fungao f, temos:

f($z) _ a®i — Tl — gh
flwisy)  a™

De modo que, a reciproca também ¢é verdadeira. Se uma funcao f monotona inje-
tiva transforma toda progressao aritmética x;, i = 1,2, 3..., em uma progressao geométrica

f(x;),i=1,2,3..., entdo f é uma fungao do tipo exponencial®.

O grafico da funcao exponencial f(z) = a®, para a € R% — {1}, é representado
acima do eixo OX, conforme Figura 3.11 .
Note que, o crescimento exponencial se caracteriza pelo fato de que, a variacdo da

variavel dependente é proporcional ao seu préprio valor.

Figura 3.11: Representagao grafica da fungao exponencial do tipo f(z) = a”

Y, Y,
y=a" y=a
Caso a > 1 Caso 0 <a<1
//p.(o,l) PK
O z ) x

Fonte: Elaborado pela autora, 2019

8Ver sobre Progressio Geométrica em Dante (2011, pp.303-316).
9Ver conexao entre fungdo exponencial e progressio aritmética e geométrica em Lima et al. (2006,
p.186).
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A fungao exponencial é comumente utilizada na modelagem de situagoes de
questoes naturais, como por exemplo, o crescimento ou tamanho de populagoes, epidemias,
estudo da meia-vida de um elemento radioativo, na datacao de fosseis e artefatos, problemas
de aprendizagem, e também em questoes do sistema financeiro, como no calculo de juros

compostos ou montantes.
Exemplo 1. Sistema financeiro

No que diz respeito a area de finangas, o uso da fun¢ao exponencial permite o
calculo de juros compostos, aumentos ou descontos sucessivos, financiamentos, empréstimos
e dividas, sendo assim utilizados por bancos, e comércios em geral.

No regime de juros compostos, os juros sao capitalizados, isto é, de acordo com
Mathias e Gomes (2016, p.81), “o juro gerado pela aplicacao serd incorporado a mesma
passando a participar da geragao de juros no periodo seguinte”, de modo que, os juros J
e o montante M de um capital (soma do capital inicial e juros), aplicados a um capital

inicial Cy a uma taxa ¢, pelo prazo de t periodos, sao dados pelas expressoes:

J=Co-[(1+4d) =1 e M=Cy-(1+1).

Observe que tanto os juros J quanto o montante M sobre um capital inicial Cj e
uma taxa fixada i sdo dados em func¢do do periodo t da aplicagdo, e poderiam ter suas

equagoes reescritas utilizando a notacao de funcao:

J(t)=Co-[(1+14) —1] (3.26)

M(t) = Cy- (1+4) (3.27)

Situacao 1.1. De acordo com a pesquisa realizada em marco/2018 pelo Datafolha, enco-
mendada pela Associagdo Brasileira das Entidades dos Mercados Financeiro e de Capitais
(Anbima), a poupanca é o investimento preferido dos brasileiros. De acordo com o site
do Banco Central do Brasil, de 22/03/18 a 22/01/2019, a taza de juros da poupanga é
0,3715% a.m. Os rendimentos da poupanca sao creditados mensalmente, na data equi-
valente d data da aplicagao (chamada data-base) e sao isentos de imposto de renda.

Fontes: ANBIMA ([20187]) e BACEN ([2019])
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Supondo que a taza de juros da poupanca permanega 0,3715% até 31/12/2019, pode-
mos calcular qual serda o wvalor de wma operacao corrigida pela poupanca de

R$ 10.000,00, iniciada em 01/01/2019 e encerrada em 24/12/2019.

Resolugao:

Como a data-base da operagao é 01/01/2019, a poupanga credita os rendimentos no
dia 01 de cada més do periodo de aplicacao, de fevereiro a dezembro, sendo desconsiderado
o periodo de 02/12 & 24/12/2019 pois a aplicagao nao completou o periodo minimo para
receber corre¢ao, o que aconteceria apenas em 01/01/2020. O valor ou capital inicial
investido ¢ de R$ 10.000,00, e o periodo do investimento é ¢t = 11 meses.

Utilizando a funcao em (3.27):
c(t) = 10000 - (1 +0,003715)"" ~ RS 10.416, 33

Portanto, aplicando na poupanga, em 01/01/2019, uma quantia de R$ 10.000,00
com a taxa de juros atual de 0,3715% a.m., obtém-se ao final de 11 meses, o valor de

R$ 10.416,33.

Situagao 1.2. Retirado de Mathias e Gomes (2016, p.122) - Um sitio é posto a venda por
$ 50.000,00 de entrada e $ 100.000,00 em 1 ano. Como op¢io o vendedor pede $ 124.000,00

a vista. Se a taxa de juros de mercado for de 2,5% a.m., qual a melhor alternativa?

Resolugao:

Se o valor a vista ¢ $ 124.000,00, ao dar uma entrada no valor de $ 50.000,00 resta
pagar o valor de $ 74.000,00 daqui 1 ano.

No entanto, para a entrada de $ 50.000,00 o vendedor exige um pagamento de
$ 100.000,00 daqui 1 ano. Devemos calcular entdo, utilizando (3.27), qual o valor foi

financiado (Cp) & taxa i = 0,025 e t = 12. Assim,
100.000 = Cj - (1,025)"* = Cy = 74.355,58

Logo, o valor atual do sitio, para a proposta de pagamento de $ 50.000,00 de
entrada e $ 100.000,00 em 1 ano, seria de $ 50.000,00 + $ 74.355,58 = $ 124.355,58.
Portanto, ¢ melhor que o comprador pague a vista o valor de $124.000,00, pois o

valor atual da alternativa dada pelo vendedor é de $ 124.355,58.
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Situagao 1.3. Adaptado de Mathias e Gomes (2016, p.203) - Um carro estd a venda
por R$ 10.000,00 de entrada mais 24 prestagoes mensais de R$ 2.236,51. Como opgio, a
agéncia vende em 36 prestagoes mensais de R$ 1.613,16, sendo neste caso exigida uma
entrada de R$ 12.000,00. Qual é a melhor alternativa, se a taxa de mercado for de 3%

a.m., sabendo que, nessa situacdo, o valor a vista V de um produto, € dado pela equagdao

(1+4)—1

V=E+P-
Ay

(3.28)

onde, E € o valor de entrada, P é o valor fixo das prestacoes, t € o numero de periodos

(todos os periodos sdo iguais) em que serdo pagas as prestagoes, e i a taza.

Resolugao:
Alternativa 1: Entrada do carro no valor £ = 10.000.
Nesse caso, t =24, P = 2.236,51 e i = 0,03. Assim, utilizando a férmula (3.28),

temos:
(1+4)—1 (1,03)24— 1
V=E+P ——— =10.000 + 2.236, 51 -
+ i(1+ ) * ’ 0,03 -(1,03)%
V' =10.000 + 2.236, 51 - 16, 935542 = 47.876, 51
Alternativa 2: Entrada do carro no valor £ = 12.000.
Nesse caso, t = 36, P = 1.613,16 e i = 0,03. Assim, utilizando a férmula (3.28),
temos:
(1+4)—1 (1,03)36 — 1
V=FE+P ——— =12.000+1.613, 16 - —
+ i(1+ ) * ’ 0,03 - (1,03)36

V =12.000 + 1.613,16 - 21, 832252 = 47.218,92

Portanto, a segunda alternativa é a melhor para o comprador, visto que representa

menor valor a vista para o carro.

Exemplo 2. Biologia: Crescimento de uma populagdo de bactérias

De acordo com Aguiar, Xavier e Rodrigues (1988, pp.191-192), o crescimento de

uma populacao de bactérias pode ser dado através de uma func¢do exponencial, da forma

kt

m(t) = mg - ", onde m(t) é a massa bacteriana no instante ¢, mg é a massa bacteriana

inicial e k é a constante de crescimento.
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Em algumas situacoes, pelo fato da divisdo de uma célula gerar duas novas células,
Aguiar diz ser mais conveniente utilizar a equacao N = Ny - 2%, onde N é o ntimero de
bactérias apds x geragoes e Ny € o nimero inicial de bactérias.

No estudo de crescimento de populacao de bactérias, considera-se o tempo médio
de geracao, isto ¢, o tempo necessario para que a populagao inicial de bactérias se duplique.
Assim, se T' é o tempo médio de geracao da populacao, e t é o tempo que essa populagao

t

leva para crescer de Ny até N, temos 7 = .

Situagao 2.1. Retirado de Dante (2011, p.239) - O nimero de bactérias de uma cultura, t
horas apés o inicio de certo experimento, é dado pela expressdo N(t) = 1.200 - 2%4. Nessas

condicoes, quanto tempo apds o inicio do experimento a cultura terd 38.400 bactérias?

Resolucgao:

38.400
1.200

204 — 2> = 0,4t =5=t=12,5h

N(t) = 1.200 - 20% = 38.400 = 2% = 904t _ 39

Portanto, a cultura tera 38.400 bactérias apés 12 h e 30 minutos.

Exemplo 3. Geografia: Crescimento populacional

Situagdo 3.1. Retirado de Dante (2013, p.171) - A expressio P(t) = k- 2°%" fornece
o numero P de milhares de habitantes de uma cidade, em funcao do tempo t, em anos.
Se em 1990 essa cidade tinha 300.000 habitantes, quantos habitantes, aprorimadamente,

espera-se que ela tenha no ano 20007

Resolucgao:
De acordo com o problema, P(1990) = 300.000. entao, utilizando a fungao dada
P(t) = k- 2°%% temos:

300.000
300.000 = k - 20051990 — }- . 9995 — 300.000 = k = T 9995

Substituindo o valor de k na funcdo, temos P(t) = 30590 . 20:05,
Para determinar a populacao esperada no ano 2000, basta encontrarmos o valor
de P(2000):

300.000 052000 _ 300-000

100 __ 0,5
99,5 5995 2°% = 300.000 - 2°° =~ 424.264

P(2000) =
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Portanto, no ano 2000, espera-se que a populacao seja, aproximadamente, de 424

mil habitantes.

Exemplo 4. Psicologia: Curva de Aprendizagem

Situagao 4.1. Adaptado de Iezzi et al. (2001, p.182) - Curva de Aprendizagem é um
conceito criado por psicologos que constataram a relacao existente entre a eficiéncia de um
individuo e a quantidade de treinamento ou experiéncia possuida por este individuo. Um

exemplo de Curva de Aprendizagem € dado pela expressdo
Q = 700 — 400 - e~

em que () € a quantidade de pecas produzidas mensalmente por um funciondrio, t € o
numero de meses de experiéncia. Considere e = 2,7183.

De acordo com essa expressdo, compare a quantidade de pecas que se deverd
produzir mensalmente entre um funciondrio sem experiéncia e um funciondrio com 2

meses de experiéncia.

Resolugao:

No caso do funcionario sem experiéncia, t = 0. Utilizando a expressao dada, temos
que ) = 700 — 400 = 300.

O funcionéario com 2 meses de experiéncia devera produzir, de acordo com a

expressao dada, 552 pecas, pois
Q = 700 — 400 - e~ %%% = 700 — 400 - 2, 7183~ = 700 — 147,15 = 552, 85.

Portanto, de acordo com a Curva de Aprendizagem dada, um funcionario com 2

meses de experiéncia produzira 252 pegas a mais que um funcionério ainda sem experiéncia.

Exemplo 5. Radioatividade: meia-vida

Radioatividade é a propriedade que os ntucleos atémicos instaveis possuem de
emitir particulas e radiagoes eletromagnéticas para se transformarem em ntiicleos mais
estaveis. Este fendmeno é chamado de desintegragao radioativa ou reagao de decaimento,

e s6 termina com a estabilizacao do nticleo atomico.
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Chamamos de meia-vida ou periodo de semidesintegracao, o tempo que uma
substancia leva para que metade de seus atomos se desintegrem. De modo que, a cada
periodo transcorrido, a quantidade dos atomos é reduzida a metade da anterior. Esse
processo se repete, infinitamente, até que a massa do elemento radioativo seja reduzida a
quase zero. No entanto, esses atomos nunca sumirao e nem sua radiagao sera zero.

A férmula para calculo do decaimento é:

M= T

= o0 (3.29)

onde, M ¢é a massa apo6s alguns nimeros de meia-vida, mg ¢ a massa inicial da amostra, n
é o numero de meia-vidas.
A férmula para o calculo de material radioativo N decorridos um tempo ¢ é:
1 t

N(t) = N, (2) C N2 (3.30)

onde, Ny é a quantidade inicial do material radioativo, ¢ é o tempo decorrido, p é o valor
da meia-vida do material radioativo.

Se tomarmos a constante k = ;1), podemos reescrever a equacao em (3.30), como:

N(t) = Ny -27F. (3.31)

A meia-vida de elementos radioativos é importante para gedlogos, na datacao
de rochas, para cientistas e arquedlogos, na datacao de fosseis e outros materiais, em
bombas atomicas para efeito radioativo, na medicina, através de exames de imagem, como
PET-CT, para identificacao de células tumorais malignas, onde é importante saber o
tempo de acao de um determinado elemento no corpo de um individuo, dentre outras
aplicagoes.

Ressaltamos que algumas das situagoes abaixo podem empregar o uso de proprie-

dades logaritmicas que serao vistas na proxima segao.

Situagao 5.1. Adaptado de UNIFESP (2004) - O isétopo 3% P € utilizado para localizar
tumores no cérebro e em estudos de formacao de ossos e dentes. Uma mesa de laboratorio
foi contaminada com 100mg desse isotopo, que possui meia-vida de 14,3 dias. Encontre
o tempo minimo, expresso em dias, para que a radioatividade caia a 0,1% do seu valor

original.
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Resolugao:
A massa radioativa final serd 0,1% - 100 mg = 0,1 mg. Através da férmula do

decaimento, em (3.29), obtemos o niimero n de periodos de meia-vida. Assim,

1 1
0,1 =00 gn_ 100

on 0,1

= 2" = 1000 = log2" = log1000 = n - log2 = 3

Considerando log2 = 0, 3, temos:

= n = 10.

0,3n=3=n=
, 3N n 0.3

Logo, é necesséario 10 periodos de meia-vida para que a massa radioatividade caia
a 0,1% da original, entao o tempo para que esse decaimento ocorra é aproximadamente

143 dias (14,3 x 10 = 143 dias).

Outro modo:
Utilizando a equagao em (3.30), sabendo que N(t) = 0,001 - Ny e considerando
log2 =0, 3, temos:

0,001.N0:N0.2—ﬁ;»o,om:rﬁ:»logo,om:—m3.1og2
log 103 log10 42,9

t=14,3- 280 409,080 25Ty 143 dias.
log 2 log 2 log 2

Situagao 5.2. Adaptado de Dante (2013, p.172) - O antibidtico acetilcefuroxima apresenta
meta-vida de 3 horas. Se uma pessoa tomou 50 mg desse medicamento, qual é a quantidade
de antibiotico ainda presente no organismo apds 12 horas de sua ingestio? E apos t horas

de sua ingestdo?

Resolugao:
Em 12 horas ocorrem 4 periodos de meia-vida do antibidtico (pois a meia-vida é

de 3 horas). Assim, utilizando a férmula do decaimento (3.29):

50 50
_ T = —— = 12 .
5 16 3,125 mg

Como a taxa de variagdo em intervalos de tempo de mesma duragao é sempre a
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mesma, podemos utilizar a fungao exponencial N(t) = Ny - a' para calcular a quantidade
de antibidtico presente no organismo apos ¢t horas. Como Ny = 50 e N(3) = 25, pois o

periodo de meia-vida do antibidtico é de 3 horas, temos que:
3 3 3 1 _1
N@B)=N(0)-a°=25=50-a"=a :§:>a:2 3

Portanto, apds t horas da ingestao do antibidtico, temos que a quantidade de

antibiético restante no organismo pode ser encontrado através da férmula N(t) = 50 -273.

Outro modo:

Utilizando (3.30), para t = 12 e p = 3, temos:

50
N(12)=50-2"% =50-274 = g = 3125 mg.

Novamente utilizando (3.30), temos que, ap6s t horas de ingestao do antibidtico,

a quantidade remanescente no organismo ser dado por N(t) = 50273,

Exemplo 6. O Carbono 14 e a datacdo de artefatos ou organismos

O carbono 14, indicado por *C, é um isétopo radioativo presente em todos os
seres ou organismos vivos, em proporc¢ao sempre constante, e possui meia-vida de 5.730
anos. Quando os organismos morrem, a proporcao de *C' decai por meio da desintegracao,
a uma taxa constante de 0,01209% ao ano.

Por esta razao, para determinar a idade de fdsseis, ou outro organismo vivo,
utiliza-se a datacio do *C' como pardmetro de comparacao entre as atividades radioativas
do C no organismo vivo e morto, medindo a quantidade de *C' remanescente nesses
organismos.

t
A atividade radioativa do 1*C decai segundo a fungio exponencial A(t) = A, (%) 50

onde Aq é atividade radioativa no organismo vivo, e t o tempo decorrido em anos apos a

morte.

Situagao 6.1. Adaptado de UNICAMP (2000, p.7}) - Poderia um artefato de madeira

encontrado no ano 2000 d.C., cujo teor determinado de *C corresponde a 25% daquele
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presente nos organismos vivos, ser oriundo de uma drvore cortada no periodo do Antigo

Egito (3200 a.C. a 2300 a.C.)? Justifique.

Resolucgao:

Para que o organismo tenha 25% do teor de **C' de um organismo vivo, é necessério
que tenha ocorrido o perfodo correspondente a duas meias-vidas do **C. Ou seja, um
artefato de madeira com teor de 4C igual a 25% do presente nos seres vivos deve ter sido
produzido ha 11.460 anos. Portanto, esse objeto foi produzido por volta do ano 9460 a.C.,

antes do periodo do Antigo Egito.

Situagao 6.2. Adaptado de Dante (2013, p.172) - Suponha que um féssil encontrado em
uma caverna foi levado ao laboratorio para ter sua idade estimada. Verificou-se que emitia
7 radiagoes de **C por grama/hora. Sabendo que o animal vivo emite 896 radiagoes por

grama/hora, encontre a idade estimada desse féssil, em anos.

Resolucao:
Seja A(t) = 7 a atividade radioativa ap6s um tempo ¢, em anos, Ag = 896 a

atividade radioativa no animal vivo. Assim,

1\ 5% 1\ 5% 1 1\ 5% 1\7 1\ 7%
A) = A [~ _ 896 (= = (= ) = (=
(t) = Ag (2> = 7=89 (2) = 128 (2) = (2) (2)

t
7 5730 =t =40.110 ~ 40 mil anos

3.4 FUNCAO LOGARITMICA

Definicao 3.4.1. Seja a € R — {1}. Chamamos de func¢io logaritmica de base a, a
fungio g : RY — R que associa a cada nimero real x o nimero real log, x, chamado
logaritmo de x na base a.

Notacao:
g:RL =R
x — log, x

Indicaremos o ntimero real y como o logaritmo de x na base a pela expressao

y = log, x, onde:
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e a é a base do logaritmo; ;
e 1z ¢é o logaritmando (ou antilogaritmo);
e y ¢ o logaritmo.

Portanto, sdo equivalentes as afirmacoes:
log,z =y < d’ = .

A principal caracteristica dos logaritmos é transformar produtos em soma. Dessa
forma, decorre da definicdo a propriedade fundamental dos logaritmos, conhecida como
logaritmo do produto:

log, zy = log, = + log, y (3.32)

De fato, se log,x = u e log,y = v, entdo a“ = = e a’ = y. Segue que

a®-a’ = a""’ = xy & u+ v = log, ry. Logo, log, ry = log, = + log, y.

Outras propriedades dos logaritmos sao:
(a) log,1 =0, pois a’ =1;
(b) log,a =1, poisa' =q;
(c) log, (a)* = x, pois a” = a%;
(d) a'°8a® = z, pois segue da definicio que y = log,x < a¥ = x;

(e) log, x = log, y < x = y, pois log, z = log, y = a'*®¥ =z = y = x;

(f) Logaritmo de um quociente: log, (%) = log, x — log, y.
Demonstracao: Se u = log,x e v = log,y, entdo v = a" e y = a”. Logo,
.= @ = q"*. Dal, log,(}) = u—v=log,x —log, y;

(g) Logaritmo de uma poténcia: log, x™ = m - log, x;
Demonstracao: Se u = log, ™ e v = log, x, entao z™ = a"“ e x = a”. Elevando

muv

r = a’ a poténcia m, temos ™ = a Logo, a* = a™ = uw = m -v. Dali,

log, 2™ =m - log, x;
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(h) Férmula de mudanga de base: log, x = log, b - log, x.
Demonstracao: Se u = log, x, v =log, b e w = log, x, entao z = 0", b =a" e x = a".

Logo, b* = a" e 0" = (a’)* = a" = a"™ = w = u - v. Dali, log, x = log, = - log,, b.

A propriedade fundamental dos logaritmos é transformar produtos em soma, como
demonstrado em (3.32).

Uma vez que a fungao logaritmica ¢ a inversa da fun¢do exponencial'® f : R — R*
dada por f(x) = a® decorre que, uma fungdo logaritmica transforma toda progressao
geométrica em uma progressao aritmética.

Diversas leis matematicas e fendmenos naturais e sociais sdo relacionados com os
logaritmos.

O nimero natural e estd relacionado a fendmenos cuja natureza da variacao de
um grandeza (crescimento/decrescimento) em cada instante é proporcional ao valor da
grandeza naquele instante.

Ao conjunto de todos os logaritmos dos niimeros reais positivos em uma base a,
com a € R} — {1}, chamamos de sistema de logaritmos de base a.

Os sistemas de logaritmos mais utilizados sao os de base 10, chamados logaritmos
decimais ou logaritmos ordindrios e sao representados por log z, os de base 2, chamados
logaritmos bindrios, e os de base e, chamados logaritmos naturais ou logaritmos neperianos,
representados por Inx. No entanto, os logaritmos de Napier tinham valores diferentes
deste.

Logo, por definicao de logaritmo natural, temos:

Inz = log, .

Da definicao de logaritmo natural, seguem as propriedades:
a) Ine =1, pois, Ine = log, e = 1;
b) In1 =0, pois, Ine =log, 1 = 0;
¢) Ine™ =n, pois, Ine” =log, e” =n -log, e = n.

Sejam H o ramo positivo da hipérbole xy = 1, isto é, H é o ramo do grafico da

funcao y = i, para x € R’ , e ainda, a e b nimeros reais positivos, com a < b. Chamamos

10Ver sobre a inversa da fungdo exponencial em Lima (2013, p.192)



CAPITULO 3. FUNCOES 88

de drea da faira H® a regido do plano limitada por H, o eixo das abscissas e pelas retas
verticais x = a, x = b.

Figura 3.12: Representagao grafica da faixa H?
Y

g a b x

Fonte: Elaborado pela autora, 2019

Geometricamente, definimos o logaritmo natural de x como sendo a area da faixa
HY, com z € RY, isto ¢, Inx = HY.

Figura 3.13: Representacao grafica da faixa HY
Y

di1 = T

Fonte: Elaborado pela autora, 2019

Observe que Inz nao esta definido quando x < 0. Além disso:

a) In1 =0 pois, quando x = 1, H] é um segmento de reta, portanto, tem 4rea igual a
Zero;

b) Inz > 0sex > 1;
c) nzx<0se0<z<l

O namero real positivo tal que Inx =

1 é o numero irracional e, cujo valor
aproximado com 12 algarismos decimais é 2,718281828459. Assim,

Inz=1<x=c¢.
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Para o estudo da representacao grafica da funcao logaritmica, seja a funcao
g : R — R dada por y = log, z, com a € R% — {1}, cujo grafico estd representado na
Figura 3.14. Temos que:

a) A funcao g é crescente quando a > 1, isto é, se 0 < z < y, entao log, r < log, v,

Va,y € D(g);

b) A fungdo g é decrescente quando 0 < a < 1, isto é, se 0 < z < y, entdo

log, x > log, y, Vz,y € D(g);
c) Sex=1=y=1log,1 =0, ou seja, o grafico passa pelo ponto P(1,0);
d) Sea,xr>10oul <a,r <1, entao log, r > 0;
e) Sea>lel0<x<lou 0<a<lex>1,entdolog,z < 0;
f) A funcdo g é injetora, pois V1,22 € RY, se x1 # x5 = log, x1 # log, x2;
g) A fungao g é sobrejetora, pois para todo y € R, existe z € R, tal que y = log, z;

h) A fungdo g é ilimitada superiormente, pois:
e para y = log, x com a > 1, quando z tende para +o00, log, x tende para 4o00;
e para y = log, z com 0 < a < 1, quando z tende para 0, log, x tende para +oc.
i) A fungado g é ilimitada inferiormente, pois:
e para y = log, x com a > 1, quando z tende para 0, log, x tende para —oo;

e para y = log, r com 0 < a < 1, quando z tende para +o0, log, x tende para

—00.
Figura 3.14: Representagao gréfica da fungao logaritmica do tipo f(z) = log, x

Y, Y
y = log,x

P (1,0)

ol / (1,0 x ) T

y = log,x
Caso a >1 Caso0<a<1

Fonte: Elaborado pela autora, 2019
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A funcao logaritmica pode ser encontrada em situac¢oes, muitas vezes, distante
da rotina de um estudante de Ensino Médio, embora esteja presente na modelagem de

diversos fenomenos fisicos, quimicos, dentre outros. Seguem abaixo alguns exemplos.

Exemplo 1. Geologia: Magnitude dos terremotos

A escala Richter, também conhecida como escala de magnitude local, é um
sistema de medicao criado em 1935 por Charles Richter e Beno Gutenberg para quantificar
a magnitude ou intensidade absoluta, em graus, de um terremoto, de acordo com a energia
liberada na forma de ondas sob a superficie da terra, cuja medicao é feita por aparelhos
chamados sismégrafos. A intensidade varia conforme a profundidade do epicentro (ponto
de maior liberagao de energia). Os grandes tremores sao classificados a partir do grau 7.

A escala Richter é uma escala logaritmica de base 10, em que cada aumento de
uma unidade na magnitude representa um aumento de 10 unidades na amplitude.

A magnitude M de um terremoto pode ser calculada pela formula:
M =log A —log Ag (3.33)

onde, M é a magnitude do terremoto, A é a amplitude méxima (em milimetros) medida
no sismografo, e Ag é uma amplitude de referéncia.
Para comparar as magnitudes M; e Ms de dois terremotos em funcao de suas

respectivas amplitudes, devemos ter:

My — My = (log Ay — log Ag) — (log Ay — log Ay)

A
2

Ha também uma féormula para o calculo da magnitude M, conhecidas a energia

E, em kWh, liberada no terremoto, e a constante Fy = 7- 1073 kWh:

2 E
M="los = .
BOg(E0> (3.35)

De modo que, aumentando em uma unidade a intensidade de um terremoto, a

energia liberada aumenta 103 ~ 31,6 kWh.
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A escala Richter porém, foi substituida pela Escala de Magnitude de Mo-
mento, a MMS, em 1979, introduzida por Thomas C. Haks e Hiroo Kanamori, como
escala para medi¢do de magnitudes dos grandes terremotos. A MMS ¢é utilizada para
medir a magnitude dos grandes terremotos modernos, baseada no momento do terremoto
que ¢ igual a resisténcia da Terra multiplicada pela quantidade média de deslocamento da
falha e o tamanho da area que se deslocou.

A MMS é uma escala logaritmica e o calculo da magnitude do momento M, é
dado por:

M, = glog My — 10,7, (3.36)

onde w é o trabalho mecanico realizado, e My é o momento sismico (usualmente estimado

através dos sismogramas), em dina.centimetro ou 10~7 Newton.metro.
Situacao 1.1. Considerando a escala Richter:

a) O que podemos afirmar sobre a intensidade de um tremor nivel 9 em relagio a um

tremor de nivel 67

b) Encontre a relagio entre as energias Ey e Ey liberadas por um terremoto de magnitude

9 e outro de magnitude 6, respectivamente.

Resolugao letra a):

Como a escala Richter é uma escala logaritmica de base 10, um terremoto
de intensidade 9 é 1000 vezes mais forte que um terremoto de intensidade 6 pois, se
M; =9, My =6, Ay e Ay s@o as magnitudes e amplitudes maximas dos dois terremotos,

respectivamente, entao

Ay

Ay

A A A
Ml—Mgzlog(Al):>9—6:10g<141>:>3:10g<Al>:>103:
2 2 2

A; =1000 - A,

Resolugio letra b):
Usando a equagdo (3.35) e o valor da constante Fy = 7 - 1072 kWh, temos:

e Terremoto de magnitude M; = 9 e energia Ej:

B
71073

9 B, B,
9="=1 = 13,5=1 ( >:>101375_
3 °g<7-10—3> %8\ 7103

E, =7-10'%°kWh
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e Terremoto de magnitude M, = 6 e energia Fs:

9 By By 7,
6= 21 ( ) 9—1 ( ) 109 =
3%\ \7108) 77T\ \708) T 7103

Ey,=7-10%Wh

Portanto, a razao entre as energias F e Ey dos terremotos de magnitudes M; =9 e

M, = 6, nessa ordem, é igual a 10%°.

Exemplo 2. Acistica: Intensidade sonora

Importante para musicos, area da satde, construgao civil, o conceito de intensidade
sonora estabelece, dentre outras coisas, os limites minimo e maximo da intensidade de um
som que o ouvido humano consegue ouvir, fazendo com que seja utilizado, dentre outras
aplicacoes, em leis do meio ambiente para determinar o nivel maximo de som permitido
durante os periodos do dia, como por exemplo, no Art. 5° da LEI N° 10.700 de 09/03/2011,
da Prefeitura de Uberlandia.

A intensidade de um som, medido em Watt por m?, refere-se & quantidade de
energia, em joules, (J), transferida em um segundo por uma onda sonora na area padrao
(1 m?). Comumente, nas praticas musicais, os niveis de intensidade sao divididos em
oito niveis, cuja redugao de um nivel ao outro se da pelo fator 10. Assim, para um som
de intensidade /;, um grau maior que um som de intensidade I, temos que, a razao de

intensidade entre eles sera:

I I
L ou log L

Dizemos que a razao de intensidade ¢ de um bel, se log (%) =1, ou 10 decibéis
se 10 - log (%) =1

Define-se nivel sonoro ou nivel de intensidade de um som NS, em decibéis,

comparando uma intensidade I com uma intensidade padrao Iy = 1072 W /m?:

NS =10-log (;) (3.37)

o

A intensidade padrdo ou intensidade zero I, = 1072 W/m?, corresponde ao

grau dinamico imediatamente abaixo da menor intensidade audivel pelo ser humano, em



CAPITULO 3. FUNCOES 93
condigoes ideais na escuta de um som de 1.000 Hz.

Situagao 2.1. Retirado de Leonardo (2013, p.201) - Quantos decibéis terd um som cuja

intensidade equivale a 100 - I ?

Resolucgao:
Como foi dado I = 100 - I, temos que:
100 - I

o

d:10~10g< ):10~10g100:1O~10g102:20~10g10:20

Portanto, um som cuja intensidade equivale a 100 - I terd 20 decibéis.

Situagao 2.2. Retirado de Paiva (2013, p.249) - A mdzima intensidade suportdvel pelo
ouwvido humano é de 1 W/m?. Encontre o nivel sonoro S de uma fonte que emite um som

com a mator intensidade que o ouvido humano pode suportar, sem dor.

Resolucgao:

Para I = 1, temos:

Sle-log( ):sS:lo-logml?;»S:10-12.1og10;»S:120dB.

1
10-12
Portanto, o nivel sonoro maximo que o ouvido humano pode suportar, sem dor, é

de 120 db.

Exemplo 3. Quimica: Escala pH

Importante como parametro de qualidade de produtos de indtstrias de diversas
naturezas (quimicas, alimenticias, bebidas, farmacéuticas), como fator de interferéncia
no solo e, consequentemente, na produtividade de safras para o setor agricola, como
um indicador na satde através da andlise do sangue de um individuo, o pH (potencial
hidrogenidnico) é uma escala de pH usada para expressar a acidez ou a basicidade de uma

solugao aquosa. O valor do pH varia de 0 a 14 e é dado pela féormula
pH = —log[H™] (3.38)

onde, [H*] é a concentracao de fons de hidrogénio em mol/I.
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Assim, o valor do pH aumenta a medida que a concentra¢ao de ions hidrogénio

decresce. A agua, por exemplo, é uma solugao neutra, pois seu pH é 7.

Figura 3.15: Escala de pH

Escala de pH I @

meio acido meio bdsico
e =) ©
aumenta a acidez aumenta a basicidade

Fonte: Sisterolli (1997)

Situagao 3.1. Retirado de lezzi et al. (2007, p.109) - O suco gdstrico, produzido no

estomago, € responsdvel pela digestao de alimentos e seu pH oscila entre 1,0 e 3,0.
a) Encontre os limites para a concentragio de ions H' do suco gdstrico.

b) Encontre o pH do suco gdstrico se a concentragdao hidrogenionica for 4 -1072. Consi-

dere log2 =~ 0, 3.

Resolugao letra a):
A concentragao de fons de hidrogénio, em mol/l, no suco gastrico varia de 0,001 a
0,1, pois:
pH=1= —log[H"]=1=log[H"] = -1=[H']=10"

pH=3= —log[H"] =3 =log[H"] = -3=[H']=10"

Resolugao letra b):
O suco géstrico com concentragao de hidrogenionica de 4 - 1072 mol/l possui
pH = 1,4 (4cido), pois:
pH = —log[H'] = —log(4-107%) = —(log4 + log 1072) = —(log 2% + log 107?)

pH = —2log2+2log10 = —2log2 +2 = —2-0,3+2=1,4.

Situagao 3.2. De acordo com Leonardo (2013, p.190), o pH do sangue humano pode ser
calculado utilizando a formula de Henderson-Hasselbalch dada por pH = 6,1 + log (g),
onde B é a concentragio de bicarbonato (substincia basica ou alcalina, em mmol/l), e C' é

a concentragao de dcido carbonico (substincia dcida, em mmol/l).
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Calcule o pH do sangue de uma pessoa cuja concentracdo de bicarbonato é

25 mmol/l e de dcido carbonico é 2 mmol/l. Considere logh =~ 0,699 e log2 =~ 0, 301.
Resolucao:

B 25
pH = 6,1+ log (C’) =6,1+ log <2> = 6,1+ log 25 — log 2

pH =6,1+1ogh? —log2=6,1+2-0,699 — 0,301

pH = 17,197

Situagao 3.3. Retirado de Paiva (2013, p.234) - O suco de limao possui pH 2, e o suco
de tomate possui pH 4. A concentrac¢io de ions HT, em mol/l, no suco de limao equivale

a quantas vezes essa concentracao no suco do tomate?

Resolugao:
Indicando por z e y as concentragoes de fons Ht, em mol/l, nos sucos de liméo e

tomate, respectivamente, temos:

2=—logr =2 =10""

4=—logy=y=10"

Assim, a concentracao de fons H™ em mol/l no suco de liméao equivale a 100 vezes

essa concentragao no suco de tomate.

Exemplo 4. Juros Compostos

No estudo das aplicagoes de fungoes exponenciais utilizamos a funcao
M(t) = Cy- (1 +1)", em (3.27), para calcular o capital M (t) obtido apds a aplicagdo de
um capital inicial Cy, durante um tempo ¢, a uma taxa de juros .

No entanto, e se quiséssemos saber quanto tempo seria necessario para que uma
aplicagao inicial Cy, ou uma divida inicial Cy, a uma taxa de juros 7, fosse triplicada, por
exemplo? Para estimar o tempo procurado devemos utilizar os conhecimentos sobre funcao

logaritmica na resolugao da féormula em (3.27).

Situagao 4.1. Para que um investidor triplique o valor inicial de R$10.000,00 aplicado

na poupanga, a taxa de 0,3715% a.m., qual o tempo de investimento necessdario?
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Resolugao:
Serao necessarios 297 meses (ou 24 anos e 9 meses) para que o capital inicial
de R$10.000,00 triplique a uma taxa de juros mensal de 0,3715%, pois, utilizando (3.27)

temos:

30000 = 10000 - (1 + 0,003715)" = 3 = 1,003715" = log 3 = log (1, 003715)"

0,477 =t -log1,003715 = 0,477 = 0,00161¢ = t = 296,27 = t ~ 297 meses

Exemplo 5. Crescimento populacional

Vimos no estudo das aplicagoes das fungoes exponenciais, que o crescimento de

uma populagao de bactérias pode ser dado por N = Nj - 2%, com x = %, onde N é o
numero de bactérias apés = geragoes, Ny é o nimero inicial de bactérias, t é o tempo que
a populacao leva para crescer de Ny até N, e T' ¢ o tempo médio de geragao. Tomando o

logaritmo natural de ambos os lados da equagao temos:

In N —In Ny

lnN:lnNO—i—anxzlnNo—I—x-IDZ:T:x (3.39)
n
Fazendo a substituicao x = % , temos:
InN —In N t InN—-InNy In2
— = A4
In2 T " t T (3.40)

Situacao 5.1. Adaptado de Aguiar, Xavier e Rodrigues (1988, p.194) - Se uma cultura
de bactérias contendo 7 - 10° bactérias, desenvolvendo-se em um meio adequado, apds 5
horas, apresenta uma populagio de 6,8 - 107 bactérias, qual foi o tempo médio de geracdo

neste meio?

Resolucao:
Temos Ny = 7-10°, N =6,8-107, t = 300 e queremos determinar o valor de T

em minutos. Assim, utilizando (3.40), temos:

In(6,8-107) —In(7-10°) In2 N 18,035 — 13,4588  0,6931
300 T 300 T

4,5762 _ 0,6931 _ ., 0,6931 _
300 T ©0,01525

45, 44
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Portanto, o tempo médio para que a populagao de bactérias se duplique nesse

meio ¢ de 45,44 minutos ou 45 minutos e 26,4 segundos.

Exemplo 6. Desintegracao Radioativa

Do nosso estudo de aplicagoes das fungoes exponenciais, vimos que a meia-vida
de uma substancia radioativa é o tempo necessario para que sua massa se reduza a
metade. Com o auxilio do logaritmo podemos calcular o tempo necessario para que uma

determinada massa inicial mg se reduza a uma massa m(t).

Situagao 6.1. Retirado de Paiva (2013, p.238) - Sabendo que o radio é um metal radioativo
cujo isotopo Ra-266 tem meia-vida de 1.600 anos, encontre o tempo, em ano, necessario

para que 10 g desse isotopo se reduza a 1 g.

Resolucgao:
Seja = a taxa percentual anual de desintegragao do isétopo Ra-226, e seja m a

amostra de sua massa. Sabendo que essa massa leva 1.600 anos para se reduzir a metade,

e considerando log 0,5 = —0, 301, temos:
m _ . \1600 1 (1 _ .\1600 _ 21600
5 =m(l—x) :>2—(1 x)"" = 1log0,5 =log (1 — z)
log 0,5
log(l — ) = 22 s 1og(1 — 2) A~ —0, 000188 = 1 — 2 = 1070188 — & ~ 0, 000433

1600

Assim, utilizando a taxa anual de desintegracao do isétopo de 0,0433%, o tempo

t, em anos, necessario para que 10 g do is6topo se reduza a 1 g ¢ dado por:

1=10(1-0,000433)" = 0,1 = (0,999567)" = log0,1 =t - log 0, 999567
log0,1

= ———— =1~ 5.316
log 0,999567

Portanto, é necessario 5.316 anos, aproximadamente, para que 10 g do isétopo

Ra-266 se reduza a 1 g.

Situagao 6.2. Retirado de Paiva (2013, p.252) - Foram encontradas seis flautas de 0sso
no sitio arqueoldgico de Jiah, no leste da China, cuja massa do isétopo **C' remanescente

nos instrumentos era de 0,337 da massa que teriam se tivessem sido confeccionados com
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08505 de animais mortos atualmente. Sabendo que a taza de desintegracio do isétopo *C

¢ constante e igual a 0,01209% ao ano, estime a idade das flautas.

Resolugao:

As flautas tém aproximadamente 8.996 anos, pois:

log 0, 337

= —————— = { ~ 8996
log 0,9998791

0,337 = (1 — 0,0001209)" = 0,337 = (0, 9998791)" = ¢

Situagao 6.3. Retirado de Aguiar, Xavier e Rodrigues (1988, p.197) - A meia vida do

elemento radioativo **C é de 5.775 anos, e a funcio que descreve a reducdo da quantidade

kt

de massa de **C é dada por m(t) = mg - e=*, onde m(t) é a quantidade de massa de *C

no instante t, com o tempo t medido em anos, e mg é a quantidade inicial de **C. Nesse

caso, o valor da constante é k = %, PO1ISs,
5 mg - e & —5H775 n (2 n2= F

Um féssil encontrado possui atividade radiativa de *C de 40% da existente em

um organismo vivo. Determine hd quantos anos ocorreu a morte do fossil encontrado.

Resolugao:
Se my é a massa inicial de '*C no organismo, e se, decorridos ¢ anos apds a morte

do organismo, m(t) = 0,4 - myg, entdo

0,4-mg=mg-e 55t = In0,4= — ot = f = 5775 ==

t~ 7.634 )
5TTE 0o = 7.634 anos

Portanto, se passaram aproximadamente 7.634 anos do momento da morte do

organismo até o encontro de seu fossil.

Exemplo 7. Resfriamento de um corpo

A lei do resfriamento de Newton afirma que, a diferenca de temperatura D, entre
um objeto em resfriamento e a temperatura constante do meio que o contém, decresce com
uma taxa de variagdo proporcional a essa diferenca. Assim, a diferenca de temperatura no

instante ¢t é dada por:

D(t) = Dy - e (3.41)
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onde Dy é a diferenca de temperatura no instante t = 0, e a constante a depende do

material de que é constituida a superficie do objeto.

Situagao 7.1. Adaptado de Lima (1996, p.99) - Num certo dia, a temperatura ambiente
¢ de 30°C. A dgua que fervia numa panela, cinco minutos depois de apagado o fogo tem a
temperatura de 65°C. Quanto tempo depois de apagado o fogo a dgua atingird a temperatura

de 38°C? Utilize In2 = 0,693 e In (%0) = 2,1691.

Resolugao:

Seja t = 0 o momento em que o fogo se apagou. Nesse momento, a temperatura
da agua que fervia na panela era 100°C e a temperatura do ambiente era de 30°C. Logo,
Dy =100 — 30 = 70.

Quando t = 5, a diferenca de temperatura da agua e do ambiente era de
D(5) = 65 — 30 = 35.

Utilizando (3.41), podemos determinar a constante o:

1 1
D(5) =70 ¢ = 35 = ¢ 35::>—5a:1n(2> — 2

70 2
In 2
a:r;:O’693:>a:0,1386.

Queremos saber o tempo ¢ para D(t) = 38 — 30 = 8.
Assim, por (3.41), temos:

8 8 70
D(t) =70 ¢ 013860 — Q — o=0I386 — — — () 13861 =1 () =1 ()
®) ¢ ¢ 70 ! "\ 70 "8

n (%) 21691

= = =1
01386 0,136 '~ 9

Portanto, o tempo procurado é pouco mais de 15 minutos e meio.

Situagao 7.2. Retirado de Lima (1996, pp.100-101) - O corpo de uma vitima de assas-
sinato foi descoberto as 23 horas. O médico da policia chegou as 23:30 e imediatamente
tomou a temperatura do cadaver, que era de 34,8°. Uma hora mais tarde ele tomou a
temperatura outra vez e encontrou 34,1°. A temperatura do quarto era mantida constante
a 20°. Use a lei do resfriamento de Newton para estimar a hora em que se deu a morte.

Admita que a temperatura normal de uma pessoa viva € 36,5°.
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Resolugao:

Sejam ¢ o tempo transcorrido, em horas, a partir do momento da morte e D(t) a dife-
renga entre a temperatura do corpo e do quarto, em graus, e ainda, Dy = 36,5 — 20 = 16,5
a diferenca de temperatura no momento da morte do individuo.

Se t; é o instante em que o médico mediu pela primeira vez a temperatura do
corpo, entdo, D(t;) = 34,8 —20 = 14,8; e, D(t; + 1) = 34,1 — 20 = 14,1 é a diferenga de
temperatura do corpo e do quarto na segunda medicao.

Logo, por (3.41), temos:

D(t)) =16,5- et = 14,8

D(t, +1) = 16,5 e i+ = 141

Dividindo, membro a membro, a segunda equacao pela primeira equagao do

sistema, obtemos:

e—a

14,1

15~ 0.9527 = —a=1n0,9527 = a = 0,04845.

Substituindo o = 0, 04845 na primeira equacao, temos:

16,5 - ¢ 0048150 _ 14 8 = (004845 _ ﬁ’i ~ 0, 8969
In0, 8969
0, 04845, = In0,8969 = ¢, = — "% 4~ 9 2458
’ L= 5 ! 0,04845 ~ 179

Portanto, a hora da morte ocorreu 2 horas e 15 minutos antes da chegada do

médico, ou seja, as 21:15.

Exemplo 8. Biologia: Alometria

De acordo com Paiva (2013, p.226), Alometria é o ramo da Biologia que estuda
a relacao do crescimento entre partes de um organismo vivo, ou o crescimento de cada
parte em relacdo ao todo. E ainda, lei de Alometria é uma funcio do tipo z = Cy*
que descreve a relagao entre os crescimentos x e y, em fun¢ao do tempo ¢, de duas partes
de um organismo vivo, em que C' e k sao constantes positivas que dependem das partes

relacionadas, e k é chamado coeficiente alométrico.
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Por outro lado, tomando o logaritmo de ambos os lados da equacdo z = Cy*
teremos uma equagao de reta na escala logaritmica, onde o expoente da escala ¢ a inclinacao
da reta:

logx =logC' + k - logy.

Situagao 8.1. Retirado de Paiva (2018, p.226) - Suponham que, na compara¢io dos
respectivos crescimentos x e y dos comprimentos de dois oérgaos, A e B, de um animal,

um cientista fez medicoes em momentos diferentes, obtendo a tabela:

Tabela 3.6: Crescimento x e y dos comprimentos dos 6rgaos A e B

x (comprimento do érgao A) y (comprimento do 6rgao B)

1* medicao 2 mm 16 mm
2* medigao 3 mm 81 mm

Fonte: Paiva (2013)

a) Quais sio as constantes C e k na lei de Alometria v = Cy*?
b) Quais sao as constantes m e n na lei de Alometria y = ma™?

c) Se o drgao A atingir 4 mm, qual a medida correspondente do érgao B, aplicando a

lei de Alometria citada no item a.

d) Se o drgao A atingir 4 mm, qual a medida correspondente do drgao B, aplicando a

lei de Alometria citada no item b.

Resolugao letra a):

Da Tabela 3.6 temos que:
2=C-16*

3=C-81*

Dividindo, membro a membro, as equagoes do sistema acima, obtemos:

2 16\* 2 2\ 4+ 1
== ==-=(= =>4k=1=k=-
3 (81) 3 (3) 4

Substituindo k = i na primeira equagao, obtemos

2=C-161 =2=C 21 = C =1.
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Portanto, C'=1e k = i.

Resolugao letra b):
Da Tabela 3.6 temos que:

16 =m - 2"

81 =m-3"

Dividindo, membro a membro, as equagoes do sistema, obtemos:

qa=(5) = () =(5) ==
81 \3 3) ~\3) 7"7
Substituindo n = 4 na primeira equacdo, obtemos: 16 = m -2* = m = 1.

Portanto, m =1 en = 4.

Resolugao letra c):
Substituindo x = 4 na lei x = y%, temos que: 4 = yi =y =41 = y = 256.

Portanto, a medida correspondente ao érgao B sera 256 mm.

Resolugao letra d):
Substituindo z = 4 na lei y = x*, temos que: y = 4* = 256.

Portanto, a medida correspondente ao érgao B sera 256 mm.

Exemplo 9. Quimica: calor de vaporizacao

Calor de vaporizagao (AH,,,) ¢ a energia, em quilojoules, necessaria para vaporizar
um mol de um liquido. A relacdo quantitativa entre a pressao do vapor P de um liquido e

a temperatura absoluta 7', em Kelvin, é dada pela equacao de Clausius-Clapeyron:

AH,q
RT

InP=— +C (3.42)

em que, R = 8,314 J/K-mol é a constante dos gases e C' é uma constante. Admite-se que

AH,,, nao depende da temperatura.
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Observe que, a expressao em (3.42) tem a forma de uma equacao linear da forma

y =axr + 0. Bastatomaryzlnp,a:—%,x:%eb:C.

Situagao 9.1. Retirado de Chang (2010, p.397) - O éter dietilico é um liquido orgdnico
voldtil, altamente inflamavel, usado principalmente como solvente. A pressao de vapor do

éter dietilico € 401 mmHg a 18°C'. Calcule a sua pressio de vapor a 32°C.

Resolucao:

Em Chang (2010, p.397), encontramos na tabela 12.5, o valor de
AH,,, = 26,0 kJ/mol = 26.000 J/mol, do éter dietilico.

Foi dado no problema que, a temperatura de ¢t; = 18°C' = 291 K, P, = 401 mmHg.
E solicitado Py, quando t, = 32°C' = 305 K. Assim,

26.000

Ind0l = — — Y 4
n40 8314201 C (343)
26.000
In P, = — 020 44
nP= a0 ¢ (3.44)

Subtraindo a equacao (3.44) da equagao (3.43), obtemos:

14

401 96.000 /—291 + 305
(22 = : . _3.127.25. — 0,493
. ( PQ) 8,314 ( 201 - 305 ) T ’
401 401 401
In(—)=-04 — =" =06ll=>P=— =P = H
:>n<P2) 0,493 = 7, e 0,611 = P, 0,611:> » = 656 mmHg

Portanto, a pressao de vapor do éter dietilico a 32°C é 656 mmHg.

Exemplo 10. Quimica: relacao entre a concentragcao do reagente e o tempo

Uma reacao de primeira ordem é uma reagao cuja velocidade depende da con-
centracao de reagente elevada a poténcia unitaria. De modo que, se [A]y e [A]; sdo as
concentragoes do reagente A nos instantes t = 0 (t = 0 pode ser qualquer instante arbitrario
escolhido para inicio da medida da variacdo de A) e t = t, a constante de velocidade k
pode ser calculada através da expressao que relaciona a concentracao do reagente em
funcao do tempo :

In[A]; = —kt + In[A]o (3.45)

Observe que, a expressdo em (3.45) tem a forma de uma equacao linear da forma

y = ax + b. Basta tomar y = In[A};, a = —k, x =t e b = In[A],.
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Situagao 10.1. Adaptado de Chang (2010, p.449) - A conversio em fase gasosa do
ciclopropano em propeno € uma reacao de primeira ordem com uma constante de velocidade

de 6,7-107* 571 a 500°C.

a) Se a concentragao inicial do ciclopropano for 0,25 M, qual serd a sua concentragao

apos 8,8 min?

b) Qual é o tempo (em minutos) necessdrio para que a concentragio do ciclopropano

diminua de 0,25 M para 0,15 M?

c) Qual é o tempo necessdario (em minutos) para a conversao de 74% do material de
partida?
Resolucgao letra a):

Transformando o tempo dado em minutos para segundos, temos que

t = 8,8 min = 528 s. Assim, utilizando (3.45):

In[A];, = —(6,7-107* - 528) + In(0, 25) = —1, 74
[A; =e "™ =0,18 M

Resolugao letra b):

De (3.45), temos que In ([[fx]];) = —kt, logo:

0,15
In (0’25> =—(6,7-107"t =t =7,6-10* s = 13 min.

Resolugao letra c):

Utilizando In (%) = —kt, obtida da equacao (3.45), temos:

0,26
In (1’0()) =—(6,7-107"t =t =2,0-10° s = 33 min.

Exemplo 11. Quimica: Equagdao de Arrherrius

A equagdo de Arrhenius representa a dependéncia da constante de velocidade de

uma reacao em relacao a temperatura, através da expressao:

k= Ae_%.
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Essa equacao pode ser reescrita como uma func¢ao logaritmica, dada por:

Ink = (—%) : (;) +lnA (3.46)

em que F, é a energia de ativacao da reagao (em quilojoules por mol), R = 8,314 J/K-mol
é a constante dos gases, T é a temperatura absoluta, em Kelvin, e A é a quantidade
denominada fator de frequéncia por Chang (2010), e por fator pré-exponencial por Atkins
e Jones (2006), que definem ainda E, como sendo a energia de ativagao. Ainda de acordo
com Atkins e Jones (2006), A e E, sao praticamente independentes da temperatura, mas
dependem da reacao que esta sendo estudada.

Novamente aqui, observamos que, a expressao em (3.46) tem a forma de uma

Eq

equagao linear da forma y = ax + b. Basta tomar y =Ink, a = -5, v = % eb=1InA.

Situacao 11.1. A constante de velocidade de uma rea¢ao de primeira ordem é de 3,46 -
1072 571 a 298 K. Qual serd a constante de velocidade a 350 K se a energia de ativacdo

para a reag¢io é de 50,2 KJ/mol?

Resolucao:
Sejam k; = 3,46 - 1072 s71, Ty = 298 K, T, = 350 K, R = 8,314 J/K - mol e
E, = 50,2 KJ/mol = 50,2 -10% J/mol. Da funcdo em (3.46), temos:

50,2-10°) /1
In3,46 1072 = —() In A 4
n3,46 - 10 ( 3314 ) 508 +1In (3.47)
50,2-10°) [ 1
1/<;:—’-<) In A 3.48
e ( 8,314) 350) " (3.48)

Subtraindo a equagao (3.48) de (3.47), temos:

46 - 1072 2.10° /298 —
ln<3,6 0 ):50, 0.(98 350):_3,01

ko 8,314 298 - 350
3,46 - 1072

; =e 3 =0,0493 = ky = 0,702 s
2
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4 CONSIDERACOES FINAIS

A Matematica é uma “caixa de ferramentas” para construcao e, porque nao,
interpretacao da realidade. E através dela que todo e qualquer tipo de conhecimento tem
possibilidades de se desenvolver.

Desde o inventario de objetos, que nada mais é do que uma das formas mais
rudimentares de contagem, a demonstracao de rendimentos financeiros, ao planejamento
estrutural de construgoes ou determinacao de valor de produtos no comércio, diversas sao
as aplicacoes dos instrumentos matematicos no cotidiano das pessoas.

Receitas de bolo, expectativa de notas avaliativas, determinacao da velocidade de
um corpo, do tempo ou do lugar de encontro entre dois corpos, de valor de indenizacao em
processos judiciais, calculos contabeis, controle de temperatura, estudo de cartas nauticas,
mapas cartograficos, estatisticas de processos produtivos de grande escala, em praticamente
todas as areas onde o conhecimento humano se aplica, ha um qué de matematica.

As fungoes sao alguns instrumentos que esta valiosa caixa de ferramentas dispoe.
A nogao de fungao y = f(z) é tao antiga quanto a histéria da humanidade. Do mesmo
modo que do homem primitivo ao sapiens houve uma evolucao, a no¢ao de fung¢ao também
evoluiu ao longo do tempo. No capitulo 1 tratou-se desta evolucao.

Para o homem pré-histérico, a fungao era o mero ato de relacionar objetos/simbolos
distintos. Muito antes da escrita, cada objeto se relacionava a um risco na parede da
caverna ou a uma pedra especifica; até que os fenicios estabeleceram o comércio e, além do
ato simples de contar os objetos, era necessario estipular o preco, em razao da quantidade
e da qualidade do que estava sendo vendido.

Nesse sentido, hébitos domésticos rotineiros como preparar as refei¢oes exigiam (e
ainda hoje é assim) procedimentos mateméaticos: a contagem dos alimentos, a separagao
dos ingredientes em porgoes, a distribuicao em medidas de peso, demandam um raciocinio

razoavelmente mais complexo que a simples contagem. Assim se originou a fungao afim,



CAPITULO 4. CONSIDERACOES FINAIS 107

tipo de funcao primaria, na qual uma grandeza varia em fun¢ao de outra.

Alguns historiadores da matematica atribuem aos babilonios o desenvolvimento
inicial das fungoes, ja que ha diversos artefatos arqueologicos que revelam métodos de
solugoes aplicados a fungoes de graus distintos.

Num modo geral, a fungdo afim, expressa pela notagao f(z) = ax + b, tem um rol
praticamente ilimitado de aplicagoes.

Dos egipcios, eximios construtores do mundo antigo, passando pelos chineses
e gregos, o que os historiadores relatam é o desenvolvimento das fungdoes mateméticas
por estes povos (em especial as fungdes quadréatica e exponencial — respectivamente,
f(z) =ax® +bx +ce f(x) =a®).

Da idade média pouco se observa sobre teorias matematicas a nao ser por Oresme,
que inicia o que Descartes desenvolvera posteriormente na representacao grafica dos efeitos
das funcoes.

Assim, o grande periodo de desenvolvimento das fungdes ocorre a partir do
[luminismo, em especial a partir da segunda metade do século XVIII.

Num primeiro momento, o conceito de fungao é um conceito de natureza analitica,
nao geométrica, como sendo a relagao entre uma constante e uma variavel. Este conceito
induz Euler ao entendimento de que toda funcao é uma série continua e linear.

A fisica moderna de Leibniz e Newton rompe com tal raciocinio, uma vez que
continuidade e linearidade nao se aplicam a corpos celestes, ondas sonoras e energias
térmicas.

O préprio Euler buscou reformular sua proposta. Todavia, ainda que o conceito
proposto no calculi diferenciali fosse mais amplo, a aplicacao é restrita as fungoes continuas,
o que, segundo Dirichelet, nao se verifica na propria teoria daquele matematico: Dirichelet,
ao confrontar as fun¢des mistas, demonstrou haver continuidade entre elas, o que, portanto,
invalidaria a teoria de Euler.

Portanto, o que conclui Dirichelet ¢ que ha uma relacao interna entre os compo-
nentes das fungoes, sejam elas continuas ou descontinuas. Este é o esboco do que sera
entendido no século XX como correspondéncia biunivoca, no qual um elemento de um
determinado conjunto guarda relagao direta e especifica com outro(s) de conjunto distinto
e determinado.

De um lado, as func¢oes quadraticas e exponencial se adaptaram facilmente aos
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estudos académico-cientificos e nos calculos econémicos, sendo uteis na projecao de ren-
dimentos, empréstimos, apuracao de lucros e dividendos financeiros. Porém, nao foram
capazes de descrever movimentos astronomicos, de navegacao ou de medicao de energia
elétrica ou de eventos naturais de grande magnitude.

A funcao logaritmica, considerada por muitos como a inversa da fungdo expo-
nencial, é a funcao que estabelece rela¢ao entre um conjunto funcional analitico (algébrico)
e outro geométrico, através da soma entre a constante de cada conjunto.

O que se percebe no contexto historico é que cada fungao se desenvolveu em razao
de uma necessidade especifica de aplicac@o, ou seja, havia um problema pratico e cotidiano
que pareceu, em certo momento, sem solucao.

De uma maneira geral, percebemos que existem e é possivel listar situagoes do
cotidiano que podem ser modeladas pelas fungoes tema deste trabalho. Sendo possivel,
inclusive, apontar situagoes que podem ser trabalhadas de modo multidisciplinar.

Embora tenhamos destacado na introducao deste trabalho, que esta pesquisa nao
tem a pretensao de ser uma proposta pedagdgica a ser utilizada, compreendemos que ele
pode contribuir com a pratica do professor de matemaéatica em sala de aula, no ensino
de fungoes para o primeiro ano do Ensino Médio, valendo-se dos exemplos de aplicagoes
das fungoes aqui registrados. Neste sentido, sugerimos como sequéncia a esta pesquisa,
a introducgao nas aulas sobre funcoes, das situacoes-exemplos listadas nesta pesquisa e
avaliagdo da contribuigdo positiva ou nao dessa inser¢ao. Ou ainda, o levantamento de
situacoes cotidianas que possam ser modeladas pelas fun¢des modular, polinomial, de uma

forma geral, e as fungoes trigonométricas.
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