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Resumo

Com auxilio do softwere GeoGebra, como recurso didatico para ilustrar uma
familia de curvas e sua Envoltoéria.

No primeiro capitulo apresenta alguns exemplos de obtencao da equagao de uma
familia de curva (segmentos, retas, circunferéncia) e algumas Envoltorias (reta, cir-
cunferéncia, parabola, elipse, hipérbole, lemniscata equilatera, cardioide) dessas
famlia de curvas, como também a deducdo de algumas propriedades da parabola
e da hipérbole.

No segundo capitulo apresentamos um procedimento para a determinacao da
equacao dessa envoltoria com alguns exemplos de manipulacoes algébricas para

determina-la.



Abstract

With the help of GeoGebra software, as didactic resource to illustrate a family
of curves and its Envelope.

In the first chapter presents some examples of getting the equation of a curve
family (segments, polyline, circle) and some Envelopes (line, circle, ellipse, parabola,
Hyperbola, lemniscate equilateral, cardioid) of these family of curves, as well as the
deduction of some properties of the parabola and the Hyperbola.

In the second chapter we present a procedure for the determination of the equa-
tion of this envelope with some examples of algebraic manipulations to determine
it.
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Introducao

A FEnwoltoria data de 1678 quando Christiaan Huygens apresentou um trabalho
a academia de Ciéncias de Paris em um relatorio intitulado Traité de la lumiére que
determinou a envoltéria de uma familia de circunferéncias como caso particular de
uma epicicloide, a nefroide. O termo envoltéria que hoje é chamado s6 veio aparecer
em 1795, quando Gaspar Monge o usou em sua obra Application de l'analyse d la
géométrie.

E fascinante pela simplicidade da ideia e o grande campo de aplicacoes como na fi-
sica, em problemas de maximos e minimos, em economia, em matemaética financeira,
engenharia, etc. Meu primeiro contato foi através de um livro "La Envolvente"de
Boltianski, indicado pelo meu orientador, Napoleén Caro Tuesta, para a partir deste
fazer um trabalho e apresenta-lo com a finalidade de obter o titulo de mestre pela
UFPB.

Este trabalho trata de alguns exemplos de familias de curvas e de como determi-
nar sua "envoltoria", didaticamente viabilizado pelo avango tecnolégico da compu-
tacao com o uso do software GeoGebra. No primeiro capitulo sao estudados alguns
exemplos de familias de curvas, retas, circunferéncias, parabolas e algumas envol-
torias como as parabolas de seguranca, a zona de audibilidade, entre outras. No

segundo capitulo estudamos o calculo das envoltérias citadas no primeiro capitulo.
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Capitulo 1

Familias de Curvas em R?

Este capitulo é dividido em duas secoes. Na primeira secao estudaremos alguns
exemplos de familias de curvas em R? e suas equacoes. Para ilustrar essas familias
vamos usar 0 GeoGebra ativando as fungoes de rastro e animacao para algumas
familias de segmentos, retas, circunferéncias e parabolas. Na segunda secao, vamos
apresentar algumas envoltorias (ou envelopes) de uma familia de retas, circunferén-

cias, parabolas, elipse, hipérbole, lemniscata e cardidide.

1.1 A equacao de uma familia de curvas em R?

Denotemos por x e y as coordenadas usuais em R?. Uma familia de curvas em

R? pode ser representado por meio de uma equacao

f(x7y7a17a2a"'7am) =0 (11)

que (além de x, y) contém m parametros aq, o, ..., ay, juntamente com m— 1 relagoes

Y

’ (1.2)

91(0417 ag, ..., Oém)

0
g2(aq, g, ...y apy) =0

gm—l(ala ag, ..., Oém> - O

Uma familia de curvas em R? com 1 parametro pode ser representada através de

uma equacao da forma
f(z,y,a) = 0. (1.3)

Uma familia de curvas em R? com 2 parametros pode ser representada através

de duas equacoes da forma

{ f(e.y.a.0) =0, 1.4

g(a, B) = 0.
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1.1.1 Segmento de comprimento constante

Tomemos um segmento de comprimento constante k em que suas extremidades

deslizam nos lados de um angulo reto.

I

Y

k2:a2—|—62

x L

Figura 1.1:

Sejam A e B os pontos extremos desse segmento de comprimento k, que deslizem
pelos eixos das coordenadas.

O ponto A deslizando no eixo das abscissas e B deslizando no eixo das ordenadas,

A(a,0) e B(0,5). O segmento AB esta contido na reta de equagao y = —éx + B,
a

com « # 0, que também pode ser escrito na forma de
ay + Bxr —af = 0.
Os parametros « e ( se relacionam, pelo Teorema de Pitdgoras, através da equacao
o + % = k2

Para cada « escolhido teremos um [ e consequentemente uma reta determinada,

com isso, temos também agora uma familia de retas de equagao

(1.5)

flx,y,0,8) =ay+ fr—aB =0
gla,B)=a® + 32— k> =0
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‘l..ff

Figura 1.2:

1.1.2 Segmentos que determinam tridngulos retangulos de
area constante

Vamos estudar uma familia de retas que determinam triangulos retangulos com

os eixos de coordenadas de area constante igual a k£ > 0.

a3

Anoap) = -5 = k

Figura 1.3:

Vamos escolher semelhantemente ao exemplo anterior os eixos que sao dados
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pelas coordenadas e os pontos de intersecao com os eixos das abscissas e das ordena-
das, respectivamente, A(a,0) e B(0,3). As retas de equagao (1.5) e os parametros

se relacionam de maneira diferente do exemplo anterior. Neste caso, a e 3, sao os

!
catetos de um triangulo retangulo de area igual a k, ou seja, -5 = k. Portanto,

aff = 2k. Logo, a familia é determinada pelas equacoes:

(1.6)

{ozy—l—ﬁx—Qk::O

af —2k=0

Figura 1.4:
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1.1.3 Segmentos de soma constante

Considere a familia de segmentos que determinam um triangulo retangulo com
angulo reto determinado pelos eixos coordenados e cuja soma dos comprimentos dos

catetos é uma constante k.

a+ 8=k

Figura 1.5:

Como no exemplo anterior vamos escolher os pontos A e B como extremidades
desses segmentos. O ponto A deslizando no eixo das abscissas e B deslizando no eixo
das ordenadas, A(a,0) e B(0, /). Para determinar as equagoes dessa familia vamos
utilizar a equagao da reta suporte desses segmentos e a relagao entre os parametros
a e 3. A equacao da reta determinada pelas intersecoes com os eixos é

yz—éﬂﬂ; a#0
(0%

e a equagao que relacionam « e 3 é

a+ b =k.

Assim, o sistema de equacoes que determinam essa familia de segmentos é:

(1.7)

ay+ fr—af =0
a+ B —-k=0.
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Figura 1.6:

1.1.4 Ponto e reta

Um ponto A, se move livremente sobre uma reta [ e esta ligado a um ponto
F, exterior a reta. Vamos examinar a familia de todas as retas, passando em A,

perpendiculares ao segmento AF. Escolheremos o ponto A no eixo das abscissas.

Figura 1.7:

Assim suas coordenadas sdo da forma («,0) e o ponto F esta fixo no eixo das
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ordenadas (0,p). A familia de retas perpendiculares ao segmento AF é obtido da
seguinte maneira. Para cada « corresponde uma reta de ponto P(x,y) formando

um triangulo retangulo FAP, logo, AP? + AF? = FP? e escrevendo a equacao
(2 —a)? + 9y +a +p* =2+ (y - p)*.
Desenvolvendo temos
r? —2ax + o’ +y* + o +p?P =2 + 97 — 2py + pP
Simplificando obtemos

py —oax +a* =0, (1.8)

que é a equacao dessa familia de retas.

Figura 1.8:

1.1.5 Circunferéncias com centro numa reta

Um exemplo geometricamente simples e que fica claro que para encontrarmos a
equacao de uma dessas circunferéncia escolheremos um raio R e o centro de coorde-
nadas (o, 5) numa reta [.

Sem perda de generalidade vamos escolher para essa reta [ o eixo das abscissas.

Portanto a ordenada = 0, o centro da circunferéncia («,0) e sua equagao é

(r—a)’ +y° = R’
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R
£
A
Figura 1.9:
que também pode ser escrita na forma
> +y* — 2ax + o’ — R* = 0. (1.9)

Para cada valor escolhido do parametro «, obtemos uma circunferéncia dessa
familia, por essa razdao a equacgao (1.9) é chamada de equagao da familia de circun-
feréncia de raio R e centro no o eixo das abscissas. Essa equacgao é formada pelas

variaveis X, y € o parametro a.

Figura 1.10:

1.1.6 Circunferéncia e um ponto

Neste exemplo, tomaremos uma circunferéncia de raio 2a e centro no ponto Fj.
Escolhemos outro ponto F5 no interior desta que estd a uma distancia 2c de F} e
um ponto A pertencente a circunferéncia. Construimos o segmento de AF; e no seu
ponto médio tracamos uma reta perpendicular L.

Nos interessa agora a equacgao da familia de todas essas retas L. Vamos escolher
Iy e F, pertencentes ao eixo das abscissas de coordenadas c e —c, respectivamente.
Seja o ponto A de coordenadas (o, 3) e um ponto M de coordenadas (x, y) perten-
cente a reta L. A mediatriz é o lugar geométrico de todos os pontos que estdo a

mesma distancia de A e Fy, ou seja, MFy = AM ou MF} = AM?, que é o mesmo

8
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Figura 1.11:

que
(z—a)P+y—p0)°=(x+c)+1>

Desenvolvendo essa equacao nos da
22— 2ax+o® +y? — 20y + (% =22 + 2cx + A + o7,

e finalmente
a? + % — 2ar — 2By — 2cx — & = 0. (1.10)

Figura 1.12:

Como o ponto A pertence a circunferéncia de raio 2a, podemos relacionar a e 3
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na equagao
(a —¢)* + B% = 4a?,

que desenvolvendo os parénteses e simplificando nos da
o + 32 —2ac+c —4a® = 0. (1.11)

Das equacgoes 1.10 e 1.11 obtemos as equagoes dessa familia de retas

a4 B2 —2ax — 2By — 2cx — 2 =0
a?+ B2 —2ac+c —4a® = 0.

1.1.7 Vo6o de um aviao supersonico

Um aviao voa a uma altura h da superficie terrestre com uma velocidade su-
personica v, isto é, acima da velocidade do som no ar u. Nos perguntamos quais
pontos na regiao da superficie terrestre que um observador, ja ouviu ou vai ouvir o
som do motor do aviao.

A velocidade do som no ar é de aproximadamente 343 m/s ou 1234,8 km/h,
sendo considerada a velocidade minima para que qualquer corpo consiga ultrapassar
a barreira do som. Considera-se de supersonica a velocidade do corpo entre 1486

km/h e 6192 km/h e de hipersonica acima de 6192 km/h. Suponha que a superficie

=<5 -

Figura 1.13:

terrestre é perfeitamente plana sobre a qual voa o aviao com velocidade v e altura
h constantes. Tomemos na superficie terrestre uma reta [, a qual é paralela a traje-
toria retilinea do aviao num certo instante {, orientada da direita para a esquerda.
Chame de B o ponto onde se encontrava o aviao t segundos atras, de A o ponto
na superficie terrestre perpendicularmente abaixo do ponto B e de O a origem na
superficie terrestre perpendicularmente abaixo do aviao apdés t segundos. Um avido

com velocidade supersonica o ruido do motor se propaga no ar em todas as dire¢oes

10
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34 :
i ut 7 ih
/ © \il//
Figura 1.14:

sob uma esfera de raio ut e centro em B (ver fig. 2.14). A interse¢do com a su-
perficie terrestre é uma circunferéncia de raio Vu2t2 — h? e centro em A. A medida
que diminui o tempo t vamos obtendo circulos menores até que ut = h, ou seja, um
ponto entre O e A (Fig. 2.15).

Figura 1.15:

Sendo o ponto O, cento do sistema de eixos, e o ponto A de coordenadas («, 0)

cada uma das circunferéncias dessa familia satisfaz a equacao

r—a)® +y? = uPt? — b,
( ) +y

11
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a
onde a = vt. Dai, fazendo ¢t = — obtemos a equacao
v
2 2
u
o? — > —2za+ 2+ 92 +h*=0.
v
Com isso a equagao dessa familia de circunferéncias é
U2
<1——)a2—2ax+x2+y2+h220. (1.12)

V2

12
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1.2 Familia de Curvas e suas envoltorias

Definicao 1 Dada uma certa familia de curvas em R?, chamamos de Envoltéria
dessa familia de curvas, a curva que em cada um de seus pontos € tangente com

alguma curva da familia.

Para tornar mais claro, vamos examinar alguns exemplos a seguir de maneira

Geométrica e/ou Algébrica.

1.2.1 Segmento e a perpendicular

Tomemos um ponto A qualquer no plano e um segmento AB, de comprimento

R. Passando por B tracemos uma reta perpendicular ao segmento AB.

Figura 1.16:

A familia de todas as retas perpendicular ao segmento AB é uma circunferéncia
de raio R com centro em A, a qual serd a envoltéria dessa familia de retas.
Tomemos A na origem do sistema e B de coordenadas (o, 5). A reta AB tem

equacao ay — Sxr = 0 e a reta perpendicular a esta, tem equacao
ar + By — R* =0,

para o ponto B temos a? + 32 = R%. Portanto a equacao da familia de reta perpen-
dicular é:
ar + By — R?> =0
{ o>+ 2 —R*=0
Note que o ponto B é o ponto da circunferéncia que toca a reta perpendicular ao
segmento AB, ou seja, para cada reta existe um ponto B que toca a circunferéncia,
assim todas as reta sao tangentes a circunferéncia de raio R e centro em A, que é a

Envoltoria dessa familia.

13



Familia de curvas e sua envoltéria CAPITULO 1

\\ e
o

/.

1O

L\

Figura 1.17:

1.2.2 Circunferéncia com centro numa circunferéncia

Uma familia de circunferéncia de raio r com centro em uma circunferéncia de

raio R. A circunferéncia de raio r com centro no ponto A, conforme a (Fig.2.18),

Figura 1.18:

14



Familia de curvas e sua envoltéria CAPITULO 1

tem a equagao
(x—a) +(y—pB)°=r

Tomemos a familia de circunferéncia exposta na Fig.2.18. Adotemos o ponto O como
a origem do sistema de coordenadas. Seja A um ponto que pertence a circunferéncia
de raio R com centro na origem das coordenadas. Atribuiremos a abscisa de A o
parametro « e sua ordenada pelo parametro 3, ou seja, o ponto A(«, 3). Entao os

ntumeros « e [ satisfaz a relacao
o+ 3% = R?

As equagoes acima determinam a familia de circunferéncias que estudamos. Pre-
cisamente a equacao de uma circunferéncia de raio r e que exige que seu centro (o, /3)
e pertenca a circunferéncia de raio R e centro no ponto O. Eliminando os parénteses
e passando todos os termos para o lado esquerdo voltamos a escrever as equacoes

acima na forma

2?2 +y? — 20w — 2By +a® + B2 — 1?2 =0,

1.13
o’ + 32— R*=0. (1.13)

A primeira destas equagoes, além de x, y, contém dois parametros « e 3; a segunda
equacao vincula estes dois parametros. Esta serd a forma que vamos examinar a
familia de circunferéncia.

A Envoltoéria desta familia é composta por duas circunferéncias com raios R+ r

e R —r (Fig.2.18) e centro no ponto O.

1.2.3 Trajetorias

Um corpo, lancado sob um angulo em relacao a horizontal, descreve uma trajeto-
ria proxima de uma parabola devido a acao de forcas que encontramos na natureza,
por exemplo a forca da gravidade e a forca da resisténcia do ar. Um projétil descreve

uma trajetoria chamada de curva balistica.

Figura 1.19: Curva Balistica

15
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Desconsiderando a resisténcia do ar, a trajetoria de um projétil descreveria uma
parabola. Na Fig.2.19 a curva tracejada representa a parabola e a curva continua a
curva balistica.

Vamos estudar a partir daqui a trajetoria descrita pelo lancamento de um projétil
considerando apenas a forca da gravidade e desprezando a forga da resisténcia do ar
e outras forcas menos significativas.

Seja v o modulo da velocidade instantanea, esta velocidade tem duas componen-
tes, uma horizontal e uma vertical, que serao representadas por v, e v, respectiva-
mente, tal que

vi = vi + vz,
esta velocidade tem a direcdo e o sentido variaveis ao longo dessa trajetéria. A
direcao ¢é tangente em cada ponto da trajetoria e o sentido ¢ o mesmo do movimento
do projétil.

Chamaremos a forca de gravidade P = mg constante e com dire¢ao vertical e
sentido para baixo. Dai a velocidade sofre acao da aceleracao de gravidade g apena
na componente vertical, ou seja, como a componente horizontal é perpendicular a ¢
nao sofre variacao e sua intensidade é constante.

Considerando o sentido positivo na vertical para cima e na horizontal para a
direita, a componente vertical tem movimento retardado na subida e acelerado na
descida, que na Fisica do ensino médio chamamos de Movimento Uniformemente
Variado e a horizontal Movimento Retilineo Uniforme, atribuiremos a velocidade

inicial v,, logo as equagoes das velocidades sao:

Vg = Uzo! (1.14)
Uy = Uyo — gt. (1.15)

determinam o moédulo da velocidade em cada instante.
Vamos agora estudar a posi¢cao do corpo em cada instante, adotaremos A o ponto
inicial de langamento de coordenadas (0,y,), y = OB altura acima da superficie da

Terra e x = OF' a distancia horizontal e as equacoes de posicao do corpo sao:

T = U,t; (1.16)
t2
y:yo—l—vyot—%. (1.17)

A altura maxima H ocorrerd quando v, = 0, ou seja, quando

t= 2o (1.18)
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Figura 1.20:
Substituindo em (1.17) obtemos
02
H=y,+-2L 1.19
Yot 5, (1.19)

Vamos ao lancamento de um projétil por um canhao de um certo ponto O na
superficie da terra para a direita sob um angulo ¢ com horizontal a uma veloci-
dade inicial v,, desprezando a altura do canhao em relacao a superficie terrestre,
analogamente para a esquerda, termos o angulo 180° — ¢.

O alcance maximo X ocorre quando y = 0 e y, = 0, ou seja, de (1.17)

gt*
ot —=—=0
Uy 5
quando t = 0 é instante inicial e
20y,
=2 (1.20)
g

o instante final, obteremos o alcance méximo X em funcao de v, e vy, ao escrever

esta expressao como

20t (00)? F (000)? — (0 — o) 02— (10— 010)’

g g g

X

encontraremos a distancia maxima quando vy, — vz, = 0, ou seja, quando vy, = v,

que significa ¢ = 45°, essa distancia é

2
x=" (1.21)
g

duas vezes maior que a altura maxima H.
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1.2.4 Parabola de segurancga

A parébola de seguranca limita uma zona em que qualquer projétil langado tem
sua trajetoria sob essa parabola e todo alvo que esteja fora dessa parabola nao sera

alcancado.

Figura 1.21: Pardbola de Seguranca

A envoltoria de todas as trajetorias possiveis do lancamento de um projétil, sob
as condigoes que estudamos, é a pardbola de seguranca, que vamos determinar sua
equacao, considerando sua altura maxima e seu alcance maximo e levando em conta
que o canhao encontra-se na origem do eixo de coordenadas.

92
y = vt — “—
2

Vamos estudar a parabola de seguranca para x > 0, o ponto inicial sera o ponto
de altura méaxima e portanto sua equacgao sob a acao da gravidade apods t segundos
do lancamento sera

v gt?

T2 2

T = V,t.

Queremos mostrar que as trajetérias dos projéteis lancados sob as mesmas con-
di¢oes ja mencionadas anteriormente nao cruza a parabola de seguranca.
Tomemos agora a equacao do lancamento do projétil sob um angulo ¢ do ponto

O, ou seja,

T = Ugot'.

18
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. — — —
| * <
| ¢
| 11 >
/ O
| / I ~
| | A
/ RN
| 7/ I \ N\
/ I N\
. o it :
Figura 1.22:
Vo - -
Fazendo OF = v,t = v,ot', que € igual a t' = t e substituindo na equacao
’UIO
2 2 ”
)_ Y% gt L
—Y =5 5 — Uyl + -,
YoY Z9, T g T T
obtemos:
2 2 2
v, gt Uyo | gL Vo2 1 ( 2 Uyo 2,2( Vo2 9.9
Yo G0 v I = (02 — 290,22t + g2 (~2)? - t)
2g 2 Veo 2 ( Uzo ) 2g ° g Vzo g ( Vzo ) g
1 Vyo Uy 1 o v2 —0?
= — [vg — 290, + g2t2<(—)2 — 1)} = — [vi - 2gvovit + g*t? (uﬂ
2g Vzo Vzo 2¢ Vzo v2,
1 v 0 (Y 0 2 1 v o 2
= —[vg —29voit+gzt2(i> } = _|:Uo — gt~ } =0
29 Vzo Vzo 29 VUzo
Concluimos entao que a parabola de seguranca envolve todas a trajetorias e que s6
toca em um ponto, quando y = 3/, ou seja, quando v, = gtvyo, para o instante
/UO/U.'L’O e
t= .
9Uyo

1.2.5 Propriedades da parabola

Usaremos a pardbola de seguranca para verificar duas propriedades da parabola.
A primeira propriedade, que é usada como definicao da parabola, refere-se a distan-
cia, ou seja, a parabola ¢ o lugar geométrico dos pontos equidistantes de um dado
ponto O e de uma reta dada d (fig. 1.13). O ponto O é chamado o foco da parabola
e a reta d, diretriz (ver Fig. 1.23).

19



Familia de curvas e sua envoltéria CAPITULO 1

Figura 1.23:

Queremos mostrar que a distancia de O a T é igual a distancia de T a reta d,
assim

2 12\ 2 2 21 2 2 2
or T = o () - [+ 5 -

2
= _p,
29 2 29 2 g

2
. . . v , c A
Vamos considerar como diretriz a reta y = -2 que é o dobro da distancia do

foco, o ponto O. Entao a distancia do ponto T a diretriz d é:

U2
TS=SF—h="2_p,

g
com isso encerramos a primeira propriedade.
~
)
Dy
5
o 0 =

Figura 1.24:

Vamos estudar agora uma outra propriedade que diz respeito ao angulo. A lei de

Snell-Descartes, o angulo de incidéncia é igual ao angulo de refracao, considerando
o mesmo meio (ver Fig. 1.24).

20
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Temos que mostrar que
/FTN =/20TM,

para isso vamos determinar a tangente de cada angulo. Seja MN a reta tangente a

parabola de seguranca no ponto T. A direcao da tangente e da velocidade no ponto

T sa0 iguals, v, = Uz = V,, Uy, = 0 e portanto v, = —gt, entao:
v v v
tg/FTN = — = = -2 =2,
Uy —gt gt

Antes de determinar tgZOT M vamos escrever algumas relagoes:

T

RHM
-

O F
Figura 1.25:
tgsOTF =~ = %!
g b ooy gt
29 2

Da trigonometria, a tangente de dois angulos suplementares sao simétricos e que
a tangente da soma de dois angulos é o quociente entre a soma das tangentes por
um menos o produto das tangentes. Passemos ao céalculo da tangente do angulo
ZOTM. Vejamos

tgZOTM = tg(180° — LOTN) = —tgZOTN = —tg(LFTN + LOTF)

_ tgZFTN +1tg/OTF _ tg/FTN +tg/OTF
 1—tgZFTNtg/OTF tg/FTNtg/OTF —1

O numerador é:

v gt?
2 _o _ I
Lt Ml
v2 o gt? gt . (vg gt2)
2 2 9y 7 2
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CariTUuLO 1

v g2 ve V2 g2t
et o 2 1 (e 4 27
e G
(vi th) (vi th)
2g 2 g 2
O denominador é:
v: o gt?
V2t vt — gt(g - 7)
o 1=
v gt v gt
t(=%—=5) gt(5> — =)
29 2 2g 2
v g2t v g
tHop? — 2242 T A
B v, gt* v gt
-2 g -2
2g 2 2g 2

Finalmente, reunindo numerador e denominador, obtemos :

tg/OTM = 2.
gt

E essa propriedade da parabola que nos permite afirmar que, se esta tem uma

superficie lisa espelhada, um facho de luz paralelo ao eixo de simetria da parabola

convergem para o foco da parabola, e da mesma forma se temos um ponto de luz no

foco da parabola essa luz ¢ refletida paralelamente ao seu eixo, ou seja, no primeiro

caso a antena parabolica e no segundo caso um farol, sao exemplos de aplicacao da

superficie parabolica.

Figura 1.26:
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1.2.6 Zona de audibilidade

Suponha um ponto M pertencente a um dos circulos de centro A=(«,0) e raio
Vu?t? — h?. Portanto M de coordenadas (x,y) é pertencente a regido de audibilidade,

ou seja, satisfaz a equacao
(z —a)® +y° <u’t? — b2
Fazendo o = vt podemos escrever a equacao
(x —vt)® +y* <u’t® — b,
que é 0 mesmo que
(v? — u®)t* — 2uat + (2 +y* + h*) < 0. (1.22)
Como estamos supondo que ¢ > 0, a equacao acima tem descriminante A > 0, ou

seja,
(2ur)? — 4(v* —u?)(2* + y* + h?) > 0.

Desenvolvendo essa equacao obtemos
4?2 — 4ta? — 4vy? — 40Ph? 4 duPa? + Ay + 4uPh? >0,

ou seja,
— 4%y — 402h? + du2? + 4uPy? + 4uPh? >0,

e simplificando e agrupando
_( 2 u2)y2 . (U2 o u2)h2 + u2$2 Z 07

e dividindo por (v* — u?)h?

2 2
2$2 2_3/_21’
(v* —u*)h*  h?
u2

vh vh
e agora fazendo ¢ = —, jd que v > u e ¢ = — > h, obtemos
u u

2 2

z Y

Assim, o ponto M pertence a regiao de audibilidade(M;) é formada pelos pontos

que satisfazem a equacao (1.23) para x > 0 ey > 0, e a igualdade acontece quando

23
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Figura 1.27:

M esta na fronteira dessa regiao (Ms).

1.2.7 Algumas propriedades da hipérbole

Observe que se o ponto My de coordenadas (xg, o) se estiver na fronteira da

hipérbole a relacao (1.22) transforma-se na igualdade
AN (1.24)

e supondo um determinado t para um dos circulo, teremos entao

Vo
t=— 27
v2 —u

e ainda mais ) )
V"o C" T
OA =vt = =

02 — w2 2 — p2

Reta tangente a uma hipérbole

Vamos agora encontrar a equagao da reta tangente a hipérbole no ponto M,
tome um ponto D, intersecao da tangente com o eixo da abscissa, e o ponto N
pertencente ao eixo da abscissa e a perpendicular N M.

Passemos ao valor da tangente de angulo AD M.

2

cx,

NA OA—ON a2_jp2 "o hz,
tgZADM, =tgZ/NM,A = = = = .
g o T W T NM, T T ONM, Yo (2 — h2)y,

Passemos agora ao valor da intersecao da tangente com o eixo da ordenada, b,

na equagao
hz,

= b
YT E e,
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Figura 1.28:

M, tanto pertence a tangente como a hipérbole (1.24), logo devemos considerar as

equacoes com Iy, Yo

h2x?
o — 2 b
Y (02 - hQ)yo *
onde hzx?) 2 x?, yz
R e e G e E38
Finalmente,

h2
b=——,

Yo

e consequentemente, a equacao da tangente fica na forma
h’x, h?
Yy=-——"""—"L — —.
(CQ - hQ)yo Yo

Multiplicando ambas partes por y—;, obteremos a equacao da tangente numa forma

facil de lembrar (compare com a equacao da hipérbole (1.24)):

ToX Yol

C2 _ h2 h2

(1.25)

Assintotas de uma hipérbole

Vamos escrever a equacao das assintotas da hipérbole. Tome as reta O.S, OT,
inclinadas em relagao ao eixo das abscissas em um angulo ¢ e h = 0, o circulo de
centro em A e raio ut o ponto E pertencente a reta OS e a este circulo. Dai podemos

determinar:

OF = VOA? — AE?2 = V022 — u2t2 = tVv2 — u?2
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S5
E
ut
2 "y L
A
T
Figura 1.29:
e
tao — AE ut B u B 1 _ 1 B h
g¥ OE /o2 -2 VU2 — 2 02 2 Ja o ok
i 1 oh 1
Como as assintotas passa no ponto O, suas equagoes, OS e OT, sao respectiva-
mente,
B h
y= 2 _ h2x
e
B h
y=- 2 _ th

Propriedade do ponto médio

Escolhendo um ponto arbitrario M, pertencente a hipérbole, queremos mostrar
que se P, € & e P € W, o segmento P P, é tangente a uma hipérbole, entao M
¢ ponto médio. O ponto P satisfaz a equagao da reta tangente (1.25) e coordenadas

x1, Y1, satisfaz a equacao da assintota OS, entao podemos escrever:

h
Y1 = —m%

e substituindo o ntimero y; na relacao

(1.26)

Tol1 Yol -1
2 _h2  h2

obtemos

\/CQxl_ 7,2 (\/;i Z %) =1
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Py
|
|
|
M, :
|
v . .
(o) M Lo 1
P,
3
Figura 1.30:
x .
Multiplicando ambas as partes desta relacao por \/Z—Oim + % e aproveitando a
2 _
relagao
E I
2 — h2 h2
encontramos
:L'l xo yO

+

N - N e

multiplicando por v/¢2 — h? ficamos com

c2 — h2

h

De maneira analoga, se pode calcular a abscissa x5 do ponto P

—Czh_hQ (1.28)

T1 = Ty + Yo (1.27)

T2 =To — Yo

Das relagoes (1.27) e (1.28) obtemos agora

JEIZ
h

Em razao dos pontos P, M, e P, pertencerem a mesma reta e por semelhanca,
P, M,

My Py
contato do segmento tangente a hipérbole, entre as assintotas.

Ty —To = Tp — T2 = Yo

= 1, se conclui que o ponto M, é o centro do segmento PP, e o ponto de
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Propriedade da area

Sob as mesmas condi¢oes da propriedade anterior, calcularemos a area do trian-
gulo OP| P,.

~

B e - — ===

1

Figura 1.31:

Baixemos do ponto P, uma perpendicular P, H sobre a reta OS. Entao a éarea

Sa do triangulo OP; P, tem o seguinte valor:

1 1
SA = §OP1P2H - §OP1(OP2S€”‘2(10) =

1 T Ty 1 sen2p

= —sen2<p< )( ) = —. T1X2
2 cosp/ \cosp 2 cos?p

Como

1 sen2¢  2senwcosp h

—=. ) = 3 = tggp e —

2 cos?p 2¢08%p c? — h?
© 2 _ 2 2 2
- x5 Yo

miy = 22—y = (= 1) (5 — ) = (= ),

De tal modo, qualquer tangente da hipérbole que corta o angulo entre as assintotas,

determina um triangulo que sempre tem a mesma area e que é

Sp = W@ — 12
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1.2.8 Lemniscata

Descrevemos a lemniscata de Bernoulli' como a envoltoria de uma familia de

circunferéncias com centro numa hipérbole. Uma hipérbole equilatera de equacao

Figura 1.32:

2?2 — y? = k? e seja C uma circunferéncia com centro nessa hipérbole passando pelo
ponto O, a origem do sistema. Seja (a, ) um ponto dessa hipérbole, a circunferéncia
em raio igual a v/a? + 52 equacao de C do lado direito da hipérbole, sera:

(z—a)+(y—B)* =a’ + B

que é o0 mesmo que
r? — 2ax +y* — 2By =0,

que é a equacao dessa familia de circunferéncia.

Figura 1.33:

'A lemniscata foi descrita pela primeira vez em 1694 por Jakob Bernoulli em um de seus
trabalhos na Acta Eruditorum. Ali a denominava de leminisco, lemniscus em Latin para "fita
pendente", fita que adornava a coroa dos vencedores de certas competicoes da antiguidade.
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1.2.9 Cardidide

O nome de cardiéide! é derivado da palavra grega kardioedides para em forma de
coracao, onde kardia significa coragao e eidos significa forma, embora seja realmente

a forma mais como o contorno da secao transversal de uma maca.

Ly}
=

Figura 1.34:

Uma familia de circunferéncia com centro numa circunferéncia de raio R e que
passa em um ponto fixo. Escolhamos o ponto fixo na origem do sistema O a circun-
feréncia de raio R e centro no ponto A(R,0) de equagio (r — R)? + y*> = R? e uma

circunferéncia com centro em (v, 3) de raio r de equacao
(x—a)* +(y—B)* =17

onde r é a distancia de O ao centro desta, logo r? = o+ 32, ou seja, a circunferéncia
tem equacao
(x—a)*+(y—B)"=a’+ %

A equacao da envoltoria dessa familia de circunferéncia é a cardidide, que em

coordenadas polar se escreve

r = 2R(1+ cosh). (1.29)

Para encontrar a equacao cartesiana, fazendo: x = rcos); y = rsenf), e x> +y* = r?

1O cardidide foi inicialmente estudado por Ole Christensen Roemer em 1674, em um esforco
para tentar encontrar o melhor projeto para os dentes da engrenagem. No entanto, a curva nao foi
dado o seu nome, até um matemaético italiano, Johann Castillon, usou em um artigo em 1741.
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— e

e —

Figura 1.35:

na equagao (1.29), obtemos

Vi 1R = 2R(1+ —#ﬁ)

Multiplicando a equagao por /2 + y? obtemos
22 +y? = 2R\/22 + y2 + 2Rz,

que é 0 mesmo que
224+ y* — 2Rz = 2R+\/2% + 2

e agora elevando ao quadrado, finalmente obtemos a equacao cartesiana da cardibide

(2% +y* — 2Rx)* = 4R*(2* + o).
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Capitulo 2
Calculo da Envoltoéria

Estudaremos agora de uma forma geral como determinar a equacao da envoltoria
de uma familia de curvas, para isso ¢ de se esperar que usemos a diferenciacao, que

é a ferramenta usada para determinar a tangente num certo ponto (zo, yo).l

2.1 A diferenciacao e a equacao da Envoltoria

Lema 1.1 Suponha que f(x,y,«) é um polindmio. Vamos escrever em poténcias

de «

f(x,y,a) = po + pra + pa® + psa® + ... (2.1)

onde 0s coeficientes po, P1, P2, P3, ... SGo polindomios de z,y. Entao

f(x,y,a+€)—f(ﬂf,y,a)
3

= fl(z,y,a) + ... (2.2)

2 significa a soma de todos os termos que ndo tem € e as reticén-

!
onde fo(x,y, )
cias indicamos os termos restantes, cada um dos quais contém um fator € ou uma

poténcia deste. O polindmio fica parecido com
fi(z,y, @) = p1 + 2pacx + 3psa’® + ... (2.3)

Prova.

Seja f(x,y, ) um polinémio de grau n. Entao

f($,y,04+€) _f(xayaa) _
3

!Boltianski, V. G., La Envolvente, pp. 56-70.
2f! (z,y, ) é a derivada parcial com respeito a a do polinomio f(x,y, a).
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1
= g[po +pi(ate)+plate)+ps(ate)+...— (po+pra+pa? +psa+..)] =

plla+e)—al | pfla+e)®—a?l | ps[(a+e)’ —a?

= + + + .=
3 € 3

= p1 + p2[(2a + €)] + p3[(3a® + 3ae + %)) + ... =

= p1 + 2pocx + 3]93042 + ... + 0s termos que teme.

2.1.1 Intersecao de uma familia de curvas

Seja C a envoltéria de uma familia e L uma curva dessa familia que toca a
envoltoria num ponto T. Essa familia de curva pode estar nos dois lados da envoltoria
(ver Fig.2.1) ou pode estar todas de um lado da envoltoria (ver Fig.2.2 ), é este tipo
que estamos estudando. Chamemos L’ uma dessas curvas, proxima de L, e toca a

envoltéria no ponto T’.

Figura 2.1:

As curva L e L’ terdao pelo menos um ponto de intersecao M e a medida que L’
se aproxima de L o ponto M se aproxima do T. Lembremos que C é o conjuntos
de todos os pontos T que tocam alguma curva dessa familia de curvas, ou seja,
se determinamos esses pontos, também determinamos a envoltoria dessa familia de
curvas. Como L e L.’ estao préoximas, podemos atribuir uma distancia e entre elas,
tdo pequena quanto se queira. A curva L possui equagao f(x,y, ) e L’ de equagao

f(z,y,a+€) e o ponto (xg, o) de intersecao entre elas satisfaz ao tanto a equacao
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Figura 2.2:

de L como de L', satisfaz ao sistema
f(l’, y? a) = 07
flx,y,a+¢)=0.
{ f($7y7 Oé) = 07

f(ZE,y,Oé+€)—f<J],y,()é):0.

Dividindo por € a segunda equagao e aplicando o Lema 2.1, podemos escrever

Entao obtemos

fl2,y,a) =0,
fr(z,y,a)+...=0.

Teorema 2 Cada ponto da envoltoria satisfaz a equacao que se obtém das relagoes

(2.4)

f(x,y,0) =0,
fiz,y,a) =0,

ao eliminar o pardmetro o.

Teorema 3 Suponha que a familia de curvas estd determinada pelas equagoes (1.4).

Entao cada ponto da envoltoria satisfaz a equacdao que se obtém das relacgoes

f(x7y?a7/6) = 07
g(a, 8) =0, (2.5)
fo-95 — 90-f5 =0,
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excluindo os pardmetros o e [3.

Prova.

Para provar a formula 2.5 nés vamos examinar duas curvas proximas L e L’ de
nossa familia. Suponhamos que a curva L corresponde aos valores a e 3, e a curva
I’ corresponde aos valores proximos dos parametros o + €1 e § + 9. Desse modo,

as equacoes da curva L e L’ se escreve na forma

{ (L) f(@,y,0.8) =0, 26)

(L) flz,y,a+e,f+e2) =0,

ao mesmo tempo que os valores escolhidos dos parametros satisfazem a relacao (1.4),

{ 9(047 B) = O’ (27)
gla+e1,8+¢e2) =0.

ou seja,

Juntemos a equacoes 2.6 e 2.7, obtemos

f(z,y,a,8) =0,
f(r,y,a+e1,B+¢e) — flz,y,a,8) =0,
g(a, B) =0,
gla+e1, 8+ e2) —glo, B) = 0.
que ¢ igual a:
( flz,y,a,8) =0,
[y, ate,f+e)— fz,y,a,8+e)+
+f(z,y,a, 8+ e2) — f(z,y,a, ) =0, (2.8)
g(a, B) =0,
[ g(a+e1,B+e2) —gla,B+e2) + g, B+ €3) — g(a, B) = 0.

As primeiras relacoes que se examina com um sistema de equacdes em X, ¥,
determinam o ponto de interse¢ao de L e L. Em razdo da férmula (2.2) podemos

escrever
f(x,’y,Oé +517ﬁ + €2> - f(%%%ﬁ +52) = 51(f(;<$7y704>5 +52) + )7

f(x,y,oz,ﬁ + 52) - f(xay7a76) = 52(f,é(x7yvaaﬁ) + )7
gla+er,f+e) —gla, B+ ) = e1(ga(a, B) + ...,

gla, B+ e2) — g(a, ) = ealgi(, B)) + ...

35



A diferenciacdo e a equacdo da Envoltéria CAPITULO 2

Assim as relagoes (2.8 ) voltamos a escrever na forma

fz,y, . B)

g9(a, B)

ei(fo(@,y, 0, B+ e2) +...) + e fo(w,y, 0, B) + ...
er(gh(a, B+ e2) + ...) +e2(gp(a, B) + ...)

+
+

Termos que contém reticéncias aqui sao o termos que contém os fatores £; ou &5 .

Multiplicando a terceira relacao por

e1(gsle, B) +...) —ealgala, B+ea) +...)

e a quarta relacao por

—e1(fa(z,y,a,8) + ... ) + e fo(z,y, 0, B+ e2) +...)

e somando, depois de subtrair as relacoes semelhantes e agrupando, obtemos
(7 + &) (filw,y, 0, B+ ) + ... ) (ghlen, B) + ... )=

—(gole, B+ ex) + .. )folw,y, 0, B +e2) +...)] =0,

o nlimero &2 + &3, absolutamente, ¢ diferente de zero, ja que se €2 + 3 = 0 implicaria
g1 = 0 e g5 = 0, consequentemente, as curvas L e L’ sdo coincidentes, o que nao é

verdade. Assim, a tltima relagio se pode dividir por €2 + €2, e obtemos

(falz,y, o, Btea)+..)(gs(a, B)+...) = (gale, B+e2)+.. ) (fole,y, @, f+ea)+...) = 0.

Esta relagdo, conjuntamente com a primeira das relagoes (2.9) , nos proporciona os
pontos de intersecao das curvas L e I”. Se aproximamos a curva L’ de L, ou seja, se
escolhemos os nimeros €, e €5 cada vez mais proximo de zero, temos que a tultima

relacao , no limite, passa ser a equagao

fal@,y, 0, B)gs(a, B) — gola, B) fo(x, y, v, B) = 0,

ou seja, se transforma na tltima relacao (2.5). Esta, conjuntamente com a primeira
das equagoes (2.5) , nos permite achar aquele ponto no qual a curva L toca a envol-
toria. Assim, atribuindo a relagao obtida das primeiras equagoes (2.9 ), acharemos
o sistema de equagoes (2.5). O ponto no qual a curva L toca a envoltéria deve satis-
fazer esse sistema. Portanto por L se pode admitir qualquer das curvas da familia,
entdo qualquer ponto da envoltoria deve (para certos a e [3) satisfazer o sistema

(2.5), que é o que afirma o teorema 3. [ |
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O leitor, que conhece a nogao de determinante e os teoremas fundamentais sobre

equagoes lineares, pode aceitar como verdadeiro o seguinte teorema.

Teorema 4 Se a familia de curvas é determinada pelas equacoes (1.1) e (1.2),

entao qualquer ponto da envoltéria satisfaz a equacao que resultante da equagdo
(1.1), adicionar (1.2) a relagao

/ / !
al a2 te am
(91)ar (G1)az - (d)am
(gé)al (gé)oﬁ s (gé)am =0
(Gr-1)ar (Gn1)az -+ (G 1)am

e eliminamos do sistema de equacgoes 0s pardmetros o, ao, ..., Qu,.

Quando m = 1 este teorema se reduz ao teorema 2, e quando m = 2 se reduz ao

teorema 3.

2.1.2 Curva discriminante

Nos Teoremas 2 e 3 comentamos que qualquer ponto da envoltoria satisfaz a
equagao obtida com a eliminagao dos parametros nas relagoes (2.4) ou (2.5). Nos
nao dizemos que a envoltoria é determinada pela equagao obtida, e apenas dizemos
que em qualquer ponto da envoltoria satisfaz esta equacao. Isso nao é um acaso. O
fato encontra-se em uma curva determinada através da equacao obtida eliminando
os parametros em (2.4) ou (2.5)( esta curva ¢ chamada de curva discriminante),
além da envoltoria, pode conter um ntimero de pontos que nao pertencem a esta.

Que representa essa curva discriminante? Para responder a esta pergunta se
referir (sem clarificagdo, mas todos os argumentos pode ser feito usando a nocao
de derivada que introduzimos acima), que pode representar uma curva determinada
por uma equagao. Suponha-se que f(x, y) é qualquer polindomio em x, y. O lugar

geométrico de pontos no plano, cujas coordenadas satisfazem a equacgao

f(z,y) =0,

se chama curva algébrica. A reta é uma curva algébrica, ji que sua equacao tem
forma y = kx + b, ou y — kx — b = 0. As relacoes (1.3) ou (1.4) permitem chegar a
conclusao que a circunferéncia , a hipérbole , a parabola , sao também exemplos de
curvas algébricas.

A curva algébrica dizemos que é lisa se em cada ponto podemos tracar uma
tangente. A reta, a circunferéncia, a parabola e a hipérbole sao curvas lisas. Mas

pode acontecer que a curva algébrica pode conter pontos especiais, que atribuiu
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pontos crunodales (onde a curva corta a si mesma) pontos tacnodos (onde a curva
tangente a si mesma) e pontos isolados. Assim, por exemplo, a curva é determinada
pela equacao

(22 +y2)? — 2a%(2? — ¢?) = 0,

esta ¢ chamada lemniscata de Bernoulli, (Fig. 2.3) corta-se, a curva
y2 o x4 =0

(Fig. 2.4) tem um ponto de autocontato na origem das coordenadas, e a curva de
equacao
(@*+ )y —x—1) =0,

é formada por pontos pertencentes a reta y —z — 1 = 0 (ou seja, y = z + 1) e, além
disso, o ponto O (origem das coordenadas), perto da qual nao ha outros pontos desta
curva (Fig.2.5). Qualquer curva algébrica ou nao contém pontos especiais, isto é, é
lisa ou tem apenas um ntmero finito de pontos especiais, que a divide em pedagos
isolados lisa, e nao outros pontos especiais, para além daqueles listados acima, a
curva algébrica nao pode ter.

Suponha agora que ha uma familia de curvas algébricas determinados pela equa-
¢ao (1.3) ou (1.4). Se qualquer curva L de nossa familia tem um ponto crunodal T
(Fig.2.6) acontece que a curva L, "proxima'da primeira, obrigatoriamente corta a
curva L em um ponto M préximo do ponto T. Portanto, a razao com a ajuda do

qual estabelecemos

Figura 2.3: Lemniscata de Bernoulli

Teorema 2 ou 3, que demonstram que as coordenadas do ponto T satisfazem as
equagoes (2.4) ou (2.5), ou seja, o ponto T pertence a curva discriminante.

Assim, os pontos de crunodales de cada curva da familia deve pertencer a curva
discriminante. Da mesma forma, qualquer ponto isolado da curva L também deve
pertencer a curva discriminante. De tal modo a curva discriminante nao s6 contém

a envoltoria, mas contém todos os pontos especiais de nossa familia. Acontece que
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Figura 2.4:

Figura 2.5:

Figura 2.6:

isso ja esta esgotando todos os pontos da curva discriminante, ou seja, a curva dis-
criminante incluem a envoltoria e o lugar geométrico de todos os pontos especiais
de todas as curvas de familia, que estudamos (Fig. 2.7). Se, pelo contrario, foram
examinados uma familia de curvas que nao tém pontos especiais, entao a curva dis-
criminante contém nada mais do que a envoltoria, neste caso a curva discriminante
coincide com a envoltéria. Nos exemplos discutidos abaixo todas as familias sao
compostas por curvas que nao tém pontos especiais. Portanto, vamos apenas en-

contrar a curva discriminante, ja que nos casos que estudamos esta coincidird com a
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u x -
e Lugar geometrico
° dos pontos isolados

Figura 2.7:

envoltoria, ou seja, limitaremos a eliminagao dos parametros das equagoes (2.4) ou
(2.5).

2.1.3 A astroide

Antes de prosseguir com o proximo exemplo vamos apresentar uma curva inte-

ressante chamada astroide.

P

Figura 2.8:
Tomemos uma circunferéncia de raio R e outra de raio 1/4R que rola, sem
deslizar, no interior da maior. Fixemos um ponto A na circunferéncia menor a

trajetoria que o ponto A faz é uma curva chamada astroide.

Suponha que a circunferéncia de raio R tem centro na origem do sistema, o ponto
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Figura 2.9:

A pertencente a circunferéncia de raio r, tem inicialmente a posi¢ao (R,0), girando

no sentido horario ela percorrera numa volta

TR
omr = 2w = L
mr 7'['4 5

ou seja, a quarta parte de uma volta da circunferéncia de raio R, a curva que o

ponto fixo A da circunferéncia de raio r descreve é o que chamamos de astroide.

A

Y

k2:a2_|_/32

> J

Figura 2.10:

Tomemos um segamento de comprimento k. Facamos deslizar suas extremidades

nos eixos das abscissas o ponto A, e no eixo das ordenadas o ponto B. Vamos atribuir
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para as coordenadas de A(«,0) e para B(0, ), a reta AB tera equagao

y=-Lu18 ato
Y

podemos exibir essa familia de retas como

{ ay+ fr—af =0 (2.10)

a?+ B2 —k?=0.

Pelo Teorema 3, encontraremos a envoltoria dessas retas eliminando os parametros
«a e [ no sistema de trés equacoes, encontrando as derivadas parciais e escrevendo

na forma de
fo95 — 390 =0,

fo=y-8ifi=v—-a

9o = 200; g5 =28
simplificando, completaremos o sistema
ay+ Pr—af =0

0?4 k=0 2.1
By —ax +a? — B2 =0..

Multiplicando a primeira equagao por (), a terceira equacdo por (—a) e so-
mando, obtemos
(a® + p%)x = o,

que é 0 mesmo que

kKx = o,

dai ficamos com
o = (k)3

Para encontrar o valor de 3, multiplicamos a primeira equacao por «, a terceira

equacao por [ e somando, obtemos
(@® + 8%)y = 57,

que é 0 mesmo que

Ky = B°,
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dai ficamos com
B = (Ky)'°.
Substituindo os valores de « e 8 na segunda equagao do sistema, obtemos
(ka)2/3 + (k2y)2/3 — ]CQ,
finalmente dividindo tudo por k%3, encontramos a equacio

223 4 y2/3 — k23

que é a envoltéria dessa familia de retas, e consequentemente, segmentos que sao

tangentes a essa astroide.

2.1.4 Segmento que determinam tridngulos retangulos de area

constante

Vimos no Capitulo 1 a equagao da familia desses segmentos sao

ay+ fr—2k=0
af — 2k =0.

Seguindo a afirmacgao do teorema 3 vamos determinar as derivadas parciais
fo=uifo=x9,=8g5=q,
e agora exibimos a equagao
fod'B = f490 = ay — Bz = 0.
Resolveremos o sistema composto pelas trés equacoes

ay+ Pr—2k=0
af —2k=0
fxr —ay =0

Substituindo ay por Sz na primeira equagao obtemos
Br =k.

Analogamente,

ay = k.
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Multiplicando os dois resultados obtemos
afxy = k*

e usando a segunda equacao do sistema, chegamos a
2kary = k2.

Simplificando, temos a equagao da envoltoria dessa familia de curvas, que ¢ uma

hipérbole

Figura 2.11:

2.1.5 Segmento e soma constante

Voltamos agora ao problema da familia de segmentos que tem suas extremidades
no sistema de eixos e que a soma de suas coordenadas é uma constante k.
Como ja foi mostrado (1.7) as equagoes abaixo determinam essa familia de seg-

mentos.
ay+ Pr—af =0
a+B—-k=0

Fazendo o« = k — [ e substituindo na equacao da reta e simplificando teremos

uma equacao apenas com um parametro, no caso 3. Obtemos:

(k= By + pz — B(k — ) =0
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ky+ Bz —y—k)+p*=0

e entao podemos aplicar o Teorema 2:

{ fla,y,B) =2+ Bx—y—k)+ky =0
fi(x,y,B) =28+ (z —y—k) =0.

Multiplicando por (—2) a primeira equagao e por [ a segunda equagdo, somando,

eliminamos o termo de grau 2 na primeira equacao, ficamos com:

—fB(r—y—k)—2ky=0
2864+ (x—y—k)=0

~(a—y—k)

Agora fazendo § = ( 5 e substituindo na primeira, obtemos

(zr—y—k)

5 (x—y—k)—2ky =0,

multiplicando por 2
(x—y—k)? —dky =2 +y* + k* — 2k — 20y — 2ky =0
somando e subtraindo 4xy,
o +y? 4 k? — 2ka + 22y — 2ky — dxy =0

(k—z—y)? =day. . k—x—y=2/1y

c4+2yry+y=k.. (Vr+ .y’ =k

Figura 2.12:
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e finalmente

Va+y=Vk

a equacao da envoltoria' dessa familia de segmentos.

2.1.6 Segmento e sua perpendicular

Lembremos que neste exemplo, nés temos um ponto fixo F, um ponto A que
varia de posi¢ao numa reta fixa. Ja determinamos a equacao dessa familia de retas

perpendiculares ao segmento AF, que escrevemos aqui sua equacgao
f($7yaa> :py—ax+a2 =0,

encontraremos a equacao da envoltoria, como tem um ponto fixo e uma reta fixa,

esperamos que seja uma parabola.

Ny !

\‘H Y f / &

\ \ ¥ =4py
/e

- .} F -
0, i
;_\-L_‘\—\_\kk_\- \'\., .. y A /

i
e
i, e M

NN
o ‘1,1-*4-* sl
“"“"“‘.‘r"’ H—h‘--h_____
Figura 2.13:

Seguindo o que diz o teorema, para encontrar a equacao da envoltéria, basta

derivar essa equagao e eliminar o parametro o. Vamos passar ao céalculo da derivada
fl=—r+2a
x
fazendo a = 5 e substituindo na equacdo de f(x,y,«) e multiplicando por 4 temos

dpy — 2% + 2% =0,

'E um caso particular de uma hipoelipse (ou curva de Lamé) matematico francés Gabriel Lamé
(1795 - 1870) que generalizou a equagdo da elipse | £ |* + | ¥ ["= 1.
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ou seja,
dpy = 2*

a equacao da parabola como envoltoria dessa familia de retas.

2.1.7 Circunferéncias com centro numa reta
Uma familia de circunferéncias com raio R e centro numa reta [(Fig.1).
Como ja vimos a equacao (1.9) dessa familia é
2+ 4+ 200+ - R*=0

Escreveremos a equacao da familia de curvas na forma polinomial

fz,y,a) =0, (2.12)

onde f(x,y,a) é a parte esquerda da equagao (1.1)

Apenas duas retas tangenciam cada uma das circunferéncias dessa familia, sao
paralelas a reta L, as Envoltorias dessa familia de circunferéncias, ou seja, as retas
y=Rey=—R.

Conhecendo a equacao dessa familia de circunferéncia vista no Capitulo 1, vamos

agora exibir a equacao da sua envoltdria, escrevendo na forma

f(xv Y, O./) =0
e derivando em relacao a « obtemos

2?2 +y? —2ar +a® — R? =0,
—2x 4+ 2a = 0.

IR,
NSO/

Figura 2.14:

—R

Fazendo o = z na primeira dessas equacoes obtemos
y2 o R2 =0
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e dai apenas duas retas y = R e y = —R, ou seja, sao as Envoltorias dessa familia

de circunferéncias.

2.1.8 Circunferéncias com centro numa Circunferéncia

Ja vimos as equacoes da familia de circunferéncias de raio r com centro numa

circunferéncia de raio R é

2?4+ y? —2ax — 2By + > + 52 —r? =0, (2.13)
o+ —R*=0. (2.14)

A terceira equacgao conforme o Teorema 3 é:
—Br+ay =20 (2.15)

Para determinar a envoltéria vamos isolar os temos que tem «, 5 de um lado da

igualdade,

ar + By = 5

—pr+ay = 0

Elevando ao quadrado ambas equacoes

(ax)® + 2082y + (By)? = ( 5

(B2)? — 2afy + (ay)? = 0

Somando as duas equagoes e fatorando obtemos

(a2 + )2 + (a® + 8%y = ( ;

que é 0 mesmo que
AR*(2* +4?) = (2 + 2 + R? —r?)?
Desenvolvendo os parénteses

AR*(2* + %) = 2 + ot + R+t + 20%° + 202 R? — 2277 + 22 R — 29°r® — 2R*r?
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Simplificando
o+ oyt + RV 4t 4 22%°7 — 202 R? — 2037 — 2P R? — 2y%? — 2R*? =0
Somando 4R?r? e fatorando temos
(2% 4+ y* — R* —1?)? = 4R**
E finalmente as equacoes das envoltorias dessa familia sao

2+ = (R+7)?

Figura 2.15:

2.1.9 A Hipérbole como envoltéria

Vimos que a equacao da familia de circunferéncias é
2

flz,y,a) = (1 — %)oﬂ —2za+ 22+ y° + A2,
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e agora tomando sua derivada parcial em relacao a a que denotaremos por
2

f&(l’,y,O&) = 20((1 - %) —2x

que podemos escrever na forma, de acordo com o Teorema 2 devemos eliminar o
u? .
—x =0 e assim obtemos

1— —

parametro «, para isso faremos a( 5
v

x

o= "
2

Substituindo em f(z,y, «) obtemos
2
T 2
" s +at+y*+h* =0,
- 1-

Dai obtemos

Dividindo por —h? ficamos com

Ty
(v2 —u?)h*  h2 a

u2

U
e finalmente fazendo ¢ = —h obtemos
v

A
2_h2 B2

que a equacao de uma hipérbole como a envoltoéria dessa familia de circunferéncias,
embora no nosso problema o lado direito da hipérbole, quando x > 0, seja a solucao.
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Figura 2.16:

2.1.10 A Elipse como envoltéria

Retomando a familia de retas geradas a partir de uma circunferéncia e um ponto,

as quais expressamos pelas equacoes abaixo

o + 3% — 20z — 2By — 2cx — * =0 (2.16)
o + % —2ac+c* —4a* =0 (2.17)

Determinemos a terceira equacao de acordo com o Teorema 3 derivando em

relagao a av e a 8 f;, = 2a — 2x; f5 =20 — 2y; g, = 2a — 2c e gy = 23 que ¢

(a—z)f—(B-y)la—c)=0 (2.18)

Também podemos escrever como

(@—c)y=(z—c)B

e na forma de equacao de uma reta L’

Antes de escrever a envoltoria C dessa familia de retas vamos examinar algumas
propriedades. Escolhemos entao um ponto A de coordenadas «, 8 que satisfaz as
equacoes 2.16, 2.17, 2.18 e consequentemente vai existir um ponto T de coordenadas
X,y que satisfaz a reta tangente L e a envoltoria C. Temos entao A, T e Fj perten-
centes a mesma reta L, j& que suas coordenadas também satisfaz a equacao dessa
reta, logo

AT +TF, = 2a
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raio da circunferéncia.

Figura 2.17:
Como todo ponto de L é equidistante a A e F5, entao AT = T'F5 e dai obtemos
TF, +TF; = 2a,

ou seja, a primeira propriedade a envoltoria C € o lugar geométrico dos pontos em
que a soma das distincia a dois pontos fixos Fy e Fy € igual a uma constante, que
geralmente é dada como definicao da elipse.

A segunda propriedade tem haver com os angulos que a rela L. faz com as semi-
retas TF; e TFy. Os pontos Fy e A sao simétricos em relacao a reta L, portanto
LMTA=/ZMTF,. A reta L’ intersepta a reta L no ponto T, logo os angulos MTA

e T/’T\Fl sao opostos pelo vértice, dai
LMTA=/T'TF, = ZMTF,

Isso significa que o raio de luz que sai do ponto F, em direcao a FyT, ao refletir
na reta L segundo a lei "o dngulo de incidéncia € igual ao dngulo de refracao”,
seguird em seguida pelo segmento T'F}. Embora a rela L toca a elipse no ponto T
e, por consequéncia, a reflexdo do raio no ponto 7" da reta L é equivalente a reflexao

da propria elipse no ponto T'. Pois assim, se colocarmos em um dos focos da elipse
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Figura 2.18:

uma fonte puntiforme de luz mostra que cada raio , convergird para o sequndo foco,
ou seja, todos os raios refletidos se reunirao ( "enfocaram”, é daqui a denominagao

"foco") no sequndo foco da elipse (Fig. 2.18).

Figura 2.19:

Para finalizar, desenvolvendo a relagao que obtemos na primeira propriedade, a

equacao da elipse que examinamos tem a forma de

72 y?
- T 2

=1.
a? o«

c2
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Esta equagdo também pode ser obtida de (2.16), (2.17), (2.18) eliminando os para-

metros a e [.

2

Geralmente escrevemos b* = a® — ¢? e a equacao se escreve na forma:

S (2.19)

2.1.11 Lemniscata

De varias maneiras podemos obter a equacao da lemniscata, mas vamos agora
obter como uma familia de circunferéncias, que passa pela origem, com centro numa
hipérbole. Escolhamos um ponto na hipérbole P(«, ), entdo como ja vimos a

equacao dessa familia de circunferéncias tem equagao
flz,y, o, 8) = 2% + 3 — 20w — 20y = 0,
como P pertence a hipérbole, podemos relacionar os dois parametros pela equagao
gla,B) =a® =32 = k* =0
e determinando as derivadas parciais, obtemos a equacao
Bx 4+ ay = 0.
Da primeira equacao temos
(2 +y*)* = (2az + 28y)*

= 4022? 4 SayBr + 48%* = 4a’x® + dayBr + dayBr + 45°%y2.

Fazendo ay = —pz , obtemos
402a? — 4B%0° 4 AaPy? + 4527 = 422 (0? — B%) — 4P (a® — ) = 4(a® — ) (2% — ).
Como a? — 32 = k2, concluimos que

(22 + 1?)? = 4k (2% — o),

que é a equacao da lemniscata, com isso a lemniscata é a envoltoria dessa familia de

circunferéncias com centro na hipérbole.
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Figura 2.20:
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Apéndice A

A.1 Introducao

Apresentaremos agora algumas equacoes tratadas na Geometria analitica do en-

sino médio e usamos nesta dissertacao.

A.1.1 Retas e circunferéncias

O ponto vamos representar como um par de coordenadas no plano, por exemplo,
A=(4,3).

A reta vamos representar por dois pontos AB, e a equacao da reta no plano
cartesiano é representada nas formas: Cartesiana (ou Geral) e Reduzida (ou Afim).

Se temos dois pontos A e B, vamos determinar a reta AB. Vamos representar a
coordenadas do ponto A por x4,y e as coordenadas de B por g, yg.

A equacdo Cartesiana (ou Geral) da reta pode ser calculada usando um ponto
variavel P(x, y) e os dois pontos que ja conhecemos A e B. Como os trés pontos
pertencem a reta AB, a tangente dois a dois destes pontos sdo iguais, ou seja,

Y—Ya _Ya—Ys _ @

T—Ta TaA—TRB b

, dai fazendo b(y — ya) = —a(x — x4) e eliminando os parénteses, obtemos:
by —bys = —ax + axy

que é 0 mesmo que

ar + by = axy + bya.

Fazendo ¢ = bys + ax 4 chegamos a equacao:
ar + by = c.

Para escrever a equagao Afim (ou Reduzida), basta dividir por b e isolar o y, ou
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seja,
@, . ¢
= ——X —
YT
a c
e chamando m = —pen=y chegamos a forma:

Yy=mx-+n

, onde m é chamado de coeficiente angular, pois é a tangente do angulo de inclinacao

de reta, e n é chamado de coeficiente linear, que é a intersecao da reta com o eixo y.

Definicao 5 Lugar Geométrico é um conjunto dos pontos que tem uma mesma

propriedade.

Assim podemos dizer que a Circunferéncia é o lugar geométrico dos pontos
que estao a mesma distancia (raio da circunferéncia) de um ponto dado (centro da
circunferéncia).

A circunferéncia de centro (o, 5) e raio R, é representada pela equagao:

(x—a)* + (y—B)* = R (A1)

Figura A.1:
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A.1.2 Elipse

A Elipse ¢ o lugar geométrico dos pontos em que a soma das distancias a dois
pontos fixos (focos) é uma constante.

A elipse de focos A e B, centro («, 3), considerando 2a o comprimento do eixo
maior, na horizontal, 2b 0 comprimento do eixo menor, na vertical e 2¢ a distancia

focal, é representada por

(x_a)Q + (y_ﬁ)Q _ 1’ (A2>

a? b2

onde os parametros a, b e ¢ se relacionam pela equacao

b+ c® = a’.

(a.B)

Figura A.2:

o8



Introduc3o APENDICE

A.1.3 Parabola

A Paréabola é o lugar geométrico dos pontos equidistantes a um ponto fixo (foco)
e uma reta (diretriz).
Uma parabola de foco F(a,b+ p), vértice V = (a,b) e diretriz y = b — p, onde

2p é a distancia do foco a diretriz, é representada por

(x —a)® =4p(y — b) (A.3)
..ﬂ.
V=(a,b)
Figura A.3:

A.1.4 Hipérbole

A Hipérbole de focos A e B é o lugar geométrico dos pontos em que a diferenca,
entre as distancias do foco A e a do foco B, é uma constante.
Uma hipérbole de centro («, /3), seja 2¢ a distancia focal e 2a distancia principal

e 2b distancia secundaria, tal que a? + b* = ¢2, representada por

($—C¥)2_(y—ﬁ)2:1’ (A4)

a? b2

onde os parametros a, b e ¢ se relacionam pela equacao

a’ + b =2

Rotagao de eixo

E comum aparecer a hipérbole equilatera na forma
xy ==k
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(@.B)

Figura A.4:

, vamos mostrar que é uma hipérbole com uma rotacao de eixo

| Xy=k

Figura A.5:

Vamos considerar dois eixos um com eixos xy e outro com eixos zy, o segundo
rotacionado no sentido anti-horario de uma angulo 6. As coordenadas do ponto A
no sistema de eixos xy chamamos de xA, yA e no sistema de eixos Ty chamamos de
TA,JA.

Vamos escrever

xA =TAcost) — yAsent

yA =T Asent + yAcost

Agora para um ponto qualquer de coordenadas x,y e T, 7, escrevendo
xy = (Tcos — ysenb)(Tsend + yeosl) = k
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Bl

Figura A.6:

Z2cosfsent — G cosBsend + Tycos* — Tysen®d = k

(Z° — §°)cossend + Ty(cos®0 — send) = k

Na ultima equacao escolhemos um valor de 6 que anule o termo 7y, ou seja, § = 45°,
dai obtemos
(T* — §*)cos(45°)sen(45°) = 7* — 5 = 2k

equacao de uma hipérbole rotacionada de 45° em rela ao eixo xy.

A.1.5 Lemniscata

A lemniscata é uma curva plana definida a partir de dois pontos dados F; e Fy,
conhecido como focos, a uma distancia de 2a um do outro como o lugar geométrico
dos pontos P, de modo que PF,.PF, = a? . A curva tem uma forma semelhante ao

algarismo 8 e & oo simbolo para representar infinito.

Definicao 6 A Lemniscata ¢ o lugar geométrico dos pontos P, cujo produto das

distancia a dois pontos fizos (focos) € igual a a®.

Sejam I} = (—a,0) e Fy = (a,0) os focos da lemniscata de centro O = (0,0), ou

seja

Vi +aP+ g2 /(w—aP+y = a?
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Figura A.7: Lemniscata de Bernoulli

(z +a)* + ¢’ [(z — a)* +y*] = a’
[2® + 2ax + a® + y*][2? — 2ax + a® + 9°] = a*
(2% +y°) + (a® + 2a2)][(2® + y*) + (a® — 2az)] = a*
(2* +y*)? + (2® + v*)(a® — 2az) + (2* + v*)(a® + 2az) + a* — 4a’2? = a*
(@2 + 42)% + (22 + y?)2a® — da?2? = 0
(2% + y2)% + (22 + 4% — 22%)2a® = 0
(22 + 42)? = 22 (22 — o)

a forma cartesiana da lemniscata. Fazendo x = rcosf e y = rsinfl, obtemos a
equacao polar

r? = 2a%c0s26

A.1.6 Cardiodide

Figura A.8:

A Cardiodide ¢ definida pelo percurso de um ponto na circunferéncia de um
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circulo com um raio R que rola sem escorregar sobre um outro circulo de mesmo
raio.

Equacao cartesiana
(2* +y* — 2Rx)* = 4R*(2* + v7).

Equacao polar
r = 2R(1 + cosh)
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Nocdo de limite CAPITULO 2

A.2 Nocao de limite e derivada

Vamos estudar limite das fungoes polinomiais f(z) = a,2" + ap_12" 1 + ... +
asx? + ayx + ap. Chamemos de limite L de f(x) quando x se aproxima de b, e
representado por:

lim f(z) =L

r—b

Exemplo 1: Seja f(z) =3x —5, 0 lin}l3x—5:3.4—5: 12-5=7
r—r

Exemplo 2: Seja f(z) = bax?—4x—2, 0 lim_ 5x? —dx — 2 =5.(-2)?—4.(-2)-2 =
T——
20+8—-2=26

Definicao 7 Uma funcao de dominio D é continua num ponto xo de seu dominio,
se somente se:

i) existir o valor de f(xo);

ii)existir o lim f(x)

Tr—ITQ

iii)f(xo) = lim f(x)
T—T0
A funcao polinomial é um exemplo de fun¢do continua em R.
Defini¢ao 8 Chama-se derivada de uma funcdao f(x) num certo ponto xo, perten-

cente ao dominio de f(x), ao valor f'(xy) = lim flz) = flzo)
T—T0 T — :1;'0

, T # g, Se existir o

limite e for diferente de fo0.

A funcao polinomial é continua e derivavel em todo seu dominio.

Exemplo: P(z) = 52 + 222 — 22 + 8, a derivada de P(z) sera representada
por P'(z) = 352371 + 222271 — 1.22'7! + 0 que efetuando as operagoes obtemos
P'(x) = 1522 + 4z — 2.

A.3 Derivada parcial

Suponha que uma fungao real f para cada terno (z,y, @) associa um tnico nimero
real f(x,y, o).

Como por exemplo f(z,y,a) = 2%+ 3zy — 4ay denotaremos por f.(z,y, a) a de-
rivada parcial de f em relagao x, considerando y e a contantes, ou seja, fi(x,y,a) =
2z + 3y; analogamente a derivada parcial em relagao a y, considerando x e o cons-
tantes, ¢ f, (v,y,a) = 3v — 4o e a derivada parcial em relagao a «, considerando x

e y constantes, é f!(z,y,a) = 4y.
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