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RESUMO

O principal objetivo do presente trabalho € causar no leitor uma reflexdo sobre como
o Teorema de Tales e 0 Teorema de Pitdgoras vém sendo abordado no Ensino
Fundamental e Médio. Além de investigarmos como essa abordagem é feita,
algumas sugestdes sdo apresentadas. Outro objetivo, ndo menos importante, é
mostrar que o Teorema de Pitagoras e o Postulado das Paralelas sdo equivalentes,
diferente do que estamos acostumados a ver em livros didaticos de matematica
aprovados pelo Programa Nacional de Livros Didaticos (PNLD), nos quais o
Teorema de Pitagoras parte do Postulado das Paralelas.

Palavras-chave: Teorema de Pitagoras, Teorema de Tales, Postula das Paralelas.



ABSTRACT

The main objective of this paper is to cause the reader to reflect on how the Tales
Theorem and the Pythagorean Theorem have been approached in elementary and
high school. In addition to investigating how this approach is made, some
suggestions are presented. Another, not least, objective is to show that the
Pythagoras Theorem and the Parallel Postulate are equivalent, different from what
we are used to seeing in math textbooks approved by the National Textbook
Program (PNLD), in which the Pythagoras part of the Parallel Postulate.

Keywords: Pythagorean Theorem, Thales Theorem, Parallel Postulate.
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1 Introducao

Segundo a Base Nacional Comum Curricular (BNCC, Brasil, 2018), o Teorema de
Pitagoras é apresentado ao aluno no 9° ano do Ensino Fundamental e retomado no 1°
ano do Ensino Médio. Analisando alguns livros didaticos - ver tabela pagina 84 - | to-
dos aprovados pelo Programa Nacional do Livro Didético (PNLD), observamos que sao
apresentados, em geral, dois tipos de demonstracao: por equivaléncia de dreas e por se-
melhanga de triangulos. O primeiro tipo, equivaléncia de areas, necessita de conceitos
ensinados aos alunos ao longo de anos anteriores; também sao necessarias algumas propri-
edades que podem ser ensinadas por meio de atividades. O outro tipo de demonstracao,
por meio da semelhanca entre triangulos, requer toda uma estrutura para apresentar e
poder entao demonstrar o Teorema de Pitadgoras. A estrutura observada segue, na maior

parte dos livros, o seguinte roteiro:

e Axioma das Paralelas, também chamado de V Postulado de Euclides ou Postulado

das Paralelas;
e Teorema de Tales;
e Teoria das Proporgoes;
e Figuras Semelhantes;
e Semelhanca de Triangulos;
e Relacoes Métricas no Triangulo Retangulo;

e Teorema de Pitdgoras (que é uma das Relagoes Métricas no Triangulo Retangulo).

Diante dessa estruturacao presente em muitos livros didéticos, o professor pode ficar
com a impressao de que essa sequéncia de conteudos é essencial para poder apresentar
e provar a relacao pitagérica. Notemos que as duas opcoes de demonstragao necessitam
do Axioma das Paralelas, assim, parece que a demonstracao do Teorema de Pitagoras
depende necessariamente deste axioma, ou seja, aparentemente sem o Postulado das

Paralelas nao existe o Teorema de Pitagoras.



Porém, o Axioma das Paralelas na sua forma mais conhecida, por um ponto fora de
uma reta dada pode-se tracar uma unica reta paralela a esta reta, é valido somente na
Geometria Euclidiana. Durante um curso de licenciatura em matematica, o futuro pro-
fessor é apresentado a outras geometrias, dentre elas a Geometria Esférica e a Geometria
Hiperbodlica. Na Geometria Esférica nao existem paralelas, na Geometria Hiperbdlica
existem infinitas paralelas, ou seja, nestas duas geometrias citadas o Postulado das Pa-

ralelas nao ocorre, e ainda assim, a relagao pitagorica ¢é valida.

Logo, o Teorema de Pitagoras nao depende necessariamente do Postulado das Para-
lelas. Entao, ja que o Postulado das Paralelas implica o Teorema de Pitagoras, o que
propomos aqui ¢ a validade da reciproca: o Teorema de Pitdgoras implicando o Postulado

das Paralelas, obtendo como resultado a seguinte equivaléncia na Geometria Euclidiana:

Teorema de Pitagoras < Postulado das Paralelas

Segue agora uma breve descricao de cada capitulo presente neste trabalho, nos quais,
além de ferramentas para o objetivo citado acima, analisamos e propomos demonstragoes

diferenciadas para o Teorema de Pitagoras e o Teorema de Tales.
No capitulo 2, apresentamos as notacoes que sao utilizadas ao longo do trabalho.

No capitulo 3, considerando-se o Postulado das Paralelas, apresentamos definigoes,
postulados, teoremas e algumas consequéncias. A parte tedrica neste capitulo servira

como “matéria prima’”para os capitulos posteriores.

No capitulo 4, apresentamos uma primeira demonstracao do Teorema de Pitagoras e
das Relagoes Métricas no Triangulo Retangulo por meio de areas. Também demonstramos

o reciproco desse teorema.

No capitulo 5, fazemos uma andlise de como o Teorema de Tales é apresentado e
demonstrado nos livros didaticos analisados. Propomos uma prova diferente por meio de

areas.

No capitulo 6, com o intuito de provar a relagao pitagérica por meio do uso de seme-
lhanca de triangulos - modo mais comum nos livros analisados - apresentamos definicoes

e teoremas relacionados a semelhanca de triangulos. As Relagoes Métricas no Triangulo
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Retangulo sao provadas para entao se obter o Teorema de Pitagoras.

No capitulo 7, tratamos o Teorema de Pitdgoras como uma equivaléncia de &areas.
Partindo de uma generalizagao proposta e demonstrada por Pappus, mostramos a equi-
valéncia de areas para paralelogramos, quadrados, triangulos, poligonos e semicirculos,
e citamos algumas outras. Apresentamos, também, uma generalizacao do Teorema de

Pitagoras no espaco.

No capitulo 8, focamos no livro de Loomis, The Pytagorean Proposition apresentando
cinco provas da relagao pitagorica contidas nele, sendo a primeira geométrica, as trés

seguintes por equidecomponibilidade e a ultima por equivaléncia de dreas.
No capitulo 9, chegamos ao Postulado das Paralelas, partindo do Teorema de Pitdgoras.

No capitulo 10, mostramos uma tabela na qual constam livros que foram analisados
coma finalidade de observar como figuram neles demonstragoes dos Teoremas de Tales e

Pitagoras.

No capitulo 11, fazemos algumas consideragoes finais. El

1O leitor com interesse em aprofundar seus estudos, pode encontrar apoio em livros como o Euclid
- The Thirteen Books of the Elements, vol. I (Books I and II), uma tradugdo para a lingua inglesa
de Thomas L. Heath. As paginas de 202 a 220 sao dedicadas as vérias tentativas de estudiosos para
a demonstracao do Postulado das Paralelas. Outro livro é The Foundations of Geometry, por David
Hilbert, no qual é apresentada a mais citada organizacao formal contemporanea da geometria. Por fim,
O livro Ezperiencing Geometry de David Henderson no qual experimentacoes sao realizadas ampliando

algumas propostas que aparecem no livro de Loomis.
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2 Notacoes

Apresentaremos neste capitulo as notagoes que serao utilizadas ao longo do trabalho.

Elas estao de acordo, de um modo geral, com as notagoes dos livros didaticos atuais.

Um ponto serd representado por uma letra maidscula e uma reta por uma letra
mintuscula ou por dois pontos pertencentes a ela. Por exemplo, uma certa reta denomi-
nada r que passa pelos pontos A e B pode ser representada por j@ Um segmento de
reta sera representado pelos seus pontos extremos. Assim, um segmento com extremida-
des nos pontos A e B serd denotado por AB e sua medida representada por AB. Uma
semirreta com origem em um ponto A passando por um ponto B serd representada por
1@. Um quadrilatero de vértices A, B,C' e D sera escrito como LJABCD. A area de
um quadrildtero ABCD seré denotada por a(JABCD); analogamente, a drea de um
triangulo ABC' serd representada por a(AABC).
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3 Pré-Requisitos

Neste capitulo sao apresentados varios postulados, definicoes, teoremas e proprieda-
des que devem estar claras ao leitor para a leitura e compreensao dos capitulos seguintes.
As provas apresentadas sao essenciais para a demonstragao do Teorema de Pitagoras e
do Teorema de Tales por meio de areas. No entanto, precisamos considerar aqui o Pos-
tulado das Paralelas como um fato verdadeiro, isto é, consideramos todas as provas na

Geometria Euclidiana - geometria plana.

O Postulado das Paralelas também é conhecido como o “V Postulado de Euclides”, do
livro Elementos de Euclides. Existem varias formulagoes equivalentes a esse postulado. A
apresentada aqui é a mais simples e mais frequentemente encontrada nos livros didaticos,

conhecida também como o Axioma de Playfair.
Definicao 1 Num plano, duas retas sao paralelas se nao intersetam-se.

Postulado 1 (O Postulado das Paralelas) Por um ponto fora de uma reta dada,

existe somente uma reta paralela a reta dada.

Definigcao 2 E a medida da abertura entre dois segmentos de reta. Consideraremos a

medida da menor abertura.

Por exemplo, na figura abaixo temos o angulo ZBAC.

C

.

Postulado 2 (O Postulado da Medida do Angulo) A todo dngulo ZBAC' corres-

ponde um numero real entre 0 e 180.

Como consequéncia do postulado acima, a medida de angulo que utilizaremos é a

unidade de graus (o).
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Definicao 3 O numero dado pelo Postulado da Medida do /ingulo ¢ chamado medida do
LBAC e € escrito med(£BAC).

Postulado 3 (Postulado da Adicdo de Angulos) Se D estd no interior do ZBAC,
entdo med(£LBAC) = med(£LBAD) + med(£DAC).

Definigao 4 Diremos que LA < £ZB se med(£A) < med(£B). O mesmo ocorrendo

para qualquer desigualdade (>,<,>).

As definigoes e teoremas que seguem tratam de congruéncias. Duas figuras sao con-

gruentes se tém a mesma forma e o mesmo tamanho.

Definicao 5 Dois angulos sao congruentes se tém a mesma medida. Dois segmentos
sao congruentes se tém a mesma medida. Diremos que /A = /B quando med(ZA) =

med(£B), o mesmo ocorrendo para segmentos.

Definicao 6 Se A, B e C sao trés pontos ndo colineares, a reuniao dos segmentos

AB, BC e AC ¢é chamada de triagngulo e é representado por NABC'. Os pontos A, B e C'

sao chamados vértices do triangulo e os segmentos AB, BC' e AC sao seus lados. Cada
triangulo determina trés angulos, no caso de um triangulo ABC': ZABC,/BCA, Z/CAB,
que, quando ficar claro, podem ser representados também por /B, /ZC e LA, respectiva-
mente. Um triangulo € classificado em:

Acutangulo: quando todos seus angulos internos medem menos de 90°,

Retangulo: quando um dos angulos internos tem exatamente 90°,

Obtusangulo: quando um dos angulos internos mede mais de 90°.

Figura 1: Triangulos acutangulo, retangulo e obtusangulo, respectivamente.
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Definicao 7 Se 1@ e 1@ sao semirretas opostas e 1@ € uma outra semirreta qualquer
entao LZBAC e ZCAD formam um par linear.

Definicao 8 Se a soma das medidas de dois angulos € 180°, os angulos sao chamados

suplementares e cada um deles é dito um suplemento do outro.

Definicao 9 Dois angulos sao chamados angulos opostos pelo vértice se os seus

lados formam dois pares de semirretas opostas.

Teorema 1 (fingulos Opostos pelo Vértice) Angulos opostos pelo vértice sio con-

gruentes.

Demonstracgao:

Temos que Za e Zf3 sao angulos opostos pelo vértice, isto é, 1@ e 1@ sao semirretas
opostas e E e E também. Assim, os angulos Za e /v formam um par linear e Zf e

/~ formam outro par linear. Entao,
a+vy=180° 6+~ = 180°.

logo

Portanto,

Definicao 10 Dois triangulos sao congruentes se for possivel transportar um sobre o

outro, de tal modo que fiquem sobrepostos, coincidindo lados e angulos.
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Por exemplo, na figura abaixo, para transportar o AABC sobre o ADFEF, colocariamos
A sobre E, B sobre F' e C sobre D, fazendo-se entao uma reflexao. A ideia de transportar

fica entao relacionada a movimentos nao apenas no plano.

Podemos escrever estes pares de vértices correspondentes do seguinte modo:
A«— E B<+— F,C<+— D,

que lemos: A correspondente a E, B correspondente a F' e C' correspondente a D,

respectivamente.

Este tipo de correspondéncia é chamada de bijecao entre os vértices dos dois triangulos

e pode ser escrita na forma ABC <> EFD. Quando

/A~ /D, /C=/E /B=/F,

AB~DF,BC ~FE,AC 2 DE

a correspondéncia é chamada congruéncia entre os dois triangulos. Mas, se considerarmos

no exemplo acima

A— F, B+— D,C +— FE,

isto ¢ uma correspondéncia bijetora, mas nao ¢ um caso de congruéncia, pois os triangulos

nao coincidirao.

Postulado 4 (O Postulado LAL (lado, angulo, lado)) Toda correspondéncia LAL
¢ uma congruéncia. Isto €, se dois triangulos possuem dois lados congruentes e o angulo

formado por estes lados também congruentes, entao os triangulos sio congruentes.

Na figura, AB =~ DE, /ABC = /DEF e BC = EF, entao também /A = /D, AC =
DF e /C = /F.
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A D
C F
Postulado 5 (O Postulado ALA (dngulo, lado, dngulo)) Toda correspondéncia

ALA € uma congruéncia. Isto é, se dois triangulos possuem dois angulos congruentes e

o lado entre estes angulos também congruentes entao os triangulos sao congruentes.

Na figura, /B = /E,BC =2 EF e /C = /F, entdo também AB = DE, /A= /D e

AC = DF.
A D
/\ /\
B ' C E ! F

Postulado 6 (O Postulado LLL (lado, lado, lado)) Toda correspondéncia LLL é

uma congruéncia. Isto €, se dois triangulos possuem os trés lados congruentes, entao os

triangulos sao congruentes.

Na figura, AB = DE, AC =2 DF e BC = EF, entao também /A= /D, /B = /FE
e /C=/F.

Definicao 11 Dado um triangulo ABC, se C' estd entre A e D, entao ZBCD € um
angulo externo do ANABC.
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B
A C

E

._
D A

.

Definicao 12 Os angulos ZA e /B do ANABC sao chamados angulos internos nao
adjacentes aos angulos externos ZBCD e ZACE.

Definicao 13 Dado AB, o ponto médio de AB é um ponto que divide o segmento exa-

tamente ao meto, obtendo duas partes iguais.

Teorema 2 (do fingulo Externo) Um angulo externo de um triangulo é maior que

qualquer um de seus angulos internos nao adjacentes a ele.

Demonstragao: Queremos provar que, dado o triangulo ABC, com C entre A e D,

entao LBCD > /B.

Seja E o ponto médio de BC' e F um ponto da semirreta oposta a ETZL tal que FF =
EA. Agora, observando ABEA e ACEF, notamos que, pelo postulado ALA, estes sao
congruentes pois AE = EFF,/BFEA = ZCEF (opostos pelo vértice), e BE = CFE, ja
que F é ponto médio de BC. Logo, /B = /ECF e entdo, como

med(£BCD) = med(LECF) + med(£LFCD,)

teremos

med(£BCD) = med(4£B) + med(LFCD).

Portanto

med(£BCD) > med(£B),
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como queriamos demonstrar.

Dadas duas retas paralelas cortadas por uma transversal, temos formados um total

de oito angulos, conforme figura a seguir temos entao os angulos a, b, c,d, e, f, g e h.

Temos a seguinte correspondéncia de angulos: a <— e,b <— f, ¢ +— g,d <— h. Como

angulos correspondentes sao congruentes, entao a = e, b = f,c = g,d = h.

Definicao 14 Dadas duas retas r e s cortadas por uma transversal t nos pontos P e @),
sejam A um ponto der e B um ponto de s, tais que A e B estao em lados opostos de t.

Entio ZAPQ e ZPQB sio angulos alternos internos.

Teorema 3 Angulos alternos internos sao congruentes.

A
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Demonstracao: Na figura acima, os angulos a e g sao alternos internos, queremos provar
eles sao congruentes. ¢ e ¢ sao angulos correspondentes, portanto sao congruentes. Além
disso, ¢ e a sao opostos pelo vértice, logo sao também angulos congruentes. Assim, sendo
g congruente a c e ¢ congruente a a, por transitividade concluimos que g é congruente a

a, como queriamos demonstrar.

Teorema 4 Dadas duas retas cortadas por uma transversal, se um par de angulos alter-

nos internos é formado por angulos congruentes, entao as retas sao paralelas.

Demonstracao: Seja t uma transversal, intersetando r e s em P e (), respectivamente.
Suponha que um par de angulos alternos internos é formado por angulos congruentes.
Entao, pelo teorema anterior, ambos os pares de angulos alternos internos sao formados

por angulos congruentes. Suponha que r intersete s em um ponto A.

Seja C' um ponto de r, no lado de t oposto a A. Entao ZC'PB é um angulo externo do
triangulo ABP e ZPBA é um de seus angulos internos nao adjacentes. Pelo Teorema
do Angulo Externo, ZCPB > ZPBA. Isto contradiz a afirmacao de que ambos os pares
de angulos alternos internos sao formados por angulos congruentes. Portanto, r nao

intersecta s e r é paralela a s, como queriamos demonstrar.



20

Teorema 5 Se duas retas paralelas sao cortadas por uma transversal, entao os angulos

alternos internos sao congruentes.

Demonstracao: Sao dadas duas paralelas r e s e uma transversal ¢, intersetando as

paralelas em P e ().

Suponha que o # (3. Seja [ a reta por P para a qual os angulos alternos internos sao

congruentes. Isto é, pela figura abaixo oo = 7.

Entao [ é paralela a r por P, o que contradiz o Postulado das Paralelas. Portanto, a = 3,

ou seja, os angulos alternos internos sao congruentes.
Teorema 6 A soma dos angulos internos de um triangulo qualquer € 180°.

Demonstracao: Dado o triagulo ABC, seja r a reta passando por B paralela a AC e

considere os angulos «, o, 3,7 e 7/, conforme figura abaixo.
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Note que @ = ' (1) pois sao angulos alternos internos, do mesmo modo v = v (2). Pelo

Postulado da Adicao de Angulos temos que
med(LABD) = 3 ++/
como o + med(ZLABD) = 180° entao
o + 8+~ =180°.
Utilizando as igualdades (1) e (2) temos
a+ [+~ =180°

como queriamos demonstrar.

Definicao 15 Sejam A, B, C' e D quatro pontos de um mesmo plano, todos distintos e

trés destes nao colineares. Se os segmentos AB, BC,CD e DA intersetam-se apenas nas

extremidades, a reuniao desses quatro segmentos € chamada quadrildtero.

A D
A
Iick / >C
B D B

Definicao 16 Um trapézio ¢ um quadrilditero em que dois lados sao paralelos.

Definicao 17 Um paralelogramo ¢é um quadrildtero em que ambos os pares de lados

opostos sao paralelos.
Na figura abaixo, um trapézio e um paralelogramo, respectivamente.

Ay

A B
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Definicao 18 Um retangulo é um paralelogramo cujos angulos sao todos retos, isto €,

medem 90°.

Definicao 19 Um quadrado é um retangulo cujos lados sao todos congruentes.

Na figura, um retangulo e um quadrado, respectivamente.

A D A D

O conceito de area esta relacionado a um espago que se encontra delimitado. O que
vem a seguir sao postulados referentes a areas e teoremas mostrando como calcular a

area de alguns poligonos, essenciais para nosso objetivo.

Postulado 7 (O Postulado da Congruéncia) Se dois triangulos sio congruentes,

entao eles possuem a mesma drea.

Postulado 8 (O Postulado da Unidade) A drea de uma superficie quadrada € o

quadrado do comprimento do seu lado.

Postulado 9 (O Postulado da Adicao de Areas) Supondo que a regiao S € a
reunido de duas regioes S1 e Sy e supondo que Sy e Sy se intersetam, no mdrimo, em um
numero finito de segmentos e pontos, entao a drea da regiao S € igual a soma das dreas

das regioes S1 e Ss.

S =5 +5,.
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Teorema 7 A drea de um retangulo € o produto de sua base pela sua altura.

Se A representa a area do retangulo acima, entao A = bh.

Demonstracao: Considere a figura abaixo, um quadrado de lados b + h.

A b G h B
b A b
E J F
h A

D b H h C

Seja A a area dos retangulos de lados b e h. Pelo postulado da adicao de areas, temos
que

a(0ABCD) = o(JAGJE) + a(QJFCH) + A+ A

entao

(b+h)> =b"+ h*+2A = b* + 2bh + h> = b* + h* + 24,

cancelando as parcelas iguais em ambos os membros
2bh = 2A = bh = A.

Portanto A = bh, como queriamos demonstrar.
Teorema 8 A drea de um triangulo retangulo é o semiproduto de seus catetos.

Demonstracao: Dado o triangulo retangulo da figura abaixo, de catetos a e b, deve-se

a
mostrar que A = 5 onde A representa a area do triangulo.
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Constréi-se BD = AC e perpendicular a AB e CD = AB perpendicular a CA, conforme
figura abaixo. Temos entao que ADCB = AABC pelo postulado LLL, pois CD =
AB,BD = AC e CB é um lado comum aos triangulos, e assim a(ADCB) = a(AABC) =
A. Logo, £ZD = ZA. Entao, HABDC é um retangulo, ja que seus angulos internos sao

todos retos.

Agora, pelo teorema anterior e pelo postulado da adi¢ao de éreas,

b
a(JABDC) = a(AABC) + a(ADCB) = ab= A+ A => ab = 2A = = = A

2
ab ,
ou A= — » como querfamos demonstrar.

Teorema 9 A drea de um triangulo qualquer é o semiproduto de qualquer base pela altura

correspondente.

Demonstragao: Considere um triangulo ABC' cuja area é A de base b e altura h. Temos

trés casos:

1° Caso: Se a altura considerada é interior ao triangulo, dividimos em dois triangulos

retangulos, conforme a figura abaixo.




Pelo teorema anterior,

a(AACH) = %,a(ABCH) = %,

e pelo postulado da adigao de areas
a(AABC) = a(AACH) + a(ABCH),

logo
A bbb (bbb
2 2 2

como by + by = b, segue que A = 5

25

2° Caso: Se a altura coincide com um dos lados do triangulo temos entao um triangulo

retangulo, caso do teorema demonstrado anteriormente.

3° Caso: Se a altura escolhida é externa ao triangulo, temos que

Cc

a(AHBC) = a(AHAC) + a(AABC).

Sendo AHBC e AHAC ambos retangulos, pelo teorema anterior

(b +b)h bk bbh  bh bk
ALY L | an .y 7 A
9 y T T T

bh
e entdao A = 5

Observe que a area de um triangulo independe da base ou da altura escolhida, qualquer

situacao esta contemplada por este ultimo teorema.
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Conforme figura acima, temos que, sendo A a area do triangulo ABC,

Cbiby bohy  byhy

A — —
2 2 2

Teorema 10 A drea de um trapézio € o semiproduto da altura pela soma das bases.

Demonstracao: Seja A a area do trapézio. Dado o trapézio abaixo, devemos provar
h(by + b)
2
também AFE perpendicular ao prolongamento do segmento C'D.

que A = Tracemos C'H perpendicular a AB, tracemos a diagonal AC e

E D bs C

!:r

Temos que ZCAH =2 ZACFE e ZACH = /ZCAE, pois sao alternos internos. Entao,
ANACH = ACAE pelo postulado ALA, ja que AC é lado comum a tais triangulos.
Assim, AE = HC = h.

Pelo postulado da adicao de areas, a area do trapézio é a soma da area dos triangulos

ABC e ACD:

entao
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como queriamos demonstrar.

Teorema 11 A drea de um paralelogramo € o produto de qualquer base pela altura cor-

respondente.

Demonstracao: Dado um paralelogramo ABC D trace sua altura DE = h e seja b sua

base. Devemos provar que A = bh.

Note que todo paralelogramo é um trapézio de bases by = by = b. Assim, pelo teorema

anterior,

Portanto,

como queriamos demonstrar.

Seguem abaixo algumas propriedades para as areas de paralelogramos e triangulos.

Propriedade 1 Paralelogramos e quadrados que estao com lados opostos sobre as mes-

mas retas paralelas possuem a mesma drea.

Note que neste caso a medida da base e da altura é a mesma.

D C D| C|

Figura 2: Quadrado e paralelogramo de mesma base e mesma altura
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Note que neste caso a medida da base e da altura é a mesma, b, entao

a(JABCD) = a(0JABC'D') = b.b = b

Propriedade 2 Paralelogramos sobre a mesma base e com lados opostos sobre as mes-

mas paralelas possuem a mesma drea.

D' c D C

Figura 3: Paralelogramos de mesma base e mesma altura

De fato, seja b a medida da base. Tendo os lados opostos sobre as mesmas paralelas,

entao os paralelogramos possuem mesma altura h. Portanto,
a(OABCD) = a(OABC'D") = bh.

Note que, se tracarmos uma das diagonais de cada paralelogramo, dividiremos estes em
dois triangulos de mesma base e mesma altura e, assim, como a area de cada triangulo é

metade da area do paralelogramo, temos a seguinte propriedade:

Propriedade 3 Se dois triangulos tém a mesma base b e a mesma altura h, entao eles

tem a mesma drea.

1
De fato, basta ver que para ambos os triangulos, AABC e AABD', a area é §bh.
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Teorema 12 Se dois triangulos tém a mesma altura h, entdo a razdo entre suas dreas

¢ igual a razao entre suas bases.

e
. S

Demonstracao: Sejam by e by as bases de dois triangulos distintos, AABC e APQR,

respectivamente. Entao
a(AABC)  ibih b

a(APQR) ~ 1boh b

como queriamos demonstrar.

Definicao 20 A mediana de um triangulo é o segmento cujas extremidades sao um

vértice do triangulo e o ponto médio do lado oposto a esse vértice.
Propriedade 4 A mediana divide um triangulo em dois triangulos de mesma drea.

De fato, dado um triangulo ABC', de base AB = b e altura h, conforme figura abaixo,
— b
seja M o ponto médio do lado AB. Entao AM = MB = 2’ assim, a(AAMC) =

h bk
C A
h
é @ v

o I
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4 Demonstracao do Teorema de Pitagoras e das Relacgoes
Métricas em um Triangulo Retangulo por meio de

areas

Segue agora a demonstracao do Teorema de Pitagoras com a utilizacao de areas. Essa
¢ uma das demonstracao mais comuns nos livros didaticos atuais. Depois, mostraremos
o reciproco do teorema, também pelo uso de areas. Isso é algo que geralmente nao é feito

nos livros didaticos e que, acreditamos, ser algo possivel de ser realizado com os alunos.

Teorema 13 (de Pitagoras) Em um triangulo retangulo o quadrado da hipotenusa é

wgual a soma dos quadrados dos catetos.

Demonstracao: Considere um triangulo retangulo cujos catetos medem b e ¢ e cuja

hipotenusa mede a:

Construamos um quadrado de lado igual & soma dos dois catetos desse triangulo,

b+ ¢, e construamos as hipotenusas conforme a figura abaixo.
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Pelo postulado LLL segue que AABC = APMN' =2 AQNM = ARM'N =
ASN'M'. Assim,

/B~ /PMN' =~ /QNM = /RM'N = /SN'M'

/0= /PN'M = /QMN = /RNM' = /SM'N’".

No triangulo ABC' considerado, sendo a + 3 4 90° = 180°, temos entao que o+ = 90°.
Assim, como o + ZN'MN + = 180°, obtemos que Z/N'MN é reto. Analogamente,
LIMNM', ZNM'N" e ZM'N'M sao todos retos. Portanto, o quadrilatero OJMNM'N' é
um quadrado, ja que todos seus lados medem a e seus angulos internos sao retos. Agora,

pelo Postulado da Adicao de Areas
a(OPQRS) = a(OMNM'N') +a(APMN'") + a(AQNM) + a(ARM'N) + a(ASN'M').
Sendo os triangulos congruentes entre si:

a(OPQRS) = a(OMNM'N") + 4a(ANABC),

entao

b
<b+c)2:a2+4§

desenvolvendo os quadrados

b2 + 2bc + 2 = a® + 2bc = b + 2 = d®.
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Ou ainda,

a’ = b + ¢,

como queriamos demonstrar.

Segue o reciproco do teorema.

Teorema 14 Se o quadrado de um lado de um triangulo € igual a soma dos quadrados
dos outros dois lados, entao o triangulo € retangulo, com o angulo reto oposto ao maior

lado.

Demonstracao: Considere a figura abaixo, por meio da qual é dado o triangulo ABC'
com b? + ¢ = a%. Seja AA'B'C'" um triangulo retangulo com catetos b e ¢ e hipotenusa
a'. Neste, vale que b? + ¢ = a/?>. Entao, a = @/, ou seja, os tridngulos possuem os lados
congruentes, logo sao congruentes pelo postulado LLL. Portanto, seus angulos internos
também sao congruentes, ZA = ZA’, como LA’ é um angulo reto, também £ A é reto,

como queriamos demonstrar.

Assim como o Teorema de Pitagoras, as outras Relagcoes Métricas em um Triangulo
Retangulo também podem ser demonstradas por meio de areas. Esta demonstracao
é outra que nao aparece nos livros didaticos. Quando a prova é apresentada, é feita
pela utilizacao de semelhanga de triangulos. Como exemplo temos o livro Praticando
Matemdtica, 9° ano, 3* edicao, Sao Paulo, 2012, Alvaro Andrini e Maria José Vasconcellos,
E| no qual as Relagoes Métricas em um Triangulo Retangulo aparecem a partir da pagina

192.

20 livrto pode ser acessado através do link |https://issuu.com/ronaldo.cardoso/docs/|

Pratlcando__matemat1ca—9anq



https://issuu.com/ronaldo.cardoso/docs/praticando__matematica-9ano
https://issuu.com/ronaldo.cardoso/docs/praticando__matematica-9ano
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3. Relacbes métricas nos triangulos

retangulos
Nessa estrutura de telhado
am i feita com barras de ferro, qual am
x deve ser a medida de x? ' i
i
L
32m 32m 32m
Podemos descobrir aplicando o teorema de Pitdgoras.
hipotenusa: 4
catetos: 3,2 e x .
4 = xt + 3,27
16 = » + 10.24 V5,76 esta entre 2 e 3,
Lk - Como o Ultimo algarismo de 5,76 é 6, experimentamos 2,4,
xt =576 De fato, 2,4° = 5,76.
x=v576" Vocé também pode usar calculadora: digite 5,76 -
x=24

A barra mede 2,4 m.
Barras de reforco serao colocadas na estrutura. Qual deve ser a medida dessas barras?

32m 3im

Nies Mo

Yamoe descobri-las e
depols voltaremos ao
problemal

Naic dé para caloular pelo
teorema de Pitagorasl

Ha outras relagles
entre medidas nos
tridingulos reténgulos.
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Tracamos a altura AH relativa & hipotenusa do triangulo
retangulo ABC. Sua medida é h. Repare que AH determina
dois segmentos sobre a hipotenusa. Eles recebem nomes
especiais:

CH: projecéo do cateto AC sobre a hipotenusa.
Medida: m

. projecdo do cateto AB sobre a hipotenusa.
Medida: n

2

Visualize os trés trianqulos que aparecem nesta figura:

b ¢ A
- : \ A
C B h c
a Ix
o/ |h »
H n B

Vamos comparar os tridngulos ABC e HBA. Para facilitar, colocamos o angulo reto na mesma
posicao;

A = A (ambos sao angulos retos)

B é angulo comum aos dois tridngulos.

Os triangulos apresentam dois dngulos correspondentes congruentes. O terceiro, automatica-
mente, também serd. Os triangulos sao semelhantes, ou seja, as medidas dos lados correspondentes
sd0 proporcionais.

Podemos escraver:

2 _ )

\?_ﬂ) Multiplicando os termos da proporcdo em cruz: ¢ =a-n |

RELACOES METRICAS NOS TRIANGULOS RETANGULOS 193



Vamos comparar os triangulos ABC e HAC, colocando os angulos retos na mesma posicao:

A = H (sdo retos).
C é angulo comum aos dois tridngulos.

] Dois angulos correspondentes congruentes.

LAABC ~ AHAC (As medidas dos lados correspondentes sédo proporcionais.)
Podemos escrever:

4. b e também:

i T = % Multiplicando os termos das proporgdes em cruz, obtemos:

| bf=a'm ] arh=b:¢

Precisarermos examinar mais uma semelhanca para obter a proxima relagao. Observe:

Marcamos as medidas x, y e z de dngulos que aparecem
na ilustracao,

Como a soma das medidas dos dngulos internos de um
triangulo & 180°, temos que no triangulo HAC,
X+ y + 90° = 180° ou seja,
x + y = 90°. Também temos que, no tridngulo ABC,
zZ+y=90°Dalx=2z

Concluimos que os tridngulos HBA e HAC tém dois angulos correspondentes congruentes: x = z e
90° = 90° (ambos tém um angulo reto). O terceiro dngulo sera congruente, e temos AHBA ~ AHAC,

Tragando esses triangulos com os angulos correspondentes H
na mesma posigao, fica mais facil encontrar os lados correspon-
dentes, que apresentam medidas proporcionais, e obter mais h 4
uma férmula:

h n
—_—— A B
m h e

ht=m-n

194
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As formulas que encontramos sdo chamadas de relagdes métricas no tridangulo retangulo:

c¢=3- ; ; . ;
Pro. m} Relacionam cateto, sua projecdo sobre a hipotenusa e a hipotenusa.

a-h=b-c —— Relaciona hipotenusa, altura relativa a hipotenusa e catetos.

h=m-n ——= Relaciona a altura relativa a hipotenusa com as proje¢des dos
catetos sobre a hipotenusa.

Lembra-se de que demonstramos o teorema de Pitdgoras usando equivaléncia entre areas?
Pois também podemos chegar a esse teorema a partir das relacdes que acabamos de descobrir,
Vamos somar membro a membro as igualdades:

c=a-n

bP=a-m

c+bl=a-n+a'm

Colocando o fator comum a em evidéncia:

c+b=alm+n)

No entanto, (m + n) = a

Aligualdade fica: 2 + b2 =a-aou ¢+ b?=a" |, que é o teorema de Pitdgoras.

y & a medida da altura relati-
¥, va a hipotenusa do triangulo
retangulo ABC abaixo.
Vimosquea-h=5b-¢
Nesse problema:a-y=0b-¢

Vamaos voltar ao problema

da estrutura metalica? e

32m 32m
C
< ,{%
24m 4:y=24-32

j f g a=4 4.y=7068
¥ b=24 7,68

A 32m B c=32) 7 a4

y=192

As barras de refor¢o devem ter 1,92 m de comprimento.
Ainda podemos determinar a que distancia do ponto € a barra de reforqo deve ser fixada.
Essa distancia é a projecao m do cateto b sobre a hipotenusa.

b=24ea=4
Usando a relacao:
bB=am

24 =4 - m
576=4-m

=270 m =144

O ponto de fixacdo da barra de refor¢o deve estar a 1,44 m do ponto C.

RELACOES METRICAS NOS TRIANGULOS RETANGULOS 195

Em um ambiente em que estamos tratando todas as demonstragoes por meio de areas,
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convém entao apresenta-la.

Considere o triangulo retangulo ABC com angulo reto no vértice A e tal que BC =
a,AC =be AB = c. Seja AH = h a altura baixada do vértice A ao lado BC, HC =n
e HB =m.

Valem as seguintes relagoes:

h* =mn (1)
b* = an (2)
= am (3)
ah = be (4)

Demonstracao: Considere a figura abaixo, onde sao construidos quadrados sobre os

lados do triangulo.

J
I
G I
M | |
I : I
I |
F. I : I K
I
I A |
I I
I | L
I ¢ B b
I | |
B a H C
n
R S
m
P m Q
E N D

Note que no triangulo AJG temos que AG = C = AB, ZAGJ =2 /BAC e JG =b= AC,
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logo pelo postulado LAL, AGAJ =2 ANABC, entao AJ = BC.
Temos que

a(OBFGA) = a(OBMJA) = o(OBHNE),

pois possuem mesmas bases e mesmas alturas. Como a(JBFGA) = ¢* entao a(OBHNE) =

c2. Também temos que
a(OACLK) = a(JACLT) = a(QCHND),

ja que também possuem mesmas bases e mesmas alturas. Como a(JACLK) = b? entao
a(OCHND) = b*. Mas a(OBCDE) = a(UBHNE)+ a(JCHND) e a(OBCDE) = a?.
Portanto,

a’ = b+ .

Observando a figura, de a(OBHNE) = ¢ obtemos que ¢ = am, relagao (3), e de
a(OCHND) = b* obtemos que b*> = an, relagio (2).

Agora, nos triangulos ACH e BAH vale, respectivamente, que
b’ = h? 4 n?
¢ = h*+m?
Adicionando estas duas ltimas igualdades, como b? + ¢? = a? temos
a® = 2h* +n? + m2.
Como a® = (m + n)? entdo
(m +n)? = 2h% + n* + m?

m? +n? + 2mn = 2h% + n®> + m?

e cancelando os termos iguais em ambos os lados, temos a relacao (1):

h? = nm.

Para a relagdo de nimero (4), basta notar que a drea do triangulo ABC' pode ser

calculada de duas maneiras distintas:



39

a(AABC) = ah ou a(AABC) = be.

Portanto, ah = be, como queriamos demonstrar.

No préximo capitulo, seguiremos a trajetéria a fim de podermos demonstrar o Teo-

rema de Pitagoras pelo uso de semelhanga em triangulos.
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5 Teorema de Tales e sua demonstracao

Sendo a semelhanca entre triangulos uma consequéncia do teorema de Tales, vamos

entao ver o que diz este teorema.

Teorema 15 (de Tales) Se um feize de retas paralelas é intersetado por duas retas
transversais entao os segmentos determinados pelas paralelas sobre as transversais sao

PTOPOTCIONALS.

Este teorema também pode ser exposto da seguinte forma:
Considerando trés retas paralelas r, s,t, cortadas por duas transversais a e b, conforme a

figura abaixo:

/ \

AB AP AB AB CB (D
BC B C"’ AC AC’ CA CA

Os livros didaticos atuais que trazem a demonstracao fazem-na de maneira incom-

tem-se que:

pleta: prova-se para segmentos comensuraveis e afirma-se ser verdadeiro também para
segmentos incomensuraveis. Uma possivel explicacao do motivo pelo qual este teorema
nao é demonstrado de forma completa, é o fato de exigir o conhecimento do conceito de
segmentos comensuraveis e incomensuraveis, que nao sao abordados de forma explicita

durante o Ensino Fundamental.

Definigao 21 Dois segmentos AB e CD sdo comensurdveis se existem um segmento u e

dois inteiros m e n tais que AB = mu e CD = nv.
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A demonstracao usualmente encontrada em textos para o Ensino Fundamental, segue
duas etapas:
1. Prova-se que, se AB = BC', entao A'B" = B'C".
2. Supondo que AB # BC, considera-se um segmento de comprimento u tal que: AB =

pu e BC = qu, sendo p,q € N | p #q.
AB

No entanto, se Vile nao ¢é racional, nao existira segmento que esteja contido um
numero inteiro p de vezes em AB e um numero inteiro q de vezes em BC, isto é, AB e
BC sao incomensuraveis. Assim, a demonstracao nao aborda segmentos incomensuraveis.
Para abordar estes tipos de segmentos, entramos no mundo dos nimeros irracionais e
de algumas nocgoes de limites, assuntos considerados abstratos para um aluno de Ensino
Fundamental. Porém, o livro de Geometria Moderna de Moise Downs (vol 1, capitulo
12, pégina 307) traz uma demonstracao do teorema, a nivel elementar, pela utilizagao do

conceito de areas.

Vamos entao aproveitar o ambiente em que o Teorema de Pitagoras ja foi provado
por areas e fazer o mesmo para o Teorema de Tales. Provemos, assim, que:

No tridngulo ABC abaixo, sejam D e E pontos de AB e AC tais que DE é paralelo a

— . AB AC
BC Entao E = E

Demonstracao: Nos triangulos ADE e BDFE considere AD e BD como suas respectivas
bases. Entdo esses triangulos tém a mesma altura FE. Pelo Teorema 12, a razao de suas

areas ¢ igual a razao de suas bases, logo

a(ABDE) BD

a(ANADE)  AD

De modo andlogo, nos triangulos ADE e CDE considere AE ¢ C'E como suas respectivas
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bases. Esses triangulos tem mesma altura DG, entao

a(ACDE) CFE

a(ANADE) — AE

Mas os triangulos BDFE e CDFE tém a mesma base DFE e, ainda, a mesma altura, pois

DE e BC sao paralelas. Portanto,

a(ABDE) = a(ACDE)

BD CE
AD AL

Adicionando 1 a ambos os membros desta tltima equacao temos

BD CE BD+AD CFE+ AFE AB AC
AD AFE AD AFE AD AFE

como queriamos demonstrar.

O caso em que os segmentos AB e AC formam um trapézio, como na figura a seguir,
recai-se no caso anterior mediante a construgao de uma reta paralela a AC' passando pelo

ponto D.

\UJ
\

Q

M

C

O reciproco do Teorema de Tales nao fica dificil de demonstrar, se utilizarmos também

o conceito de areas.

Teorema 16 Se uma reta interseta dois lados de um triangulo e determina segmentos

proporcionais a estes dois lados, entao ela € paralela ao terceiro lado.

Isto ¢, dado AABC, seja D um ponto entre A e B e seja I/ um ponto entre A e C. Se
AB AC — _

—— = —, entao DFE ¢ paralelo a BC.

AD AFE
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Figura 4: Teorema de Tales

<
Demonstragao: Seja BC' uma reta passando por B, paralela a ﬁ;intersetando jﬁ

. AB AC’ ., AB AC
em C’. Pelo teorema anterior — = ——. Como por hipdtese — = —, temos
o AD AFE AD AE
AC’ A
% = % e entao AC" = AC. Portanto, C' = (' e ﬁ é paralela a %, €como

queriamos demonstrar.

Nota-se entao que a demonstracao do Teorema de Tales pode ser feita pelo método
das areas sem ter de utilizar conceitos ainda inacessiveis para o aluno. O unico conceito
que o aluno ja precisa ter adquirido é o de area, mas esta nocao comeca a ser abordada
ja nos anos iniciais do Ensino Fundamental. Quanto aos teoremas e propriedades sobre
areas que foram enunciados no capitulo 3 e utilizados aqui, acreditamos que se pode criar
atividades que instiguem o aluno a pensar e a concluir tais resultados. Portanto, levando

em consideracao o texto da Base Nacional Comum Curricular, segundo o qual

...] é imprescindivel levar em conta as experiéncias e os conhecimentos ma-
tematicos j& vivenciados pelos alunos [...] situagoes precisam articular aspec-
tos dos diferentes conteudos, visando ao desenvolvimento das ideias funda-

mentais da matematica. (BRASIL, 2018).

Parece entao nao haver uma justificativa plausivel para que o teorema nao seja de-
monstrado desta tltima forma (por areas). O aluno, por si s6, geralmente nao consegue
realizar uma ligacao entre os contetidos, passando a acreditar que a matematica é sepa-
rada por “caixinhas”, além de se acostumar a aceitar certas relagoes matematicas sem

se questionar acerca do surgimento e da validade destas. Acaba ocorrendo que o aluno
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pode até saber utilizar a relagao, mas, se questionado do porque a relagao é verdadeira,
nao sabera responder. A demonstracao do Teorema de Tales pelo método das areas vem

entao como uma proposta de prova completa e convincente.

Para o leitor que tenha curiosidade, a demonstragao completa do Teorema de Tales
por meio do uso de segmentos comensuraveis e incomensuraveis é apresentada no livro

Geometria da Colegao Profmat, pagina 120, edigao 2013.
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6 Semelhanca de tridngulos e a demonstracao do Te-

orema de Pitagoras

A partir do Teorema de Tales temos a semelhanca entre triangulos. Vamos entao
definir e estudar alguns teoremas e propriedades referentes a este assunto e, com os
resultados, apresentaremos a demonstracao do Teorema de Pitdgoras mais comumente

encontrada nos livros didéaticos.

Definicao 22 Dois triangulos sao semelhantes se os angulos correspondentes forem con-

gruentes e os lados correspondentes forem proporcionais. Dados dois triangulos ABC' e

A'B'C" semelhantes, escreve-se NABC ~ ANA'B'C".

Teorema 17 (AAA sobre semelhanca:) Dados dois triangulos correspondentes, se

0s angulos correspondentes sao congruentes, a correspondéncia € uma semelhanca.

Demonstragao: Dada uma correspondéncia ABC <> A’B'C’ entre dois triangulos,

deve-se mostrar que se A= /A /B> /B e /C = /(' entao AABC ~ ANA'B'C’,
AB AC BC

AR~ AC' T BC

ou seja,

Sejam D e E pontos de AB e AC, respectivamente, tais que AD = A'B' e AE = A'C'.
Pelo postulado 3.4 (Postulado LAL) segue que AADE = NA'B'C’. Portanto, ZADE =
/ZB'. Como 4B = /B, segue que ZADE = /B. Temos agora duas situacoes: (1) Se
D = B entao AADE e ANABC sao o mesmo triangulo. Logo AABC = AA'B'C’, entao
AB = A'B" e AC = A'C’". Ou ainda jﬁg, =1le AA/_S'/ = 1. Portanto, % = jﬁg/ (2)
Se D ¢é diferente de B, entao m e % sao paralelas, pois ZADFE = /B. Pelo teorema
de Tales

AB _ Ac
AD AE
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Como AD = A'B" e AE = A'C’ segue que

AB AC

A'B" ACT
AC BC

De modo analogo, prova-se que =

A/C/ B/C/ :
AB AC BC

= = k, onde k é a razao de seme-

A/B/ = A/C’/ B/C’/

Observacao: Podemos escrever

lhanca.

Corolario 1 (AA) Dada uma correspondéncia entre dois triangulos, se dois pares de

angulos correspondentes sao congruentes, entdao a correspondéncia € uma semelhanca.

Teorema 18 Em qualquer triangulo retangulo, a altura em relagdo a hipotenusa separa

o triangulo em dois triangulos semelhantes entre si e semelhantes ao triangulo original.

Demonstracao: Dado AABC retangulo em B, seja BH sua altura em relacdo a AC,

conforme figura abaixo. Devemos provar que AAHB ~ ANABC ~ ABHC.

B

Temos que ZAHB = /BHC, pois ambos sao retos, e ZA é comum aos triangulos
AHB e ABC. Portanto, pelo Corolario AA, segue que AAHB ~ ANABC. De modo
analogo, sendo /BHC = /ABC e ZC comum aos triangulos ABC e BHC, temos que
AABC ~ ABHC, também pelo Corolario AA.

Teorema 19 A razdao entre as dreas de dois triangulos semelhantes € o quadrado da

razao de semelhanca.
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Sejam ANABC ~ NA'B'C’ e Ay e Ay suas respectivas dreas, conforme figura acima. Da

relacao de semelhanca, temos que

Seja k o valor comum dessas trés fragoes. Como ZA = /A’ (da semelhanca) e ZADB =

LA'D'B’ (pois s@o retos), pelo Corolario AA, temos que AABD ~ AA'B'D’. Portanto,

v n
—=—=k.
b h
Entao
b = kb, h' = kh.
Mas
bh b'h
Al = ?7 A2 = 2 .
Logo,
vh' (kb)(kh)  k*bh
A2 = = —
2 2 2
Portanto,
2
é - % = k2
A m T

2
Observacao: Esta tltima igualdade pode ser usada também da seguinte maneira: o

quadrado da razao de semelhanca é o quadrado da razao de dois lados correspondentes

quaisquer.

Apresentamos agora a demonstracao do Teorema de Pitagoras com a utilizacao da
semelhanca de triangulos. Sendo o teorema uma das Relagoes Métricas no Triangulo

Retangulo, provamos inicialmente as relagoes para entao se provar a relagao pitagorica.

Demonstracao: Consideremos o triangulo retangulo ABC, conforme figura.
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e b e ¢ sao as medidas dos catetos;

a € a medida da hipotenusa;

h é a medida da altura relativa a hipotenusa;

e m é a medida da projecao ortogonal do cateto AB sobre a hipotenusa;

n é a medida da projecao ortogonal do cateto AC' sobre a hipotenusa;

O triangulo retangulo ABC' pode ser separado em trés triangulos semelhantes entre si:

Assim:

e O triangulo ABC é semelhante ao triangulo HBA, assim a_ 7= < Logo:
m

c
ah = be (1)
¢ =am (2)
ch =bm (3)
e O triangulo ABC é semelhante ao triangulo HAC, assim % = % = % Logo:
b’ = an (4)
ah = be (5)

bh = cn (6)
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c h_@

e O triangulo HBA é semelhante ao triangulo HAC, assim A Logo:
bh = cn (7)
ch = bm (8)
h* = mn 9)

Todas as equagoes enumeradas acima, a saber de (1) a (9), sdo as Relagoes Métricas
no Triangulo Retangulo. Para demonstrar o Teorema de Pitagoras basta adicionar

membro a membro as relacoes b*> = an e ¢ = am, obtendo:
b + ¢ = an + am
Isolando a no segundo membro:
b+ =a(n+m)

Como n + m = a, conclui-se que:

b+ = d?,
como queriamos demonstrar.

Notemos que essa demonstracao utiliza varios argumentos algébricos e que o Teorema

de Pitagoras € a ultima relagao a ser provada, algo que foi feito bem diferente no capitulo

4.
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7 O Teorema de Pitagoras como equivaléncia de areas

J& tratamos no capitulo 4 da demonstracao da relacao pitagérica por meio de areas.
A ideia deste capitulo é trazer o teorema como uma equivaléncia de areas de figuras sobre

os lados de um triangulo retangulo.

7.1 Generalizacao do teorema no plano

Dois tipos de demonstragoes trazidas nos livros didaticos ja foram citados e mostrados.
Nao mencionamos ainda que, no Ensino Fundamental, mais especificamente no nono
ano, muitos livros didaticos abordam inicialmente o Teorema de Pitdgoras como uma

equivaléncia de areas de quadrados da seguinte maneira:

Dada a figura a seguir, se considerada a area de cada quadradinho como uma unidade
de medida, teremos que a area do quadrado de cor verde é constituida por 9 quadradinhos,
a area do quadrado de cor azul é constituida por 16 quadradinhos, e a area do quadrado

vermelho ¢é constituida por 25 quadradinhos.

Notemos que 25 = 9+ 16, ou seja, a area do quadrado maior € igual a soma das areas
dos quadrados menores. Como 25 = 52,9 = 3% e 16 = 42, podemos escrever a igualdade
25 = 9 + 16 da seguinte maneira: 5% = 3% 4+ 42. Repare que 5, 3 e 4 sao as medidas dos
lados dos quadrados que estao sobre os lados do triangulo, logo, sao as medidas dos lados

do triangulo retangulo.

Esta relacao entre as medidas dos quadrados dos lados do triangulo retangulo é valida
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para todo triangulo retangulo e é o Teorema de Pitdgoras:

Teorema 20 (de Pitdgoras) Em qualquer triangulo retangulo, o quadrado do compri-

mento da hipotenusa € igual a soma dos quadrados dos comprimentos dos seus catetos.

Essa equivaléncia de dreas nao ocorre somente para quadrados sobre os lados do
triangulo retangulo, mas vale para figuras quaisquer sobre seus catetos. Este fato nao
¢ abordado, discutido ou mesmo questionado nos livros didaticos de matemaética para
o Ensino Fundamental que observamos. Uma atividade que acreditamos ser produtiva,
quando possivel, é o uso do aplicativo Geogebra. Os desenhos podem ser construidos e o
aluno consegue visualizar a equivaléncia de areas. Vamos entao fazer esta demonstracao

e uma breve discussao.

Iniciaremos com uma generalizacao do Teorema de Pitagoras, uma proposicao que foi
enunciada e demonstrada por Pappus de Alexandria EL valida para qualquer triangulo.

Na sequéncia, seguem provas para outros poligonos e figuras.

Proposicao 1 Seja ABC' um triangulo qualquer. Sobre dois de seus lados, construamos
dois paralelogramos quaisquer, JABDE e JACFG. E possivel construir, sobre o outro
lado deste triangulo, um terceiro paralelogramo, BCHI, cuja drea € igual a soma das

areas dos outros dois paralelogramos construidos inicialmente.

Demonstracao: Comegemos construindo o terceiro paralelogramo seguindo os passos:

3Pappus de Alexandria (c.290 - 350) mateméatico grego do periodo helenistico, foi um dos tltimos

grandes matemaéticos gregos da antiguidade.
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Seja P o ponto de intersecdo do prolongamento dos segmentos DE e FG;

Seja () a intersecao da reta ﬁél com o segmento BC'

Seja R em m tal que PA = QR;

Construa por R uma reta t paralela a BC

Construa também retas r e s paralelas a m passando por B e C, respectivamente;

Sejam [ e H os pontos de intersecao da reta t com r com e s, respectivamente.

OBCHTI é o quadrilatero que ira satisfazer o enunciado.

Sejam S o ponto de intersecao da reta r e DE e T o ponto de intersecao da reta s
com FG. Temos que

a(OBQRI) = a(LOABSP)

pois ambos possuem a mesma base, AP = QR, e mesma altura, ja que estao situados

em duas retas paralelas. Os triangulos BDS e AEP sao congruentes, entao
a(OABDE) = a(OABSP)
pois

a(JABDE) = a(ABDS) + a(JABSE)

a(0ABSP) = a(AAEP) + o(OABSP).
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Logo,
a(UOABDE) = a(0OABSP) = a(OBQRI).

Analogamente, podemos mostrar que a(JACFG) = a(OCQRH). Dessa forma,

a(OABDE) + a(OACFG) = a(OBQRI) + o(OCQRH) = a(OBCHI).

Se na proposicao anterior, o triangulo ABC' é retangulo e construimos quadrados sobre
os catetos do triangulo, entao a construcao de Pappus originard também um quadrado
sobre a hipotenusa, e teremos o teorema de Pitagoras como equivaléncia de areas de
quadrados, que € justamente a maneira como alguns livros abordam o teorema. A partir

deste resultado, muitos livros didaticos tém trazido a relagao pitagérica da seguinte formas:

A soma das dreas dos quadrados construidos sobre os catetos de um triangulo retangulo

¢ igual a area do quadrado construido sobre a hipotenusa.

LN PI , I
[N | I
I 7: I
| 71N |
I// I \\G I
l, I I
A I
E/i I |
| | F
I I I N
A I S
D | |
/ I C b |
// I Q I
B . C

Se a medida da hipotenusa é a e se b e ¢ sao as medidas dos catetos, o enunciado é

equivalente a a? = b + 2.

Demonstragao: Devemos mostrar que BC'HI ¢é realmente um quadrado. Iniciamos
mostrando que QR = BC. Por construcao JAEPG é um retangulo e os triangulos
GPA e ABC sao congruentes, assim BC' = AP e como, por construgao, QR = AP,
segue que QR = BC.
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Mostremos agora que o angulo ZBQR é reto.De fato, observe que Z/BAQ = /PAG,
pois sado opostos pelo vértice, e que LZABQ = ZGPA (os triangulos ABC e GPA sao
congruentes). Logo, ZAQB = ZAGP, que é reto por constru¢ao. Como ZBQR e LZAQB
sao suplementares, segue que ZBQR é reto. Por construgao BI,CH e (QR sao paralelos,
logo podemos concluir que o paralelogramo BC'HI é um quadrado. Aplicando aos trés

quadrados a relacao de Pappus, obtemos
a(OBCHI) = a(OACFG) 4+ o(OABDE),
como queriamos demonstrar.
Proposicao 2 Se construidos triangulos semelhantes sobre os lados de um triangulo
retangulo e se os lados do triangulo retangulo sao correspondentes aos lados dos triangulos

semelhantes que os contém, entao a drea do triangulo construido sobre a hipotenusa €

tgual a soma das dreas dos triangulos construidos sobre os catetos.

w
Figura 5: Triangulo semelhantes sobre os catetos do triangulo retangulo
Demonstracao: Sejam A,, A, ¢ A. as areas dos triangulos semelhantes construidos

sobre a hipotenusa a e dos catetos b e ¢, como na figura acima. Pelo Teorema 19, segue

que

de onde obtém-se

b? c?
Ab__z'Aa;Ac _2'Aa
a a
Somando as duas ultimas expressoes
b2 2
A+ A =TT 0,
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Utilizando a relacao pitagérica a® = b* + ¢2, temos que

2

Ab+AC:a—2-Aa:Aa
a

Portanto,

Ab+Ac:Aa

Proposicao 3 A drea de um poligono reqular de n lados construido sobre a hipotenusa
de um triangulo retangulo é igual a soma das dreas dos poligonos requlares de n lados

construidos sobre seus catetos.

Figura 6: Poligono de sete lados sobre os lados do triangulo retangulo

Demonstracao: Considere um triangulo retangulo em que em cada um de seus lados
foram construidos poligonos regulares de n lados, conforme a figura acima. Pode-se de-
compor cada poligono regular em triangulos cujos vértices sao: dois vértices consecutivos
do poligono e o seu centro. Sendo S,, Sy e S, as dreas dos poligonos regulares construidos

sobre os lados do triangulo retangulo, temos
S, =nA,, Sy = nAy, S, = nA,

onde A,, Ay e A, sao, respectivamente, as areas de cada triangulo em que foi decomposto

o poligono regular, construido sobre a hipotenusa de medida a e catetos de medidas b e
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c. Entao,

Sb+Sc :nAb—i—nAC = n(Ab+AC) = nAa = Sa

uma vez que, pela Proposicao 2, temos A, + A. = A,.

Definicao 23 Dois poligonos A1 AsAs.. A, e BiBsBs...B,, (onde A;,B;,i = 1,...,n in-
dicam seus vértices) sao semelhantes se seus angulos correspondentes sao congruentes e

seus lados correspondentes sao proporcionais, ou seja, ZA1 = /By, /Ay = /By, ..., /A, =
/B A1As  AjAj A, Ay
n € - -

= =..= =k, onde k € a constante chamada razao de seme-
B1By  ByBs B, By

lhanca.

Figura 7: Poligono de n lados

Teorema 21 Se dois poligonos sao semelhantes, entdao eles possuem dreas proporcionais
aos quadrados da razdo das medidas entre dois lados congruentes quaisquer (razao de
semelhanga), ou seja, se Sy € a drea do poligono Ay AyAs... A, e Sy a drea de ByByBs... By,

.5 .
entdo — = k2, com k a razdao de semelhanca.
2

A demonstracao deste ultimo teorema pode ser encontrada no livro Medida e forma

em Geometria, de Elon Lages Lima, 1991, pagina 49.

Proposicao 4 Se construidos poligonos semelhantes sobre os lados de um triangulo
retangulo e se os lados do triangulo retangulo sao lados congruentes aos lados dos poligonos
semelhantes que os contém, entao a drea do poligono construido sobre a hipotenusa € igual

a soma das dreas dos poligonos construidos sobre os catetos.
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Demonstracao: Considerando que os poligonos construidos sobre a hipotenusa e os

catetos sao semelhantes e S,, S, e S. sao suas respectivas areas, devemos mostrar que

Sa =Sy + Se.

Figura 8: Poligonos nao regulares semelhantes sobre os lados de um triangulo retangulo

Como os poligonos sao semelhantes e os lados do triangulo sao lados correspondentes

dos poligonos, pelo teorema 21, segue que

Sy (b 2 Se <c>2
S, \a/) 'S, \a
Somando membro a membro estas duas igualdades, obtém-se

S, 5 B¢

st Taete

Sb+Sc_b2+C2

S, a?
Pela relagao pitagorica,
Sp+Se _ a? _y
S, a?
Portanto,
Se = Sp+ Se.

Proposicao 5 Se construidos semicirculos sobre os lados de um triangulo retangulo,
entao a darea do semicirculo construido sobre a hipotenusa é igual a soma das dreas dos

semicirculos construidos sobre os catetos.
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\//

Figura 9: Semicirculos sobre os lados de um triangulo retangulo

Demonstracao: Sejam A,, A, e A. as areas dos semicirculos construidos sobre a hipo-

tenusa e sobre os catetos, respectivamente. Tem-se que

Ac — lﬂ- <£>2 = ¢ 7r.
2
Somando as duas ultimas igualdades,

b27r+ (P +A)T
8 g8 g

Q

Ay + A=

Pelo Teorema de Pitdgoras, como b + ¢ = a?

2
Ab+Ac:%:Aa.

Portanto,

Ay + A = A,

Mostramos entao que a equivaléncia de areas vale também para qualquer poligono ou
mesmo semicirculos. Na realidade, qualquer que seja a figura geométrica sobre os lados
do triangulo retangulo, desde que sejam semelhantes, a equivaléncia de areas ocorre. As

figuras abaixo sao alguns exemplos que nao serao demonstrados aqui:
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Figura a esquerda: intersecao de semicirculos sobre os catetos e a hipotenusa, sendo
os semicirculos de mesma medida dos catetos e da hipotenusa, respectivamente.

Figura a direita: Figuras semelhantes construidas sobre os lados do triangulo retangulo.

7.2 O Teorema de Pitagoras no espaco

Uma extensao do teorema ocorre para uma figura tridimensional, partindo da relacao

entre as arestas e a diagonal de um paralelepipedo retangulo.

Proposicao 6 Em um paralelepipedo retangulo, a soma dos quadrados das arestas que

se intersetam em um dos seus vértices € iqual ao quadrado da diagonal.

Demonstracao: Consideremos um paralelepipedo retangulo como na figura abaixo.

E H
| s
A
F | £ ‘
| - G
o L
e — 4 __JC
- -
f/" - -
A b
“.-"
A I B

Aplicando o Teorema de Pitdgoras no triangulo ABC temos AC' = a?+b?. Aplicando
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também ao triangulo ACH, temos d* = (AC)? + ¢2. Substituindo AC' = a®+ b? obtemos

a’ + b+ & = d%
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8 Um pouco sobre o livro The Pytagorean Proposi-

tzon

Nao poderiamos deixar de mencionar o livro The Pythagorean Proposition, de Elisha
Scott Loomis, que traz varias demonstracoes do teorema de Pitagoras. Este livro foi
publicado pela 1* vez em 1927 com 230 demonstragoes. Em 1940 foi publicada a 2* edigao,
trazendo 370 diferentes provas do teorema, agrupadas e organizadas; as demonstragoes

estao separadas em 109 provas algébricas, 255 geométricas, 4 quaternarias e 2 dinamicas.

As provas algébricas sao baseadas nas relacoes métricas dos triangulos retangulos,
algumas utilizando circulos e outras diferentes poligonos. As provas geométricas sao
baseadas na comparagao de areas. De um modo geral, todas as provas algébricas e
geométricas, baseiam-se no Postulado das Paralelas, isto ¢, valem apenas na geometria
euclidiana. Dentre as varias observagoes, Loomis nota que nao ¢é possivel provar o teo-
rema com argumentos trigonométricos, pois a igualdade fundamental da Trigonometria,

sen’x + cos®x = 1, j4 é um caso particular do teorema.

Apresentaremos agora algumas demonstracoes que estao no livro citado. Estas foram
escolhidas por nao serem geralmente publicadas. Mesmo seguindo a prova do livro, varios

detalhes foram adicionados como uma complementacao.
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(1) Demonstracao nimero Trinta e quatro - pagina 49

i
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

Considere o triangulo ABH retangulo em H, com AB = ¢, BH = a, AH = b, med(£A) =

a e med(£B) = . Note que a + = 90°. Fagamos a seguinte construgao:

e AD perpendicular a AB tal que AD = AB:;

BC perpendicular a AB tal que BC = AB:;

CD perpendicular a BC tal que CD = AB;

DF perpendicular a AH;

CFE perpendicular a DF e

BG perpendicular a CE.

No triangulo BCG, como BC é perpendicular a AB, entdo med(ZABC) = 90°. Mas
med(/ABC) = med(£/ABH) + med(£HBC')

90° = 8 + med(£HBC)

entao

med(£HBC) = a. (10)

Por construcio j& temos que BC' = AB. Como BG é perpendicular a CE, med(/BGC) =

90°. Pelo teorema da soma dos angulos internos,

med(£BCGQG) + med(£LCGB) + med(£LGBC) = 180°
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med(£BCG) 4 90° + o = 180°

logo,
med(£BCG) = f3. (11)

Portanto, de (10) e (11) e pelo Postulado ALA, ABCG = AABH.

No triangulo CDE, como C'D é perpendicular a BC, entio
med(£BCD) = 90°
med(£BCD = med(£BCG) + med(£LGCD)

90° = B + med(Z/GCD)

entao

med(£GCD) =« (12)

Por construcio j& temos que CD = AB. Como C'E é perpendicular a DF, med(/DEC) =
90°.

Pelo teorema da soma dos angulos internos,
med(ZCDE) + med(£DEC) + med(£ECD) = 180°

med(/CDE) + 90° + a = 180°

logo,
med(£LCDE) = p. (13)

Portanto, de (12) e (13) e pelo Postulado ALA, ACDE = ANABH.

No triangulo DAF, como AD é perpendicular a AB, entao med(ZDAB) = 90°, mas
med(/DAB) = med(/DAH) + med(/HAB)

90° = med(/DAH) + a

entao

med(£LDAH) = (3 (14)



64

Por construcio j& temos que AD = AB. Como DF é perpendicular a AH, med(£AFD) =
90°.

Pelo teorema da soma dos angulos internos,
med(£LDAF) + med(LAFD) + med(£LFDA) = 180°

B+ 90° + med(£LFDA) = 180°

logo,
med(/ZFDA) = a. (15)

Portanto, de (14) e (15) e pelo Postulado ALA, ADAF = NABH.

O quadrilatero ABC'D é um quadrado, pois AB = BC =CD = DAe /ABH,/BCD,/CDA
e ZDAB sao todos angulos retos. Também o quadrilatero FFHGE é um quadrado, pois,

das congruéncias entre triangulos mostradas acima, temos

AH=BG=CFE=DF =bBH=CG=DE =AF =a

entao
AH=AF+FH=B=a+FH=FH=b—a
BG=BH+HG=b=a+HG=HG=b—a
CE=CG+GE=b=a+GE=GE=b—a
DF =DE+FEF=b=a+LEF=FEF=b—a
logo,

FH=HG=GE=EF=b—a

e ainda, de DF perpendicular a AH, CE perpendicular a DF e BG perpendicular a CE,
entao /HFE, /FEG e ZEGH sao todos retos. O ZGHF é reto porque é suplementar
do ZAHB. Agora, pelo Postulado da Adicao de Area,

a(OABCD) = a(AABH) + a(ABCG) 4+ a(ACDE) + a(ADAF) + o(OFHGE).
ab

Como os triangulos sao todos congruentes, entao possuem mesma &area, a saber 5
Assim,

a(OABCD) = 4a(AABH) + o(OF HGE)
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b
h2:4%+(b—a)2

h? = 2ab + b* — 2ab + o>

h? = b + a®.

Muitas demonstracoes presentes no livro utilizam a equidecomponibilidade, que nao
é provada ou mesmo citada na obra, pois na época a divisao de figuras para gerar outras
figuras era considerado algo intuitivo, nao se exigindo entao demonstracoes para isso.
Vamos entao definir este conceito de decomponibilidade e demonstrar a equicomposigao,

podendo entao utilizéd-los em outras provas.

Definicao 24 Duas figuras se chamam equicompostas se, cortando de um certo modo
uma delas em wm nidmero finito de partes, consequir-se (ao dispor estas partes de outra

forma) compor a sequnda figura.

Método de divisao: Utilizado para calcular area de poligonos. O método consiste
em tentar dividir o poligono em um nimero finito de partes, de modo que as mesmas pos-
sam compor um poligono mais simples (para o qual sabe-se calcular a area). Por exemplo,
para calcular a area de um paralelogramo pode-se recorta-lo e formar um retangulo, este
terd mesma base e mesma altura do paralelogramo, logo possuem mesma area. Assim o

paralelogramo e o retangulo sao equicompostos e, consequentemente, equivalentes.

Logo poligonos equicompostos quaisquer sao equivalentes. Vejamos agora alguns le-

mas para provarmos o reciproco, isto é, que poligonos equivalentes sao equicompostos.

Lema 1 Se a figura A é equicomposta com a figura B, e a figura B € equicomposta com

a figura C, as figuras A e C também sdo equicompostas.

De fato, considerando as figuras abaixo como exemplo, tracemos na figura B as linhas
tracejadas que dividem-a em partes que irao compor a figura A; tracemos ainda linhas que
dividem a figura B em partes que compoem a figura C. Ambas as linhas juntas dividem a
figura B em partes mais pequenas, de forma que tais pecas podem tanto formar a figura

A quanto a figura C. Portanto, as figuras A e C sao equicompostas.
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Lema 2 Todo triangulo é equicomposto com algum retangulo.
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De fato, conforme figura abaixo, seja AB o maior lado do triangulo ABC e CD a altura

em relagao ao vértice C. Entao o ponto D estd entre A e B (de outra maneira um dos

angulos /A ou /B seria obtuso e o lado AB nao seria o maior). Na metade da altura C'D

tracemos uma reta paralela a AB e tracemos desta reta as perpendiculares AE e BF.

Entao obtemos o retangulo AEF B que é equicomposto com o triangulo ABC, pois os

triangulo numerados 1 (e 2) séo iguais. Cada uma das figuras ABC e AEF B consistem

na uniao de um trapézio, um triangulo numerado 1 e um triangulo numerado 2.

Lema 3 Dois paralelogramos de mesma base e mesma drea sao equicompostos.

Sejam ABCD e ABEF dois paralelogramos de mesma base AB e mesma area. Entao

as alturas desses paralelogramos tem a mesma medida, isto é, DC e EF estao sobre
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uma mesma reta. Tracemos na reta 1@ uma série de segmentos iguais a AB e por cada
ponto da divisdo tracemos retas paralelas aos segmentos AD e AF. Entdo a faixa entre
as linhas paralelas é dividida em uma série de poligonos. Enumeremos estes poligonos,
conforme a figura. Notemos que cada um dos paralelogramos ABCD e ABEF contém
uma peca de nimero 1, uma peca de nimero 2, uma peca de nimero 3 e uma peca de

nimero 4. Consequentemente, esses paralelogramos sao equicompostos.

Lema 4 Dois retangulos de mesma drea sao equicompostos.

Sejam ABCD e EFGH dois retangulos de mesma area. Prolonguemos HG e marquemos
nesta reta o ponto L tal que EL = AB. Tracando LK = EF sobre a reta fﬁ, com
K entre L e H, construimos o paralelogramo EF K L. Este paralelogramo ¢ equivalente
ao retangulo EFGH (e ao retangulo ABCD). Do lema 3 segue que os paralelogramos
EFGH e EFKL, que possuiem EF como lado comum, sdo equicompostos. Mas os
paralelogramos ABCD e EFKL também possuem um lado igual, AB = FEL, entao
(pelo lema 8.3) sdo também equicompostos. Por fim, sendo o paralelogramo EF KL
equicomposto com os retangulos ABC'D e EFGH, entao, pelo lema 1, estes retangulos

sao equicompostos.

L K H G
e
N N
N N
D C S S
N N
N N
~N N
N N
N N

A B E F

Lema 5 Todo poligono é equicomposto com um certo retangulo.
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Todo poligono pode ser dividido em um numero finito de triangulos. Conforme figura
abaixo, numerados os triangulos, escolhamos um segmento arbitrario AB e sobre seus
extremos levantemos as perpendiculares AC e BD. Tracemos A;B;, paralelo a AB, tal
que a area do retangulo ABB;A; seja a mesma do triangulo 1. Entao o triangulo 1 e o
retangulo ABB;A; (I) s@o equicompostos. De fato, o triangulo 1 é equicomposto com
um certo retangulo (lema 2) que, por sua vez, é equicomposto com o retangulo 1, o qual
tem a mesma &rea (lema 4), por isso o tridngulo 1 e o retangulo 1 sdo equicompostos.

Em seguida, construamos A, B, paralelo a AB, de tal modo que o retangulo A;B; By A,
identificado com II, seja equivalente com triangulo 2. Entao este triangulo e o retangulo
IT sao equicompostos. Entao construimos o retangulo III, que serd equicomposto com o
triangulo 3, e assim por diante. Os retangulos construidos I, II, III, ... juntos formam

um retangulo que, segundo sua construcao, é equicomposto com o poligono inicial.

C D
A4 B4
v
Ag Bs
i
A, :
A 1l
1 1
/
A B

Teorema 22 (de Bolyai-Gerwien) Dois poligonos de mesma drea sao equicompostos.

Demonstracao: De acordo com o lema 5 cada um dos poligonos é equicomposto com um
certo retangulo. Obtendo dois retangulos, cada um equicomposto com um dos poligonos,
estes tém mesma drea e, consequentemente, sdo equicompostos (lema 4). Portanto, pelo

lema 1, os dois poligonos iniciais sao equicompostos.

(2) Demonstragao niimero dois - pagina 100

Esta na verdade nao é uma prova mas sim um verificacao por recorte da validade da
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relacao de Pitagoras para um triangulo em particular. Acreditamos que estas verificagoes

podem ser realizadas como atividades em sala de aula.

Construa um triangulo ABC' da seguinte forma:

e Trace um segmento BC' = q;

e Trace um segmento perpendicular a BC passando por C tal que este tenha o dobro

de BC, isto é, AC = 2a;

e Ligue os pontos A e B formando o segmento AB = c.

2a

Construa trés quadrados, cada um deles com os lados medindo a,2a e ¢. Em seguida,

recorte-os:

2a

2a 2a

Enumere com 1 o quadrado de lados medindo a e guarde-o. No quadrado de lados

medindo 2a, marque os quatro pontos médios e dobre ligando estes pontos médios:



B
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Recorte os quatro quadrados que surgiram a partir das dobras. Note que os novos quatro

quadrados tem lados medindo a.

Marque novamente apenas um dos seus pontos médios e dobre, conforme indicado na

figura, ligando o ponto médio a um dos vértices opostos:

/ 1 77
/7 | //
2 /¢ 4 77
/7 | /7
/7 3 R 5
/ / /7
/7 Y
/ / [y
L _ e
e e A
/7 B /7
7/ 8 //
6/, - /7
/7 7 L7y 9
/ 7/ (I A
/7 I 77
!/ / | 177
L L
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Agora, com as pegas de nimeros 1 até 9, tente preencher o quadrado de lado medindo

c. As nove pecas preenchem o quadrado de lados ¢ da seguinte maneira:

Portanto, a drea do quadrado sobre o lado AB é igual a soma das &reas dos quadrados

sobre os lados BC e C'A.

(3)Demonstracao niimero sete - pagina 103

Trata-se de uma verificagao para o caso de um triangulo retangulo isésceles. Construa

um triangulo retangulo isésceles da seguinte maneira:

Trace a base BC' = q;

e Marque o ponto médio M;

Trace um segmento AM perpendicular a base passando pelo ponto médio, tal que

este segmento seja a metade de a;

Ligue o ponto A a B e C, gerando os lados AB = AC = b

Construa sobre os lados AB e BC quadrados de lados AB = AC = b.
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A
&
|
|
IM
B a C

Recorte os quadrados, dobre em uma das diagonais e recorte nesta dobra:

Numere as pecas de 1 a 4. Tente encaixar as quatro pecas que surgiram do recorte

sobre o lado BC, formando um quadrado. Uma possibilidade é mostrada na figura abaixo:

A
VAN
|
Bl 4  |C
1
2 < a4
3

Portanto, a area do quadrado de lado BC' é igual a soma das areas dos quadrados de

lados AB e AC.

(4) Demonstracao nimero doze - pigina 107
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Construa um triangulo retangulo ABC qualquer:

e Trace um segmento AB, com uma medida qualquer;
e Trace uma perpendicular BC, também com uma medida qualquer;

e Ligue os pontos A e C.

Sobre os lados AB e BC' construa quadrados. Em seguida, trace o segmento PQ paralelo

ao lado AC.

Recorte os dois quadrados, inclusive as linhas PB e B(). Enumere as pecas e tente
encaixar estas formando um quadrado sobre o lado AC.

Segue a montagem:
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Novamente, a area do quadrado de lado AC é igual a soma das areas dos quadrados

de lados AB e AC.



)

9 Relacao entre o Teorema de Pitagoras e o Postu-

lado das Paralelas

Até aqui, todas as demonstracoes do Teorema de Pitagoras tomaram como base o
Postulado das Paralelas, parecendo essencial o uso deste. Na realidade o Teorema de
Pitagoras é valido ndo somente na Geometria Euclidiana (geometria estudada até agora),
mas também na Geometria Eliptica, em que nao existem paralelas e a soma dos angulos
internos de um triangulo é maior que 180°; e na Geometria Hiperbdlica, em que existem
infinitas retas paralelas por um ponto dado a uma reta dada e a soma dos angulos internos
de um triangulo é menor que 180°. Mais ainda, o Postulado das Paralelas na forma mais

conhecida é chamado de Axioma de Playfair:
Por um ponto dado, somente uma reta pode ser tracada paralela a uma reta dada.

Assim, o Postulado das Paralelas escrito como acima caracteriza a Geometria Eucli-
diana. Como ja mencionado em segoes anteriores, este Postulado é também conhecido

como o “V Postulado de Euclides” que afirma:

Se uma reta ao cortar outras duas forma angulos internos, no mesmo lado, cuja soma
¢ menor que dois angulos retos, entao as duas, se continuadas, encontrar-se-ao no lado

onde estao os angulos cuja soma é menor que dois angulos retos.

Notemos que esta afirmacao nao faz mencao a respeito de paralelas. Sendo assim, o
Teorema de Pitagoras, que vale em geometrias euclidianas e nao euclidianas, nao necessita

da existéncia de paralelas.

Portanto, deve haver como mostrar que o teorema de Pitagoras implica o Postulado
das Paralelas, ou melhor, o Axioma de Playfair. A demonstracao nao é direta, necessita

de alguns lemas e segue uma sequéncia de teoremas.

Teorema 23 Se dois lados de um triangulo ndo sao congruentes, entao os angulos opos-

tos a eles nao sao congruentes e o maior angulo se opoe ao maior lado.

Demonstragao: Queremos provar que em qualquer triangulo ABC, se AB > AC,

entao ZLC > /B.
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Seja D um ponto de AC, tal que AD = AB. Entao ZABD = /D, pois os angulos da
base de um triangulo isésceles sao congruentes. Como AD = AB > AC, C deve estar

entre A e D. Entao, pelo Postulado da Adicao de Angulos,
med(LABD) = med(£LABC) + med(ZCBD).

Assim, med(ZABC) < med(£ZABD), ou seja, ZABC < /ZD. Como LABD = /D,
segue que ZABC < /ZD. Mas, pelo Teorema do Angulo Externo, temos que ZD <
/ZACB. Logo, ZABC < ZACB. Portanto, /B < ZC', como queriamos demonstrar.

Teorema 24 Se dois angulos de um triangulo nao sao congruentes, entao os lados opos-

tos a estes angulos nao sao congruentes e o maior lado se opoe ao maior angulo.

A

N\

B C

Demonstragao: Queremos mostrar que em qualquer triangulo ABC, se ZC > /B,
entao AB > AC'. Ha treés possibilidades para os nimeros AB e AC"

Possibilidade (1): AB < AC,

Possibilidade (2): AB = AC,

Possibilidade (3) AB > AC.

Se (1) for considerada verdadeira, entao, pelo teorema anterior, seguiria que ZC' <

/B, o que contradiz com a hipotese.

Se (2) for considerada verdadeira, entao ZB e ZC' seriam os angulos da base de um
triangulo isésceles, de onde terfamos que /B = /(' também contradizendo a hipdtese.

Logo, a unica possibilidade é (3), como queriamos demonstrar.
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Lema 6 Em um triangulo, a soma de quaisquer dois angulos é menor que 180°.

Demonstracao: No triangulo ABC' da figura abaixo, consideremos a soma dos angulos
/CAB e ZABC. Consideremos também o angulo externo ZDAB adjacente ao angulo
/CAB.

Temos que med(ZDAB) + med(ZCAB) = 180°. Pelo Teorema do Angulo Externo
sabemos que med(ZABC) < med(£DAB). Portanto, a soma de ZCAB ¢ ZABC é

menor que 180°.
Lema 7 Em qualquer triangulo, a soma dos angulos internos ¢ menor ou igual a 180°.

Demonstracgao:

Prova por absurdo. No triangulo ABC suponhamos que a soma dos angulos internos
exceda 180° por uma certa quantia a. Suponhamos que v < 8 e seja D o ponto médio
de Cﬁ Estendamos AD até FE tal que AD = DE. Entao os triangulos CAD e BED
sao congruentes, pelo Postulado LAL. Em particular, med(ZACD) = 3 = med(£EBD)
e med(LCAD) = a = med(£BED). Entao, sendo a soma dos angulos internos do
triangulo ABC' igual a o + § + v + (8, a soma dos angulos internos do triangulo ABFE é
também « 4+ 0 + v + 5. Agora, como v < (3, entao AC < AB; como AC = BE, segue
que BE < AB. Assim, § < a. Mas, med(£BAC) = a + § entdao med(£LBAC) > § + 0,
isto é, med(£/BAC) > 26 de onde § < %ZBAC'.



78

Assim, temos construido um triangulo, ABFE, cuja soma dos angulos internos é igual
a do triangulo ABC, mas com um angulo no maximo a metade de um dos angulos do
triangulo ABC'. Esse processo pode ser repetido tantas vezes quanto for necesséario até
obtermos um triangulo cuja soma dos angulos internos é menor que 180° + a, sendo a o
excesso da soma dos angulos internos do AABC em relacao a 180°. Mas a soma total
dos angulos internos do triangulo construido é a mesma que a do triangulo ABC. Mas
a soma dos dois angulos restantes deve exceder 180°, obtemos entao uma contradicao.

Portanto, a soma dos angulos internos do triangulo ABC' nao pode exceder 180°.

Lema 8 Se a soma dos angulos internos de um triangulo € igual a 180°, e se um segmento
¢ tracado de um vértice ao lado oposto, de modo a dividir o triangulo em dois pequenos

triangulos, entao a soma dos angulos internos de cada pequeno triangulo é também 180°.

Demonstracao: Seja ABC um triangulo qualquer e C'D o segmento que divide AABC
em dois outros triangulos menores, a saber, AACD e ABCD. Sejam S; e Sy a soma dos
angulos internos dos triangulos AC'D e BCD, respectivamente. Entao a soma S; + S
¢ maior do que 180°. Se S; é menor do que 180°, entao S, deve ser maior do que 180°.

Mas isso contradiz o Lema 7.

Lema 9 Dada uma reta e um ponto fora dela, uma reta pode ser tragada por este ponto,
intersetando a reta inicial de maneira que o angulo formado € menor que qualquer angulo

pré-fivado.

Demonstracao: Dada a reta r e um ponto P fora dela, tracemos a perpendicular
PQ:; escolhamos pontos R e S distintos de @ na reta r tal que PQ = QR e PR = RS,

respectivamente, (com R entre ) e S) e considere os angulos «, § e 7, conforme figura.
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O triangulo RPS é isésceles, entao ZRPS e /RSP sao congruentes. ZQRP e ZPRS
formam um par linear, entdo a + v = 180°. Pelo Lema 9.2, a soma de v+ 8 + 3 é no
maximo 180°. Assim, a soma [+ 8 é no maximo igual a a. Portanto, # tem no maximo
a metade de a. Repetindo a construgao tanto quanto for necessario, obtemos um angulo

menor que qualquer angulo pré-fixado.

Os teoremas que seguem formam as implicagoes que vao desde o uso do teorema de

Pitagoras até obtermos o Postulado das Paralelas.

Teorema 25 Se, em todo triangulo retangulo, o quadrado da hipotenusa € igual a soma
dos quadrados dos seus catetos, entao existem triangulos retangulos isosceles arbitraria-

mente grandes cuja soma dos seus angulos internos é 180°.

Demonstracgao: Na verdade, provaremos a afirmacao levemente mais forte:

Se, em todo triangulo retangulo, o quadrado da hipotenusa é igual a soma dos quadra-
dos dos seus catetos, entao os trés angulos internos de todo triangulo retangulo isosceles

somam 180°.

Seja ABC' um triangulo retangulo qualquer, com o angulo reto no vértice C'. Trace a
altura CH = h do vértice C' a hipotenusa AB. Sejam BC = a, AC =be BA=c¢,BH ==«

e AH =y, conforme figura.




80

Como ACBH, ANACH e NABC sao retangulos, podemos aplicar a relagao pitagorica

em cada um deles:

AABC : a® +b* = &2
ACBH : 2> + h? = d®
NACH > + h* =V?

Como ¢ = x + y entao

A= (v4y)? =2+ 2y +y°

Substituindo (17), (18) e (19) em (16) obtemos
2+ h? + P+ b2 =2 4 22y + o

ou

22y = 2h? = xy = h,

logo,

h_y
r h

h
Definamos essa proporc¢ao comum — = % = k. Entao h = kx,y = kh e temos
x

b2 = h? +y? = (kx)® + (kh)? = k22 + k*h? = K*(2® + h?).

Pela igualdade (17), segue que

v = k%a®
assim,
b h vy
-_— = k = — = —_—.,
a x h
h
Dividindo y = kh por b = ka, temos y_ @ = ﬁ, logo y_2_ k.
b ka a b a

(16)
(17)

(18)

(19)

(20)

Utilizando esta ultima proporcao, temos que y = kb e h = ka, substituindo na equacao

(18):
b = (kb)? + (ka)? = b* = k*b* + k*a® = b* = K*(b* + d?).

b
Como por (9.1) a? + b* = 2, seque que b* = k*c?, logo, - = k.
c

Portanto,
h
a
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Assim, os lados correspondentes dos triangulos CBH e AC'H sao proporcionais, assim

como os lados do triangulo ABC' é proporcional aos lados correspondentes dos triangulos

CBH e ACH.

Na figura abaixo, onde os triangulos foram separados e reposicionados, conforme seus

lados correspondes, a proporcao fica visivel:

c G
B
b C
Mh a
X
H 45, CH 'y A C b A

Seria tentador nesta etapa concluirmos que, como os lados correspondentes dos triangulos
sao proporcionais, os angulos correspondentes sao congruentes. Essa implicacao, entre-
tanto, é uma consequéncia do Postulado das Paralelas, nao valendo em geral. No entanto,

no caso especial de um triangulo retangulo isésceles, podemos proceder como segue:

Considere o triangulo ABC' isdsceles de base AB, isto é, med(ZA) = med(£B). Da
propor¢ao (20),se a = be — = —, entdo 1 = —, logo h = x, analogamente, h = y. Assim,
a x T

os triangulos BHC e AHC' sao também isdsceles, entao
med(£B) = med(£BCH),med(£A) = med(LACH).

Como ZC' é reto, segue que med(£LBCH) + med(£LACH) = 90°.

Fazendo a substituigao med(£B) = med(£LBCH) e med(£A) = med(LACH) =,
obtemos med(£A) + med(£B) = 90°. Portanto,

med(ZA) + med(£B) + med(£C) = 90° + 90° = 180°.
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Teorema 26 Se os angulos internos de um triangulo retangulo isosceles arbitrariamente

grande somam 180°, entao os angulos internos de todo triangulo retangulo somam 180°.

E
B
D A C

Demonstracao: Seja o triangulo ABC' retangulo em C. Considere o triangulo DC'E
retangulo isésceles de base DE, cuja soma dos angulos internos é igual a 180° construido,
a partir de C, estendendo-se os lados C'A até D e CB até E, tal que CD = CE. Aplicando
o Lema 8, podemos concluir que a soma dos angulos internos do triangulo FAC' é igual
a 180°, e entao concluimos que a soma dos angulos internos do triangulo ABC' é igual a

180°.

Corolédrio 2 Se qualquer uma das afirmagoes abaizo (equivaléncias do V postulado) for

aceita, entao a soma dos trés angulos de qualquer triangulo € igual a 180°.

e Existem alguns triangulos cujos trés angulos somam dois angulos retos;
e Existe um triangulo retangulo isdsceles cujos angulos somam dois angulos retos;

e Existem triangulos retangulos isosceles arbitrariamente grandes cujos angulos so-

mam dois angulos retos.

Teorema 27 Se os angulos internos de qualquer triangulo retangulo somam 180°, entao
por um ponto dado, fora de uma reta dada, somente uma reta pode ser tracada paralela

a reta dada.
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Demonstracao: Dada a reta [ e um ponto P fora desta, tracemos PQ perpendicular
I. Construa a reta r passando por P perpendicular & PQ. Entdo r é paralela (isto é, ndo
interseta) a reta [, pois a existéncia de um tridngulo com dois angulos retos contradiz
o Lema 6. Suponha que existe outra reta s por P paralela a [. Como s ¢ distinta de
r, podemos escolher um ponto 7" em s tal que med(£LTPQ) < 90°. Seja a seu angulo

adjacente tal que med(ZTPQ) + a = 90°.

[ ]

Pelo Lema 9, construimos uma reta por P intersetando [ em U, tal que med(ZPUQ) < a.
Seja V um ponto de r do mesmo lado de PQ em que estd U. Assim, como ZPQU é reto,

entao

med(ZQUP) + med(£QPU) = 90°.

Mas
med(ZQPU) + med(LUPV) = 90°.

Comparando estas duas iltimas igualdades, concluimos entao que ZQUP e LU PV sao
congruentes. Isto significa que med(ZUPV) < a. Como ZTPV é igual a a, o segmento
PT deve estar no interior do angulo ZQPU e deve, portanto, intersetar a reta [ (em
algum lugar entre @) e U). Isso contradiz a suposi¢ao de que a reta s é paralela a reta [

e, portanto, a paralela r por P é Unica, como queriamos demonstrar.
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10 Tabela de analise de alguns livros didaticos

A analise de alguns livros didaticos aprovados pelo PNLD teve por objetivo verificar
de que forma é apresentado o Teorema de Tales e o Teorema de Pitagoras. A analise
serviu para uma reflexao sobre o modo de ensino destes contetidos. Foram observados
ao todo 13 livros, sendo oito deles do 9° ano do Ensino Fundamental e os outros seis
do 1° ano do Ensino Médio. A Tabela 1 é uma identificacdo numérica dos livros. Na
Tabela 2, na coluna com a pergunta “Apresenta a demonstracao incompleta?” para o
Teorema de Tales, estamos nos referindo a prova incompleta, que utiliza apenas segmentos
comensuraveis, sendo considerada verdadeira para segmentos incomensuraveis mas sem
demonstrar para este segundo caso, situacao discutida no capitulo 5. Somente em dois
dos livros vemos provas diferentes, a saber, no livro Conexoes com a Matematica 1, 1°EM
utiliza-se o método das dreas, e no livro Aplicando a Matematica, 9° ano a demonstracao
é feita com semelhanca de triangulos. Quanto ao Teorema de Pitagoras, parece ainda
haver uma preferéncia pela demonstracao por semelhanca em triangulos. Muitos deles ja
trazem outras provas, que utilizam areas, mas, ainda assim, estas estao em segundo plano,
parecendo que a demonstracao por semelhanca é mais importante. A prova por areas é

mais ‘natural’ considerando a trajetoria de um aluno do 9° ano do Ensino Fundamental.



Tabela 1: Numeragao dos livros

Livro Ano Ano de
Titulo do livro Autores
Ne° Escolar edicao
Alexandre L. Trovon
1 Aplicando a Matematica | 9° EF 2011
de C., Lourisnei F. Reis
2 Tudo é matematica 9° EF | Luis Roberto Dante 2012
Descobrindo e aplicando Alceu dos S. M.,
3 9° EF 2012
a matematica Paulo A. F. Machado
Alvaro Andrini,
4 Praticando Matematica 9° EF 2012
Maria José Vasconcelos
Matematica Marilia Centurién,
5 9° EF 2012
Teoria e Contexto José Jakubovic
Joamir Souza,
6 Vontade de Saber 9° EF 2013
Patricia Moreno P.
7 Mateméatica Bianchini 9° EF | Edwaldo Bianchini 2015
Mateméatica Dulce S. Onaga,
8 9° EF 2015
Ideias e Desfios Iracema Mori
9 Matematica Paiva 1 1° EM | Manoel Paiva 2015
Conexoes com a
10 1° EM | Fabio M. de Leonardo 2016
Matematica 1
Matematica 1:
11 1° EM | Rodrigo Balestri 2016
Interacao e Tecnologia
Osvaldo Dolce,
Matemaéatica 1: David Degenszajn,
12 1° EM 2016
Ciéncias e Aplicagoes Roberto Périto,
Nilze de Almeida
Matematica
13 1° EM | Luiz Roberto Dante 2016
Contexto e Aplica¢oes
Jaqueline Garcia,
14 Contato Matemaética 1 1° EM 2016

Joamir Souza
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Tabela 2: Andlise dos livros

Livro Teorema de Tales Teorema de Pitagoras
Ne° Apresenta a | Apresenta a Apresenta a Apresenta a
demonstracao | demonstracao | demonstracao | demonstracao
incompleta? completa? por semelhanca? | por areas?
1 Nao Sim Sim Nao
2 Sim Nao Sim Sim
3 Nao Nao Nao Nao
4 Sim Nao Nao Sim
D Nao Nao Nao Sim
6 Sim Nao Sim Sim
7 Sim Nao Sim Sim
8 Sim Nao Sim Nao
9 Nao Nao Sim Sim
10 Nao Sim Sim Sim
11 Sim Nao Sim Sim
12 Sim Nao Sim Nao
13 Sim Nao Sim Sim
14 Sim Nao Nao Sim
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11 Conclusao

Nosso estudo sobre o Teorema de Pitagoras e do Teorema de Tales nos mostra que
qualquer que seja o conteido exposto pelo professor, este deve ter um conhecimento
abrangente do assunto. Nao basta seguir a risca um determinado livro didatico, pois sao
as varias perspectivas de um mesmo conteiudo que dao ao professor uma visao ampla de
qual a melhor maneira de ensinar, dependendo de todo o contexto no qual o aluno esta

inserido.

O Teorema de Pitagoras tem uma lista grande de aplicacoes, inclusive na proépria
matematica. Dentre elas, na Geometria Plana é utilizado para se obter a diagonal de
um quadrado e a altura de um triangulo equildtero; na Trigonometria temos a relagao
trigonométrica fundamental; nos Nimeros Complexos o cdlculo da norma; na Geometria
Analitica a distancia entre dois pontos no plano cartesiano; na Geometria Espacial a
diagonal de um paralelepipedo; na Algebra Linear utilizamos para calcular o angulo
entre dois vetores, tanto no R? como no R?; temos também as ldnulas de Hipdcrates,
que sao figuras geométricas limitadas por dois arcos circulares de raios distintos. Ainda,
dentre as generalizacoes que apresentamos no capitulo 7, temos também a lei dos cossenos
que nao mencionamos. Independente de qual seja a aplicagdo do teorema, mostramos
diferentes maneiras de demonstra-lo. Para tal, varias propriedades referentes a célculo
de areas foram utilizadas. Propriedades estas que muitas vezes ficam escondidas com
tanto teor algébrico que estamos acostumados a lidar. Principal exemplo disso é o uso da
propriedade em que se triangulos tem mesma base e altura entao possuem mesma area.
Essa propriedade foi utilizada aqui em varios momentos, tornando as demonstracoes

visiveis e nao apenas algébricas.

Portanto, ainda hé varias outras perspectivas de estudo do Teorema de Pitdgoras
e suas demonstracoes. Algumas dissertacoes relacionadas as aplicagoes citadas acima
ja foram publicadas mas, ainda assim, ha muito o que se explorar deste teorema tao
importante e presente nao apenas na matematica, mas também em ramos como a fisica,

tendo como um exemplo o calculo vetorial.
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