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Resumo

A Geometria Fractal € um ramo novo da Matematica que vem sendo estudado desde
sua descoberta nos anos sessenta por Benoit Mandelbrot. Por se tratar de uma
geometria essencialmente intuitiva, muito se tem comentado a respeito da
possibilidade de sua introducéo ainda no Ensino Fundamental e Médio. Assim, muitas
atividades envolvendo Geometria Fractal foram e ainda estdo sendo desenvolvidas
com o intuito de tornar o contetdo da Matematica curricular mais significativo ao aluno.
Entretanto, muitas carecem de um estudo mais aprofundado no que tange ao seu
verdadeiro grau de eficiéncia. Para tentar vislumbrar até que ponto estas atividades
podem se caracterizar como um recurso didatico valido, elaboramos uma pesquisa e
realizamos atividades abordando a Geometria Fractal no contexto dos alunos do nono
ano do ensino fundamental, de uma escola na cidade de Birigui-SP, realizada no ano
de 2018. Antes das atividades préticas, realizamos uma pesquisa, de carater
introdutdrio, contextualizada, relacionada ao tema a fim de que os alunos se
familiarizarem com o assunto a ser estudado. Ao final, relatamos a experiéncia vivida
em sala de aula e as dificuldades apresentadas nas decorrentes atividades. O estudo
ainda sugere que a Geometria Fractal pode proporcionar aos alunos uma relacao mais
forte entre os saberes do cotidiano e o escolar, além de ter proporcionado uma visdo
dindmica da matematica como uma ciéncia que avanca, € ndo como um corpo de

conhecimento pronto e acabado.

Palavras-chave: Geometria Fractal, contextualizagdo, aprendizagem-significativa.



Abstract

Fractal Geometry is a new branch of mathematics that has been studied since its
discovery in the sixties by Benoit Mandelbrot. Because it is an essentially intuitive
geometry, much has been commented about the possibility of its introduction still in
Elementary and Middle School. Thus, many activities involving Fractal Geometry were
and are still being developed with the intention of making the content of curriculum
Mathematics more meaningful to the student. Many, however, need further study as to
their true degree of efficiency. In order to try to glimpse the extent to which these
activities can be characterized as a valid didactic resource, we elaborated a research
and carried out activities addressing the Fractal Geometry in the context of the students
of the ninth year of elementary school, of a school in the city of Birigui-SP, year of
2018. Before the practical activities, we carried out a research, of introductory
character, related to the subject so that the students become familiar with the subject
to be studied. In the end, we report the experience lived in the classroom and the
difficulties presented in the activities. The study also suggests that Fractal Geometry
was able to provide students with a stronger relationship between everyday and school
knowledge, as well as providing a dynamic view of mathematics as a science that

advances, not as a ready and finished body of knowledge.

Keywords: Fractal geometry, contextualization, learning-meaningful.
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INTRODUCAO

Durante séculos, os objetos e os conceitos da geometria euclidiana foram
considerados aqueles que melhor descreviam o mundo em que vivemos. Cientistas
conceberam uma visédo da natureza a partir de conceitos e formas de figuras regulares
e diferenciaveis.

Nos ultimos quarenta anos, vem se desenvolvendo um novo ramo da geometria
gue modela as irregularidades da natureza, a geometria fractal. Figuras que no inicio
do século passado eram vistas como “monstros matematicos”, ja que desafiavam as
nog¢des comuns de infinito e para as quais ndo havia uma explicagéo objetiva, tém
hoje um papel notavel na interpretacéo da realidade.

Através dos estudos realizados no final do século XIX e inicio do século XX, foi
possivel fundamentar este novo ramo da geometria que, influiu decisivamente para o
rompimento do determinismo, ampliou a abrangéncia da geometria e possibilitou ao
homem trabalhar com as complexidades da natureza.

Difundida pelo matematico polonés Benoit Mandelbrot (1983), a geometria dos
fractais tem atraido interesse cientifico e educacional devido a sua potencialidade,
versatilidade e fascinio oferecido por sua beleza e pelo grande poder de anélise dos
objetos da natureza. Por isso, seu uso tem ocorrido em diversas areas da ciéncia,
tecnologia e arte.

A Geometria Fractal € o ramo da matematica que estuda as propriedades e o
comportamento dos fractais (objetos geométricos irregulares e fragmentados). Na
matematica da educacado basica costumamos trabalhar com os alunos a Geometria
Euclidiana, onde se estuda as figuras mais simples, como retas, circulos, quadrados,
cones, etc. Calculamos volumes, areas, perimetros e, assim, trabalhamos em duas e
trés dimensdes. Mas em muitos fenbmenos e formas da natureza ndo podemos utilizar
a geometria tradicional, precisando para tanto de uma teoria especial para ser
explicada. E aqui que entra a geometria fractal, que foi criada nos anos 70 do séc. XX,
pela mao de Benoit Mandelbrot. Surgiu como uma intencdo de descrever diversos

fenbmenos na natureza. Segundo Mandelbrot,
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As nuvens nao sdo esferas, as montanhas ndo sdo cones, as linhas
costeiras ndo sao circulos, a casca das arvores néo é lisa e nem os
relampagos viajam em linha reta (MANDELBROT, B., 1983)

A utilizag&o da linguagem do caos e da geometria fractal

Segundo Piaget (1995), em sua classificacao dos estagios de desenvolvimento
da crianca, no estagio de desenvolvimento Operatério Formal (de 12 anos em diante),
a representacao permite a abstracéo total, ndo se limitando ao imediato ou as relagfes
pré-existentes. Neste periodo o individuo é capaz de pensar em todas as relacdes
possiveis logicamente, buscando solucdes a partir de hipéteses e ndo apenas pela
observacéo da realidade. Neste estagio as estruturas cognitivas alcangcam seu nivel
mais elevado e tornam capazes de aplicar o raciocinio légico a todas as classes de
problemas.

Conclui-se, portanto, que para este estagio do desenvolvimento, o estudo da
Geometria Fractal e da Teoria do Caos € totalmente apropriado. Os alunos tém,
através dele, a oportunidade de investigar topicos da Matematica numa nova
perspectiva e de fazer conexdes com cotidiano. No caso da Geometria Plana,
especificamente, sua limitacdo explicativa e conceitual do mundo, estava colocada
pela multiplicidade de formas dos objetos existentes na natureza, com variados graus
de complexidade os quais excediam a capacidade formulativa e explicativa da
Geometria Euclidiana, como por exemplo, as formas das nuvens, dos galhos de
arvores e dos relampagos, cujos construtores tedricos nao podiam ser descritos pela
geometria plana.

Desse modo, o “espago” ndo preenchido pela Geometria Euclidiana, no que
concerne aos fendmenos e as formas que ndo se enquadram no seu conceito
explicativo, cuja base era a matematica convencional, torna necessario a busca e o
desenvolvimento de novas teorias explicativas que excedessem as antigas fronteiras
explicativas da Geometria Euclidiana, cujas bases permaneceram imutaveis até o
século XIX, fazendo necessario o surgimento de um outro ramo da geometria, que 0s
explicasse e que os caracterizasse; a Geometria Fractal.

A utilizacdo de fractais, para ilustrar topicos, como areas e perimetros de

poligonos ou volumes de poliedros, pode tornar o seu estudo mais motivador. Por
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exemplo, o "Floco de Neve" que abordamos nesta pesquisa, apresenta perimetro
infinito e area finita, suscitara naturalmente a curiosidade dos alunos, tornando o
processo de ensino-aprendizagem mais significativo. A construgéo e estudo deste
fractal pode ser uma boa forma de consolidar conhecimentos ja adquiridos envolvendo
férmulas algébricas, areas e perimetros, assim como o calculo do numero de
segmentos e o comprimento total do Conjunto de Cantor podera servir de base para
0 estudo posterior de limites devido ao fato deste comprimento total se aproximar, mas
nao ser igual a zero. No 3° ano do ensino médio, o estudo do Conjunto de Mandelbrot
podera servir de exemplo da aplicacdo dos Numeros Complexos.

Reforcando a ideia da necessidade de experimentar a Matematica por
caminhos diferentes para além da resolucdo de exercicios com papel e lapis, a
Geometria Fractal permite explorar conceitos matematicos de uma forma mais
contextualizada e criativa. Nomeadamente, através da construcdo de modelos e
guadros com os resultados de sucessivas iteracoes.

Este tipo de construcéo induz o esfor¢o intelectual nos alunos, pois as figuras
nao podem ser totalmente desenhadas, dependendo da iteracdo a ser realizada,
estimulando o pensamento abstrato, para além de Ihes despertar o interesse para a
beleza e complexidade destas formas nao euclidianas, inserindo no conceito de
ensino que se pretende hoje: a conexdo dos fundamentos tedricos com
conhecimentos adquiridos através da observacéo.

Uma das propostas desse trabalho é, digamos como nosso objetivo primario, a
introducdo dos fractais nos ensinos fundamental e médio, uma vez que a pratica
pedagodgica da Geometria na atualidade contempla, em grande medida, apenas a
Geometria Euclidiana. Visando com isso, colaborar com o desenvolvimento do ensino
da matematica, levando os alunos a perceberem a aplicacdo dos elementos da
matematica em nosso dia-a-dia, observando que nem todas as formas existentes na
natureza sao regulares e suaves, sendo na maioria das vezes complexas e
irregulares. Além disso, como objetivo secundario, a atividade com fractais pode ser
utilizada em articulagdo com outras disciplinas, como por exemplo arte, biologia e
geografia, através de projetos interdisciplinares, fornecendo aos professores uma
aprendizagem significativa, em que o professor se torna o mediador e o aluno, o

protagonista.
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Com isso, o0 aprendizado da matematica torna concreto, valorizando estratégias
diferenciadas de ensino, em que os estudantes se sintam mobilizados e desafiados a
aprender, motivados pelas belezas da Geometria Fractal.

Com o intuito de alcancar tais objetivos, o trabalho foi estruturado na seguinte
maneira:

No capitulo 1, apresentamos a geometria fractal. Tal capitulo foi dividido em
secdes: a historia dos fractais; a definicdo de fractal, alguns fractais na natureza,
fractais na arquitetura e urbanismo.

No capitulo 2, falamos sobre o ensino da geometria no curriculo do Estado de
Séo Paulo, a Base Nacional Comum Curricular (BNCC) e os Parametros Curriculares
Nacionais (PCNSs).

No capitulo 3, discorremos sobre alguns tipos de fractais: O Jogo do Caos, o
Conjunto de Cantor, o Triangulo de Sierpinski, o Tapete de Sierpinski, a Curva de
Koch, a llha de Koch e a Arvore Pitagorica.

No capitulo 4, discorremos sobre as atividades realizadas em sala de aula, com
alunos de uma turma de 9° ano do ensino regular, na cidade de Birigui - SP, no ano
letivo de 2018.

Por fim, nas consideracg@es finais, discorremos sobre as experiéncias de sala
de aula ao se trabalhar com a Geometria Fractal, bem como as dificuldades

enfrentadas.
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1. GEOMETRIA FRACTAL

O termo fractal foi criado por Benoit Mandelbrot, para designar um objeto
geométrico que nunca perde a sua estrutura qualquer que seja a distancia de visao.
Fractal acima de tudo significa auto semelhante. Mandelbrot classificou desta forma
0S seus objetos de estudo pois estes possuiam dimenséao fracionaria. As dimensdes
nao inteiras tornam, entdo, uma forma de quantificar qualidades que, de outro modo,
permaneceriam inquantificaveis: o grau de irregularidade ou tortuosidade de um
objeto.

Se repararmos, todas as formas geométricas ortodoxas, degeneram quando
sdo ampliadas ou diminuidas. Um circulo numa escala muito maior ndo € nada mais
do que uma reta. Basta ter em mente que ha apenas 500 anos pensava-se que a
Terra era plana. Isto, porque a escala de visdo humana ndo vemos mais do que uma
linha reta no horizonte. No entanto, a maior parte dos objetos com que lidamos no
nosso dia-a-dia ndo séo retas, nem esferas, nem cones. Olhando, por exemplo, para
um tronco de uma arvore, verificamos que é extremamente rugoso e irregular. Se
observarmos um pequeno pedaco desse tronco ao microscopio observamos novas
rugosidades e irregularidades que antes ndo tinhamos observado. No entanto esta
imagem assemelha-se bastante a anterior. E esta irregularidade regular que
caracteriza um fractal.

Muitos matematicos, ao longo da histéria, como Georg Cantor!, Giuseppe
Peano?, Helge Von Koch® e Waclaw Sierpinski4, estudaram algumas figuras que néo
se enquadravam nas definicbes da geometria euclidiana. Tais figuras ficaram
conhecidas como “monstros matematicos”. Tempos depois, com os estudos de Benoit
Mandelbrot, considerado o pai da Geometria Fractal, esses monstros matematicos

passaram a ser chamados de Fractais Classicos. (EVES, 2004)

1 Georg Ferdinand Ludwing Philipp Cantor (1845-1918), foi um matematico alem&o nascido no Império
Russo.
2 Giuseppe Peano (1858-1932), foi um matematico italiano, um dos fundadores da l6gica matematica
e da teoria dos conjuntos.
8 Helge Von Koch (1870-1924), foi um matematico sueco, que deu seu nome ao famoso fractal
conhecido como “floco de neve de Koch”.
4 Waclaw Sierpinski (1882-1969), foi um matematico polonés, que deu seu nome aos fractais
“triangulo de Sierpinski” e “tapete de Sierpinski”.
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Benoit Mandelbrot nasceu em 1924 na cidade de Varsovia (Pol6nia), vindo de
uma familia judia da Lituania. Em 1936, mudou-se para Paris. Apds a Segunda Guerra
Mundial, ingressou na Escola Normal passando, pouco tempo depois, a Escola
Politécnica. Seu tio, Szolem Mandelbrot, que assumiu a responsabilidade por sua
educacdo, juntamente com outros jovens matematicos participavam do grupo
Bourbaki que na época buscava reconstruir a matematica francesa deixando-a mais
formal e rigorosa, ignorando o aspecto geométrico. Porém, Mandelbrot ndo defendia
essas ideias. Em 1948 foi estudar Ciéncia Aeroespacial nos Estados Unidos e ap0és
isto conseguiu um cargo na IBM — Centro de Pesquisas Thomas Watson, trabalhando
com problemas de economia. La ele soube pelos engenheiros que havia um ruido nas
linhas telefbnicas que interferia nos sinais, sendo que eles ndo conseguiam eliminar
devido a irregularidade dos ruidos. Mandelbrot resolveu esse problema utilizando um
trabalho de Georg Cantor chamado Poeira de Cantor. Depois disso, continuou
procurando problemas cientificos de qualquer area para aplicar suas ideias. A
geometria fractal de Mandelbrot reflete a natureza cheia de irregularidades e
fragmentacdo. Uma de suas indagacgdes foi “Que extensédo tem o litoral da Gra-
Bretanha?” cuja possivel resposta varia de acordo com a escala de medicao.
Mandelbrot teve muitos de seus trabalhos publicados. Sua obra mais famosa é The
Fractal Geometry of Nature, New York, Freeman, 1977. (EVES, 2004)

Mandelbrot faleceu em 14 de outubro de 2010, aos 85 anos.

Figura 1. 1: Benoit. B. Mandelbrot

Fonte: <http://www.learn-math.info>, acesso em 23 jul. 2018.
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1.1. Definic&o de Fractal

Um fractal € um objeto geométrico que pode ser dividido em partes, cada uma
das quais semelhante ao objeto original. Dizemos que os fractais tém infinitos
detalhes, sdo geralmente auto similares e de escala. Em muitos casos um fractal pode
ser gerado por um padrao repetido, tipicamente um processo recorrente ou iterativo.

As principais propriedades que caracterizam e que permitem definir os
conjuntos fractais sdo: (BARBOSA, 2005)

e Auto similaridade, que pode ser exata ou estatistica, ou seja, mantém a mesma
forma e estrutura sob uma transformacéo de escala (transformacao que reduz
ou amplia o objeto ou parte dele);

e Complexidade infinita, isto €, qualquer que seja o0 numero de amplificacdes de
um objeto fractal, nunca obtemos a “imagem final”, uma vez que ela podera
continuar a ser infinitamente ampliada.

e Irregularidade, no sentido de rugosidade (ndo-suavidade) ou fragmentacao;

e Possuir em geral, dimensé&o ndo-inteira. A dimenséao fractal quantifica, de certo

modo, o grau de irregularidade ou fragmentacao do conjunto considerado

O Fractal de Mandelbrot € o mais famoso fractal gerado através de uma funcao
iterativa.

Figura 1. 2: Fractal de Mandelbrot

Fonte: <http://www.math.utah.edu>, acesso em 24 jul. 2018.
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https://pt.wikipedia.org/wiki/Escala_(medidas)

1.2. Fractais na natureza

Muitas formas naturais como nuvens, montanhas, linhas costeiras, raizes,
ramos de arvores, estruturas vitais (Como vasos sanguineos, sistema nervoso) e,
segundo algumas teorias até mesmo a estrutura do universo, tém formas que se

assemelham a objetos fractais.

Figura 1. 3: Aloe Polyphylla (Babosa-espiral)

Fonte: <http://brotandoconsciencia.com.br>, acesso em 26 jul. 2018

Figura 1. 4: Brocolis Romanesco

Fonte: <http://brotandoconsciencia.com.br>, acesso em 26 jul. 2018
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Figura 1. 5: Girassol

Fonte: <http://brotandoconsciencia.com.br>, acesso em 26 jul. 2018

Figura 1. 6: Folha de Samambaia

Fonte: <http://lounge.obviousmag.org>, acesso em 26 jul. 2018
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1.3. Fractais em arquitetura e urbanismo

A recente utilizacdo da forma fractal em projetos arquitetdnicos e seu estudo
podem trazer diferentes abordagens. Por um processo fractal apresentar infinitas
escalas, a aplicacdo da geometria fractal em arquitetura ndo podera ser um processo
simplesmente matematico, pois existe a limitacdo da escala na arquitetura. O avanco
das pesquisas sobre o tema, no entanto, demonstra que € possivel essa relagéao

geomeétrica com o projeto arquitetdnico. A seguir destacamos alguns projetos e
modelos de arquitetura fractal.
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Figura 1. 7: Edificio fractal (Singapura)

Fonte: <https://www.engenhariacivil.com>, acesso em 06 margo de 2019
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Figura 1. 8: Capela Japonesa

Fonte: <https://casacor.abril.com.br/arquitetura>, acesso em 06 marco de 2019

Figura 1. 9: Pavilhdo Serpentine (Londres — Inglaterra)

Fonte: <https://www.researchgate.net>, acesso em 06 margo de 2019
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Figura 1. 10: Escola Judaica Heinz-Galinski (Berlim - Alemanha)

Fonte: <http://wright.ava.ufsc.br>, acesso em 06 marco de 2019

Ao longo das ultimas décadas a geometria fractal ndo sé foi alargando o seu
dominio de intervenc¢éo, como foi conquistando cada vez mais adeptos. Muitos séo o0s
dominios da ciéncia e das artes que exibem hoje as suas aplicacfes que parecem nao
ter fim.

Uma maneira simples de fazer com que os alunos percebam a importancia da
matematica no seu dia-a-dia é relaciona-la com objetos e elementos presentes na
natureza. Por isso, trazer para a sala de aula atividades que ao mesmo tempo
desenvolvam o raciocinio l6gico-matematico e utilizem elementos do mundo concreto
do aluno, satisfaz plenamente a expectativa de melhorar a qualidade do ensino-
aprendizagem. Poucos alunos sabem, por exemplo, que podemos encontrar na forma
de uma simples brdcolis, uma representacdo matematica conhecida como fractal.
Estas estruturas, fartamente encontradas na natureza, por serem constituidas de
formas irregulares ndo se enquadram na geometria euclidiana e ndo encontram
abordagem em sala de aula.

Assim, a introducéo de fractais na sala de aula, aléem de satisfazer a curiosidade
de quantos ja ouviram falar neles, propicia a oportunidade de trabalhar com processos
iterativos, escrever formulas gerais, criar algoritmos, calcular areas e perimetros de
figuras com complexidade crescente, bem como apresentar exemplos praticos dos
conceitos de logaritmos e exponenciais. Também €& um excelente topico para

aplicacéo de progressdes geométricas e estimulo ao uso de tabelas.
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Em resumo, este trabalho fornece ao professor a possibilidade de ensino de
conceitos matematicos basicos para as séries finais do ensino fundamental
recorrendo ao uso da geometria fractal, mostrando a importancia da integragéao entre
varios segmentos da educac¢do para a troca de experiéncias e estudos. Além disso,
discutir a abordagem e o ensino de conceitos matematicos como unidade de medidas,
operacfes com numeros inteiros e decimais, perimetros, areas e fracdes, bem como
uma introducdo de progressdo geométrica, e relacionando estes conceitos com a
confeccgéo do cartdo fractal.

Diante o exposto, no proximo capitulo, veremos que os PCNs, a BNCC e o
Curriculo do Estado de S&o Paulo, ja enfatizam sobre o ensino de geometria e seus
beneficios para o aprendizado, como exemplo, no processo de percepcdo de
regularidades.
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2. GEOMETRIA E O CENARIO EDUCACIONAL ATUAL DO ESTADO
DE SAO PAULO (2018)

A geometria diz respeito diretamente a percepcao de formas e de relacbes
entre elementos de figuras planas e espaciais; a construcdo e a representacao de
formas geométricas, existentes ou imaginarias, e a elaboracdo de concepcdes de
espaco que sirvam de suporte para a compreensao de espa¢o do mundo fisico que
nos cerca. (CURRICULO DO ESTADO DE SAO PAULO, 2010)

As investigacdes numeéricas contribuem, de modo decisivo, para desenvolver
essa compreensdo global dos numeros e operacdes, bem como capacidades
matematicas importantes como a formulacdo e teste de conjecturas e a procura de
generalizacdes. Os alunos podem realizar pequenas investigacdes que conduzem a
descobertas de fatos, explorar sequéncias numéricas, descobrindo relacbes
numericas e até mesmo estabelecer conexfes entre os numeros e a Geometria.

A Geometria envolve o estudo de um amplo conjunto de conceitos e
procedimentos necessarios para resolver problemas do mundo fisico e de diferentes
areas do conhecimento. Assim, nessa unidade tematica, o estudo da posicdo e
deslocamentos no espagco e o das formas e relagbes entre elementos de figuras
planas e espaciais pode desenvolver o pensamento geométrico dos alunos. Esse
pensamento € necessario para investigar propriedades, fazer conjecturas e produzir
argumentos geométricos convincentes.

E importante, também, considerar o aspecto funcional que deve estar presente
no estudo da Geometria: as transformacfes geométricas, sobretudo as simetrias. As
ideias matematicas fundamentais associadas a essa tematica séo, principalmente,
construcdo, representacao e interdependéncia.

Segundo a Base Nacional Comum Curricular (BNCC),

“No Ensino Fundamental — Anos Finais, o ensino de Geometria
precisa ser visto como consolidacdo e ampliagdo das
aprendizagens realizadas. Nessa etapa, devem ser enfatizadas
também as tarefas que analisam e produzem transformacdes e
ampliacdes/reducdes de figuras geométricas planas, identificando
seus elementos variantes e invariantes, de modo a desenvolver os
conceitos de congruéncia e semelhanca. Esses conceitos devem
ter destaque nessa fase do Ensino Fundamental, de modo que os
alunos sejam capazes de reconhecer as condigBes necessarias e
suficientes para obter triAngulos congruentes ou semelhantes e que
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saibam aplicar esse conhecimento para realizar demonstracées
simples, contribuindo para a formagdo de um tipo de raciocinio
importante para a Matematica, o raciocinio hipotético dedutivo.”

O estudo da Geometria € um campo fértil para trabalhar com situacoes-
problema e € um tema pelo qual os alunos costumam se interessar naturalmente. O
trabalho com nogbes geométricas contribui para a aprendizagem de numeros e
medidas, pois estimula o aluno a observar, perceber semelhancas e diferencas,
identificar regularidades, etc.

De acordo com o Parametros Curriculares Nacionais, Brasil (1998, p. 118),

“No desenvolvimento de conteldos referentes a geometria e
medidas, os alunos terdo também oportunidades de identificar
regularidades, fazer generalizagbes, aperfeicoar a linguagem
algébrica e obter férmulas, como para os calculos das areas.”

2.1. Sobre o processo de ensino-aprendizagem dos conteddos basicos

Em Geometria, no Ensino Fundamental, a preocupacdo inicial é o
reconhecimento, a representacao e a classificacdo das formas planas e espaciais,
preferencialmente trabalhadas em contextos concretos com os alunos de 6° ano e 7°
ano. Certa énfase na constru¢do de raciocinios l6gicos, de deducfes simples de
resultados a partir de outros anteriormente conhecidos podera ser a tbnica dos
trabalhos no 8° ano e no 9° ano.

De acordo com o Curriculo do Estado de S&o Paulo (2010),

[...] Consideramos que a Geometria deve ser tratada, ao longo de
todos os anos, em abordagem espiralada, o que significa dizer que
0s grandes temas podem aparecer tanto nas séries/anos do Ensino
Fundamental quanto nas do Ensino Médio, sendo a diferenca a

escala do tratamento dada ao tema. [...]
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2.1.1. Quadro de conteudos de Matematica, em geometria, (6° ao 9° ano) do
Estado de Sao Paulo

Proposta curricular do Estado de Séo Paulo — Geometria
Ensino Fundamental 2
6° ano 7° ano 8° ano 9% ano
Geometria
- Angulos;
f’:’ - Poligonos;
g - Circunferéncia;
-_% - Simetrias;
¥ - Construcgbes
geométricas;
- Poliedros.
Formas geométricas Proporcionalidade na
- Formas planas; geometria
- Formas espaciais - O conceito de
Perimetro e area semelhanca;
@ | - Unidades de medida; - Semelhanca de
ﬁ - Perimetro de uma triangulos;
GE') figura plana; - Razdes
9 | - calculo de area por trigonométricas.
?'7 composigao e
decomposicao;
- Problemas envolvendo
area e perimetro de
figuras planas.
Geometria Corpos Redondos
- Teorema de Tales; -Ondmero m; a
) - Teorema de circunferéncia, o circulo
*3 Pitagoras; e suas partes; area do
g - Area de poligonos; | circulo;
o - Volume do prisma. - Volume e area do
%’ cilindro.

Tabela 2. 1: Contetdo curricular de geometria do ensino fundamental (S&o Paulo)

Fonte: Curriculo do Estado de S&o Paulo

29



Diante do sistema tradicional de ensinar e de aprender a matematica, devemos
recriar o modelo educativo referindo primeiramente ao que ensinamos aos alunos e o
como 0s ensinamos. Recriar esse modelo tem a ver com 0 que entendemos como
qualidade de ensino. Ha tempos que qualidade de ensino significa alunos com
cabecas cheias de datas, formulas, conceitos, todos justapostos, enfim, o reinado das
disciplinas estaticas e com muito, muito conteudo.

Para ensinar a turma toda temos de propor atividades abertas, diversificadas,
isto é, atividades que possam ser abordadas por diferentes niveis de compreenséo e
desempenho dos alunos. Além disso, que ndo se destaquem os que sabem mais ou
0s que sabem menos, pois tudo o que as atividades propdem pode ser disposto,
segundo as possibilidades de interesses dos alunos que optaram por desenvolvé-las.
Diante disso, o estudo da geometria fractal pode ser uma grande aliada no despertar
a curiosidade no aluno e o interesse pela matemética. O ensino da matematica através
de atividades praticas, torna o ensino motivador e a aprendizagem significativa.

Apesar da grande importancia da Geometria Euclidiana para a evolugéo do
homem, ela ndo foi suficiente para satisfazer todos os anseios da humanidade. Foi
necessaria a presenca de novos conhecimentos geométricos que abrangesse o
maximo possivel de formas existentes no mundo. Neste contexto surge a Geometria
Fractal. No préximo capitulo serdo apresentados os entes constituintes desta “nova”
geometria: os fractais, com suas definicdes, precursores e aplicacdes. Como sera
visto, as caracteristicas fractais carregam grande apelo estético, possibilitam
construcdes utilizando diversos materiais, tendo grandes aplicacdes no cotidiano,

além disso, permitem o desenvolvimento de diversas competéncias e habilidades.
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3. PROPOSTA DIDATICA PARA A INTRODUCAO DE FRACTAIS NOS
ANOS FINAIS DE ENSINO FUNDAMENTAL E MEDIO COMO
FERRAMENTA FACILITADORA NA CONTEXTUALIZACAO DE
ASSUNTOS MATEMATICOS

O ensino de fractais na escola propicia ao aluno a oportunidade de abordar
temas da geometria euclidiana de maneira diferenciada além de fornecer subsidios
para o melhor entendimento da geometria de objetos nao tradicionais e estabelece
relacdes matematicas para auxiliar no estudo de fendmenos naturais.

Os Parametros Curriculares Nacionais destacam a importancia do aluno
adquirir conhecimento da matematica para o seu desenvolvimento de raciocinio, de
sua sensibilidade expressiva, de sua sensibilidade estética e de sua imaginacao.

Apresentamos aqui algumas atividades que envolvam a Geometria Fractal, em
gue os alunos podem verificar que 0 ensino e a aprendizagem dessa Geometria
podem ser prazerosos, despertando nos alunos 0 senso estético e o interesse pelo
assunto.

Ainda, segundo os PCNs (1998), no que diz respeito ao aluno e o saber

matematico, destaca:

“[...] apesar dessa evidéncia, tem-se buscado, sem sucesso, uma
aprendizagem em Matemética pelo caminho da reproducdo de
procedimentos e da acumulacdo de informac¢des; nem mesmo a
exploracdo de materiais didaticos tem contribuido para uma
aprendizagem mais eficaz, por ser realizada em contextos pouco

significativos e de forma muitas vezes artificial.”

3.1. 0 Jogo do Caos

Conteudos abordados: raciocinio légico, sequéncias, ponto médio de um segmento.

Fundamentado em vérias teorias anteriores ao século XX sobre o assunto,
Edward Lorenz, um meteorologista do MIT, no inicio dos anos 1960, usando um

computador primitivo € um conjunto simples de equacdes que visavam a modelagem

31



atmosférica, esbocou os contornos de um dos primeiros reconhecidos atratores
caoticos. (BARBOSA, 2005)

Para estender a sua simulagcdo para um futuro mais distante, Lorenz fez
pequenos ajustes no calculo, iniciando-o do meio do caminho com algumas casas
decimais a menos. No entanto, o resultado foi completamente diferente do primeiro.
O clima passou a se comportar de maneira distinta. Esta foi uma das primeiras
demonstracdes claras de dependéncia sensivel das condi¢des iniciais. Esta conclusédo
o leva a um artigo de 1963 onde Lorenz explica que uma borboleta batendo suas asas
em Pequim pode afetar o clima milhares de quildometros de distancia de alguns dias
mais tarde. Esta sensibilidade é agora chamada o "efeito borboleta".

Foi com base nessas observacdes e na curiosidade por decifrar tantos
mistérios que surgiu a Teoria do Caos. Cientistas das mais diversas areas passaram
por meio desta nova teoria a entender, ou pelo menos comecar a entender, fendbmenos

naturais de suas respectivas areas, como descreveu Barbosa (2005):

“Essa ciéncia trouxe consigo o ver ordem e padrbes, onde
anteriormente s6é se observava o irregular, o aleatério, o
imprevisivel, digamos mesmo o caodtico. Entretanto, nota-se que o
Caos colocou elos entre temas néo relacionados, justamente pelas
suas irregularidades. Seus cientistas, de areas diversas, tiveram
dificuldades e desanimo até mesmo para publicar, para colocar
suas ideias e resultados de forma publicAvel. Temas como
desordem na atmosfera, turbuléncia nos fluidos, variacdo
populacional de espécies, oscilacdbes do coracdo e cérebro,
interligagcbes microscépicas de vasos sanguineos, ramificacdes
alveolares, cotacdes da bolsa, forma das nuvens, relampagos,
aglomeracdes estelares, etc. eram estudados buscando — se entdo
ligacdes entre diferentes tipos de irregularidades: e surpreendentes

ordens no caos foram descobertas.”

A ordem na desordem procurada pela Teoria do Caos pode ser percebida na
marcacao aparentemente desordenada de pontos no plano apresentada por Barbosa
(2005) que intitula essa atividade como “O jogo do Caos”.

Seguindo os passos propostos por Barbosa (2005):
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Considere trés pontos A, B e C, ndo colineares, e um ponto P; diferente do

ponto central (baricentro) do triangulo ABC.

Passo 1. Facai = 0 (ver figura 3.1)

Figura 3. 1: Passo 1 do Jogo do Caos

Fonte: Proprio autor

Passo 2. Por um processo de sorteio, escolha um dos vértices, A, B ou C. (Sugerimos
utilizar um dado hexaédrico e associar os numeros 1 e 2 para o vértice A, 3 e 4 para
o vértice B e 5 e 6 para o vértice C)

Passo 3. Troque i por i + 1.

Passo 4. Marque o ponto P;,,;, ponto médio do segmento PV, onde V é o vértice
escolhido pelo sorteio do passo 2.

Passo 5. Volte ao passo 2.

A Figura 3.2 exemplifica 0 Jogo do Caos apos 10 jogadas.
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Figura 3. 2: Jogo do Caos ap6s 10 jogadas

Fonte: Proprio autor

A aleatoriedade gera sensacdo de desordem. Porém ao construir o triangulo
cujos vértices sao os pontos médios P, Q e R, dos lados AB, BC e AC,

respectivamente, ndo existem pontos no triangulo PQR, exceto o ponto P,.

Figura 3. 3: Triangulo PQR contendo apenas o ponto P,

Fonte: Proprio autor

De modo anéalogo, ao construir os triangulos VWZ, LMN e STU, centrais dos
triangulos APR, BQP e CRQ, respectivamente, ndo teremos pontos interiores a esses

triangulos. (Ver Figura 3.4)
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Figura 3. 4: Tridngulos centrais

Fonte: Proprio autor

3.2. Conjunto de Cantor

Contetudos abordados: fracBes, sequéncias, intervalos, proporcionalidade,

potenciagao.

Georg Cantor (1845-1918), nasceu em S. Petersburgo, Russia. Estudou em
Zurique, Gottingen e Berlim, onde recebeu a influéncia de Weierstrass® e obteve o
doutorado em 1867. A seguir, de 1869 a 1905, desenvolveu sua longa carreira no
ensino na Universidade de Halle.

Os primeiros interesses de Cantor se voltaram para a teoria dos numeros,
equacdes indeterminadas e séries geométricas. Criou uma bela abordagem dos
nameros irracionais, que utiliza séries convergentes de numeros racionais e difere

radicalmente do inspirado tratamento de Dedekind®. Em seus artigos ele desenvolveu

5 Karl Wilhelm Theodor Weierstrass (1815-1897), foi um matematico alemdo, conhecido pelos
Teoremas de Stone-Weierstrass, Bolzano-Weierstrass e criador do conceito de limite de uma funcéo.
6 Julius Wilhelm Richard Dedekind (1831-1916), foi um matematico alemao conhecido pelo método que
consiste em partir o corpo ordenado Q dos nimeros racionais e construir um corpo ordenado completo.
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a teoria dos numeros transfinitos, baseado num tratamento mateméatico do infinito
atual e criou uma aritmética dos numeros transfinitos analoga a aritmética dos
nameros finitos. (EVES, 2004)

Hoje a teoria dos conjuntos de Cantor se faz presente em quase todos 0s ramos
da matematica e mostra-se de importancia especial na topologia e nos fundamentos

da teoria das funcdes reais.

3.2.1. Construcédo do Conjunto de Cantor

Em 1883, Cantor publicou um trabalho no qual é construido o conjunto,

chamado “Conjunto de Cantor”, descrito a seguir.
Passo 1. Considerar um segmento de reta;

Passo 2. Dividir o segmento em trés partes iguais e remover (eliminar) o terco central;

Passo 3. Repetir o passo 2 em cada segmento, e assim, sucessivamente.

nivel O |

nivel 1 NG I
nivel 2 I [ ] I ]
nivel 3 Il I Il Il
nivel4 HH1 Bl (T 1] in i il ni
nivel 5 1111 1 e i i un

Figura 3. 5: Conjunto de Cantor

Fonte: <https://topologia.wordpress.com>, acesso em 26 jul. 2018

Consideremos o segmento de reta inicial com extremos em 0 e 1, isto €, o

conjunto de pontos do nivel 0, corresponde ao intervalo fechado [0,1].

Com isso, no nivel 1 teremos dois intervalos fechados: [0, %] e E 1]. No nivel

2, teremos quatro intervalos fechados: [0, %] Eﬂ Eg] e [g 1].
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No nivel 3, teremos 8 intervalos fechados: [0% [27 9] [9 27] [27 3] [2 19]

3’27

20 7] [8 25

575 5 27] [— 1] e assim sucessivamente no n-ésimo nivel, teremos 2™ intervalos

fechados.

3.3. O Triangulo de Sierpinski

Conteudos abordados: sequéncias, ponto médio, potenciacdo, area, perimetro.

Waclaw Sierpinski (1882-1969), foi um matematico polonés. Ele era conhecido
por contribuicbes para a teoria dos conjuntos, teoria dos nimeros, teoria das funcdes
e topologia. Estudou uma figura geométrica que ficou conhecida por Triangulo de
Sierpinski, Tapete de Sierpinski ou Fractal de Sierpinski, que se obtém como limite de
um processo iterativo. (EVES, 2004)

Existem diferentes formas de construcéo deste fractal, uma delas sera descrita

a sequir.

3.3.1. Construgao do Triangulo de Sierpinski

Passo 1. Considerar inicialmente um triangulo equilatero;

Passo 2. Unir os pontos médios dos lados do triangulo equilatero, obtendo 4 triangulos
equilateros;

Passo 3. Remover o tridngulo central;

Passo 4. Em cada um dos triangulos né&o removidos, repetir os passos 2 e 3.

Passo 5. Repetir 0 passo 4 recursivamente.

A figura a seguir exemplifica o0 processo de construcao.
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Figura 3. 6: Triangulo de Sierpinski

Fonte: <http://www.asociacionceat.org>, acesso em 23 jul. 2018.

Agora, considerar [ a medida do lado do triangulo equilatero da etapa 1 da figura

3.6. A tabela 3.1 mostra a area e o perimetro de cada triangulo obtido a partir de cada

passo realizado.

Passos Area (A) de cada triangulo Perimetro (P) de cada triangulo
0 AO PO = 3l
1 A A P, =3 3L =P, 3
1 — 40- 1 — - 2 - 0-2
2 1 —(A 3)3 p (3)2 P—93l—P (3)2
3 3 3\?] 3 3 31 3\3
15 == |40 (5) | 5= 40 (5) =27 = o)
4 42 3—A (3)3 3—A (3) b 81 BZ_P (3)4
2T, TT\g) [T T\ *T 6T T2
n 3\ 3\"
ATl = Ao. (Z) P‘l’l = Po. (E)

Tabela 3. 1: Area e perimetro do triangulo de Sierpinski
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. 3 7 T .
Assim, como 2 < 1, segue que a area total do fractal vai diminuindo em 75% da
anterior, conforme aumenta a ordem do nivel (passos realizados), o que implica a area
P . 3 ~
do fractal tender a zero. De modo analogo ao perimetro, temos que 5> 1 e entdo o

perimetro aumenta conforme aumenta a ordem do nivel e faz o perimetro tender ao

infinito.
3.4. O Tapete de Sierpinski

Conteudos abordados: fracdo, sequéncia, potenciacdo, area, perimetro.

Podemos aplicar a mesma técnica de remocdo usada no Triangulo de
Sierpinski, partindo de um quadrado, dividindo-o em 9 quadrados congruentes,
removendo o quadrado central, e aplicar o mesmo procedimento com os 8 quadrados

restantes, e assim sucessivamente, obtendo o Tapete de Sierpinski (Figura 3.7).

C{0}

Cil) C(2)

C(d)
Figura 3. 7: Tapete de Sierpinski

Fonte: <http://www.gloomy-grim.info>, acesso em 23 jul. 2018

Considerando [ como medida do lado do quadrado inicial do Tapete de

Sierpinski, temos,

39



Passo Quadrado retirados Area (4)
0 20=2%0=1 A =1
1 23 — 231 —g 8 8
Al =§'AO 25.12
2 26 =232 =64 L8 8By 8y
=54 =g5(5:2) = 40 5)
3 2% =233 =512 8 8 8\° 8\’
ts =540 =540 (5) | = 40 (5)
4 212 = 234 = 4096 8 8 8\? 8\*
A4_ = 6.143 = 6. Ao. (6) = Ao. <§>
8 n
n 2311 A= l2<§)

Tabela 3. 2: Area do Tapete de Sierpinski

Como §< 1, entdo a area do fractal diminui, cerca de 88,89% da anterior, a

medida que aumentam os passos das iterac6es. Com isso, dizemos que a area do

fractal tende a zero a medida que n tende ao infinito.

3.5. A Curvade Koch

Conteudos abordados: fracdo, sequéncias, potenciacao, perimetro.

Um dos exemplos de fractais mais simples é a Curva de Koch. Esta foi
apresentada pelo matematico sueco Helge Von Koch (1870-1924), constituida por um

processo iterativo.

3.5.1. Construcéo da Curva de Koch

Passo 1. Construir um segmento de reta.
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Passo 2. Dividir esse segmento em trés parte iguais.

Passo 3. Substituir o segmento médio por dois segmentos iguais, de modo que, 0
segmento meédio e os outros dois segmentos construidos formem um triangulo
equilatero. Obtendo uma linha poligonal com quatro segmentos de mesma medida.
Passo 4. Recursivamente, repete-se 0s passos 2 e 3 para cada um dos segmentos

obtidos infinitamente.

nivel 0

nivel 1 —//\\

nivel 2 4/\_> /\
3 ﬁ\m
nivel 4 ;

Figura 3. 8: Curva de Koch

Fonte: <http://www?2.ic.uff.br>, acesso em 26 jul. 2018

3.6. Allhade Koch

Conteudos abordados: sequéncias, ponto meédio, potenciacéo, area, perimetro.

O matemaético sueco Helge Von Koch foi o criador da Curva de Koch, que mais

tarde ficou conhecida como “llha de Koch” ou “Floco de Neve de Koch”.
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E um fato bem conhecido que se pode definir uma curva continua
geometricamente como o limite de uma sequéncia de linhas poligonais. Esse processo
tem sido usado por muitos matematicos para criar curvas continuas sem tangentes ou
semitangentes em nenhum de seus pontos. O processo de construcdo da Curva de
Koch baseia-se muito no processo de construcao por eliminagao utilizado do Triangulo
de Sierpinski.

Iniciamos entdo o processo de constru¢do com um triangulo equilatero, com a
diferenca que a Curva de Koch tem como figura inicial um segmento de reta, enquanto

a llha de Koch tem como figura inicial um triangulo equilatero.

3.6.1. Construcéo da llha de Koch

Passo 1. Considerar um triangulo equilatero;

Passo 2. Em cada lado do triangulo divida-o em 3 parte iguais, construindo sobre cada
segmento médio um novo triangulo equilatero, tal como podemos observar na figura
3.9;

Passo 3. Repetir a etapa 2 em cada um dos 12 segmentos obtidos. Repetindo

inicialmente o processo, obtendo a llha de Koch.

nivel O nivel 1 nivel 2 nivel 3 nivel 4

K < '\LJ g‘b}uﬁ*
N U

Figura 3. 9: Ilha de Koch

Fonte: <http://simetrica.esy.es>, acesso em 23 jul. 2018

Vamos agora estudar alguns aspectos do Floco de Neve de Koch.
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3.6.2. Area do fractal “Floco de Neve de Koch”

Consideremos | como medida do lado inicial do triangulo da figura 3.9 (nivel 0).

. , , 124/3
ASSIm sua area sera A = ;/—.

Raciocinamos, relativamente ao que acontece num dos lados, pois a area final
bastara multiplicarmos pelo fator 3.

Em cada um dos lados € acrescentado um triangulo equilatero de area que
indicamos por A (Figura 3.10.a), que € igual a g da area de A (Figura 3.10.b). Assim a

area no nivel 1 ficara

O| -
>

No nivel 2 a area € acrescida de 4 pequenos triangulos equilateros (ver figura

, . . 1 . . ~ N ~ .
3.10.c), com areas iguais a 5 do anterior. Ficamos entéo, no nivel 2, com area igual a

A+4<1) A
{9/

No nivel 3 a area é acrescida de 16 triangulos equilateros, sendo cada um com
e . 1 2 . ., . , .
areaigual a 5 da area de cada um do anterior (nivel 2). Assim, no nivel 3, ficamos com

area igual a

A —A+4<1) A+16[1 (1 A)]
rea = . 9 . .9. 9.

A _A+(4)A+(4)2A
rea = 9. 9 .
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Area = A

/

A

Figura 3.10.a Figura 3.10.5

) 1
Area=A+ 4.(5.,5.]

D)o N

Figura 3.10.c Figura 3.10.d

Figura 3. 10: Esquema de diviséo de triangulos equilateros

Fonte: Proprio autor

Logo, na Figura 3.10.d, temos é&rea igual a

A.ﬂ+@A4ﬁA4§A
rea = 9. 9. 9.

Assim, ao nivel n, devemos ter a area dada por:

2 n-—1

A —A+(4)A+<4> A+ +(4) A
rea = 9. 9 . 9 .

2

Mm:%pg)%+gf1A
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2
Mas, como aumentamos indefinidamente o nivel n, o fator (%) + (%) + -+

a\"1 e . L
(5) , POr ser uma soma |nf|n|ta, quando n — oo, de uma sucessao geometrlca

decrescente (PG) e ilimitada, pois g < 1, entdo temos a area

Do resultado anterior, para obtermos a area total do fractal, basta multiplicar
pelo fator 3 (lados do triangulo) e acrescentarmos a area inicial A do triangulo
equilatero (nivel 0).

Portanto, a area total do fractal serd dada por

; 9 9 /1 8
Area do Floco de Neve de Koch = A + 3.(§.A) =A+ 3[§(§A>] =§.A

Com isso, concluimos que a area total do fractal € 60% superior que a area

inicial.

3.6.3. Perimetro do fractal “Floco de Neve de Koch”

De modo semelhante sera tratada a area do Floco de Neve. Sera analisado um
dos lados e o resultado, sera multiplicado pelo fator 3 (lados do tridngulo).

Desprezemos o interior da figura e consideremos apenas a fronteira do Floco
de Neve. Tendo em conta seu processo de construcéo, € facil perceber que a medida
que vao ocorrendo transformagdes o numero de lados da curva aumenta, mas o
comprimento de cada um deles diminui.

Consideremos como medida inicial, um triangulo equilatero de lado medindo c

unidades. Entao,
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Nivel | Numero de Comprimento do lado (c) Perimetros
lados
0 3=3.4° Co 3.c
1 12=3.4 c1=1.c0 P, = (ic>
3 3

2 48 = 3.42 1 1 /1 1\2 4\?
c2=§.c1=§(§.co)=<§) .Co P2=3<§> .C

3 192 = 3.43 1 1\° 43
c3=§ c2=(§) .Co P3=3.<§> .C

4 768 = 3.4% 1 1\* 4\*
c4—§ c3=(§> .Co P4=3.<§> .C

n 3.4" 1\" 4\"
cn=<§> .Co Pn=3.<§> .C

Tabela 3. 3: Comprimento e perimetro do floco de neve de Koch

1 , .. ~ . .
Logo, como - < 1 concluimos que quanto mais iteragGes forem realizadas, isto

€, maior for o numero de lados, menor ser4 o comprimento do lado, e assim o lado
tende a zero.

. . ;4 ., . 4
Por outro lado, o perimetro para um dado nivel é 3 do nivel anterior, e como 3>

. 1 , .
1, segue que o perimetro aumenta - do perimetro anterior. Esse aumento se faz em
todos os segmentos e em todos os niveis, logo, o perimetro de um nivel para o
, . . . 2 1
préoximo fica ampliado também em T

Assim, concluimos que o perimetro do Floco de Neve de Koch é infinito.

3.7. Arvore pitagérica fundamental

Conteudos abordados: sequéncias, equacgdes, potenciacdo, area, perimetro.
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A Arvore de Pitagoras corresponde a uma construgéo que consta dos seguintes

passos:

3.7.1. Construcéo da Arvore Pitagoérica

Passo 1. Construir um quadrado;

Passo 2. Usando como base o lado de cima desse quadrado, construir um triangulo

retangulo tendo como hipotenusa a base do quadrado inicialmente tomado;

Passo 3. Em seguida, nos dois catetos restantes, construir novos quadrados cujos

lados séo justamente os catetos do triangulo;

Passo 4. Repitir as etapas 2 e 3 recursivamente.

A figura 3.11 ilustra quatro iteracdes da arvore pitagorica.

Figura 3. 11: Quatro iteracdes da Arvore Pitagérica Fundamental

Fonte: <https://repositorio.bc.ufg.br>, acesso em 23 jul. 2018

Como proposta de ensino podemos abordar como atividade em sala de aula,

alguns elementos dessa figura, como:

1. O numero de triangulos;

Passos Numero de triangulos
0 0=1-1=2°-1
1 1=2-1=2"-1
2 3=4-1=2%2-1
3 7=8-1=23-1
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4 15=16—-1=2%*-1

n 2 -1

Tabela 3. 4: NUumero de triangulos da arvore pitag6rica

2. O namero de quadrados;

Passos Numero de quadrados
0 1=2-1=2'-1
1 3=4-1=2%2-1
2 7=8-1=23-1
3 15=16—-1=2%*-1
4 31=32-1=2°-1
n 2n+1_1

Tabela 3. 5: Numero de quadrados da arvore pitagorica

3.8. Dimensao fractal

Desde a antiguidade a Geometria Euclidiana tem servido para a descricdo de
diversas formas e diferentes fendmenos da natureza. Porém, em alguns estudos da
Geometria Euclidiana deparamos com o problema de calcular a dimensao de algumas
formas irregulares como: nuvens, montanhas, ramos de arvores, vasos sanguineos,
entre outros, essa geometria tornou-se inadequada e surgiu a necessidade de buscar
outras geometrias. Em meados do século XIX foi possivel resolver este problema com
o surgimento da Geometria fractal. Segundo a mesma, a dimensao de um objeto
depende do seu formato e, em geral, representa 0 espago que uma estrutura ocupa
no espago métrico em que esta inserida. Para entender melhor o conceito de
dimensdo podemos adotar alguns conceitos da Geometria Euclidiana (largura,
comprimento e altura) que sao diariamente utilizados para expressar o “tamanho” de

um objeto.
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3.8.1. Conjuntos auto semelhantes

Dimenséao 1: Consideremos um segmento de reta. Vamos dividir cada um dos seus

lados em quatro partes geometricamente iguais, isto €, cada parte que nos obtemos
R , . .. T 1 . ~
na divisao é igual ao segmento original multiplicado por um fator de " Ficamos entdo

com 4 partes iguais.

Figura 3. 12: Dimenséo do segmento

Fonte: Proprio autor

Dimensao 2: Efetuando o mesmo procedimento para um quadrado, vamos dividir

cada um dos lados em quatro partes iguais. Ficamos entdo com 42 partes iguais.

Figura 3. 13: Dimenséo do quadrado

Fonte: Proprio autor

Dimensé&o 3: Procedendo de igual forma par um cubo, obtemos 43 partes iguais.
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Figura 3. 14: Dimensé&o do cubo

Fonte: Proprio autor

Poderiamos ter escolhido qualquer outro coeficiente de reducéo, variando o
namero de partes que o objeto inicial é dividido. Assim, designando por N o humero
de partes e por r o coeficiente de reducdo, obtemos a igualdade em que a dimensao

€ 0 expoente (D) que aparece no denominador da fracao

0 gque € equivalente a

Aplicando logaritmo em ambos os membros, segue que,

1\° 1
logN = log (;) = D.log (;)

log N

D =—=5% (3.1)
log(;)

Vejamos agora a dimensao de alguns conjuntos fractais. Vale destacar que

cada um destes objetos sdo geometricamente auto semelhantes, ou seja, cada uma

das suas partes sdo uma coépia reduzida exata do objeto inicial. Este conceito de
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dimensdo apenas pode ser considerado na analise de objetos que tém auto

semelhanca exata.

3.8.2. Conjunto de Cantor

Sabemos que, em cada iteracdo, ficamos com 2 segmentos (N = 2) que seréo

T A . . e ~ 1
novamente divididos em trés partes iguais, sendo o coeficiente de reducédo r =3

Entdo, a dimenséo fractal do conjunto de Cantor € dada por:

log2  log2 0,301

log< 1 )‘ log3 ~ 0,477 ~
1,
3

3.8.3. Tridngulo de Sierpinski

.. ~ , 1 . -
Sabemos que o coeficiente de reducéo é dado por r = > Assim, o numero de

partes obtidas em cada segmentos de reta é N = 3. Logo,

log3  log3 0477 _

_log< 1 >_log2 ~ 0301
i/
2

1,58.

3.8.4. Tapete de Sierpinski

Sabemos que o coeficiente de reducédo €, agora, r = § O numero de partes
obtidas em cada segmento de reta € N = 8. Logo,

51



log8  log8 0,903 _

1og< 1 )‘ log3 ~ 0,477 ~
1,
3

3.8.5. Curva de Koch

Em cada iteracéo, dividimos cada segmentos em trés parte iguais, sendo o
namero de partes obtidas em cada segmento de reta igual a 4. Entdo, o coeficiente

de reducéo é r = % e N = 4. Assim,

log4  log4 0,602 _

log< 1 )‘ log3 ~ 0,477
1,
3

Em geral, neste capitulo, procuramos elencar os mais diversos conteldos
matematicos que podem ser explorados com a geometria fractal em atividades na sala
de aula. No proximo capitulo, abordaremos alguns desses fractais e destacaremos a

experiéncia e os relatos dos alunos no contexto de “geometria fractal em sala de aula”.
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4. CONSTRUINDO FRACTAIS EM SALA DE AULA

Como proposta de ensino, neste capitulo, apresentaremos a construgéo de
alguns fractais realizados com alunos do 9° ano (num total de 21 alunos) do ensino
regular de uma escola da cidade de Birigui — SP, no ano de 2018.

Neste trabalho, procuramos encontrar aspectos dos fractais que possam ser
abordados em sala de aula, nos ensinos fundamental e médio, como: forma,
perimetro, area, semelhanca, entre outras. Com essas atividades, cabe mostrar que
a matematica estd em constante e continua evolucdo buscando as novas
necessidades surgidas com a ciéncia contemporanea. Essas atividades podem ser
utilizadas para a construgcdo do conhecimento dos alunos, partindo do conhecimento
prévio ou até mesmo de algo que eles ainda ndo conhecem. Além disso, torna-se
interessante e (til, a partir do momento em que o aluno percebe que a matematica
estd em toda parte, principalmente na natureza. Além do mais, percebe que essa
disciplina ndo é isolada, podendo se relacionar com diversas outras areas como:
Biologia, Geografia, Histéria, etc. Consequentemente, faz com que o0 aluno possa
valorizar e observar mais a natureza ao seu redor. Também pode ser til, para que 0s
discentes ndo visualizem a matematica apenas com algoritmos, numeros,
desenvolvimentos de férmulas, podendo tornar o estudo dessa ciéncia mais
prazerosa.

Inicialmente, para familiarizacdo do conteudo, foi solicitado aos alunos que
realizassem uma pesquisa sobre o tema “Geometria Fractal’. Apds a pesquisa, em
sala de aula, realizamos as atividades: “Jogo do Caos” em que os alunos puderam
perceber, que mesmo com resultados aleatorios, a desordem leva a ordem e a
irregularidade a regularidade. A seguir, destacamos alguns resultados obtidos pelos

alunos.

4.1. A pesquisa “Geometria Fractal”

Destacamos algumas respostas dos alunos a respeito da pesquisa sobre

fractais.
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Aluno “A”

1. Vocé conhece o termo Fractal? Se a resposta for afirmativa, descreva sucintamente o que se
sabe a respeito.
\ “ Ca ‘ 7

“Na"'o.”

ApoOs analisarmos as respostas dos alunos, verificamos que o termo fractal era

desconhecido em 100% dos alunos, conforme ilustramos no grafico abaixo.

Conhecimento do termo Fractal

0; 0%

Sim = Nao

Gréfico 4. 1: Conhecimento do termo Fractal

Aluno “C”

2. Procure em um dicionario uma definicdo para o termo “fractal” ou “fractais”. Cite sua fonte.

0O0Ge Canfilen Qg xed.Q 720> A e SRS taR o N1 1 are VTS Ve Yo
T t

OO SOALD O QLA { i ) ~ed S . - oV siodeing o
T

el

Fonte: Yl i coonary

“Diz-se de, ou forma geométrica que pode ser subdividida indefinidamente em partes,

as quais de certo modo, sao copias reduzidas do todo.”
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Aluno “H”

a internet: O que é um fractal? Cite sua fonte.

3. Pesquise 1
(~ ) i : L " ]
20 T;’\’ MG Q8 v ead INTANNINGD O aad NOG LALTOALIDY | Io A
: 5 i ;
S R 1/ B PR o g
LMALINT 1 0 ,’-’i_f«x 3L G nCr by L ) f[)"~ (XS e e M-
- — - - - -
o [ = ' 4
t-]f}, -J” L [L'\‘D V) o2 W FaN Lo A (@] [ AL2404 Ls SO AL CA
- -
| LT e oy ez ¥ , o ticfa s il =
Fonte: W 1155 /) SUPER 8 BRI com. BRIMuicddn~LST RAMD/ESE -S4

“Sao figuras geométricas estranhas que sao produzidas através de equacdes
matematica que podem ser interpretadas como cores e imagens através de

programas.”

Aluno “L”
4, Quais sdo as principais caracteristicas de um fractal? Cite sua fonte.

T + -

Fonte:
“Podem, infinitamente, ser divididos em partes, sendo que cada uma delas sera

semelhante a original. Normalmente sdo auto similares e ndo dependem de escalas.

Séao geradas por um padréo repetido.”

Aluno “T”

5. Pesquise na internet: Quem foi Benoit Mandelbrot? Cite sua fonte.

0 R o o

Fonte: D sk ot Friucoco® .cov - O

“Mandelbrot forneceu teorias matematicas para fenébmenos da probabilidade estatica
e métodos de auto semelhanca em probabilidades, € conhecido mundialmente como

sendo o Unico responsavel pelo enorme interesse nos chamados objetos fractais.”
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Aluno “M”

6. Onde os fractais podem ser utilizados? Escreva sobre uma de suas aplicacdes. Cite sua fonte.

Fonte:

“As estruturas fractais estdo sendo utilizadas em fenébmenos da natureza, na
Geografia para estudos de erosado, formacdo das nuvens, distribuicdo dos afluentes

de um rio e também na medicina.”

Aluno “K”

7. Pesquise na internet um dos temas abaixo, selecione uma das imagens exibidas, imprima em
cores, recorte e cole no quadro abaixo. Assinale o tema escolhido para pesquisar

() Triangulo de Sierpinski (>) Tapete de Sierpinski

() liha de Koch () Arvore Pitagérica

Ressaltamos esta questdo, pois apOs analisarmos suas respostas,
guestionamos os alunos sobre o porqué escolheram tal fractal. A maioria dos alunos,
nove deles, escolheram a arvore pitagoérica pois queriam saber como seria “Pitagoras”

em um “outro tipo de geometria” da qual eles estavam acostumados (tridngulos
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retangulos) no ensino fundamental. Os demais alunos relataram escolher os outros
fractais por curiosidade, pois tinham a ideia de que a arvore pitagorica, pelo nome que
tem, envolver triangulos retangulos, o que j4 € um conhecimento adquirido por eles,

entdo buscaram conhecer outros tipos existentes dos fractais.

Questéao 7: llustracao de alguns fractais

9;43%

= Triangulo de Sierpinski = llha de Koch = Tapete de Sierpinski = Arvore Pitagorica

Gréfico 4. 2: Escolha do fractal pelos alunos

(13 A
Aluno “J
8. Pesquise na internet o tema abaixo, selecione uma das imagens exibidas, imprima em cores,

recorte e cole no quadro abaixo
Fractais na Natureza
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Aluno “F”

9. Pesquise na internet, imagens fractais. selecione uma das imagens exibidas, imprima em cores,
recorte e cole no quadro abaixo.
Um Fractal que me chamou a atengéo

“A grande variedade de tonalidade de uma cor (azul) que mostra simplicidade, porém
ao mesmo tempo complexidade. As aspirais formadas nos fazem prender nossa
atencao imediatamente, a mudanca de tonalidade pretende em conjunto aos simbolos
(em posicdes variadas) demonstrar as diferencas de perspectiva, pequenas

mudancas estragariam.”

58



4.2. O Jogo do Caos

Buscamos, em nossa pesquisa, 0 estabelecimento do jogo, no sentido Iudico
usual, e principalmente como recurso pedagoégico para o ensino fundamental ou
médio. Este jogo é capaz de desenvolver ou fixar conceitos de direcéo,
proporcionalidade, interior e fronteira de uma regido. Tal atividade, foi realizada como

pré-requisito para a construgao dos fractais “Triangulo de Sierpinski” e “Tapete de

Sierpinski”.
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4.3. Triangulo de Sierpinski




4.4. Tapete de Sierpinski
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ApoOs as analises das pesquisas, observamos que os alunos desconheciam a

existéncia do termo fractal, mas realizaram a pesquisa com pleno interesse,
curiosidade e dedicacdo ao assunto. Ainda, o trabalhando com exercicios de
Geometria Fractal, demonstraram, de forma inequivoca, que o aprendizado de alguns

temas da matematica curricular, por exemplo, 0os conceitos de area e perimetro
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tornaram-se muito mais proveitosos e prazerosos, uma vez que os alunos foram os
protagonistas da aula, sendo o professor, apenas um mediador, deixando de ser a tal
“aula tradicional”, lousa e giz. Trabalhar conteudos relacionados com a natureza
estimula a criatividade, o raciocinio l6gico, motiva o aluno e o ajuda na compreensao
de conteudos e conceitos matematicos.

Deixar de usar apenas o quadro, giz e livro didatico, e fazer uso de materiais
manipulaveis, faz com que o educando se concentre mais, visualize e compreenda
melhor as situacdes apresentadas.

Quando os alunos “enxergaram” a forma como a matematica poderia ser
abordada de forma lIudica, as resisténcias ao aprendizado, foram sem duvida,
minimizados pela criagdo de sua realidade cotidiana, pois o “mundo” das férmulas,
teorias e assuntos “sem sentido” para eles, puderam ser percebidos na natureza, no

urbanismo, de uma forma mais clara, despertando a curiosidade sobre o assunto.
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5. CONSIDERACOES FINAIS

O estudo dos fractais abre muitas portas no tocante ao ensino de Matemética.
A beleza dos fractais serve como incremento para buscar no aluno interesse no estudo
da Matematica. BARBOSA (2005) nos lembra que o estudo da Geometria Fractal
ajuda tanto na compreensdo de conteudos presentes no curriculo escolar como no
despertar da existéncia do belo na natureza e na Matematica, fatores que ajudam
substancialmente o aluno a desenvolver de forma mais eficiente conceitos
matematicos "desinteressantes" do ponto de vista de muitos livros didaticos atuais.

A geometria fractal, quando inserida na area curricular da matematica no ensino
bésico e secundério, é um tema motivador e integrador de varios topicos matematicos.
A aplicabilidade do estudo dos fractais em areas como a arte, a ciéncia e a tecnologia
podera impulsionar o interesse pelo tema. Também, o fato das no¢des de forma e
dimensédo estarem muito presentes na natureza, permite uma abordagem simples a
esta geometria, em que as propriedades da recursividade e auto semelhanca séo
facilmente entendidas.

O emprego de atividades que envolvam o tema da geometria fractal, permitem
ao professor promover as capacidades de investigacdo matematica do aluno,
abordando conceitos de uma forma mais ou menos complexa, de acordo com o nivel
de escolaridade e de desenvolvimento deste.

A exploracdo da geometria fractal, em contexto de sala de aula, proporciona o
desenvolvimento das atitudes, dos valores e das competéncias dos alunos, na medida
em que promove a curiosidade e o gosto de aprender, de pesquisar e de investigar;
impulsiona a utilizagdo da matematica na interpretacéo do real, reconhecendo formas
e processos que envolvem conceitos matematicos; ajuda na compreensdo dos
conceitos de perimetro, area e volume; promove a pesquisa de padrdes e
regularidades formulando em seguida generalizacbes em situacbes diversas,
nomeadamente em contextos numericos e geometricos.

Vale ressaltar, que em partes os objetivos do trabalho foram atingidos; pois
tinhamos que cumprir com o conteddo programatico previsto no curriculo de
matematica, assim nao foi possivel a realizacdo de uma “avaliagao/atividade” final

sobre as atividades realizadas em sala de aula sobre fractais.
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Encontramos nestas consideracbes um campo fértii para debates, que
poderiam ser melhor aprofundadas em outro momento mais oportuno. De qualquer
forma, independentemente dos caminhos que esta discussdo possa levar, o que
queriamos explicitar é a constatacdo, com os resultados de que o ensino atual de
Matematica € vista pelos alunos como algo estéril e por vezes longe de suas
realidades. O trabalho com as atividades de Geometria Fractal parece ter tornado o
aprendizado de alguns tépicos da Matematica curricular mais proveitoso. Partindo da
descricdo de formas naturais palpaveis aos alunos, pudemos notar durante as aulas
0 aumento da motivacao e interesse em resolver as atividades. O aprendizado tornou-
se mais rico e completo na medida em que os conteldos passam a ter sentido para o
aluno.

Concluimos o trabalho na certeza de que o universo dos fractais é capaz de
expandir a visdo dos alunos sobre as belezas e aventuras no mundo das descobertas
gque a Matematica pode proporcionar. Encontrar o ponto de equilibrio entre o
desenvolvimento do conteudo Matemético e sua contextualizagdo é o caminho para

uma pratica pedagoégica mais eficiente.
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APENDICES - Propostas de atividades

“Pesquisa sobre Fractais”

1. Procure em um dicionario uma definigdo para o termo “fractal” ou “fractais”. Cite sua

fonte.

Fonte:

2. Pesquise na internet: O que é um fractal? Cite sua fonte.

Fonte:

3. Quais sdo as principais caracteristicas de um fractal? Cite sua fonte.

Fonte:

4. Pesquise na internet: Quem foi Benoit Mandelbrot? Cite sua fonte.

Fonte:

69



5. Onde os fractais podem ser utilizados? Escreva sobre uma de suas aplicacdes. Cite

sua fonte.

Fonte:

6. Pesquise na internet um dos temas abaixo, selecione uma das imagens exibidas,

imprima em cores, recorte e cole no quadro abaixo. Assinale o tema escolhido para

pesquisar.
( ) Triangulo de Sierpinski () Tapete de Sierpinski
( ) llha de Koch ( ) Arvore Pitag6rica
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7. Pesquise na internet o tema abaixo, selecione uma das imagens exibidas, imprima
em cores, recorte e cole no quadro abaixo.

Fractais na Natureza

8. Pesquise na internet, imagens fractais, selecione uma das imagens exibidas,
imprima em cores, recorte e cole no quadro abaixo.

Um Fractal que me chamou a atencéo
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9. O que chamou a sua atencdo na imagem fractal que vocé escolheu livremente?

Comente.
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“0O Jogo do Caos”

Objetivos: Baseada na proposta de Barbosa (2005), ao final da atividade, o aluno
devera ser capaz de compreender que, analisando 0s pontos encontrados, eles se
agrupam em regides onde uma espécie de previsdo pode ser realizada. Se 0 processo
se estender infinitamente, os pontos formardo o Triangulo de Sierpinski. Isso
caracteriza o principal objetivo desta atividade: por trds de um processo aleatério,

pode surgir uma ordem subjacente.

Considere o triangulo ABC e realize o procedimento descrito a seguir:

1. Marque um ponto aleatoriamente no interior do triangulo, diferente do ponto
localizado exatamente no meio.

2. Utilize um dado hexaédrico e defina dois numeros do dado para cada vértice do
triangulo ABC. Por exemplo, os nimeros 1 e 2 correspondem o ponto A, 3 e 4 0 ponto
B e5e6o0ponto C.

3. Sorteie um dos vértices e ligue, levemente, o ponto marcado no item 1 ao vértice
sorteado.

4. Marque o ponto médio do segmento criado no item 3.

5. Repita o procedimento indefinidamente. Sugerimos repetir o procedimento 30

vezes.
C
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“Reproduzindo Fractais na Malha”

I) Fractal Triangulo de Sierpinski

Delimite a regido do maior triangulo.

1.

2
3.
4

Pinte de azul a regido da 12 iteracao (remocao).
Pinte de verde a regido da 22 iteracdo (remocao).
Pinte de vermelho a regido da 32 iteracao (remocao).
Pinte de preto os triangulos restantes.

74



“Reproduzindo Fractais na Malha”

II) Fractal Tapete de Sierpinski

Delimite a regido do maior quadrado

1.

2
3.
4

Pinte de azul a regido da 12 iteracdo (remocao).
Pinte de verde a regido da 22 iteracao (remocao).
Pinte de vermelho a regiao da 32 iteracao (remocao).

Pinte de preto os triangulos restantes.

= * = - * & B - * & 4 - * = & =
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= * & - - - + & - . - + & 1 . - * = # - =
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“Poeira de Cantor”

Objetivos: Baseada na proposta de Barbosa (2005), tém por objetivos trabalhar

conceitos basicos de geometria euclidiana elementar, familiarizar o aluno com

processos de generalizacdo, além de dar no¢des intuitivas de limite.

1. De acordo com a figura, preencha corretamente os espacos em brancos da tabela

abaixo, de acordo com cada iteracdo, sabendo que o0 segmento inicial tem

comprimentos igual a 1 e que, a cada nova iteracdo, sempre € retirado o terco central

de cada segmento.

Passo 0 |

Passo 1 E—

I
Passo2  oomm oo - -
Passo’ mwm mm Em mm
Passo4 wumn mmn TR TH ]
Passo 5 [T T T TV mennownonn
Passos Comprimento de NUumero de Soma de todos os
cada segmento segmentos segmentos
1 1 1

Bl W N R, O

2. Com os resultados obtidos na tabela anterior, encontre a formula geral para cada

uma das colunas.

Passos Comprimento de

Cada segmento

NUmero de

segmentos

Soma de todos os

segmentos
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“Floco de Neve de Koch”

Objetivos: Baseada na proposta de Barbosa (2005), a atividade tem os mesmos

objetivos da atividade “Poeira de Cantor’, acrescida da abordagem da area de

triangulos.

1. De acordo com a figura do floco de neve de Koch, preencha a tabela abaixo

sabendo que o lado do triangulo inicial mede 1 e que, a cada nova itera¢cao, todos os

segmentos obtidos tém comprimento igual a terca parte do segmento da iteracao

anterior.

Passo O Passo 1 Passo 2 Passo 3 Passo 4
Passos Comprimento de NUumero de Perimetro
cada segmento segmentos

0 1 3 3

1

2

3

4

2. Com os resultados obtidos na tabela anterior, encontre a formula geral para cada

uma das colunas.

Passos

Comprimento de

cada segmento

Nimero de

segmentos

Perimetro
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Construcao de um Fractal

“Cartao Fractal”

Objetivos: Trabalhar conceitos basicos de geometria espacial, familiarizar o aluno
com processos de generalizagao, introduzir o conceito de progressao geomeétrica.

1. Pegue uma folha de tamanho A4.

2. Dobre sua folha ao meio, ao longo de sua altura, como mostra a Figura A.1.

Figura A. 1: Passo 2 — Cartdo Fractal

3. Com a folha dobrada ao meio, faca dois cortes verticais simétricos a uma distancia

~ das extremidades da folha, de altura 2, como mostra a Figura A.2.

Figura A. 2: Passo 3 — Cartdo Fractal

4. Dobre o retangulo formado por cima, fazendo um vinco na dobra.
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Figura A. 3: Passo 4 — Cartdo Fractal

5. Volte o retangulo dobrado para a posicéo inicial e puxe o centro da figura em relevo.

Podemos dizer que esta € a primeira geracdo do cartdo fractal (nivel 1).

Figura A. 4: Passo 5 — Cartdo Fractal

6. Dobre a folha novamente, conforme a Figura A.3 e siga 0 mesmo procedimento
descrito nos passos 3, 4 e 5. A segunda geracao (nivel 2) do cartdo fractal & obtida
com o corte mostrado na Figura A.5.

Figura A. 5: Passo 6 — Cartdo Fractal
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7. Dobre o retangulo para cima, fazendo um vinco na dobra.

F

L...P

Figura A. 6: Passo 7 — Cartdo Fractal

8. Volte o retangulo para a posigéo inicial e puxe a figura em relevo. Neste momento,
temos a primeira e a segunda geracao do cartéo fractal.

Figura A. 7: Primeira e segunda iteracao do cartdo fractal

9. Para obter mais geracgodes, repita esse procedimento enquanto for possivel realizar
os cortes e as dobraduras no papel, sempre usando a regra do corte estabelecida no
passo 3.

Por fim, desdobre todos os recortes e puxe as figuras em relevo. A Figura A.8
mostra um cartdo com quatro geracdes obtido pelo processo descrito.
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Figura A. 8: Cartéo Fractal

Observamos que o cartdo da Figura A.8 possui estruturas auto similares.
Com base no processo de construcdo e na obtencdo dos paralelepipedos,

complete a tabela abaixo.

Passo (nivel) Quantidade de Quantidade de paralelepipedos
paralelepipedos novos
0 1 1
1
2
3
4
n 2n+1 -1 on

Tabela A. 1: Paralelepipedos Cartéo Fractal
Notamos que a cada iteracdo, o numero de novos paralelepipedos dobra, com

isso podemos concluir que o processo de construcdo dos paralelepipedos em cada

iteracao é descrito pela lei 2™, onde n é o nimero da iteracao.
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Atividade Avaliativa

1. Uma das principais caracteristicas dos fractais é a auto semelhanca, que significa:
(A) que eles sdo compostos de figuras congruentes, de mesma forma e tamanho,
infinitamente.

(B) que eles sao formados de formas aleatorias e finitas.

(C) que eles contém, dentro de si, copias menores deles mesmos. Essas copias, por
sua vez, contém copias ainda menores e assim sucessivamente.

(D) que eles ndo possuem nenhuma regra de formacao e geram imagens distorcidas
de si préprios.

(E) que eles possuem uma regra de formacdo que gera imagens distorcidas de si

préprio.

2. Personalidade que é considerada o pai dos fractais:
(A) Pitagoras de Samos.

(B) Waclaw Sierpinski.

(C) Helge Von Koch.

(D) Benoit Mandelbrot.

(E) Karl Menger.

3. Assinale a opcao que indica o fractal da imagem:

(A) Triangulo de Sierpinski. ‘1
(B) Arvore pitagorica. A

(C) llha de Koch. ““.“
(D) Conjunto de Julia. ‘1“ L‘t

(E) Conjunto de Mandelbrot. AAAAAAAA

4. Assinale a opcéo que indica o fractal da imagem:
(A) Triangulo de Sierpinski.
(B) Arvore Pitagorica.

(C) lIha de Koch.

(D) Conjunto de Julia.

(E) Conjunto de Mandelbrot.
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O fractal da figura é denominado Triangulo de Sierpinski. Considere o 1°
triangulo da sequéncia como triangulo de iteracdo 0, com lados de medida 1 cm.

Responda as proximas questdes referentes a este fractal.

AL G40

5. A quantidade de triangulos de cada iteracao pode ser calculada multiplicando-se a
guantidade de triangulos da iteracdo anterior por:
(A)1 (B) 2 €)3 (D) 4 (BE)5

6. A razdo de semelhanca entre um dos triangulos da 12 iteracdo e o triangulo da
iteracdo 0 é:

(A) 5 (B); ()= (D)= (E);

7. A area de um dos triangulos da 12 iteracdo pode ser calculada multiplicando-se a
area do triangulo inicial (iteragdo 0) por:

w;  ®E) ©f o ©@

8. Assinale a férmula que pode ser utilizada para se calcular o nimero de triangulos
de determinada iteragéo do Triangulo de Sierpinski:

(A) T = 3n*1 (B)T =3n"1 (C)T=3.n

(D) T = 3" (E) T = 2™

O fractal da figura é denominado Tapete de Sierpinski. Considere o 1° quadrado

da sequéncia como quadrado de iteracdo 0, com lados de medida 1 cm.

Responda as préximas questdes referentes a este fractal.
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9. Os quadrados na cor preta indicam os pedacos removidos do quadrado original,
todo branco. A quantidade de novos quadrados removidos de cada iteracao pode ser
calculada multiplicando-se a quantidade de quadrados removidos da iteracdo anterior
por:

A) 1 (B) 2 (C)4 (D) 8 (E) 16

10. A razdo de semelhanca entre o quadrado preto da 12 iteracdo e o quadrado todo

branco inicial, da iteracéo 0, é:

(A) 5 (B); (€)= (D)= (E);

11. A area do quadrado preto da 12 iteracdo pode ser calculada multiplicando-se a
area do triangulo inicial todo branco (da iteragéo 0) por:

w: el o of o

12. Assinale a formula que pode ser utilizada para se calcular o nimero de novos
quadrados removidos em determinada iteragéo do Tapete de Sierpinski:

(A) Q =8t (B) Q =8"* C)eQ=8n

(D)@ =8" (E) Q = 8"
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