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Resumo

REIS, Ménica de Paula Tolentino, M.Sc., Universidade Federal de Vicosa, abril, 2013.
Area e Volume de Prisma e Piramide. Orientador: Allan de Oliveira Moura. Co-
orientadora: Catarina Mendes de Jesus.

Este trabalho apresenta estratégias para o ensino de poliedros no ensino médio, enfo-
cando o célculo de area e volume, com aplicagoes das novas tecnologias como softwares
gratuitos e de facil acesso em atividades do dia a dia. Aqui também descrevemos ofici-
nas com atividades relacionadas aos poliedros, com alunos e professores do ensino médio,
onde constatou-se que a maioria dos professores nao faziam uso de softwares e atividades
contidas no livro didatico adotado.

xiv



Abstract

REIS, Ménica de Paula Tolentino, M.Sc., Universidade Federal de Vicosa, April, 2013.
Area and Volume of Prism and Pyramid. Advisor: Allan de Oliveira Moura. Co-
advisor: Catarina Mendes de Jesus.

This paper presents strategies for teaching polyhedra in high school, focusing on the
calculation of area and volume, with applications of new technologies as free software
and easily accessible in the day to day activities. Here we describe also workshops with
activities related to polyhedra, with students and teachers of the school, where it was
found that most teachers did not use softwares and activities contained in the textbook
adopted.
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Introducao

O estudo da Geometria ja vem sendo incentivado desde varios séculos e sempre teve sua
importancia nas medicoes e orientacoes, seja na navegacao, construcao ou para entender
o universo. O filosofo grego Platao (427 a. C - 347 a. C), por exemplo, foi grande incenti-
vador do estudo da geometria e ficou conhecido pelo interesse que tinha pela matematica,
alem de fundar a Academia, (situada nos jardins do her6i Academo)|2]. Platao também
teve varios discipulos e amigos que desenvolveram importantes trabalhos mateméticos (no
séc. IV a. C.). Um deles foi Teeteto, o fundador da Geometria Espacial [15].

Atualmente se pode notar a importancia da geometria na arte contemporanea (a tri-
dimensionalidade) e na evolugao tecnologica, além de fazer parte do nosso cotidiano.
Observar e explorar esta geometria em atividades como feiras e oficinas, envolvendo pro-
fessores e alunos, pode servir como ponto de partida para novas diretrizes na construcao
de um conhecimento que propicie a reflexao e a reelaboracao do pensamento a partir do
conhecimento da realidade, que é a motivacao do tema deste trabalho.

Neste trabalho, o principal objetivo foi abordar estratégias para o ensino de poliedros
no Ensino Médio, a partir de oficinas e mostra de Matemética por professores e alunos
da rede publica estadual do municipio de Matipd - MG. O intuito é desenvolver o senso
critico, o pensamento hipotético e dedutivo, a capacidade de observacao e de pesquisa
e as estratégias de comunicacao, saindo das atividades tradicionais usadas no ensino de
poliedros e incentivando a utiliza¢do do computador como: (i) elemento de animagao, com
capacidade para melhorar o ambiente geral da aula; (ii) elemento facilitador, permitindo
realizar determinadas tarefas tradicionalmente realizadas & mao; e (iii) elemento de pos-
sibilidade, permitindo equacionar a realizacao de atividades que seriam dificeis de efetuar
de outro modo.

Outro objetivo ¢ despertar no professor a importancia das préticas metodologicas
que faca o acompanhamento da evolugao situando-se no tempo e no espaco presente,
conhecendo os artificios, a era digital, da informatizacao, dos games, dos softwares e dos
sites de relacionamentos. Instigi-lo a navegar no mundo virtual, num mundo novo onde
o irreal torna-se possivel e imaginar o imaginavel, é previsivel, é necessario. A geometria
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¢ como a virtualidade, cada “pixel” que forma a imagem é um quebra-cabeca que nos
deixam intrigados e curiosos na busca do entendimento, das descobertas de um mundo
infinito, mas cheio de possibilidades e expansao do conhecimento.

Este trabalho est4 dividido da seguinte forma:

O primeiro capitulo, apresenta o estudo de conceitos e resultados preliminares de
topicos de Geometria, necessarios ao desenvolvimento desse trabalho. Inicia-se com os
conceitos primitivos, seguido do estudo de poligonos, triangulos, quadrilateros, circun-
feréncia e circulo, 4rea de figuras planas e finalizando, definicdes de geometria espacial,
incluindo poliedros.

O segundo capitulo revela que, no mundo atual, inimeras sao as obras de engenharia,
arquitetura, artes plasticas, entre outras, mostrando a imensa quantidade de formas que o
homem desenvolveu tendo como referéncia os conhecimentos de Geometria. Este capitulo
mostra um pouco das maravilhas da geometria na natureza, na arquitetura e construcao
civil, no comércio, nos parafusos e na arte.

O terceiro capitulo estd diretamente relacionado aos calculos de areas e volumes de
prisma e piramides, assim como apresenta algumas metodologias diferenciadas para tornar
mais atrativa e dinamica as aulas para o desenvolvimento do tema.

O 1ultimo capitulo mostra o trabalho desenvolvido com os alunos da 2? série do Ensino
Médio da Escola Estadual do Bairro Boa Vista em Matip6 - MG, através da Mostra de
Matemética, utilizando métodos diferenciados para o trabalho com geometria espacial.
Apresenta também uma pesquisa com os professores de Matematica das escolas estaduais
do municipio de Matip6 sobre os métodos utilizados por eles em sala de aula no ensino
de geometria espacial, além de um treinamento sobre o uso de softwares, ja que esse foi
um dos temas menos conhecido e nunca usado como recurso didatico.



Capitulo 1

Conceitos Basicos de Geometria

Neste capitulo apresenta-se o estudo dos conceitos basicos de Toépicos de Geometria
e alguns resultados preliminares necessarios ao desenvolvimento desse trabalho. Inicia-se
com os conceitos primitivos, seguido do estudo de poligonos, triangulos, quadrilateros,
circunferéncia e circulo, area de figuras planas e finalizando com defini¢coes de geometria
espacial, particularmente de poliedros. Os conceitos e resultados desse capitulo poderao
ser encontrados principalmente em [3], [11], [12], [13], [32] e [40].

1.1 Conceitos primitivos

A parte tedrica da Geometria Espacial que trata de conceitos primitivos - ponto, reta
e plano - e suas relagoes ¢ chamada geometria de posigao que inicia-se com 0s conceitos
fundamentais a luz da teoria euclidiana.|11]

No estudo da Geometria, existem nocoes ou conceitos que sao aceitos como verdadei-
ros. O ponto, a reta e o plano sao elementos basicos do espaco, também chamados entes
geométricos primitivos. De acordo com Euclides, temos:

Definicao 1.1 “Ponto € aquilo que de nada € parte”, ou seja, o ponto € um elemento
da Geometria que nao hd como dimensionar. Os pontos sao representados por uma letra
matuscula do nosso alfabeto.

Como exemplo cita-se algo localizado no espaco, como um furo, uma estrela no céu, o
centro do campo de futebol, entre outros.

Exemplo 1.2 A figura 1.1 abaizo, representa um ponto e estd representado pela letra A.

3
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Figura 1.1: Ponto representado pela letra A

Definicao 1.3 “Linha é comprimento sem larqura”.

Uma reta é unidimensional, tendo apenas comprimento, e ilimitada, ou seja, a figura
representa apenas uma parte dela. Pode ser exemplificado como uma caneta, uma corda
esticada, lados de um campo de futebol, as traves do gol e os raios solares.

Exemplo 1.4 Um exemplo de reta € a figura 1.2 abaixo representada pela letra r.

Figura 1.2: Reta r

Como a reta tem comprimento infinito, é formada por infinitos pontos. Qualquer dos
seus pontos a divide em duas semirretas. Ao conjunto de pontos localizados entre dois
pontos fixos A e B (e incluindo estes) da-se o nome de segmento de reta AB.

Definicao 1.5 “Swuperficie ¢ aquilo que tem comprimento e larqura.”
O Plano ¢é uma superficie que apresenta duas dimensoes, largura e comprimento,

sendo ilimitado em suas dimensoes. Nos da a ideia de parte de um plano uma parede, o
chao, um quadro, o tampo de uma mesa, etc.

Exemplo 1.6 A Figura 1.3 ilustra apenas uma parte do plano que € representada por
uma letra grega mintiscula 3.

Figura 1.3: Plano representado pela letra grega

Esses conceitos primitivos servem como base para novos conceitos. Existem alguns
postulados (ou axiomas) sobre esses objetos que sao afirmagoes tomadas como verdadeiras.
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1.1.1 Alguns Postulados

Definicao 1.7 Postulado 1

Dada uma reta r, existem infinitos pontos pertencentes a ela e ha infinitos pontos nao

pertencentes a ela.

Exemplo 1.8 A Figura 1.4 abaizo ilustra uma reta r com pontos pertencentes a reta e

pontos nao pertencentes a ela.

FernAédrHer;Ger,Cé¢r;ler;Bé¢r,D¢r

Figura 1.4: Representacao do Postulado 1

Os pontos F, GG, H, I e J sao colineares, pois existe uma reta que passa por eles.

Definicao 1.9 Postulado 2

Dado um plano «, existem infinitos pontos pertencentes a ele e infinitos pontos que nao

pertencem.

Exemplo 1.10 A Figura 1.5 mostra um plano o com pontos que pertencem ao plano e

pontos que nao pertencem ao plano.
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*0
(=

Figura 1.5: Representacao do Postulado 2

AeaHéa;l ¢ Fda;Dea;G ¢ a.

Definicao 1.11 Postulado 3

Dados dois pontos distintos A e T, existe uma, e somente uma, reta que passa por esses
dois pontos, ou seja, dois pontos distintos sempre serao colineares.

Exemplo 1.12 O exemplo desse postulado estd representado pela reta da Figura 1.6 con-
tendo dois pontos A e T, pertencentes a ela .

Figura 1.6: Representacao do Postulado 3

Definicao 1.13 Postulado 4

Se dois pontos distintos A e B pertencem a um plano «, entdao a reta r que passa por
esses pontos esti contida no plano.

Exemplo 1.14 A Figura 1.7, representa um plano «, onde os pontos A e B pertencem
a a e também pertencem a reta r. Portanto, a reta r estd contida em o. Se A € a; B €
a;Aer;Ber, entaor C a.
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Figura 1.7: Representacao do Postulado 4

Definicao 1.15 Postulado 5

Dados trés pontos distintos A, B e C, nao pertencentes a uma mesma reta( nao colineares),
existe um tnico plano « que passa por esses trés pontos

Exemplo 1.16 Agui pode-se utilizar o exemplo de uma cadeira tripé: a extremidade dos
trés pés se apoia sempre sobre um plano.

Figura 1.8: Representacao do Postulado 5

Definicao 1.17 Postulado 6

Por um ponto dado O passam infinitas retas.
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Exemplo 1.18 A Figura 1.9 abaizo é um exemplo de um ponto dado P pertencente as
retas r, s, t e u.

Figura 1.9: Representacao do Postulado 6

Definicao 1.19 Postulado 7

Dados uma reta r e um ponto P, nao pertencente a reta r, existe uma, e somente uma,
reta t paralela a r passando por P.

Exemplo 1.20 A Figura 1.10 ilustra esse postulado.

Figura 1.10: Representacao do Postulado 7

Definicao 1.21 Postulado 8

Todo ponto de uma reta forma com ela duas semi-retas.
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Exemplo 1.22 A Figura 1.11 mostra uma reta com um ponto O pertencente a ela,
dividindo-a em duas semirretas opostas cuja origem € o ponto O. OA e OC sdo as

semirretas opostas.

+— . —P

8

Figura 1.11: Representacao do Postulado 8

Definicao 1.23 Postulado 9
Uma reta r contida em um plano « divide-o em dois semiplanos opostos cuja origem é r.

Exemplo 1.24 Como exemplo o plano o da Figura 1.12 contem a reta r, que o divide

em dois semiplanos ay e .

Figura 1.12: Representacao do Postulado 9

1.1.2 Posicoes relativas de duas retas

Para analisar a posicao de duas retas, é preciso considerar dois casos: o de retas
coplanares e o de retas reversas.

Definicao 1.25 . Duas retas sao coplanares quando estao contidas num mesmo plano.
As retas coplanares podem ter duas posicoes relativas: paralelas ou concorrentes.
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Definicao 1.26 . Duas retas r e s distintas sao concorrentes se, e somente se, possui-
rem um unico ponto em comum.

Exemplo 1.27 A Figura 1.13 abaixo mostra duas retas r e s coplanares, concorrentes
com o ponto P em comum, ou seja r Ns = {P}. De acordo com o dngulo que formam
entre si, duas retas concorrentes podem ser perpendiculares, quando as retas formam um
angulo reto, ou seja, de 90°, ou obliquas quando nao sao perpendiculares.

Figura 1.13: As retas r e s sdo paralelas

Definicao 1.28 . Duas retas sao paralelas se, e somente se, forem ou coincidentes ou
coplanares e nao possuirem ponto em comum. Um caso particular de paralelelismo ocorre
se as retas forem coincidentes.

Exemplo 1.29 A Figura 1.14 abaizo ilustra um plano e duas retas paralelasr e s distintas
pertencentes a esse plano.

Figura 1.14: As retas r e s sdo paralelas

Definicao 1.30 . Duas retas r e s sao reversas quando nao sao coplanares e nao
possuem ponto em comum.

Exemplo 1.31 A Figura 1.15 abaixzo ilustra um plano, uma reta r contida no plano e
uma reta s nao contida no plano tal que r N's = ¢.
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Figura 1.15: As retas r e s sao reversas

Se houver um plano que contenha a reta r e que forme um angulo de 90° com a reta
s, as retas serao reversas e ortogonais.

Teorema 1.32 [0/ Dadas duas retas reversas, € possivel tracar uma e somente uma reta
perpendicular a ambas

1.1.3 Posicoes relativas de reta e plano

Existem trés situacoes possiveis para a posicao relativa entre uma reta e um plano,
dependendo do nidmero de pontos comuns: ou a reta estd contida no plano, ou é con-
corrente ao plano, ou é paralela a ele.

Definicao 1.33 Uma reta estd contida em um plano se tiver dois pontos comuns com
o plano.

Definicao 1.34 Uma reta é concorrente a um plano se tiver um unico ponto em comum
com o plano.

Definicao 1.35 Uma reta e um plano sao paralelos quando nao tem ponto em comum.
Observacao: Se uma reta r ¢ paralela a um plano «, entao ela sera paralela ou reversa

a qualquer reta do plano, pois, para uma reta r//« temos r N « = ¢.

1.1.4 Posicoes relativas de dois planos

As posicoes relativas de dois planos definem trés categorias: planos coincidentes,
planos concorrentes e planos paralelos distintos.
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Definicao 1.36 Dois planos distintos sao paralelos quando nao possuirem pontos em
comum.

Observacao: Se dois planos distintos sao paralelos, entao qualquer reta de um deles é
paralela ao outro, e qualquer reta concorrente a um deles também € concorrente ao outro.

Exemplo 1.37 Como exemplo, a Figura 1.16 mostra dois planos distintos o e 3, para-
lelos.

L/
y 4

af/fBouanf =0

Figura 1.16: Planos « e § paralelos distintos.

Defini¢ao 1.38 Dois planos distintos sao secantes (ou concorrentes) quando possuem,
pontos em comum.

Observacao: Estes pontos da intersecgao dos dois planos formam uma reta. Caso o
dngulo formado pelos dois planos for de 90° os planos serdo secantes e perpendiculares.

Exemplo 1.39 A Figura 1.17 abaizo representa dois planos concorrentes ou secantes o
e B e a intersecao dos dois planos € a reta r.

A
<

anp =)

Figura 1.17: Planos « e f secantes.
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Definicao 1.40 Dois planos sao coincidentes quando tiverem todos os seus pontos em

comum.

Exemplo 1.41 Os planos a e 8 da Figura 1.18 abaizo sao coincidentes, ou seja, aNf =

a=0.

a=p

Figura 1.18: Planos a e (8 coincidentes.

1.2 Poligonos

Definicao 1.42 Dada uma sequéncia de pontos de um plano (Ay, As, ..., A,) com n > 3,
todos distintos, onde trés pontos consecutivos nao sao colineares, considerando-se consecu-
tivos A,_1, A, e Ay, assim como, A,, A1 e Ay, chama-se poligono a reunido de segmentos
A1Ag, AsAs, ..., An_1A,, A,A1. Os pontos Ay, As, As..., A,_1, A, sao os vértices do
polzgono Os segmentos s A As, A2A3,... A, 1A, A,A sao os lados do poligono. E os
angulos A1 A, A, AQ,AQ A1A2A3, ...A =A,_ 1A Ay, sao os dngulos do poligono. [12)]

Exemplo 1.43 A Figura 1.19 mostra alguns exemplos de poligonos.

POLIGONOS

Figura 1.19: Figuras geométricas que sao Poligonos.

Definicao 1.44 Os nao Poligonos sao formas geométricas que tem alguma linha curva

no contorno.
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Exemplo 1.45 A Figura 1.20 mostra algumas figuras de nao poligonos.

NAO-POLIGONOS

Figura 1.20: Figuras geométricas que nao sao Poligonos.

Os poligonos podem ser convexos ou nao convexos.

Definicao 1.46 Um poligono é convexo quando todo o segmento de reta, cujas extremi-
dades pertencem a esse poligono, tem todos os seus pontos no interior do poligono.

Exemplo 1.47 Um poligono convero é o heptdgono abaizo(Figura 1.21), mostrando o
segmento de reta com todos os seus pontos no interior do poligono.

Poligono convexo

Figura 1.21: Octogono - Poligono Convexo.

Definicao 1.48 Um poligono é ndo convexo quando existe pelo menos um segmento de
reta, cujas extremidades pertencem a esse poligono, porém nao tem todos os seus pontos
no interior do poligono.

Exemplo 1.49 A Figural.22 é um poligono mostrando um segmento de reta que nao tem
todos os pontos em seu interior.
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Nao
convexo

Figura 1.22: Poligono nao convexo.

Um poligono ¢é formado por varios elementos. A Figural.23 ilustra um poligono com
seus respectivos elementos que listamos a seguir.

Figura 1.23: Poligono e seus elementos.

1. Lados:

Cada um dos segmentos de reta que une vértices consecutivos. Na Figura 1.23 sao
eles: AB, BC, CD, DE e FA.

2. Vértices:
Ponto formados por dois lados. Na Figura 1.23 sao vértices do poligono os pontos:
A, B,C, DekE.

3. Diagonais:

Segmentos que unem dois vértices nao consecutivos.Na Figura 1.23 sao diagonais os
segmentos: AC, AD, BD, BE e C'E.
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4. Angulos internos:

Angulos formados por dois lados consecutivos. Na Figura 1.23 séo eles: @, b, ¢, de?.

5. Angulos externos:

Angulos formados por um lado e pelo prolongamento do lado a ele consecutivo. Na
Figura 1.23 sdo angulos externos: ay, by, ¢1, di eéy;

Os poligonos recebem nomes de acordo com o ntimero de lados que possuem.

Figura 1.24: Poligonos e nomenclatura

Observacao 1.50 Os que nao aparecem listados acima sao denominados também pelo
numero de lados que possuem, como por exemplo: poligono de treze lados, poligono de
trinta lados, etc.

Definicao 1.51 Um poligono convexro é regular se, e somente se, tem todos os lados
congruentes e todos os dngulos congruentes.

Teorema 1.52 [/0] Seja P um poligono com n lados. Entdo, o nimero de diagonais
desse poligono é:
n(n —3)

d=—
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Teorema 1.53 [12] A soma S; dos dngulos internos de um poligono convezo de n lados
(n > 0) € dada por:
S; = (n —2)- 180,
Deducao:
Seja A1 AsAs... A, um poligono convexo de n lados.

De um vértice qualquer conduzimos todas as diagonais que tem este vértice como
extremo.

O poligono fica entao dividido em (n — 2) triangulos e a soma S; dos angulos internos
do poligono S; = iy + iy + i3 + ... + i, € igual & soma dos angulos internos dos (n — 2)
triangulos.

Logo:

S; = (n—2)-180",

Se o poligono for regular, entao:

(n —2) - 180°
- .

a; =

Teorema 1.54 [12] A soma S, dos dngulos externos de um poligono convexo é:

S, = 360°.

Deducao:
Seja A1 Ay As... A, um poligono convexo de n lados.

Considerando os ey, ey, €3, ..., €, suplementares adjacentes aos respectivos angulos in-

ternos
11,22,13, ..5 Up

Temos:

eq +i; = 180°
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ey + iy = 180
es + i3 = 180°

en + i, =mn - 180°

Somando membro a membro as n igualdades:

S.+S; =n-180°

Substituindo S; por (n — 2) - 180°, vem:

S, +(n—2)-180° = n - 180°
S, +n-180° — 360° = n - 180°

Se = 360°
Se o poligono for regular, entao:
360°
e = ——
n

1.3 Triangulos
Definicao 1.55 Um tridangulo é um poligono de trés lados.

Exemplo 1.56 A figura abaizo representa um tridngulo ABC com seus elementos:

Vértices: sao os pontos A, B e C.

Lados: sao os segmentos:AB, BC' e AC.



1.3. Triangulos 19

B C

Figura 1.25: Triangulo e seus elementos

Os triangulos podem ser classificados de acordo com os lados e de acordo com os
angulos. Em relacao aos lados, um triangulo pode ser: equilatero, isésceles e escaleno.

Definicao 1.57 Um tridngulo equildtero é aquele que tem os trés lados congruentes.

Exemplo 1.58 O triingulo ABC da Figural.26 abaizo tem todos os lados com a mesma
medida.

B C

Figura 1.26: Triangulo equilatero

Definicao 1.59 Um tridngulo que possui pelo menos dois lados congruentes é denomi-
nado triangulo isosceles.

Exemplo 1.60 O tridngulo ABC abaizo (Figura 1.27) apresenta dois lados com a mesma
medida, lados BC = AC, A e B, sio os dngulos da base que sio congruentes e AB € a
base do tridngulo.
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/\ ABC C

A B
Figura 1.27: Triangulo isosceles

Definicao 1.61 Tridngulo escaleno € o tridingulo que nao possui lados congruentes.

Exemplo 1.62 O triangulo ABC abaizo(Figura 1.28) possui os trés lados com medidas
diferentes.

B C

Figura 1.28: Triangulo escaleno

Em relacao aos angulos, o triangulo pode ser: retangulo, acutangulo e obtusangulo.

Definicao 1.63 Tridngulo Retdngulo é um tridngulo que possui um dngulo reto, ou
seja, com medida 90°. No tridngulo retingulo o maior lado chama-se hipotenusa e 0s
outros dois sao chamados catetos.

Exemplo 1.64 O tridngulo ABC da Figura 1.29 possui um dngulo com medida de 90°,
dngulo B.
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B A

Figura 1.29: Triangulo Retangulo

Definicao 1.65 Tridngulo Acutdngulo: ¢ o tridngulo em que todos os dngulos sao

agudos, ou seja, menores que 90°.

Exemplo 1.66 O triangulo ABC da Figura 1.30 tem todos os dngulos menores que 90°,
portanto, € um exemplo de triangulo acutingulo.

A B

Figura 1.30: Triangulo Acutangulo

Definicao 1.67 Tridngulo Obtusdngulo é o triangulo que tem um dngulo obtuso, ou

seja, maior que 90°.

O triangulo ABC da Figura 1.31 representa um triangulo, com um angulo maior que
90°, angulo B.
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A B

Figura 1.31: Triangulo Obtusangulo

Definicao 1.68 Em qualquer tridngulo, o segmento que tem uma extremidade em um dos
vértices e a outra em um ponto do lado oposto a esse vértice é chamado de ceviana.

As principais cevianas de um triangulo sao: altura, bissetriz e mediana.

Definicao 1.69 Altura ¢ um segmento da perpendicular tracada de um vértice ao lado
oposto ou ao seu prolongamento.

Exemplo 1.70 No tridngulo ABC, (Figural.32) se vé a altura AH, interna, tracada pelo
vértice A em relacao a base BC'.

d

e
bu
O

Figura 1.32: Triangulo com altura interna

No triangulo ABC, (Figural.33) observa-se a altura AH externa tragada do vértice C,
em relacao a base AB.
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pamaTunnneey
/
/

Figura 1.33: Triangulo com altura externa

Observacao: Em todo triangulo existem trés alturas que se cortam, elas proprias ou
seus prolongamentos num ponto chamado ortocentro.

Definicao 1.71 Mediana ¢ um segmento que une um vértice ao ponto médio do lado
oposto.

Exemplo 1.72 A Figural.3} abaizo é um tridngulo ABC, com a mediana ligando o vér-

tice A com o ponto médio do lado BC. Se M € o ponto médio de BC, entio AM ¢é
mediana.

B M s

Figura 1.34: Triangulo e sua mediana

Observacao: As trés medianas de um triangulo se cortam num ponto chamado bari-
centro.

Definicao 1.73 Bissetriz é um segmento que divide um dngulo ao meio. Pode ser
interna ou externa.
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Definicao 1.74 Uma bissetriz interna é o segmento de reta, bissetriz de um dngulo
interno limitado, pelo vértice e pela interseccao da reta bissetriz com o lado oposto.

Exemplo 1.75 A Figura 1.35 abaizo mostra a bissetriz interna AE tracada em relacdo
ao dngulo .

Figura 1.35: Triangulo e uma bissetriz interna

Observacao: As bissetrizes internas de um tridngulo se cortam num ponto chamado
incentro. Esse ponto é o centro da circunferéncia inscrita no triangulo.

Definicao 1.76 Uma bissetriz externa é o segmento de reta bissetriz de um tridngulo
externo limitado pelo vértice e pela intersecao da bissetriz com o prolongamento do lado
oposto.

Exemplo 1.77 No tridngulo ABC (Figural.56) abaizo, com dngulo externo B , formado
pelo prolongamento do lado AB e o lado BC' cuja medida € 2o, foi tracada a bissetriz
externa BE do dngulo B dividindo o dngulo em dois dngulos com medidas iguais a o.

Figura 1.36: Triangulo e uma bissetriz externa
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1.4 Quadrilateros

Definicao 1.78 Quadrildtero ¢ todo poligono de quatro lados.

Os quadrildteros podem ser classificados basicamente em trés classes: paralelogramos,
trapézios e trapezoide.

Definicao 1.79 Os paralelogramos sao os quadrildteros cujos lados opostos sao para-
lelos.

Os paralelogramos podem ser classificados em retangulo, losango e quadrado.

Definicao 1.80 O retdngulo é um paralelogramo cujos dngulos e diagonais sao todos
congruentes.

Definicao 1.81 O losango é um paralelogramo cujos lados sao todos congruentes. Suas
diagonais sao perpendiculares e bissetrizes dos dngulos internos.

Definicao 1.82 O quadrado é um paralelogramo que tem todos os lados e dngulos con-
gruentes. Suas diagonais sao congruentes, perpendiculares e bissetrizes dos dngulos in-
ternos.

Exemplo 1.83 A Figura 1.37 abaizo apresenta um quadrado, paralelogramo com todos
0s lados e dngulos de medidas iguais.

Figura 1.37: Quadrado - Paralelogramo
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Definicao 1.84 Os trapézios sao os quadrildteros que tem apenas dois lados paralelos.

Exemplo 1.85 Para ilustrar observe o trapézio isdsceles da Figura 1.38 abaizo, com duas
bases, base menor e base maior e os outros dois lados congruentes.

Figura 1.38: Trapézio Isosceles

Definicao 1.86 Os trapezoides sao 0s quadrildteros que nao tém dois lados paralelos.

Exemplo 1.87 A Figura 1.39 abaizo representa um trapezdide.

Figura 1.39: Trapezoide

1.5 Circunferéncia e Circulo

Definicao 1.88 Dados num plano, um ponto O e um segmento de medida r, chama-se
circunferéncia de centro O e raio v o conjunto de todos 0s pontos do plano cuja distdncia
ao ponto O € igual a r.
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Exemplo 1.89 A Figura 1.40 abaizo representa uma circunferéncia.

Figura 1.40: Circunferéncia

Definicao 1.90 Chama-se circulo de centro O e raio r o conjunto de todos os pontos
do plano cuja distincia ao ponto O ¢é igual ou menor que r. O circulo € constituido
pela circunferéncia e pelos pontos que ela envolve, que sao chamados pontos interiores a
Mesma.

Exemplo 1.91 A Figura 1.41 é um circulo. Os segmentos cujas extremidades sao o
centro e cada um dos pontos da circunferéncia sao também, chamados de raios da cir-
cunferéncia. Todo segmento que une dois pontos da circunferéncia e passa pelo centro da
mesma se chama didmetro.

w
,,“-.er_,,_ v
O\ <" Raio |

Circulo

Figura 1.41: Circulo

1.6 Area de Superficies Planas

Definicao 1.92 Area de uma superficie limitada é um nimero real positivo associ-
ado a superficie de forma tal que:

1. As superficies equivalentes estio associadas a dreas iguais(nimeros iguais) e reci-
procamente.
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A~ B < Area de A = Area de B

2. A uma soma de superficie estd associada uma drea (nimero) que é a soma das dreas
das superficies parcelas.

(C=A+B)= Area de C = Area de A + Area de B

3. Se uma superficie estd contida em outra, entdo, sua drea é menor (ou maior) que
a drea da oulra.

BC A= Area de B< Area de A

Definicao 1.93 A reuniao de um poligono com o seu interior é uma regiao poligonal ou
superficie poligonal.

1.6.1 Area de um retangulo

Admitindo que a area de um retéangulo é igual ao produto da base pela altura ,
deduz-se a area de uma série de outras figuras.

Exemplo 1.94 A Figura 1.42 abaizo representa um retdngulo de base b e altura h.

ALTURA (b

BASE (b)

Figura 1.42: Retangulo

A = base - altura
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1.6.2 Area de um quadrado

A &area do quadrado ¢ igual ao quadrado da medida do lado.

Exemplo 1.95 A Figura 1.48 abaizo representa um quadrado de lado de medida 1.

Wr—

[
4,=11 > 4=I

Figura 1.43: Quadrado

A =lado - lado

1.6.3 Area de um paralelogramo

Note que a area de um paralelogramo ¢ igual a area do retangulo.

Exemplo 1.96 A Figura 1.44 abaizo mostra o paralelogramo sendo desmembrado para
formar o retdngulo e um paralelogramo PQRS de base b e altura h, também mostrando

que pode se transformar em um retdngulo.

Figura 1.44: Relacao do Paralelogramo com o Retangulo

A = base - altura
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1.6.4 Area de um triangulo

Teorema 1.97 [12] Todo tridngulo é equivalente a um paralelogramo de base congruente
a do tridngulo e altura metade da altura do tridgngulo. Ou seja:

base - alt
A: ase - altura
2
Demonstracao:

Pelo ponto médio E de AB, na Figura 1.45 conduzimos ED paralela a BC' e comple-
tamos o paralelogramo BCDE.

a4

Figura 1.45: Demonstracao da area do triangulo

I =111
I1=11

Somando membro a membro temos:

(I+1II)~ (II+III)= ABC ~ BCDE

Note que em vista do resultado acima temos em particular que: “dois triangulos de
bases e alturas ordenadamente congruentes sao equivalentes”.

Teorema 1.98 [3/ Seja um tridngulo com medidas dos lados a, b e ¢, e p o semiperime-
tro(metade da medida da soma dos lados), entio a sua drea S pode ser calculada usando
a Formula de Heron dada por:

A=+/plp—a)p—0b)(p—c),

onde
a+b+c

b= 9
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Figura 1.46: Triangulo, com lados medindo a,b e c

Outra maneira de calcular a area de um triangulo qualquer é utilizando o seno de um
angulo e os lados adjacentes ao angulo. Para S a area, a, b e ¢ as medidas dos lados, A,
B e C os angulos internos, temos:

Figura 1.47: Triangulo qualquer, conhecendo-se dois lados e um angulo

1 ~ 1 ~ 1 -
—Zq.b. — Zh. . A=Zq-c- B
S 2& b-senC 2b c- sen 2a c-sen

Considere um triangulo equilatero ABC de lado 1, como mostra a Figura 1.48.

Figura 1.48: Triangulo equilatero
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A area de um triangulo qualquer é dada por:

Aren — base - altura
2
No caso do triangulo equilatero nao se conhece o valor da altura, somente dos lados,
porém é facil determinar a altura em fun¢ao da medida do lado. Para isso, basta lembrar
que a altura é, também, mediana, mediatriz e bissetriz do triangulo equildtero. Assim,
teremos a Figura 1.49 abaixo.

Figura 1.49: Triangulo AHC

O triangulo AHC (Figural.49) é retangulo em H, pois AH é a altura do tridngulo.
Sabe-se que H é o ponto médio do lado BC. Dessa forma, pode-se utilizar o teorema de
Pitagoras, obtendo a seguinte igualdade:

12 I3

F:W+WW%%M:F—ZW%MW:2

Obtém-se, assim, a altura do triangulo equilatero em funcao da medida do lado. Como
a base do triangulo equilatero ¢é [, sua area serd dada por:

base - altura
2

JE]
A=
2

Area =
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(23

A= 2
2
2

Concluindo assim a area do triangulo equilatero em funcao do lado.

1.6.5 Area do Losango

Dado o losango L(dy, ds), como mostra a Figura 1.50.

A, ]

d

Figura 1.50: Losango de diagonais d; e ds

Pelos vértices do losango, conduzimos as diagonais e, pelos vértices, as paralelas as
diagonais.
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d-

d

Figura 1.51: Losango com as paralelas as diagonais d; e dy passando por um vértice

Como se pode ver o losango ocupa a parte formada pelos quatro triangulos: 2,3,6 e
7, metade da superficie do retangulo formado pelos 8 triangulos 1,2,3,4,5,6,7 e 8, entao:

dy-d
AL = A(4triangulos) = AL == 9 2-

1.6.6 Area do Trapézio

Considerando um paralelogramo PQP'Q)’ (Figural.52), ele é a soma de dois trapézios
de mesma area: trapézios PQRS e P'Q)’SR. As bases do paralelogramo medem B e b e
sua altura h. Entao temos:

A = base - altura = A= (B +1b) - h.

Como ele ¢ a soma de dois trapézios conclui-se que a area do trapézio é :

A:base-altura:A: (B—l—b)-h.

2 2
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P b S B Q
h
Q B R b P
Logo: \ /
§= (B+ b).h
22

Figura 1.52: Trapézio PQRS e Trapézio P’Q’SR

1.6.7 Area de um Poligono Regular

Teorema 1.99 [32] A drea de um poligono regular é igual ao produto do seu semiperi-

metro pelo apdtema.

Definicao 1.100 Apdétema é o segmento cujas extremidades sao o centro de um poligono
reqular e o ponto médio do lado do poligono.

Todo poligono regular pode ser inscrito em uma circunferéncia, portanto pode ser
decomposto em um poligono composto por varias regioes triangulares congruentes. Se o
poligono for decomposto em n triangulos basta calcularmos a area de um dos triangulos
congruentes e multiplicar pelo nimero de tridngulos. Como o poligono tem n lados a
area é igual a n vezes a area do triangulo de base [, altura a que também é apotema, p
semiperimetro e 2p o perimetro do poligono. Assim tem-se:

Ao Lh
2
A:n.l.a
2
_2p.a
2
A=p.a

Observacao:O numero de lados da figura é igual ao nimero de triangulos que com-
poem a figura.
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Exemplo 1.101 No pentdagono inscrito abaizo, Figural.53, podemos notar que a altura
de cada tridngulo que o compoe corresponde ao apstema do poligono, e por isso substitui-
mos a altura h pelo apdtema a, na expressao que calcula a drea de cada tridngulo:

Figura 1.53: Poligono Regular

Area = %

Para calcular a area total basta multiplicarmos a expressao da area de cada triangulo
pelo perimetro do poligono e dividir por dois, como demonstra a expressao final, sendo p

0 perimetro:

. p'a,
Area =212
rea 9

1.7 Geometria Espacial

1.7.1 Poliedros

Definicao 1.102 Poliedro é uma reunidao de um numero finito de poligonos planos cha-
mados faces onde:

1. Cada lado de um desses poligonos é também lado de um, e apenas um, outro poli-
gomno.

2. A intersecao de duas faces quaisquer ou € um lado comum, ou € um vértice ou €
Va21a.
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Cada lado de um poligono, comum a exatamente duas faces, é chamado uma aresta
do poliedro e cada vértice de uma face é um vértice do poliedro.

3. E sempre possivel ir de um ponto de uma face a um ponto de qualquer outra, sem
passar por nenhum vértice (ou seja, cruzando apenas arestas).[13)]

Exemplo 1.103 A Figura 1.54 abaizo estao representados alguns sdlidos geométricos que
sao poliedros. Observando tem-se uma piramide quadrangular, um prisma hexagonal reto
e um prisma pentagonal obliquo, nessa ordem.

Figura 1.54: Poliedros

Na Figura 1.55 estao alguns s6lidos que nao sao poliedros. Primeiro tem-se um cilindro
de raio r e altura h, ao seu lado tem um cone usado para sinalizacao de transito e uma

Figura 1.55: So6lidos que nao sao Poliedros

esfera.

Os poliedros podem ser classificados em convexo e nao convexo.

Definicao 1.104 Um poliedro é convexo, quando todo segmento de reta que liga quais-
quer dois pontos do mesmo estd inteiramente contido nele.

Exemplo 1.105 Na Figura 1.56 tem - se o octaedro, um poliedro convexro e o bloco
retangular faltando uma pequena parte, um exemplo de poliedro nao-convezo.
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Figura 1.56: Poliedro Convexo(octaedro) e ndo convexo

Os elementos que uma superficie poliédrica convexa possui sao:
Definicao 1.106 As faces sao os poligonos que determinam a superficie poliédrica.
Definicao 1.107 As arestas sao as interseccoes de duas faces.
Definicao 1.108 Os vértices sao as intersecgoes de trés ou mais arestas.

Relacao de Euler
Em todo poliedro convexo, ou para sua superficie, vale a relacao:
V—-A+F =2,
onde V & o nimero de vértices, A é o namero de arestas e F' é o nimero de faces do

poliedro.

Definicao 1.109 Um poliedro convexro é regular quando todas as faces sao regioes po-
ligonais regulares e congruentes e em todos os vértices concorrem o mesmo numero de
arestas. Uma regiao poligonal reqular é limitada por um poligono reqular, ou seja, por um
poligono que tem todos os lados e angulos internos congruentes.

Exemplo 1.110 A figura 1.59 abaizo mostra um icosaedro formado por vinte faces tri-
angulares e um hexaedro(cubo) formado por seis quadrados, todos poliedros regulares.

Figura 1.57: Poliedros Regulares



1.7. Geometria Espacial 39

Existem apenas cinco poliedos regulares convexos: tetraedro, hexaedro(cubo), octae-
dro, dodecaedro e icosaedro.

Definicao 1.111 Um poliedro é denominado poliedro de Platao, se e somente se, forem
verificadas as sequintes condicoes:

1. Todas as faces tém o mesmo numero de arestas.

2. Em todos os vértices concorrem o mesmo numero de arestas.

3. Vale a relacao de Euler: V — A+ F = 2.

Exemplo 1.112 A Figura 1.57 abaizo apresenta os sdlidos de Platao com algumas rela-
coes com os elementos da natureza.

Dodeccedro Icoscieciro
LUinvverso Aguo

Figura 1.58: Poliedros de Platao

1. Fogo - tetraedro(quatro faces triangulares): o mais mével; o menor corpo; o angulo

mais agudo.

2. Terra - hexaedro(seis faces quadradas), a forma ctbica: é o elemento mais estavel

dos corpos, o de base mais ampla.

3. Ar - octaedro (oito faces triangulares): figura intermediaria; o corpo intermediario;
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4. Agua - icosaedro (vinte faces triangulares): o menos moével; o maior corpo.

Esses quatro elementos formam o Universo, representado pelo dodecaedro(doze faces
pentagonais), a figura mais proxima da esfera. [11]



Capitulo 2

(Geometria no Cotidiano

A Geometria faz parte de nossa vida. A todo o momento nos deparamos com formas,
pontos, retas, curvas, mapas e trajetos. Podemos dizer que uma das possibilidades mais
fascinantes do ensino de Geometria consiste em levar o aluno a perceber e valorizar sua
presenca em elementos da natureza e em criacoes do homem. Isso pode ocorrer por
meio de atividades em que ele possa explorar formas como as de flores, casa de abelha,
construcoes, ou formas em obras de arte, esculturas, pinturas, arquitetura, ou ainda em
rochas, oficinas mecanicas e embalagns encontradas em lojas e supermercados.

Diante disso, o trabalho com a Geometria torna-se muito facil, observar, comparar
e estabelecer relagoes é o ponto de partida inicial para fazer o pensamento geométrico.
Este capitulo mostra um pouco das maravilhas da geometria na natureza, na arquitetura
e construcao civil, no comércio, nos parafusos e na arte. Os resultados desse capitulo
poderao ser encontrados em [9], [14], [15], [21], [22], [28], [35], [40] e [44].

2.1 Geometria na Natureza

A natureza tem sido fonte de inspiracoes e pesquisas para muitos matematicos. Suas
formas, ao longo dos anos tem conquistado a atencao de muitos matematicos. O homem
através da observacao atenta do mundo natural, que o cerca, constatou que era possivel
descobrir uma enorme variedade de formas. Algumas dessas formas possuem regras e
principios de organizacao e por isso sao chamadas formas geométricas.

Uma forma geométrica facilmente encontrada na natureza é o prisma hexagonal (Fi-
gura 2.1), formando os favos de mel das colmeias de abelhas. O mundo das abelhas ¢é
rico em situacoes para a exploracao de conceitos matematicos. Os favos das abelhas sao

41
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formados pela uniao de varios alvéolos e cada alvéolo tem a forma de um prisma hexago-
nal regular. O alvéolo apresenta uma extremidade aberta que é a porta de entrada das
abelhas e a outra fechada, com um apice triédrico.

Figura 2.1: As abelhas e o prisma hexagonal

O mundo mineral brinda-nos igualmente com intimeros exemplos de formas geométri-
cas. Um dos mais famosos de todo o mundo ¢ a chamada “Calgada dos Gigantes” (Figura
2.2), um grande aglomerado de colunas de rocha basaltica vulcanica, em forma de prisma
de diferentes alturas, na sua maioria hexagonais, mas também pentagonais e ainda po-
ligonos irregulares com quatro, sete, oito, nove e dez lados, que se erguem junto a costa
setentrional do Planalto de Antrin, na Irlanda do Norte. Foi declarada como Patriménio
da Humanidade pela UNESCO, em 1986, sob o nome de ‘Calcada dos Gigantes e sua
Costa”, e como Reserva Natural, em 1987.

Figura 2.2: “Calgada dos Gigantes” na Irlanda do Norte vista de dois angulos
diferentes.[42]

Os minerais sao as substancias naturais geralmente solidas, homogéneas, represen-
tadas por uma féormula quimica definida. Geralmente, os minerais possuem um arranjo
interno ordenado, caracteristico do estado solido. Ao se formarem, se as condicoes de cres-
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cimento forem favoraveis, podem ser limitados por superficies planas e lisas assumindo
maravilhosas formas geométricas, como ilustra a Figura 2.3.

Figura 2.3: Cristais com formas geométricas

Segundo [15], o tetraedro, o cubo e o octaedro(Sélidos de Platdo) se encontram na
natureza como cristais, por exemplo, de sulfoantimoneto de sddio, sal comum e alimen,
respectivamente. Os outros dois sélidos de Platao nao podem ocorrer na forma de cris-
tais, mas se encontram na natureza como esqueletos de animais marinhos microscopicos
chamados radiolérios.

Em 1885, foi desenterrado no monte Loffa, perto de Padua, um brinquedo de origem
etrusca, com a forma de um dodecaedro regular, que se supoe remontar ao ano de 500 a.
C., aproximadamente.

2.2 Geometria na Arquitetura e Construcao Civil

Na Arquitetura, a Matematica é usada a todo momento, seja para calcular dimensoes,
seja na construcao de softwares de projetos, sendo a (Geometria especialmente necessaria
no desenho dos projetos. A Geometria ajuda a definir a forma e as medidas dos espagos
usando as propriedades das figuras planas e sélidas, levando em conta as proporcgoes, seja
para o uso humano ou de outra natureza. Isso ajuda muito os arquitetos que trabalham em
construcao civil, projetando residéncias e edificios, quanto para urbanistas, que organizam
espagos publicos e grandes areas, como bairros, museus, igrejas, pragas e parques.|44]

Moody Gardens no Texas, apresenta trés atragoes principais: a Piramide Aquarium
(Figura 2.4) que é um dos maiores do mundo e possui muitas espécies de peixes e vida
marinha e a Pyramid Rainforest, que contém animais e plantas tropicais, passaros, bor-
boletas, répteis e uma variedade de outros animais da floresta, incluindo livre-vagueando
macacos e preguicas de dois dedos; e a Piramide Discovery, que se concentra na ciéncia
orientados por exposicoes e atividades.
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Figura 2.4: Moody Gardens Aquarium Pyramid, Texas, nos EUA.
Fonte: SOUZA, 2010

A TIgreja Sao Joao Batista do municipio de Matip6 (Figura 2.5) foi construida no
periodo de 1951 a 1957 e nela podemos observar diferentes formas geométricas. Pode-se
observar seu estilo pelo seu formato externo.

A arquitetura juntamente com a arte desenvolveu-se com o crescimento das civiliza-
coes. A busca de formas, cores, volumes e materiais agradéveis aos olhos retratam a
evolugao do homem até os dias de hoje. Pode-se fazer esta constatacao ao observar essa
igreja.

De acordo com o CBC - Ensino Médio, a Geometria estimula a capacidade de obser-
vacao do aluno, sua criatividade por meio do uso de formas geométricas para visualizar,
representar de descrever objetos, por isso faz-se necessério levar o aluno a observacao de
tudo que estd ao seu redor, onde se vé a aplicacao da geometria.
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Figura 2.5: Igreja Sao Joao Batista de Matipo (1951 - 1957, periodo da construgao)
Fonte: 2°A. E. E. do Bairro Boa Vista.

Pode-se observar intimeros outros exemplos de aplicacao da geometria na Arquitetura
e construcao civil, como o edificio do Congresso Nacional em Brasilia, o Museu de Arte
de Sao Paulo (MASP) e o Museu Oscar Niemeyer, Curitiba (PR).

2.3 Geometria dos Parafusos

Em maquinas e equipamentos, também pode-se observar uma grande aplicacao da
Geometria. Em oficinas e até mesmo na residéncia sao usados parafusos como os da
Figura 2.6. O corpo desses parafusos tem roscas e forma cilindrica e a cabeca tem forma
de prisma, cuja base ¢ um poligono regular de quatro lados ou de seis lados.

As vezes ha questionamentos do por que nao ha parafusos em que aparecem poligonos
de cinco lados ou oito lados, ou qualquer outro poligono? Para isso se faz necesséario uma
anélise das propriedades dos poligonos regulares analisando a Figura 2.6.
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Figura 2.6: Parafusos com a cabeca em forma de prisma hexagonal e quadrangular
Fonte: IMENES, 2009.

O quadrado tem simetria de rotacdo de 90°. Por isso, no caso do parafuso de cabeca
quadrada a chave pode ser retirada e encaixada novamente na posi¢ao inicial. Para seguir

parafusando da - se um novo giro de 90°. Com quatro giros de 90°, o parafuso faz uma
volta completa.

Figura 2.7: Chaves utilizadas para parafusos com cabeca em forma de prisma quadran-
gular.

Fonte: IMENES, 20009.

No caso do parafuso sextavado(cabega hexagonal), completa-se a volta com seis giros
de 60°.



2.3. Geometria dos Parafusos 47

= &

Figura 2.8: Chaves utilizadas para parafusos com cabeca em forma de prisma hexagonal
Fonte: IMENES, 2009

Consertando um automédvel, muitas vezes o mecanico tem pouco espaco para girar a
chave. Por isso, o parafuso hexagonal ¢ mais pratico que o de cabeca quadrada porque
exige giros menores. Por essa razao, parafusos de cabeca hexagonal sao mais comuns.
Entao, porque nao usar poligonos com angulo central ainda menor? Eles possibilitariam
roscar os parafusos com movimentos ainda mais curtos. Por exemplo, se a base da cabeca
fosse um octégono regular, os giros teriam apenas 45°.

Figura 2.9: Parafuso com a cabega em forma de prisma octogonal
Fonte: IMENES, 2009

Essa vantagem do octégono é anulada pelo seguinte fato: o octogono regular estd mais
proximo do circulo que o hexagono regular.

A chave usada para roscar esse parafuso nunca se ajusta perfeitamente a cabeca,
h& sempre uma pequena folga. Com o uso, a tendéncia é a cabeca do parafuso ficar
redonda (“espanada” na linguagem dos mecanicos). Se a cabega fosse octogonal esse
arredondamento aconteceria mais depressa do que no caso da cabeca hexagonal.



2.3. Geometria dos Parafusos 48

Figura 2.10: Vista da cabeca do parafuso hexagonal e octogonal
Fonte: IMENES, 2009

E os parafusos com cabeca pentagonal, seriam praticos? Afinal o pentidgono tem

angulos muito proximos dos do hexagono.

—~
O, =
N

Figura 2.11: Vista da cabeca do parafuso hexagonal e pentagonal
Fonte: IMENES, 2009

Veja como seria a chave para a cabega pentagonal e como ela teria que ser encaixada no
parafuso. S6 ha4 uma maneira de encaixa - la de cima para baixo. Os lados do pentagono
nao sao paralelos, o que restringe as possibilidades de ajuste da chave.

Figura 2.12: Como seria o encaixe da chave no parafuso de cabeca pentagonal
Fonte: IMENES, 2009

Pela Figura 2.13 observa-se que esse parafuso seria bem menos pratico que os de cabeca
quadrada ou hexagonal, porque ele s6 teria um encaixe enquanto que nos nos outros casos,
a chave pode se encaixar de duas maneiras, o que é bastante ttil.
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Figura 2.13: Como seria o encaixe da chave no parafuso de cabeca hexagonal
Fonte: IMENES, 2009

A chave pode ser ajustada de duas maneiras porque os lados opostos do hexagono sao
paralelos. Como se pode ver até na oficina, no servico de um mecénico, nas fabricas de
parafusos ha aplicacao da Matematica, mais especificamente da geometria.

2.4 Geometria da Arte

A Geometria e a Arte tem tantos pontos em comum que nao se pode falar na Arte e
na Geometria como campos completamente distintos. Quando se pensa em Arte e Mate-
matica surge alguns artistas tais como Escher, Mondrian, Tarsila do Amaral, Kandinsky,
entre outros. HA muitos outros artistas que, como eles, se inspiraram na (Geometria para
exprimirem suas ideias, usando - a como técnica ou até mesmo como tema. E um pouco
deste maravilhoso mundo, em que a Geometria e a Arte se fundem, que pode se observar
em algumas obras de alguns autores apresentadas nessa secao.

Tarsila do Amaral(1886 - 1973), artista brasileira merece destaque entre os artistas que
se inspiram na geometria. Ela participou ativamente da renovagao da arte brasileira que
ocorreu na década de 1920. Nessa fase é possivel observar uma forte tendéncia geométrica
em suas obras. De acordo com a Figura 2.14 pode - se observar essa tendéncia.
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TARSILA DO AMARAL. S30 Paulo, 1924 Oleo sobre tela.
67 X 9o cm. Pinacoteca do Estado de Sio Pavlo. Sio Paulo.
hitp: v basez.com britarsilal

TARSILA DO AMARAL. EF.C.B., 1924.
Oleo sobre tela. 142 X 127 em.
Museu de Arte Contemporinea. Sbo Paulo.

Figura 2.14: Obras de Tarsila do Amaral na década de 1920, retratando a forte tendéncia
a geometria.

Outro artista, Wassily Kandinsky(1866 - 1944) que Nasceu em Moscovo, na Russia,
dedicou-se a pintura de composicoes abstratas, explorando as figuras geométricas, a linha,
o ponto e a cor, e associando-os a musica. Baseou-se nas suas proprias reacoes afetivas
e ideias, expressando-se de maneira inovadora, pesquisando profundamente as relacoes
entre os elementos da obra. Porém, o ponto de partida sao os proprios elementos visuais:
linha, cor, forma, entre outros, como mostra a Figura 2.15.

Figura 2.15: Obra de Kandinsky mostrando a exploracao de figuras geométricas e e das
cores fortes.

Piet Mondrian (1872 - 1944) foi outro destaque da Arte e da Geometria. As obras
de Mondrian revelam sua tendéncia a geometrizacao e a sintese da realidade. Suas obras
geométricas abstratas principalmente com formatos retangulares se destacaram.

Ao contrario dos cubistas, tentava reconciliar a pintura com a busca espiritual, apesar
da forte influencia do movimento dos mesmos. Para ele as formas geométricas tinham um
sentido que transcendia a estética. Segundo [21], ele acreditava que era possivel através
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das linhas horizontais e verticais construidas com consciéncia e nao com calculos, guiadas
pela intuicao, complementadas com outras linhas, harmonia, ritmo e beleza, poderiam se
tornar uma obra de arte, tao forte como verdadeira, como mostra a Figura 2.16.

HH

Figura 2.16: Piet Mondrian. Composicao com vermelho, amarelo e azul, 1921. Oleo sobre
tela, 40 x 35cm. Colecao Haags Gemeentemuneum, Haia e Yves. Laurent. "Mondrian”
vestido de dia, colecao outono de 1965.

Nao se pode falar de Arte e Matemaética sem ter a presenca do famoso artista Maurits
Cornelis Escher(1898 - 1972), pois parece ter sido ele o mais preponderante artista grafico
holandés. Suas obras sao cheias de surpresas conceituais e se situam entre possivel e o
impossivel e cuja chave é a Matemética.

Escher podia imaginar livremente os fantasticos efeitos que desejava expressar e o meio
necessario para realizar materialmente estes efeitos era a Matemética. Por essa razao, pro-
curou adquirir formagao matematica: leu inlimeros ensaios técnicos e correspondeu-se com
diversos matemaéticos e cristalégrafos. No entanto, apesar de suas gravuras revelarem um
bom dominio dos principios fundamentais da matematica, Ercher exprimia com frequéncia
o pouco apreco que da as suas proprias competéncias matemaéticas [44].

A Figura 2.17 apresenta um dos seus mais famosos trabalhos: Serpentes, datada de
1969, sendo a ultima gravura de Escher.
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Figura 2.17: Serpentes (1969)

Sabendo que teria que se submeter a mais uma delicada operacao, Escher aproveitou
todas as oportunidades para trabalhar naquela que viria a ser a sua tdltima obra. Nas
gravuras feitas pelo autor anteriormente empenhava-se no seu trabalho até ao extremo. As
aproximacoes ao infinito eram feitas ao pormenor. Com a ajuda de uma lupa, trabalhou
pormenores extremamente finos, abrindo na matriz figuras com menos de meio milimetro.
Contudo, neste ultimo trabalho, é evidente algum desgaste. Nao ha a preocupacao de
desenhar os anéis mais pequenos, de forma a construir uma aproximacao ao infinitamente
pequeno com elevado grau de consisténcia.

Os trabalhos de Escher constroem-se, em grande parte, sobre o fascinio por alguns
objetos e conceitos matematicos (infinito, solidos platonicos, rotages, simetrias, trans-
lagoes). Contudo é importante referir que Escher nunca teve formacao em Matematica.
Ele dizia que nao se considerava um matematico, o que nao o impedia de reconhecer a
proximidade do seu trabalho a Matemaética.

Em sintese, pela obra de Escher percebe-se que o mundo da Matematica e o mundo
da Arte nao sao tao distintos quanto possa parecer, embora por vezes se estabeleca uma
oposicao entre a Arte como emocao e Mateméatica como razao, a verdade que Escher
mostra que os dominios estético e racional nao sao passiveis de ser separaveis [22].

Uma aplicacao da geometria na obra de Escher é a Figura 2.18, Poliedro de Flores.
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Figura 2.18: Poliedro de Flores

Infinito € um conceito marcante na obra de Escher. Em muitos dos seus trabalhos,
Escher tenta aproximar-se dele tanto e tao exatamente quanto possivel. Para efetuar essa
aproximacao ao infinito, Escher utilizou “diagramas” nos quais explora a possibilidade de
representacao de algo infinito sobre uma superficie finita, de duas formas distintas. Através
de figuras onde é visivel uma reducao radial progressiva das margens para um ponto
central. Nela hd como que uma reducao ou convergéncia para um ponto infinitamente
pequeno. Porém, se nos concentrarmos no centro da figura e se comecarmos a desviar o
olhar para um ponto exterior somos como que convidados a intuir a representacao de um
infinitamente grande.

A sua obra Evolugao IT (1939), representada na Figura 2.19 que, é uma superficie pre-
enchida por répteis unidos uns aos outros, permite no entanto “intuir” quer a aproximacao
ao infinitamente pequeno, quer ao infinitamente grande.
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Figura 2.19: Evolucao IT (1939)

Outro destaque de Escher é a existéncia da matematica na divisao regular da superficie
usada por ele para criar suas famosas séries de metamorfoses, onde formas geométricas
abstratas ganham vida e vao, aos poucos, se transformando em aves, peixes, répteis e até
seres humanos. As obras deste grupo sao talvez, pela construcao, as mais simples.

Um exemplo que deve ser lembrado é “Cada vez mais Pequeno I”, data de 1956. O
que se vé nesta construcao ¢ um ntmero infinito de lagartos, unidos uns aos outros. Mas
a questao ¢ saber como é feita essa construcao.

Figura 2.20: Cada vez mais Pequeno I (1956)

A solucao do problema da representacao do infinito apresentado no Diagrama para
limites quadrados, estd ligada a um triangulo isésceles O PQ), Figura 2.21.

O triangulo isésceles O PQ é o ponto de partida. No lado P(Q) estao de novo desenhados
dois triangulos isosceles A1 e B1l. Continuando esta subdivisao, obtemos os triangulos
C1,D1,E1,F1, A2, B2,C2, etc...(conforme mostra a figura). Repare-se que, repetindo
“Infinitas vezes” tal processo, vamos sempre voltar ao ponto de partida, mas sempre re-
duzindo o tamanho da figura para metade. De forma aritmética, podemos dizer que, se

QU tiver comprimento 1, entdo os seguintes medem, respectivamente 2,1 1 1 "1
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Figura 2.21: Diagrama para limites quadrados

Temos assim representado um nimero infinito de quadrados uns sob outros, que se
tornam cada vez mais pequenos. Esta figura é, sem duvida, interessante!

Mas o que a torna realmente fascinante ¢ o seu preenchimento com lagartos.

Quando se olha para uma imagem do artista ha sempre uma imagem intrigante. Nunca
é exatamente o que parece ser. Ha sempre uma surpresa visual a espera do espectador,
isso porque para ele o desenho era pura ilusao. Isso pode ser observado com facilidade
nas obras de ilusao de o6tica que resultam da forma como o nosso cérebro interpreta as
imagens fazendo ver coisas que na verdade nao estdao na imagem que seriam impossiveis
na realidade. A Figura 2.22, mostra esses detalhes de ilusao de 6tica.

Ao observar no desenho, as linhas estao ligadas, no entanto, de tal forma a reprodu-
zir uma impossibilidade. Como o olho persegue as linhas da figura mudancas bruscas
acontecem na intencao de distinguir o objeto pelo observador. Ao tentar percorrer estas
figuras sente - se necessidade de continuar indefinidamente. Como se vé o uso das formas
geométricas ¢ muito antigo e muito usado por artistas, o que pode ser um incentivo para
o trabalho em sala de aula.
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Convex and Concave, 19 55. Litografia. 275 x 135 mm. Colegio
Comnelis Van S. Roosevelr .
http:Veuler.slu.edu’escher/index.php/Convex_and Concave

ESCHER. Relatmity, 195. Litogmfia. 28 x 29. 1cm.
Colegiio Cornelius Van S Ro osevelt

http://www.nga.govicollection gallery/gpescherggescher-

Figura 2.22: Escher Relativity, 1953. Litografia 28 x 29,1 cm e Convex and Concave,
1955. Litografia, 275 x 335 mm. Colecao Cornelius Van S. Roosevelt

2.5 Geometria das Embalagens

De acordo com o CBC - Ensino Médio, qualquer pessoa se depara muito cedo, em
sua vida, com varias formas geométricas, como por exemplo, embalagens de produtos em
supermercados e lojas, e ja consegue distingui-las.

Varias etapas devem ser cumpridas, desde o simples reconhecimento dessas figuras
espaciais e/ou planas com modelos geométricos, utensilios domésticos, embalagens, entre
outros. Esse processo envolve a aquisicao de diversos niveis de compreensao que vao desde
0 senso comum até a realizacao de analises mais detalhadas como estimativas de medidas
e a construcao e ajustes de modelos.

A Figura 2.23 mostra uma embalagem que foi modificada e que muitas pessoas nao
sabem o por qué dessa mudanca.

A caixa de sabao em po6 de algumas marcas passaram de um paralelepipedo mais
“estreito e alto” para um mais “largo e baixo”. As medidas aproximadas das embalagens
sao:

1. embalagem antiga: 4,8cm x 16,8cm para a base e 24cm para a altura;

2. embalagem nova: 19cm x 7cm para a base e 14,5 cm para a altura.
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Figura 2.23: Embalagem de sabao em p6 antiga e atual

Fazendo o célculo da &rea total de cada embalagem, encontramos na antiga 1198,0

2 2

cm® e na nova 1020 cm”. Onde se vé claramente que a caixa atual gasta menos papel

para ser confeccionada.

Considerando que a populacao do Brasil seja 180 milhoes de habitantes e que um terco
da populacao utilize uma caixa deste sabao por més a economia de papel seria de 1 068
480 m? por més. Isso significaria menos arvores cortadas e mais ambiente preservado. E
ainda pode ser feita uma caixa que gaste menos material ainda, com 1015,92cm?, com
comprimento e altura 16,6cm e largura 7em|[35].

Assim pode se perceber a importancia dos calculos da geometria numa embalagem.

Geometria é parte integrante nos curriculos escolares e de aplicacao pratica no dia
a dia. O dominio deste conteiddo deve ser estimulado, mostrando a sua aplicacao nas
diversas areas como as citadas anteriormente, dessa maneira deixard de ser insignificante
para os alunos, tornando- se uma importante ferramenta para descricao e interrelacao do
homem com o espaco em que vive.



Capitulo 3

Area e Volume de Prismas e Piramides

Este capitulo esta diretamente relacionado aos calculos de areas e volumes de prisma
e piramides, assim como, apresenta algumas metodologias diferenciadas para tornar mais
atrativa e dinamica as aulas para o desenvolvimento do tema. As principais referéncias
desse capitulo podem ser encontrados principalmente em [3], [8], [11], [12], [13], [18],[20],
[29], [311, [34], [37], [38], [39], [40], [41] e [43].

3.1 Prisma

Esta secao apresenta definicao de prismas, seus elementos, classificacao, alguns recur-
sos didaticos e softwares para utilizacao em sala de aula como: Cabri 3D, Geogebra 3D,
Geoespago, Wingeom, Shape Calculator e Poly. Para o uso desses recursos foram elabo-
radas e descritas algumas atividades para uma pratica mais prazerosa no estudo de areas
e volumes de prismas.

Definicao 3.1 Consideremos uma regiao poligonal convezxa plana Ai1As... A, de n lados e
uma reta r nao paralela nem contida no plano da regiao (poligono). Chama - se prisma
ilimitado convexro ou prisma convexo indefinido a reuniao das retas paralelas a r e que
passam pelos pontos da regidgo poligonal dada.[12).

Em um prisma, podemos definir os seguintes elementos, que exemplificamos com a
Figura 3.1.

o8
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Figura 3.1: Elementos do Prisma
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(i) As bases sdo as regioes poligonais Ay Ay A3A4As -+ A, e BiByB3ByBs - - - B,,. Essas

regioes sao congruentes.

(11) Asg arestas AlAQ, A2A3, A3A4, A4A5, caey AnAl (& BlBQ, BQBg, B'g,B47 84357 ..

sao denominadas arestas das bases.

(111) Os quadrilateros AlAgBQBl, AQAngBQ, A3A4B4Bg, A4A5B5B4,

oy ALA, B, B,

© BnBl

(iv) As arestas Ay By, AsBo, A3Bs, Ay4By, A, B, sao denominadas arestas laterais. Essas

arestas sao paralelas e possuem o mesmo comprimento.

(v) A distancia h, entre os planos das bases é a altura do prisma.

De acordo com algumas caracteristicas, um prisma pode ser classificado em reto ou

obliquo:

Definicao 3.2 Prismas retos sao aqueles em que a aresta lateral forma com a base um

angulo de 90°, ou seja, as arestas laterais sio perpendiculares aos planos das bases.

Definicao 3.3 Prismas obliquos sio aqueles em que as arestas formam dngulos di-
ferentes de 90°, ou seja, quando as arestas laterais sao obliquas aos planos das bases.

bases.

Exemplo 3.4 A Figura 3.2 representa um prisma de base hexagonal reto.
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Figura 3.2: Prisma Hexagonal Reto

Exemplo 3.5 A Figura 3.8 mostra um prisma pentagonal obliquo.

Figura 3.3: Prisma Obliquo

Observacao 3.6 Num prisma reto, as faces laterais sao retdngulos e num prisma obliquo
as faces sao paralelogramos.

Além da classificagdo anterior, classifica-se os prismas de acordo com os poligonos
que determinam suas bases. Se esse poligono for um triangulo, o prisma é denominado
triangular; se é um quadrilatero, temos um prisma quadrangular; se ¢ um pentagono,
temos um prisma pentagonal, e assim por diante. Na Figura 3.4 estao representados
alguns exemplos desses prismas:
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Figura 3.4: Prismas

Um prisma reto, cujas bases sao superficies planas poligonais regulares é denominado
prisma regular. As faces de um prisma regular sao retangulos congruentes. No caso
dos prismas quadrangulares, eles recebem nomes diferentes de acordo com algumas carac-
teristicas, como o paralelepipedo, cujas bases sao paralelogramos. Caso o paralelepipedo
reto tenha bases retangulares, ele recebe o nome de paralelepipedo reto retangulo ou
bloco retangular e denomina-se cubo quando tem todas as faces congruentes, como
mostra a Figura 3.5.

~

Figura 3.5: Paralelepipedo reto retangulo, paralelepipedo obliquo e cubo, respectivamente.

Quando se fala de area, necessariamente o aluno precisa visualizar qual é a superficie
que serd feito o célculo, ou seja, tem que compreender a planificacao do solido.

Um das atividades propostas para desenvolvimento desse assunto e de poliedros de
Platao esta relacionada na Figura 3.6, de acordo com a abordagem de [38§].
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Figura 3.6: Planificacao de sélidos. Fonte: XAVIER; BARRETO, 2005

As atividades do livro as vezes sao enfadonhas, levando o aluno ao desinteresse de
realiza-las, porque seu desenvolvimento é restrito ao enunciado da atividade. Ao utilizar
um software como o Poly, o aluno além de realizar a atividade constroi o seu conhecimento
interagindo com a mesma, despertando mais interesse e aptidao para o tema.

3.1.1 Poly: vantagens e desvantagens

O Poly(Figura3.7) é um programa para explorar e construir poliedros.
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Figura 3.7: Poly

O software permite:

1. A visualizacao de sélidos “fechados” sendo gradativamente “abertos”, até que sejam
obtidas as planificacdes dos mesmos;

2. A movimentacao dos solidos (e de suas planificagoes), que sdo apresentados bem
coloridos (havendo op¢ao de mudar a cor dos mesmos) e colaborando para atrair a
atencao do usuéario.

3. A visualizagao de s6lidos nao muito comuns de serem encontrados concretamente e
nem mesmo representados nos livros como, por exemplo, sélidos de Arquimedes e
domos geodésicos.

No entanto, o Poly nao apresenta determinados soélidos comuns que devem ser estu-
dados em Geometria Espacial, como, por exemplo, piramides triangular e hexagonal, e
oferece pouco estimulo & criatividade, podendo tornar-se facilmente cansativo.

No geral trata-se de um bom software, mas com restri¢coes, exigindo do professor
atencao de modo a tirar proveito do mesmo como recurso didatico. O professor deverd
ter o cuidado de conduzir o trabalho de forma a ir além da visualizacao dos s6lidos, ou
seja, fazer desta visualizacdo um meio para promover a compreensao de propriedades e
formulas geométricas. Nele o aluno podera observar os elementos que formam o prisma,
ver as planificacoes de cada um para compreender melhor a formula para o calculo da
area, volume e verificacao da Relacao de Euler.

3.1.2 Jogo: Capturando Poliedros

Outra maneira interessante de trabalhar os poliedros e seus elementos é através de
jogos (Figuras 3.8, 3.9 e 3.10). Essa ¢ uma atividade onde o aluno manifesta sua aptidao



3.1. Prisma

64

e desperta o interesse. O capturando Poliedros é uma atividade dinamica e prazerosa

que leva o aluno a aprimorar seus conhecimentos de forma menos imposta do que a dos
exercicios corriqueiros.

-

CAPTURANDO POLIEDROS (P 24!

NGmereo de perticipantes: Jou 4

Material necessbrioc uma ¢6p do baralho formado pelas 12 cartas de propriedades ¢
pelas 1B cartas de poliedros (ver paginas sequintes).

Regras:

NO contro de uma mesa (ou carteira) s30 colocatas a3 Cartas de propriedades emba:
rahacas @ com as laces volladas para baixo, As cartas de poliedros s30 espalhadas
pela mesa, de Modo que Possam ser vistas por todos o3 jogadores.

O3 participantes decidem 3 erdem ¢m que <ada um val jogar.

Na sua vez, cada jogador pega duas cartas de propriecades ¢ coplurs tocas as car-
tas de poliedros que salislacam a3 duas propriecades simultaneamente. Por exem
ploc suponha gque um jogador lenha tirado estas cartas.

Todas as faces sdo Pelo menos um par
congruentes. de faces paralelas.

Com essas propriedades. ¢ possivel caplurar o cubo € o oclaedro regular. Os polie-
dros capturados ficam 3 frente do jogador, de modo que 03 demais participantes
possam vé-los.

$0 0 jogacor capturar uma Carta cujo poliedro nBo satistaz as propriecades, o prox-
mo jogador pode 1azé-10 antes de INICIar sud j0gade.

Se 0 jogador retirar & carta coringa de propriedades, ele n3o precisa usar a outra
carta. Nesse caso, cle deve dizer duas propriedades quaitquer de POBedros e caplu-
rar Lodos os polledros que 1atisftacam as cuas propriedades enunciadas por ele. Por
LxeMPio; 58 Na Mmesa estiverem muitos poliearos obliquos. o jogador pode enunciar
a propriedade Algumas das faces nJo sJo perpendiculares ou Alqumas das faces niio
s80 congruenies e. assim, capturar virios poliedros. O jogador pode se valer tanto
de propriedades que constam das cartas como de culras diferentes, desde Qué e~
jam propriedades dos polietros que ele desela capturar. Os demais jogadores devem
concordar com as propriecades enunciadas € com 3 caplura dos poliedros.
Quando as cartas de propriedades terminarem, poderdo ser embaraihadas nova-
mente. continuandc-se, dessa forma, o jogo. Este termina quando acabarem as Car-
taz de poliedros.

Ganha 0 jogador que a0 Ninal possulr o maior nimero de cartas de poliedros capty:
radas.

Figura 3.8: Capturando Poliedros 1.Fonte: SMOLE, 2010
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Cartas de peepriacaces

Coringa de Todas as arestas
propriedades. tém mesma medida.
Algumas arestas Todas as faces sdo
tém mesma medida. congruentes,
Algumas faces sdo ::I:;ne:r:s 'um
e arestas
congruentes.
S paralelas.

Pelo menos um —
par de arestas lo menos um par

s g
perpendiculares. e faces paralelas.

Pelo menos um
par de faces
per i

Todas as faces sdo

Figura 3.9: Capturando Poliedros 2.Fonte: SMOLE, 2010

Todas as faces 30 Alqumas faces 30 Prismaretodebase  Prisma reto de base
quadrilsteras. trianqulares. triangular pentagonal
Prisma reto de base Prisma obliquo de
hexagonal base quadrada
Octaedro reqular
Prisma obliquo de Piramide obliqua
Pirsmide reta de base triangular de base quadrada
base quadrada o
Pirsmide obliqua Paralelepipedo
Piramide reta de de base triangular reto-retdnquio
base pentagonal 3
Piramide obliqua Prisma obliquo de
(ot de base hexagonal base hexagonal
quadrada

Figura 3.10: Capturando Poliedros 3.Fonte: SMOLE, 2010
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3.1.3 Diagonal do paralelepipedo reto retangulo

No paralelepipedo da Figura 3.11, foi tracada a diagonal BH, que é a diagonal do
paralelepipedo e a diagonal EH, que ¢ a diagonal da face.

B G

Figura 3.11: Paralelepipedo com sua diagonal BH e a diagonal da face EH.

Como o triangulo CEH é retangulo em 6’, temos:

EH =d®+ 1
e pode - se observar ainda, que o triangulo BEH também é retangulo em E, entao:
BH =FH +c

Assim,
BH = a*+b? +

ou seja,

BH = Va2 + b+ 2.

Se o paralelepipedo retangulo é o cubo, sabemos que suas arestas sao congruentes, ou

seja, a = b = ¢. Assim:
BH = +/(a? + a2 + a?)

BH = +/(3a?)

BH = aV/3
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Figura 3.12: Cubo com sua diagonal(ds) e a diagonal da face(d,)
3.1.4 Atividade com o Wingeom

Usando o Wingeom o aluno pode construir o paralelepipedo e o cubo além de calcular
comprimento das diagonais, area das faces, area total, verificar Relagao de FKuler e volume.

O Wingeom é um software freeware (de dominio piiblico) que permite a construgao de
figuras bidimensionais e tridimensionais. Foi desenvolvido por Richard Parris da Phillips
Exeter Academy. Este recurso roda em sistema operacional Windows e ocupa apenas 144
KB de memoéria do disco rigido. As versoes disponiveis para Windows sao 95 e 98, ME e
XP, compilados em 2005.

O Wingeom( Figura 3.13) ¢ distribuido em 10 idiomas, incluindo o Portugués, sendo
que esta versao foi desenvolvida com o apoio de Franciele Cristine Mielke. Para obter
uma versao gratis acesse o enderego http://math.exeter.edu/rparris/wingeom.html e faga
download do mesmo.

Wingeom

Figura 3.13: Wingeom
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A atividade (Figura 3.14) foi realizada no Wingeom. Para iniciar foi construido um

paralelepipedo, tracada suas diagonais(D e d) e a seguir usado algumas ferramentas para

conhecimento e utilizacao do software. Veja os passos para realizacao da atividade:

10.

11.

12.

. Abrir o software no Wingeom;

Clicar em janela e a seguir 3 - dm;

Clicar em unidades - poliedro - paralelepipedo, aparecerd uma janela, coloque o
comprimento, largura e altura do paralelepipedo que deseja construir;

Clicar em ver - aparéncia - pintada - pontilhada;

Clicar em linear - segmento ou face e digite os vértices da diagonal “D” do paralele-
pipedo, nesse caso FD;

. Seguir o mesmo procedimento para a diagonal “d” da face de baixo, nesse caso BD;

Clicar em medidas e digitar o segmento que forma a diagonal “D”, aparecera sua
medida;

Repetir o mesmo procedimento para a diagonal “d”;
Clicar em outros Relacao de Fuler;

Clicar em outros, volume e digite na janela que ird aparecer os vértices do solido
que quer o volume;

Da mesma forma clicar em outros, area da superficie e digite os vértices da superficie
que deseja o calculo e aparecera o resultado da area.

Se quiser movimentar o paralelepipedo, clicar em ver - rotacionar, escolher a opc¢ao
desejada e ir nas setas do teclado e movimentar.

Nessa atividade o aluno sentird uma pequena diferenca do céalculo habitual, pois o resul-

tado saird aproximado. Observar a Figura 3.14 abaixo:
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Figura 3.14: Atividade construida utilizando o Wingeom

Cada menu do Wingeom tem o seu proprio arquivo de ajuda. Além disso, o usuério
tem bastante controle sobre as construcoes que sao feitas, pois esse software permite a
modificagao de diversas caracteristicas da figura (cor, espessura do segmento, dimensao e
legenda).

3.1.5 Areas da superficie de um prisma
Para o calculo da area da superficie de um prisma, é necessério algumas consideragoes:

Definicao 3.7 A superficie lateral corresponde & reunido de todas as suas faces late-
rais, sendo a drea dessa superficie a drea lateral do prisma (A; ou S;);

Seja um prisma de aresta lateral medindo a e [y, 1s,...l,, as medidas dos lados de uma
secdo reta, como mostra a Figura 3.15 . Area Lateral = A; = soma das areas das faces
laterais. Cada face lateral é um paralelogramo de base a e altura igual a um lado da se¢ao
reta.

Al=al1+al2+...—|—aln=(l1+l2—i—..‘+ln)-a
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Figura 3.15: Prisma e sua segao reta.

Assim,

A =2p-a,

sendo 2p a medida do perimetro da secao reta e a a medida da aresta lateral.

Definicao 3.8 A superficie da base corresponde a drea do poligono que constitui cada
uma das bases do prisma (Ap ou Sp).

Definicao 3.9 A superficie total corresponde o reuniao da superficie lateral com as
bases, sendo a drea dessas superficies a drea total do prisma(A; ou S).

Assim, a area total da superficie de um prisma corresponde a soma das areas das faces
laterais(A;) com as areas das bases (duas bases), isto é,

A=A +2 4

E facil ver essa representacao planificando o prisma.

No software Poly, citado na subsecao 3.1.1 o aluno podera observar os elementos que
formam o prisma, ver as planificacoes de cada um para compreender melhor a formula
para o calculo da area. Veja a planificacio de um prisma triangular na Figura 3.16,
utilizando o software Poly:
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Figura 3.16: Planificacao do Prisma triangular obtida utilizando o Poly.

Na planificacao da Figura 3.17, temos a superficie de um prisma hexagonal regular
formado por seis regioes retangulares em sua lateral e dois hexdgonos regulares em suas
bases superior e inferior, formados por seis tridangulos equilateros. A area da sua superficie

total é:
At == Al + 2Ab7
sendo: 2 /3
I°v3
At=6-b-h+2-6-%,
sendo b.h a area do retangulo de base b e altura h e @ a area do triangulo equilatero
de lado [.

Figura 3.17: Prisma Hexagonal Regular

A Figura 3.18 representa um paralelepipedo retangulo, em que a e b sao as medidas
dos lados do retangulo da base e ¢, a medida da altura.
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Figura 3.18: Paralelepipedo Retangulo

A planificagdo do paralelepipedo retangulo mostra que sua superficie é a reuniao de
seis retangulos, dois a dois congruentes. Assim, a sua area total é igual a soma das areas
desses seis retangulos:

Ar=2a-b+2b-c+ 2a-c.

Como o cubo é um paralelepipedo retangulo que possui todas as suas arestas com
medidas congruentes, podemos obter sua area de acordo com a féormula da area do para-
lelepipedo, com a = b = ¢, entao a sua area total sera:

Ar=2a-a+2a-a+2a-a= A = 6a’

3.1.6 Atividade no Shape Calculator

Uma maneira de motivar o aluno a fazer seu calculo e conferi-lo é usando o software
Shape Calculator (Figura 3.19). O professor também pode usar esse recurso para
corrigir seus calculos utilizados em atividades na sala de aula.

O programa Shape Calculator pode ser de enorme ajuda para solucionar questoes
matematicas relativas ao volume, perimetro, superficie ou drea de um objeto. Ele funciona
de forma bem simples. Depois da instalacao do software ¢ so utilizar esta ferramenta
como complemento de estudo da disciplina Matematica. Basta vocé selecionar um objeto
em questao e inserir os dados requisitados para o calculo da area, volume, superficie ou
perimetro e pronto, o software vai fornecer todos os dados.
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Figura 3.19: Software Shape Calculator

Cada objeto necessita de determinadas medidas para calcular sua area, volume, pe-
rimetro e superficie. Em Shape Calculator vocé pode calcular as medidas dos objetos
mostrados na figura acima. Além disso, ferramentas que realizam calculos baseados no Te-
orema de Pitagoras, a distancia entre pontos extremos e a conversao de medidas diversas,
podem ser encontrados no software Shape Calculator.

Para fazer uma atividade com o paralelepipedo no software Shape Calculator, pri-
meiramente deve - se abrir o software e clicar em cima do paralelepipedo. Aparecera
uma janela para digitar as dimensoes do paralelepipedo que aparecem em inglés, compri-
mento(Length), altura(Height) e largura(Width) nessa ordem. Digitar essas medidas e
aparecerd a area da superficie total e o volume com os referidos calculos, como mostra a
Figura 3.20.

O Shape Calculator é um software que pode ser baixado gratuitamente entre outros
no site:http://www.techtudo.com.br/tudo-sobre/s/shape-calculator.html.
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. Shape Calculator = | B =
Fectangle Triangle Trapezoid Parallelogram Circle
@ & @ (D
Cone Square Cylinder Sphere Rectangular Solid
Pyramid
US Conversions:
Ak [ |\nches j = |Inches LI [1
Z I—=("2
AX+B*=C Metic Conversions:
Distance and  Pythagorean 1 fm = m 1%
Mot Tho o | |M|I||metej | |M|II\meteL| |
-
B Rectangular Solid E=EE
-l ! WVolume=L"w*H Surface Area=2[L"wW)+2[H™w/ )+ 2[L"w)]
m 534 2[5° 3)+2( 4% 3)+2( 5" 4)
Rectangular B0 30+ 24+ 40
Solid 94
Length |5
Height [§ Widh[3 . Eslculats ]

Figura 3.20: Os objetos do software Shape Calculator

A dificuldade que o aluno apresenta em trabalhar com a Geometria Espacial requer
varias técnicas e recursos por parte do professor, os “objetos de aprendizagem”. E pre-
ciso construir, atualizar e principalmente diversificar na sala de aula para oportunizar o
aprendizado.

O conhecimento de técnicas diferenciadas faz com que o professor alcance seus obje-
tivos, pois consegue atingir os diferentes niveis de dominio do conhecimento. Manipular,
construir e navegar sao atividades que requerem do aluno atencgao e ativa o raciocinio,
levando a trabalhar de modo natural e espontaneo além do entusiasmo na elaboracao e
realizacao das atividades.

3.1.7 Volume do Prisma

Volume de um sé6lido[12] é um ntimero real positivo associado ao solido de forma
tal que:

1. A solidos equivalentes estao associados volumes iguais (nimeros iguais) e reciproca-
mente.

Volume de S; = Volume de Ss
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2. A uma soma de solidos esta associado um volume (nimero) que é a soma dos volumes
dos solidos parcelas.
Volume de S; = volume de Sy + volume de S5
3. Se um solido esta contido (propriamente) em outro, entdo seu volume é menor que
o volume do outro.
S1 C Sy = volume de S; < volume de S
Definicao 3.10 O volume de um prisma ¢ o volume do paralelepipedo retingulo a ele
equivalente. Como o paralelepipedo tem mesma altura e base equivalente a do prisma vem:

V = Volume do prisma = Volume do paralelepipedo retingulo equivalente:

V=a-b-c

sendo a-b a Area da Base do prisma (Ay) e ¢ a medida da altura do prisma, temos:

V=A-h

Para determinar o volume de um prisma utiliza-se uma ferramenta importante que é
o Principio de Cavalieri.

Definicao 3.11 Principio de Cavalieri: Sio dados dois sdlidos e um plano. Se todo
plano paralelo ao plano dado secciona os dois solidos sequndo figuras de mesma drea,
entao esses solidos tem um mesmo volume.[135]

E claro que as pilhas tem o mesmo volume, pois o volume de cada pilha é a soma dos
volumes das caixas que a compoe. Essa ideia intuitiva foi tranformada em uma importante
proposi¢ao pelo matemético, professor da Universidade de Bolonha(Italia), Bonaventura
Cavalieri.

A obra mais importante de Cavalieri, Geometria indivisibilibus continuorum(Geometria
dos indivisiveis continuos), publicada em 1635 [29].

Para calcular o volume de um prisma multiplica - se a area do poligono que forma a
base pela altura. Assim: V = Ab.h, onde V representa o volume, Ab, representa a area
da base e h representa a altura.
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altura

y =

Figura 3.21: Ilustracao do Principio de Cavalieri

3.1.8 Atividade usando o Cabri 3D

Uma opc¢ao interessante para obter a area e o volume de prismas de diversos tamanhos
¢ usar o software Cabri 3D (Figura 3.22).

- U, Jna g
SR, BB L N2 SR L e
B L S P e

Figura 3.22: Cabri 3D

O Cabri é um programa interativo desenvolvido na Universidade Joseph Fourier de
Grenoble(Fran¢a) por Jean-Marie Laborde e Franck Bellemain. Trata-se de um programa
interativo que facilita o estudo da Geometria Analitica e Espacial. Por se tratar de um
software interativo de interface amigavel, permite, com pouco esforco, a construcdo precisa
de modelos que exigiriam grande pericia se desenhados no quadro.

Além da precisao e da beleza, as construcoes feitas no Cabri, embora visuais, obedecem
as relagoes matematicas que as disciplinam, possibilitando um dinamismo que muitas
vezes convence mais do que qualquer demonstracao de resultados.
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O aprendizado das normas que gerenciam o Cabri sao faceis e suas ferramentas bésicas
estao a disposicao do usuério na tela de trabalho: basta escolher a ferramenta clicando
sobre o icone desejado. Para aqueles que dispoe de internet, existem diversas paginas
que podem ser acessadas, em particular www.cabri.com.br, em que é possivel encontrar
algumas sugestoes de atividades [11].

Com o CABRI 3D pode-se construir os solidos, medir o comprimento das arestas,
calcular a area, volume entre outras fungoes.

Nesta atividade sera feita a construcao de um prisma quadrangular regular, a seguir
serad colocada a medida da aresta da base e lateral do sélido e calculada sua area e volume.

Primeiramente deve - se abrir o programa, ir na ferramenta poligono, quadrado e
clicar, como na Figura 3.23.

& 80N U - |rguraiuy
R Arquive Editar Eobir Documento Janels Ajuda

R - — k. & 4 .
e i Al .‘—

Tridngulo equilatero
Hexagono regular
Octégono regular
Decagono regular
Dodecigono regular
Pentagrama

Figura 3.23: Cabri 3D, passo 1

Levar o cursor no plano e clicar em um ponto, esse serd o centro do quadrado, arrastar
o cursor e o quadrado estara pronto(Figura 3.24).
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Figura 3.24: Cabri 3D, passo 2

A seguir ir na ferramenta perpendicular, clicar e ir no centro do quadrado e tracar a
perpendicular, de acordo com a Figura 3.25.

Figura 3.25: Cabri 3D, passo 3

Prosseguindo, ir na ferramenta vetor (Figura 3.26), clicar no centro do quadrado e
fazer o vetor em cima da perpendicular até uma certa altura.
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Figura 3.26: Cabri 3D, passo 4

Para construir o prisma agora ¢ s6 ir em prisma no antipendltimo icone e clicar em
prisma.

A seguir ir no quadrado feito no plano, que sera a base do prisma, clicar no quadrado,
ir no vetor feito e clicar no final do vetor. O prisma estara pronto, como na Figura 3.27.

Figura 3.27: Cabri 3D, passo 5

Agora é s6 colocar as medidas das arestas e fazer os calculos de area e volume, depois
é s6 conferir os seus célculos, como na Figura 3.28.
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Figura 3.28: Cabri 3D, passo 6

J& esta pronta a figura com comprimento, rea e volume.

Se quiser manipular a figura, ir no icone de manipulacao clicar no vetor e movimen-
tar, assim aparecerao diferentes prismas com suas respectivas medidas de area, volume e
comprimento. Veja na Figura 3.29.

& Arquivo  Eaiar Bxipir socum

E -
v v
Manipulacdo

Redefinigio

Figura 3.29: Cabri 3D, passo 7

E assim, o aluno podera construir outros prismas diferentes e piramides também com
o mesmo procedimento. Quando for construir a piramide escolher a ferramenta piramide
e podera escolher outras bases, como triangular, pentagonal, hexagonal, etc. Além desses
recursos, pode-se também clicar no icone da ferramenta abrir poliedro e manipular os
poliedros abrindo e fechando, além de poder ver a area de cada face lateral ou da base.
Para isso é s6 clicar em area e em seguida clicar em cada face aparecera o calculo, como
na figura 3.30.
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Figura 3.30: Cabri 3D, passo 8

3.1.9 Atividade com diferentes resolucoes
Exemplo 3.12 Em um prisma triangular regular, cada aresta lateral mede 8cm
e cada aresta da base mede 4cm. Calcular:

a) A drea de uma face lateral.

b) A drea de uma base.

¢) A area lateral.

d) A drea total.

e) O volume.

Resolucao Tradicional:

a) Cada face lateral do prisma ¢ um retangulo com 4 ¢m de base e 8 cm de altura.
Logo, a area da face lateral é dada por Ay =4 -8 = 32cm?.

b) Cada base do prisma é um triangulo equilatero de com 4 ¢m de lado. Lembrando
que a medida h da altura do triangulo equilatero ¢ dada por h = %g’ temos h = 43 =

2
2v/3 ¢m. Entao a area da base sera igual a area do triangulo: A, = &b = % = %g

2
4/3 em?.
¢) A érea lateral é dada por: A, =3-A; =3-32=96cm”.

d) A area total é dada por: A; = A; + 2A,. Assim, A, =96+ 2 - 43 =96 + 83 =
8(12 + v/3) em?.
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e) O volume é dado por: V = Ay - h = 4y/3 - 8 = 32/3 cm?.
Resolucao com ajuda do Cabri 3D

a) Primeiramente construir o poliedro dado no problema, com as medidas dadas, como
na Figura 3.31.

Figura 3.31: Resolucao utilizando o Cabri 3D, passo 1

A seguir abrir o poliedro e calcular a area de cada face lateral(Figura 3.32):

Figura 3.32: Resolugao utilizando o Cabri 3D, passo 2

b) Com ele ainda aberto calcular a area da base, como na Figura 3.33:
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Figura 3.33: Resolugao utilizando o Cabri 3D, passo 3

¢) Para calcular a area lateral somar as trés areas das faces laterais.

d) Para calcular a area total, ou somar as areas lateral e da base ou fechar o sélido e
pedir a area e clicar em cima. Aparecera a area do poliedro, como na Figura 3.34.

Figura 3.34: Resolugao utilizando o Cabri 3D, passo 4

e) Da mesma forma da area, é so ir na ferramenta volume e clicar em cima do solido
o volume aparecera(Figura 3.35).
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Figura 3.35: Resolugao utilizando o Cabri 3D, passo 5

Resolucao com ajuda do Geogebra 3D:

Com o Geogebra 3D, também é possivel resolver parte do exercicio e visualizar o sélido.

Primeiro como no Cabri 3D, constroéi - se o solido, depois de pronto o sbélido na janela de
Algebra ja encontram - se os célculos procurados, é so verificar.

a) Clicando na face DEF, como na figura 3.36, que é uma das bases vé - se que a face
se destaca e na frente aparece sua area.

lm_uuﬁl
g L I
Al ol R el 1] [ Ela

F
o
ST STy ————

Figura 3.36: Resolucao utilizando o Geogebra 3D, passo 6

b) Da mesma forma se vé as areas das faces laterais(Figura 3.37):
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Figura 3.37: Resolugao utilizando o Cabri 3D,passo 7

¢) A area lateral é s6 somar as faces laterais.

d) A area total também é s6 somar as areas das bases e lateral.

Observacao 3.13 Todos esses programas trabalham com métodos numéricos para fazer
cilculos o que significa que o wvalor obtido serd sempre uma aproximacao do valor real.
Dependendo do critério de parada e do método usado para os cdlculos o valor obtido muitas
vezes nao serd igual ao valor real (mesmo em casos em que seria facil calcular o valor
real).

Exemplo 3.14 Calcular a medida da drea total e do volume de um paralelepi-
pedo reto-retdngulo cujas dimensoes sao 6dm, 4dm e 3dm.

Resolucao pelo método tradicional

Pela demonstracao da diagonal do paralelepipedo, temos:

D? = 6*+ 4% + 37,
ou seja,
62 + 4% + 32.
D=+36+16+9
D =64
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D=8

Resolucao de acordo com o Shape Calculator

Passo a passo para a resolucao:

Abrir o programa Shape Calculator;

Clicar em Calculate

Além do resultado aparece o calculo passo a passo como mostra a Figura 3.38.

- — -
. Shape Calculator

Rectangle Triangle Trapezoid Parallelogram

Cone Square
Pyrarnid

Clicar em cima da figura representada pelo paralelepipedo;

- = - - W W e

A\/—\ A/

Circle

é&@-

Rectangular Solid

Metnc Conversions:

Distance and  Pypthagorean 4 Meters +| = [1000
Midpoint Theorem | I ad —I

US Conversions:
A‘T npiegs [T e =1 = F linae <] [

Inserir os dados com as medidas do comprimento, largura e altura nessa ordem:;

S(

T ol LW H Suiface Area=2{L"W s+ 2H"W)+2[L"W)
Lo mm 7 6 34 A6 32 4= 3)+2( 6% 4)
Rectangular 72 36+ 24+ 48
Salid 108
Length ,5_

Height [ Widh[3~ [

Figura 3.38: Resolucao utilizando o Shape Calculator

3.2 Piramides

86

Além dos prismas, as piramides constituem outro importante tipo de poliedro, exer-

cendo fascinio sobre o ser humano desde a Antiguidade.
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A férmula piramidal tem ressurgido na arquitetura moderna em edificios de grande
imponéncia [3]. Para os egipcios as piramides representavam os raios do sol brilhando em
direcao a terra. Todas elas foram construidas na margem oeste do Rio Nilo na diregao
do sol poente. Foram construidas a milhares de anos para abrigar tumbas de faraés. No
Egito, sao conhecidas cerca de cem piramides, sendo as mais famosas as de Gisé, um
complexo formado por trés piramides: Quéops, Quéfren e Miquerinos. [40]

Atualmente as piramides de Gisé, além de serem patrimonio mundial da Unesco, ocu-
pam o primeiro lugar das sete maravilhas do mundo. Até a construcao da Torre Eiffel em
Paris, em 1889, a piramide de Quéops, era a construcao mais alta do mundo. Isso durou
por mais de quatro mil anos. As piramides de Gisé representam a tnica maravilha do
mundo antigo que resistiu as intempéries do tempo. A grande piramide, representada na
Figura 3.39, ao centro, tem mais de 4.500 anos.[40]

Figura 3.39: Piramides de Gisé. Fonte: IEZZI, 2010

Definicao 3.15 Dados um plano o, um poligono convexo contido em « e um ponto V,
fora do plano, a reuniao de todos os segmentos de reta com uma extremidade em V e a
outra em um ponto do poligono é denominada pirdmide.

A Figura 3.40 representa uma piramide.

Uma piramide reta é uma piramide cuja projecao ortogonal do vértice sobre o plano
da base é o centro da base. Caso a base seja um poligono circunscritivel, este centro é o
incentro(centro da circunferéncia inscrita na base). Em uma piramide reta, define-se os
seguintes elementos de acordo com a Figura 3.41:

(i) O ponto V é chamado vértice da piramide.

(ii) As arestas AB, BC, CD e AD sao as arestas da base.
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Figura 3.40: Piramide

(iii) As arestas AV, BV, CV e DV sao as arestas laterais.

(iv) O segmento VM é o apétema da piramide.
(v) O segmento EM é o apdtema da base da piramide.

(vi) A distancia h, entre o plano «a e o vértice V, corresponde a altura da piramide.

)
(vii) Os triangulos ABV, BCV,CDVeADV, sao as faces laterais.
(viii) A base é a regido poligonal ABCD.

)

(ix) O plano representado por « é o plano que contém a base.

De acordo com algumas caracteristicas uma piramide pode ser reta ou obliqua.

Em uma piramide reta, a projecao ortogonal do vértice coincide com o centro o
poligono que compoe a base, e na piramide obliqua isso nao ocorre como na Figura
3.42.
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Figura 3.41: Elementos da Piramide

A

Figura 3.42: Piramide obliqua e reta, respectivamente
Uma piramide recebe denominagao de acordo com o poligono que forma a base (Figura
3.43). Ela é triangular se sua base é um triangulo, quadrangular se sua base é um

quadrilatero, pentagonal se sua base ¢ um pentagono, hexagonal se sua base é um
hexagono e assim por diante.

Definicao 3.16 A pirdmade regular ¢ aquela cuja base é um poligono reqular e cujas
arestas laterais sao congruentes entre si.

Uma piramide regular tem as seguintes caracteristicas:

(a) a projegao ortogonal do vértice sobre o plano da base é o centro da base;
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Figura 3.43: Tipos de piramides

(b) as faces laterais sao triangulos isosceles congruentes;

(¢) o apotema da piramide regular é a altura de uma face lateral, relativa a aresta da
base.

Pode - se ver essas caracteristicas indicadas nas piramides representadas na Figura
3.44 nas quais h e g sao as respectivas medidas da altura e do apétema da piramide e m
a medida do apotema da base.

pirdmide triangular regular pirdmide quadrangular regular irami
; . piramide hexagonal regular
(A base é um tridngulo equildtero.) (A base é um quadrado.) (A base é um hexgégono rggular_)

Figura 3.44: Tipos de piramides e seus elementos

Relagao notavel: Note que, em toda piramide regular, o tridngulo determinado pela
sua altura, pelo seu apdtema e pelo apétema da base é retangulo. Assim, se g e h sdo as
respectivas medidas do apotema e da altura da piramide e m ¢ a medida do apétema da
base, entao, pelo Teorema de Pitagoras, temos:

g =m®+ h*.

As piramides regulares apresentam algumas propriedades que decorrem do fato de
serem piramides retas e de possuirem base regular. Observe a piramide, Figura 3.45, de



3.2. Pirdmides 91

altura h, aresta da base medindo [, arestas laterais medindo a e r o raio da circunferéncia,
na qual o poligono regular esté inscrito.

Figura 3.45: Piramide e suas propriedades

a) No triangulo retangulo VOA, tem-se:

a’ = h?® +r%

b) No triangulo retangulo MOA, temos:

r? =m?+ (1/2)%

¢) No triangulo retangulo VMO, temos:

g2 = hZ+m?

d) No triangulo retangulo VMA temos:

a® = g* + (1/2)%

Além disso, ha a relacao entre as medidas da aresta da base e as medidas do apotema
da base de algumas piramides regulares, de acordo com a Figura 3.46.

3.2.1 Area da superficie de uma piramide

Definicao 3.17 A superficie da base de uma pirdmide é uma regidao poligonal, entao,
a Ay € igual a drea do poligono da base.
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Figura 3.46: Poligonos que formam a base de algumas piramides

Definicao 3.18 A superficie lateral de uma piramide € a reuniao das suas faces laterais
(tridngulos), entao, Al = soma das dreas das faces laterais.

Definicao 3.19 A superficie total de uma pirdmide é a reuniao do poligono de sua
base com os tridngulos que compoem sua superficie lateral. Logo, a drea total da piramide

€ a soma da drea do seu poligono da base com a drea de sua superficie lateral, ou seja,
At = Ab+ Al.

3.2.2 Volume de uma piramide

Obtém-se o volume de uma piramide relacionando prismas e piramides, como mostra
a Figura 3.47. Para isso, considere-se um prisma de base triangular decomposto em trés
piramides triangulares.

© D

FV E . C B
. -~ ) ®
— Fy
C IB ® D
A
C

Figura 3.47: Decomposicao de um prisma triangular em trés piramides triangulares

Pode-se notar que as piramides 1 e 2 possuem bases congruentes

(AABC =~ ADEF)
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e a mesma altura, correspondente & altura do prisma. Assim, as piramides 1 e 2 possuem
0 mesmo volume.

Nota-se também que as bases das piramides 2 e 3 também sao congruentes
(ABEF = ABFC(C)

e tém a mesma altura, correspondente & distancia do ponto D ao paralelogramo BEFC'.
Assim as piramides 2 e 3 possuem o mesmo volume.

Portanto, as piramides 1, 2 e 3 possuem o mesmo volume, isto é, V; = V5 = V3. Como
Virisma = 3V =V = Viisma/3 € Virisma = Ab.h, 0 volume da piramide sera:

V;n'rmide = (Ab : h)/3

3.2.3 Volume da Piramide e o Geogebra 3D

No software Geogebra 3D fica facil a visualizacdo do volume da piramide (Figura
3.48) quando se traca o prisma e o divide em trés piramides, como no procedimento

GeoGebra

Figura 3.48: Geogebra

abaixo.

Ganhador de diversos prémios na Europa, o GeoGebra ¢ um programa de matema-
tica dinamica, feito com o intuito de ser utilizado em sala de aula, o qual junta aritmética,
algebra, geometria e calculo. O GeoGebra possibilita o desenho de pontos, vetores, seg-
mentos, linhas e de graficos de funcoes e, ainda, a alteragao dinamica deles, assim que
terminados.

Com o GeoGebra também é possivel inserir equacoes e coordenadas diretamente nos
graficos. Além disso, ele consegue lidar com varidveis de niimeros, vetores e pontos, achar
derivadas, integrais de fungoes e, até mesmo, oferece diversos comandos para a resolugao
de calculos algébricos.

Apesar de possuir uma instalagao repleta de passos, o0 GeoGebra é facil de usar (até

porque ele estd em portugués). A versdo usada nas atividades relatadas é a versdo 5.0,
Figura 3.49.
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Figura 3.49: Volume de uma piramide no Geogebra
3.2.4 Experimento: Piramide e o Principio de Cavalieri

Uma forma do aluno entender o volume da piramide é aplicar e entender o Principio de
Cavalieri com um experimento, cujo objetivo é constatar que o volume de uma piramide
com base poligonal s6 depende da medida da area da base e da altura. Para isso, segue
abaixo o experimento passo a passo.

Material necessario - Figura 3.50

Figura 3.50: Experimento, passo 1
Fonte Guia do Professor - MEC.

1. Uma folha de sulfite;
2. Papelao;

3. Tesoura;

4. Régua;

5. Canudo;
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6. Copo Descartavel;

7. Areia

Preparacao

Este experimento deve ser proposto para grupos de dois a quatro alunos. E importante
levar prontos para a sala de aula os seguintes materiais:

1. Os poligonos em anexo que servirao de base para as piramides. Cada grupo podera
escolher a base de sua preferéncia;

2. Canudinhos suficientes (um para cada grupo) todos com o mesmo comprimento
(cerca de 7 cm);

3. Dois modelos de piramide: um com a area da base diferente da que serd utilizada
pelos alunos e com a mesma altura; e outro com a mesma area da base, mas com a
medida da altura diferente das outras. Esses modelos ajudarao no Fechamento do
experimento.

Construcao de Piramides - Etapa 1

Nesta etapa, os grupos devem construir os modelos de piramides e depois comparar
seus volumes.

A construgao

Peca para que cada grupo escolha a base que desejar e a reproduza no papelao como
molde da base da sua piramide, seguindo os passos:

1. Recortar a base de papelao;

2. Perfurar o papelao num local qualquer da base e nele fixar o canudo com a fita
adesiva de modo que este fique ortogonal & base;

3. Planificar a piramide marcando os pontos que correspondem aos seus vértices, con-
forme a figura 3.51 (FIG.2);

4. Ligar todos os pontos marcados na folha e desenhar uma aba para facilitar a mon-
tagem, conforme a figura 3.51 (FIG.3);

5. Montar a piramide a partir da planificacao, conforme a figura 3.51(FI1G.4):
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Figura 3.51: Experimento, passo 2
Fonte Guia do Professor - MEC.

6. Recortar pedacos de papelao e colar nas faces para dar rigidez ao modelo construido,
conforme a figura 3.51 (FIG.5);

Comparacoes - Etapa 2

Comparagoes entre os grupos. Ao fim das construcoes, cada grupo deve preencher a
sua piramide com areia e despeji - la no copo descartavel, marcando o nivel, como na
figura 3.52. E importante que esse nivel seja comparado com o de outros grupos, para
que todos percebam que o volume é o mesmo.
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Figura 3.52: Experimento, passo 3
Fonte Guia do Professor - MEC.

Fechamento

Quando os alunos terminarem de responder as perguntas da Folha do Aluno, peca as
conclusoes que obtiveram do experimento, discutindo os resultados alcancados e as suas
implicacoes. Este é o momento de formalizar os resultados atingidos experimentalmente
pelos alunos. Porém, antes deve ser tratada a primeira questao proposta aos grupos:

Questao para os alunos
Qual das piramides possui o maior volume?
O que podemos concluir desse fato?

Ao recolher as respostas dos grupos, esperamos que os alunos percebam que os volumes
sao iguais. Devem ser discutidas, entao, quais conclusoes podem ser obtidas desse fato,
perguntando, por exemplo, quais sao as diferencas entre as piramides e quais caracteris-
ticas elas tém em comum. Dessa forma, contamos com que todos percebam inicialmente
que todas as piramides tém a mesma altura, que é determinada pelo comprimento do
canudo, independentemente do local onde este tenha sido fixado (o local escolhido para
fixar o canudo determina a posi¢ao do vértice superior da piramide).

Agora, discuta com os alunos as respostas obtidas para a segunda questao:
Qual das bases das piramides possui a maior area?
Como podemos relacionar esse fato com a comparacao dos volumes?

Ajude os alunos que tiverem eventuais dificuldades no calculo das areas das bases,
recordando com eles as formulas necessarias. Em seguida, enfatize que todas as piramides
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construidas tém bases diferentes, mas areas iguais. O que poderia acontecer, entao, caso
as areas das bases mudassem? Neste momento, convém apresentar uma piramide que
tenha area da base diferente e mesma altura que as piramides construidas, e mostrar que
seu volume é diferente do volume das piramides construidas pelos grupos. Além disso,
mostre uma piramide que possui a area da base igual a area da base das piramides com
que os alunos trabalharam, mas com altura diferente. A idéia é enfatizar que, apesar da
localizacao do canudo, que determina a altura, nao importar, a sua medida importa.[34]

3.2.5 Geoespaco

Outra atividade interessante é a construcao de um Geoplano Espacial, o Geoes-
pago (Figura 3.53), que possibilitara ao aluno a ideia dos planos que contém as bases e
vértices dos poliedros.

Com ele os alunos podem construir os solidos, observarem suas arestas, faces, vértices,
os triangulos retangulos nas piramides, além de poder determinar algumas medidas.

Figura 3.53: Geoespaco
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3.2.6 Volume de uma piramide com o Wingeom

Para trabalhar o volume de uma piramide de base pentagonal, sugerimos a atividade
descrita abaixo usando o software Wingeom.

1. Abrir o programa Wingeom e clicar na opc¢ao janela 3 - dm como na Figura 3.54;

wingeor

Janelz | Ajuda
1-din F2
1-diev F3
Hipgerbolice

t=tenca

Yoromoe
Adivinhe
Mosaicos F

ENA demo

Abrr dlamo
W Urar predefirigdac

Cor

Figura 3.54: Abrindo o programa, passo 1

2. Ir até a opcao unidades depois poliedros e em seguida clicar em piramide como na
Figura 3.55;

3. Selecionar 1 para a medida dos lados, 5 para o nimero de lados e 3 para a altura
como na Figura 3.55.

4. Clicar em linear, depois em segmentos e digitar na janela que aparecera AC, AD
para que sejam tragadas as diagonais AC e AD como na Figura 3.56(1* parte).

5. Ir até a opcao outros, clicar em volume e em seguida digitar os vértices da piramide
triangular duplicada para que ele calcule o volume dela, Figura 3.56 (segunda parte).

6. Sugere - se que duplique as piramides ACDF e ABCF e calcule o volume das
piramides ABCDF, ACDF e ABCF de forma analoga ao exposto acima para
posteriormente somar o volume das piramides ADEF, ACDF ¢ ABCF concluindo

que: Vapeper = Vaper + Vacpr + Vapcr.
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Figura 3.55: Construcao de piramide usando o Wingeom, passo 2

Primeira Parte Segunda Parte

Figura 3.56: Primeira Parte - Tracando as diagonais da Piramide. Segunda Parte -
Duplicando a Piramide ADEF, passo 3

3.2.7 Area da superficie e volume dos tetraedros regulares

Definicao 3.20 Tetraedro € toda pirdmide de base triangular. Se as quatro faces de um
tetraedro sao tridngulos equildteros congruentes, ele é chamado de tetraedro regular.

Observe na Figura 3.57 que, em um tetraedro regular, temos:
a) as seis arestas sdo congruentes, ou seja: AB = AC = AD = BC =CD = BD.

b) qualquer face ABC, ACD, ABD ou BCD pode ser considerada como base, ja que
sao triangulos equilateros.

Definicao 3.21 A superficie total de um tetraedro ¢ a reuniao das superficies de

quatro tridngulos equildteros congruentes.
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Figura 3.57: Tetraedro

Assim, considerando que as medidas das arestas do tetraedro é a, entao sua area total
¢ quatro vezes a area de um triangulo equilitero cujo lado mede a. Logo:

At =4+ Agpee = At =4 - (a>V/3) /4.

Para calcular h, a medida da altura de um tetraedro regular, considere o ponto
O, projecao ortogonal do vértice A sobre o plano da base BCD, como mostra a Figura
3.58:

i e

i
1
ek
o
1

M
Figura 3.58: Altura do tetraedro

Observe que o triangulo AOB ¢é retangulo; entao, pelo teorema de Pitagoras tem-se:

AB? = AO* + OB (3.1)
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Como AB = a, AO = h e OB = 2/3BM (BM : altura do triangulo equilatero BCD),
tem - se:

OB =2/3.(aV3)/2 = OB = (aV/3)/3 (3.2)

Substituindo (3.2)) em (3.1)) tem-se

a? = h% + ((aV/3)/3)? = h* = a® — 3a%/9 = h? = 6a%/9 = h = (a/6)/3

O procedimento para o volume de um tetraedro ¢ bem parecido.

Como Ab : area de uma face (triangulo equildtero) e h = (av/6)/3 = Ab = (a>V/3)/4,
temos:

V =1/3.Ab.h =V =1/3.(a*>V3) /4.(aV6) /3 = V = (a*V/2)/12

3.2.8 Tronco de piramide

Na figura 3.59, temos uma piramide pentagonal reta de vértice V' e altura H e um
plano (, paralelo a base. Esse plano determina outra pirdmide com base paralela a da
piramide original e outro sélido entre os dois planos que é chamado tronco de piramide.

tronco de
piramide

Figura 3.59: Tronco de piramide

No tronco de piramide, Figura 3.58 podemos destacar os seguintes elementos:

a) A base maior é a regido poligonal ABCDE.
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b) A base menor é a regiao poligonal A'B'C'D'FE’.
¢) Os trapézios ABB'A’, BCC'B'",CDD'C', DEE'D'e AEE' A" sao as faces laterais.

d) A distancia h, entre a base maior e a base menor corresponde a altura do tronco
de piramide.

Definicao 3.22 Tronco de uma pirdmade regular ¢ obtido a partir de uma piramide
reqular(Figura 3.60). Nesse caso, as bases sao poligonos requlares semelhantes e as faces
laterais sao trapézios isosceles congruentes. Além disso a altura de uma face lateral €
chamada de apdtema do tronco(a).

a: apdtema do tronco
a £, aresta da base maior
£,: aresta da base menor

Figura 3.60: Elementos da face de um tronco de piramide

Na peninsula de Yucatan - México - podem ser encontradas muitas ruinas da antiga
civilizagao maia. Dentre suas construcoes esta a piramide de Kukulkédn, uma das mais
visitadas por turistas. Atualmente, localizada na cidade Chichén-Itza. Com 27 m de
altura, essa edificacao, que lembra o tronco de piramide, possui quatro escadarias com 91
degraus cada e um patamar de chegada no topo. Se somarmos o ntimero de degraus e o
patamar, obteremos 365 que corresponde ao niimero de dias do ano no calendario Maia.
A Figura 3.61 representa esse tronco de piramide.[40].

Assim como os prismas e as piramides, um tronco de piramide apresenta:

Definicao 3.23 Superficie ou drea lateral do tronco de pirdmade corresponde a
reuniao de todas as suas faces laterais, sendo a drea dessa superficie a drea lateral do

tronco(Al).

Definicao 3.24 Superficie ou drea da base do tronco de pirdmide maior corres-
ponde a drea do poligono que constitui a base maior do tronco(AB), e a drea da base
menor, a drea do poligono que constitui a base menor(Ab).
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Cond Stack Phobo

A

Piramide de Kukulkan, em
Chichén-ltza, México.

Figura 3.61: Piramide de Kulkukan

Definicao 3.25 Superficie ou drea total de um tronco de pirdmaide corresponde a
reunido da superficie lateral com as bases, sendo a drea dessa superficie a drea total do
tronco(At). Assim:

At = Al + Ab + AB.

Observando a imagem da representacdo de um tronco de piramide regular e sua pla-
nificagao na Figura 3.62:

S 4

Figura 3.62: Planificacao do tronco de uma piramide regular

A &rea do tronco acima é obtida somando a area das duas bases(Ap + Ap), que sao
hexégonos as areas dos seis trapézios (area lateral).
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A Figura 3.63 representa o tronco de uma piramide reta. Para obter o volume desse
tronco, calcula-se a diferenca entre os volumes das piramides VABCD e VA'B'C'D’, isto

é:
V___
h . 2
: A;: drea da base maior
D_.Ab. _:C' i A,: drea da base menor
A LT H: altura da pirdmide VABCD
: ‘ h: altura da piramide VABCD
H, H,: altura do tronco
D S C | J
Aﬁ _,./i:_.__L
NI
A A-H A - ‘H-A_ -h
Vnonco "V\'Aaco—vm'a'cn': 53 3 ?3» -=—8 3 =

Figura 3.63: Tronco de uma piramide regular

Desenvolvendo essa igualdade pode-se deduzir a formula do volume de um tronco de

piramide que é dado por:

%ronco - Ht/3 NV Ab 'AB+Ab+AB



Capitulo 4
Pratica Dirigida

Este capitulo mostra o trabalho desenvolvido com os alunos da 2? série do Ensino Mé-
dio da Escola Estadual do Bairro Boa Vista através da Mostra de Matemaética, utilizando
métodos diferenciados para o trabalho com Geometria Espacial. Apresentamos também
uma pesquisa com os professores de Mateméatica das escolas estaduais do municipio de
Matip6 sobre os métodos utilizados por eles em sala de aula no ensino de Geometria Es-
pacial, além de um treinamento sobre o uso de softwares, ja que esse foi um dos temas
menos conhecido e nunca usado como recurso didatico. As referéncias desse capitulo sao:
11, [, [51, 6], [10], [16], [19], [211, [23], [24], [25], [26], [27], [30], [36] e [39].

4.1 Mostra de Matematica

A Mostra de Matematica é uma oportunidade para que o aluno resgate a naturalidade
de lidar com a Geometria, se tornando protagonista do seu proprio aprendizado. Trabalhar
a experiéncia do dia a dia é dar abertura para que o conhecimento informal se formalize
no saber teoérico.

O aluno quando cria e descobre por si s6 armazena esse conhecimento para toda vida,
além da motivagao e do reconhecimento em demonstrar suas habilidades e competén-
cias. Segundo [6], “A motivac¢do intrinseca é compreendida como sendo uma propensao
inata e natural dos seres humanos para envolver o interesse individual e exercitar suas
capacidades, buscando e alcancando desafios 6timos.”

O processo de investigar leva o aperfeicoamento da cultura inicial adquirida e eleva o
indice de credibilidade abrindo espago para a comprovacao ou nao de algo até entao aceito
como um produto finalizado. Quando o aluno questiona e discute um novo horizonte se

106
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abre sobre ele e é ai que o professor surge como peca essencial para motiva-lo a descobrir
no novo, criando uma nova conduta de aprendizagem

4.1.1 Objetivos e Metodologia

Objetivo Geral:

Promover a construcao e divulgacao dos conhecimentos matematicos, socializando suas
pesquisas fazendo com que os alunos resgatem a naturalidade ao lidar com a geometria,
ajudando-os a apreciar e valorizar as formas existentes ao seu redor.

Metodologia:

O projeto proposto serda guiado pela metodologia participativa, cujas acoes permi-
tem a atuacao efetiva dos participantes, valorizando seus conhecimentos e experiéncias,
envolvendo-os nas discussoes, identificacao e busca de solucoes para as insuficiéncias e
necessidades suscitadas para saber olhar e transformar seu espago, criar agoes e mobilizar
as pessoas e a comunidade.

A Mostra foi dividida em duas etapas: producao do trabalho e culmindncia com
exposi¢ao dos trabalhos para a escola e comunidade.

Dentro de poliedros ficaram estabelecidos em comum acordo com as turmas os seguin-
tes topicos:

1. Relatos da historia dos poliedros desde a antiguidade;

2. Construcao e planificagao dos poliedros com material concreto;
3. Jogos;

4. Relacao dos poliedros com o cotidiano do aluno;

5. Curiosidades;

6. Interdisciplinaridade: relacao dos poliedros com outras disciplinas que nao seja a
Matematica.

7. Calculos de areas, perimetro e volume;
8. Os softwares educacionais e os poliedros;

9. Sala ambiente para divulgacao e apresentacao dos trabalhos.
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4.1.2 Resultados Esperados

Espera - se, ao final do projeto, que os alunos sejam capazes de:

1. Distinguir as diversas formas contidas na natureza e que se tenha criado condigoes
para uma aprendizagem motivadora que leve a superar o distanciamento entre os
conteudos estudados e a experiéncia do aluno estabelecendo relagoes entre os topicos
estudados e trazendo referéncias que possam ser de natureza historica, cultural ou
social, ou mesmo de dentro da propria matematica;

2. Ter uma visao do processo de investigacao cientifica e tecnologica, desenvolvendo
suas capacidades de analisar, criticar, adequar e aplicar os conhecimentos adquiridos,
tornando-os mais conhecedores, participativos e integrados as transformacoes do
mundo atual;

3. Ter despertado o interesse, fornecendo ferramentas interativas que possibilitam o
aluno manipular objetos, alterar as suas propriedades e o seu ponto de visao escla-
recendo assim as suas duvidas;

4. Compreender as caracteristicas e conceituar as formas geométricas dos poliedros;
5. Construir e manipular alguns poliedros com material concreto ou com softwares;

6. Desenvolver o pensamento geométrico espacial a partir da representacao plana de
solidos geométricos;

7. Aprimorar o senso de orientacao espacial do aluno, melhorando o entendimento dos
conceitos existentes.

4.1.3 Desenvolvimento da Mostra

O trabalho foi desenvolvido com duas turmas da 2% série do Ensino Médio, totalizando
67 alunos na Escola Estadual do Bairro Boa Vista, Matip6 - MG, localizada na Rua Duque
de Caxias, 12, Bairro Boa Vista, sendo esse um bairro de periferia e seus alunos em sua
maioria muito carentes. A escola conta atualmente com aproximadamente 730 alunos
e oferece os anos finais do Ensino Fundamental e Ensino Médio regular, Educacao de
Jovens e Adultos, Fundamental e Médio e Projetos Escola em Tempo Integral e Programa
Acelerar para Vencer.

Para dar inicio ao trabalho foi feita uma reuniao com todos os alunos do Ensino Médio
e decidido o tema “Poliedros: Espaco e Forma - Saber Geométrico”. A partir dai definiu-se
os grupos de trabalho e a fungdo de cada equipe.
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Inicialmente foi feito um trabalho de campo com todos os alunos, que foram divididos
em grupos novamente de maneira que tivesse um integrante de cada equipe em cada grupo
e cada equipe visitou um ponto da cidade. Foram feitas visitas a lojas, supermercados,
faculdade, ruas da cidade e fotografados todos os objetos encontrados. Identificaram - se
solidos em todos os pontos e segundo relatos dos alunos a maioria dos sélidos encontrados
foram prismas e cilindros.

Com esse resultado foi discutido e pesquisado o porqué da auséncia significativa de
piramides e cones nos locais visitados. Apds esse trabalho de campo cada grupo fez sua
pesquisa e reservou - se um momento para discussoes em sala de aula para sanar possiveis
davidas.

Por ser uma escola carente foi disponibilizado aos alunos livros, computadores com in-
ternet e diversos materiais para confeccao e realizagao dos trabalhos. Durante a producao
dos trabalhos os alunos e professor buscaram fontes diversificadas de pesquisas cientificas
e tecnologicas a fim de desenvolver o habito de estudo e favorecer a construcao do proprio
saber pelos alunos. Nesse momento se encontra a mudanca de acao do professor, este
deixa de ser aquele que dé aulas para ser o que media o saber.

No decorrer da realizacao desse projeto foram oferecidas oportunidades para que as
turmas conseguissem explorar a Geometria Espacial em duas e trés dimensoes, desen-
volvendo o senso espacial, estabelecendo relagoes espaciais e resolvendo problemas que
envolvam suas aplicacoes.

Essas situagoes dao oportunidade aos alunos de fazer comparacoes, representagoes,
exercicio de medicoes, recortes, colagens, montagens, verificagoes, decomposicoes, redu-
¢Oes, ampliacoes, registros e relatos usando sua criatividade e imaginacdo. Assim os
alunos desenvolvem o pensar geométrico ou o raciocinio visual, fatores importantes para
resolucao de situagoes da sua vida que sao geometrizadas.

Finalizando foi feita a culminancia do projeto na escola com a presenca da comunidade
escolar e escolas vizinhas. Cada equipe apresentou seu trabalho com muito interesse,
demonstrando muita seguranca. Foi informado aos alunos que a apresentacao deveria
seguir os seguintes critérios:

1. Apresentacao oral do trabalho (dominio de contetdos e clareza nas explicagoes);

2. Sistematizagao do trabalho (montagem e utilizagdo de recursos adequados ao tema,
manuten¢ao do trabalho no horario determinado e durante o evento);

3. Valorizacao do tema (mostrar a importancia do tema para o contetido) e

4. Apresentacao no palco de parddia, poesia, teatro, musicas e dancas ligadas ao tema.



4.1. Mostra de Matemaéatica 110

4.1.4 Avaliacao

Apos a realizacao da mostra foi feita uma reuniao com todos os alunos participan-
tes do evento para discussao e avaliacao. A avaliacao foi bastante positiva. Foi dada a
oportunidade a todos os alunos de relatarem a experiéncia colocando os pontos positivos
e os negativos que foram poucos. Um dos pontos negativos é que alguns alunos recla-
maram que as vezes membros das equipes nao se envolveram como deveriam e as vezes
sobrecarregaram os outros membros. Seguem alguns depoimentos dos alunos:

“Achei 6tima a mostra e Matematica! Além da troca de experiéncia com os colegas,
pude ver o quanto a geometria faz parte do nosso dia a dia.”(Daniele, 2012)

“Achei excelente o trabalho, nao pensei que a matemaética poderia ser assim tao
interessante.”(Joao Marcos, 2012)

“Nossa, e eu que nunca gostei de matematica, quando vocé propos a mostra, eu pensei,
Mostra de Matemética, para apresentar o que? Fazer o que? Matematica nao tem nada
de interessante. Mas agora vi que a mateméatica tem tudo a ver com o nosso dia a dia e

muito pelo contrario do que eu pensava, ela pode ser muito interessante. Fiquei
maravilhado com o que fiz e aprendi. Temos que fazer pelo menos umas quatro mostras
por ano. S6 assim para eu aprender mateméatica.”(Douglas, 2012)

“Gostei muito do nosso trabalho, principalmente a parte dos softwares. Nunca pensei
que pudesse aprender Matematica pelo computador.”(Jean Vidal, 2012)

“Todos os professores podiam propor esse tipo de atividade, aprendemos mais, da
trabalho, mas é gostoso de se estudar assim. Gostei muito da parte dos jogos e softwares
e aprendi muito”(Lorena, 2012)

“Nunca pensei que pudesse aprender do jeito que aprendi. Foi um trabalho que mostrou
diferentes maneiras de se aprender geometria. Gostei muito principalmente da parte que
falou - se sobre os mistérios das piramides e a parte do computador, dos
softwares.”(Jaqueline Meire, 2012)

Os objetivos foram alcancados e, embora o grupo reconhega oportunidades de enrique-
cimento, todos desde ja, estao comprometidos em dar continuidade ao que se aprendeu.

4.1.5 Resultados Alcancados

A experiéncia foi extremamente positiva, pois os alunos superaram as expectativas par-
ticipando ativamente de todas as etapas, com responsabilidade e competéncia, deixando
claro que os objetivos foram alcancados.
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Percebemos que projetos como esse contribuem para a construcao de uma visao de
mundo para ler e interpretar a realidade e desenvolver as capacidades que deles serao
exigidas ao longo da vida profissional e social.

Foi constatado: o aprendizado de conceitos matematicos que estimulam os alunos
a pensarem, criarem, estabelecerem relacoes, descobrirem e terem autonomia do pensa-
mento; Aprimoramento do senso de orientacao espacial, desenvolvendo assim o pensa-
mento geométrico, a partir de representacoes feitas por eles e maior interesse por parte
dos alunos com esse tipo de trabalho.

A geometria apresenta um importante papel no dia a dia do aluno, e que muitas vezes
passa despercebido por ele, fazendo com que esse tema fique dificil na sala de aula. A
Mostra de Matematica é um projeto que veio exatamente para vincular essa contradicao,
levar para a sala de aula o cotidiano do aluno e facilitar o seu aprendizado.

4.2 Pratica com professores - Treinamento

4.2.1 Proposta, Objetivo e Metodologia

Essa pratica foi desenvolvida com professores da Educacao Bésica de Matematica da
rede ptblica estadual do municipio de Matip6-MG, por meio das seguintes etapas:

1. Interesse dos professores em conhecer os softwares apresentados pelos alunos durante
a Mostra de Matematica.

2. Elaboragao do instrumento de consulta (questionério).
3. Avaliacao do instrumento.

4. Coleta das informacoes.

5. Sistematizacao dos resultados.

6. Analise dos resultados.

O municipio de Matip6 situa-se na regiao sudeste do Brasil, mesorregiao Zona da
Mata, com area territorial de 277 km?, com aspecto territorial montanhoso e possui
17.639 habitantes [19].

Objetivo Geral:
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Explorar as novas midias e tecnologias educacionais para favorecer a aprendizagem de
Geometria Espacial.

Metodologia:

Foram aplicados questionarios para 12 professores de escolas do ensino médio, da rede
estadual de ensino do municipio de Matip6-MG, (APENDICE A) abordando diversos as-
pectos sobre os conhecimentos gerais e especificos da utilizagao de softwares educacionais:

(i) Dados pessoais dos professores participantes;

(ii) Caracterizacdo dos conhecimentos de Geometria e levantamento dos recursos dida-
ticos e técnicas utilizados por professores no ensino de Geometria;

(iii) Caracterizacao da utilizagdo de softwares;
(iv) Avaliagao e aplicabilidade do treinamento.

Os itens 7 a 422 foram respondidos antes de se iniciar o treinamento e o item v foi
respondido apods a realizacao do mesmo. Os participantes foram informados sobre o obje-
tivo e a metodologia utilizada neste estudo, sendo que os mesmos estavam cientes que a
participacao de cada um seria voluntaria, com a plena liberdade em desistir da pesquisa

e recusar a prestar informacoes durante a coleta de dados. Cada participante preencheu
seu proprio questionario.

4.2.2 Resultados Esperados

Espera - se, ao final do treinamento, que os professores sejam capazes de:

1. Compreenderem que o uso de softwares em sala de aula pode melhorar o rendimento
dos alunos e aumentar o interesse dos mesmos pelo tema estudado.

2. Perceberem que no mundo atual a tecnologia tem que fazer parte da sala de aula e

3. Aplicar o que aprendeu em sala de aula.

4.2.3 Desenvolvimento da Mostra

Inicialmente foi feito um levantamento dos recursos didaticos que comumente sao usa-
dos pelos professores na escola e diagnosticou-se que jogos, videos, livro didatico sao de
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conhecimento de todos e que apesar de nao usados com a devida frequéncia, os profes-
sores estao devidamente qualificados para utilizarem. Em se tratando do laboratorio de
informatica os professores, quando usam, é apenas para atividade de interesse proprio e
que os softwares educacionais nao sao de conhecimento e de utilizacao dos mesmos.

Partindo desse levantamento a pratica ficou voltada mais para apresentacao e desen-
volvimento de atividades relacionadas ao softwares educacionais.

Como ferramenta potencial para o ensino da Geometria, foi reservado um espaco
dentro do treinamento para o desenvolvimento de atividades no ambiente dos softwares:
Wingeom, Geogebra 3D, Cabri 3D, Shape Calculate e Poly e de alguns recursos como
jogos, geoespaco e experimentos. Essas atividades foram realizadas em um periodo de
oito horas concentradas no dia trés de dezembro de dois mil e doze, na Escola Estadual
Waldomiro Mendes de Almeida, localizada & Rua Santa Terezinha, Bairro Centro, Matipo6-
MG. Participaram do encontro professores das escolas: Escola Estadual do Bairro Boa
Vista, Escola Estadual Waldomiro Mendes de Almeida e Escola Estadual Maria Vicéncia
Brandao. Participaram ainda alunos com certa experiéncia para apoio das atividades.

Foi disponibilizada uma apostila para todos os participantes contendo um histérico so-
bre softwares e uma sequéncia de atividades para apresentacao e manuseio das ferramentas
dos mesmos. Todos os softwares foram instalados nas maquinas que seriam utilizados no
encontro. A seguir foi distribuida a apostila com as atividades e a turma foi dividida em
grupos.

Para desenvolvimento das estratégias, foram realizadas atividades através dos recursos
diversos do computador e da rede mundial de informagao (web), sobre Geometria Plana
e Espacial de modo a favorecer simultaneamente a aprendizagem de Geometria a partir
do uso dos recursos tecnologicos.

Todas as atividades trabalhadas foram dentro do tema geometria e desenvolvidas de
acordo com a descricao de cada uma, no capitulo 3 e em suas respectivas subsecoes com
um foco especial em softwares.

As atividades desenvolvidas foram:

1. Poly, subsecao 3.1.1: Vantagens e Desvantagens do Aplicativo;
2. Jogo: Capturando Poliedros, subsecao 3.1.2;

3. Atividade no Wingeom, subsecoes 3.1.4 e 3.2.5;

4. Atividade no Shape Calculator, subsecao 3.1.6;

5. Atividade usando o Cabrid 3D, subsecao 3.1.8;
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6. Atividades com diferentes tipos de resolugoes subsecao 3.1.9;
7. Experimento: Piramide e o Principio de Cavalieri, subsecao 3.2.3 e 3.2.4 e

8. Geoespacgo subsecao 3.2.5.

Ao final do treinamento os participantes responderam o item v do questionario.

4.2.4 Resultados e Discussao

Para tomar conhecimentos dos resultados alcancados e para avaliacao do encontro,
foram analisados os questionarios e organizado os dados de acordo com as tabelas 4.1,
4.2, 43 e 4.4.

Dados pessoais dos professores participantes

Analisando a tabela 4.1 temos o perfil dos participantes do treinamento.

De acordo com a Tabela 4.1 constatou-se que:

A maioria dos participantes é do género feminino.

A predominancia dos professores que participaram do curso esta na faixa etéaria de
20 a 39 anos totalizando oito participantes.

A escolaridade predominante é de ensino superior e um terco dos participantes com
especializacao.

A maioria dos professores possuem de 11 a 15 anos de experiéncia no magistério e
dois tercos dos participantes trabalhando com uma carga horaria semanal acima de
24 horas.

E importante ressaltar que de acordo com os dados anteriores a maioria dos professores
possuem dupla jornada, dificultando assim a organizacao das estratégias de trabalho, uma
vez que a maioria deles dependem de uma preparacao para desenvolvé-las.

Segundo [39] o professor necessita observar seus alunos e planejar com cuidado as
estratégias que usara, para nao valer-se de atitudes espontaneistas o que requer tempo e
dedicacao para realizacao.
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Dados Caracteristica N. de Pessoas ‘ % ‘
Género Feminino 10 83,33
Masculino 2 16,77
Faixa Etaria 20 - 39 anos 8 66,67
40 - 59 anos 3 25
Nao Respondeu 1 8,33
Escolaridade Ensino Superior 8 66,67
Especializagao 4 33,37
Escola que atua E. E. do Bairro Boa Vista 4 33,33
E. E. Waldomiro M. de Almeida 5) 41,67
E. E.Maria V. Brandao 2 16,77
Trabalha em duas escolas 1 8,33
Tempo de Mag. em Anos 4 a 6 anos 4 33,33
11 a 15 anos 5) 41,67
16 a 20 anos 1 8,33
Mais de 20 anos 2 16,67
Carga H. Sem. Trabalhada Até 24 horas 4 33,33
De 24 a 48 horas 6 50,00
Mais de 48 horas 2 16,67

Tabela 4.1: Dados Pessoais dos Professores da Rede Estadual de Ensino que participaram

do Treinamento



4.2. Pratica com professores - Treinamento 116

A organizacdo do trabalho permite ao professor a melhor escolha da técnica a ser
desenvolvida em sala de aula. Conhecer o grupo de alunos com o qual ira trabalhar e
as caracteristicas de cada um é importante para o andamento das atividades, mas isso é
dificultado na maioria das vezes pelo grande ntimero de alunos em cada turma. Com isso
a realizacao de técnicas diferenciadas em sala de aula as vezes é deixada de lado.

O professor nao ¢é estimulado diante dos intimeros obstaculos que tem que vencer para
atingir os seus objetivos, ficando acomodados ao uso do quadro e do giz, ja que esses sao
0S recursos mais acessiveis ao seu desenvolvimento profissional.

De acordo com [23], que estabelece normas para organizagao do quadro de pessoal das
escolas estaduais e a designacao para o exercicio da funcao publica da rede estadual de
ensino da educacao basica, repensando essa préatica pedagogica, a carga horéaria do profes-
sor sofreu modificagoes para que o mesmo possa dedicar um periodo maior na preparacao
de suas aulas e em seu préoprio aperfeicoamento.

Caracterizacao dos conhecimentos de Geometria e levantamento dos recursos
didaticos e técnicas utilizados por professores no ensino de Geometria

A tabela 4.2 nos fornece a caracterizacao dos conhecimentos de Geometria e levanta-
mento dos recursos didaticos e técnicas utilizados por professores no ensino da mesma.

Analisando a Tabela 4.2, sobre o conhecimento de Geometria adquirido em sua for-
macao académica e recursos e técnicas utilizadas no ensino da mesma pode-se concluir
que:

e A maioria dos professores nao se encontra totalmente preparados para trabalhar
com os alunos, atingindo 66,67% dos entrevistados.

e Sobre os conhecimentos gerais em (Geometria Espacial, a maioria dos professores,
consideram que estdo entre bom (41,67) e muito bom (25%).

e Sobre o ensino de Geometria Espacial na 2% série do ensino médio 58,33% responde-
ram que trabalharam topicos de Geometria Espacial, 25% nao trabalharam e 16,67%
nao responderam a pergunta.

e Sobre as técnicas utilizadas para introducao da Geometria Espacial os professores
demonstraram maior interesse em trabalhar com material concreto, manipulando e
construindo objetos.

e A aula expositiva também é utilizada para introducao do conteido, apresentando
um indice menor de resposta(16,67%), restando ainda professores que mencionaram
utilizar outras técnicas, entre elas o uso de videos.
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Dados Caracteristica N. Pessoas ‘ % ‘

Formacao e Prep. para o trabalho Um pouco 8 66,67

Sim 4 33,37

Avaliagao dos Conhecimentos Bom 5 41,67
Muito Bom 3 25

Razoavel 4 33,33

Leciona para a 2% série Sim 10 83,33

Nao 2 16,67

Se sim, trabalhou Geom. Espacial Sim 7 58,33
Nao 3 25

Nao respondeu 2 16,77

Técnicas p/ o ens. de Geometria Manipulacao 4 33,33

Outros - Video 2 16,67

Aula Expositiva 2 16,67

Nao respondeu 4 33,33

Rendimento dos alunos em Geometria Bom 6 50,00

Regular 2 16,67

Nao Respondeu 4 33,33

Dificuldades no contetdo Solucao Problemas 7 58,33

Visualizacao 1 8,33

Nao Respondeu 4 33,33

Frequéncia uso de mat. concreto Alg. vezes por semana 3 25,00

Alg. vezes por ano 5 41,67

Nao Respondeu 4 33,33

Frequéncia uso do lab. de Informética Nunca 8 66,67

Nao Respondeu 4 33,33

Frequéncia uso de jogos Alg. vezes por ano 5 41,67

Nunca 1 8,33

Nao Respondeu 6 50,00

Tabela 4.2: Caracterizacao dos conhecimentos de Geometria e levantamento dos recursos
didaticos e técnicas utilizados por professores no ensino de Geometria:
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e Sobre o rendimento dos seus alunos, quando ensinam Geometria Espacial, metade
responderam que conseguem um bom rendimento nesse assunto, 16,67% conside-
ram regular o desempenho dos alunos e 1/3 disseram que nao sabem classificar o
rendimento dos alunos pois nao trabalham com esse contetdo.

e A maioria dos professores disseram que os alunos encontram dificuldades com o
ensino da Geometria Espacial na aplicabilidade e na resolucao de problemas.

e Sobre os recursos didaticos em aulas de Geometria Espacial, a maioria dos professo-
res responderam que o livro didatico é usado algumas vezes por semana; o material
concreto de manipulacdo é usado algumas vezes por més por 41,67% e 66,67% dos
professores nunca utilizam o laboratoério de informatica e as atividades relacionadas
aos jogos tiveram um percentual de uso por ano de 41,67%.

Observacao: b importante ressaltar que 66,67% dos professores responderam a esses
questionamentos, porque os demais, de acordo com a Figura 4.1 nao trabalharam com
esse contetdo nas séries que abordam o tema.

Pelos dados coletados podemos observar que a formacao académica ainda se encon-
tra distanciada da realidade da sala de aula, principalmente porque na formacao desses
professores a geometria nao era evidenciada da mesma forma que os demais contetidos
estudados.

O professor precisa perceber que a formacao profissional nao se encerra com o rece-
bimento do diploma de graduagao. Todas as profissoes, inclusive o magistério, exigem
constante aperfeicoamento e atualizacao. No caso brasileiro isso pode ser dificultado pe-
las distancias imensas de nosso pais, pela precariedade das condicoes de trabalho e pela
falta de informacao. O mundo esta em constante evolucao e para acompanhé - lo é preciso
se manter atualizado, inovando nas praticas, estudando e aperfeicoando para um melhor
desempenho.

E fundamental que o educador sinta-se seguro e confiante em sua pratica metodolégica.
Além disso certos topicos sao desvalorizados por alguns professores, por falta de confianca
na propria capacidade de desenvolver o tema e nessa dimensao procedimental e atitudinal
a aquisicao de conhecimento caminha lado a lado.[21].

As técnicas diversificadas para introduzir um mesmo contetido se faz necessaria para
que as mesmas possam atingir os diferentes niveis de conhecimento apresentados pelos
alunos de uma mesma série.

O livro didatico ¢ apenas um dos recursos pedagdgicos que o professor podera se apoiar
seguindo algumas orientacoes e referéncias antes de adoté-lo. E necessario que o professor
tenha no livro didatico um instrumento de apoio, pois o conhecimento do contetido nao
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se resume no que nele é proposto, enriquecer o conhecimento dos alunos é necessario
trazendo novos temas e outros enfoques para as aulas despertando a vontade de conhecer
mais.

E muito importante que o professor tenha bons livros de referéncia uma vez que
adaptacoes de conceitos que muitas vezes sao feitas nos livros didaticos apresentam erros.
E isso devera ser observado durante a escolha do mesmo.

Os jogos devem ser utilizados com mais frequéncia pois sao recursos que desenvolvem
o raciocinio, além de despertar brincando o interesse pelo conteido. A manipulacao
do material concreto favorece ao aluno um contato e percepcao do que ora, era apenas
construido em sua mente e que ganha uma proporcao definida ao ser concretizada e
manipulada.

Segundo [39] os jogos criam situagoes que exigem solugoes originais e rapidas. O
planejamento, a busca por melhores jogadas e a utilizacao de conhecimentos adquiridos
anteriormente propicia o surgimento de novas ideias, bem como o desenvolvimento de
habilidades e atitudes.

A investigacao, a tentativa e erro, o levantamento e checagem de hipo6tese sao algumas
das habilidades de raciocinio logico que estao envolvidas no processo de jogar. Deve-se
escolher jogos que contemplem dois ou mais jogadores para que a atividade seja realizada
em grupo. Também deve ter um objetivo a ser alcancado pelo jogador, ter um vencedor.
Permitir aos alunos o desenvolvimento de papéis interdependentes, cooperativos para que
ele aprenda que o jogo nao se realiza a menos que cada jogador concorde com as regras
estabelecidas e cooperem. E necessario que os alunos tenham contato com diferentes
técnicas para poder criar, descobrir, métodos para aprendizagem permitindo-lhes um
trabalho dindmico em favor do desenvolvimento do raciocinio [21].

E importante ressaltar que o rendimento do aluno esta diretamente relacionado as
técnicas e métodos utilizados pelo professor para tornar mais atrativa e prazerosa a aula
diminuindo as dificuldades que possivelmente os alunos poderiam demonstrar.

Como foi citado pelos professores os alunos tem muitas dificuldades na resolucao de
problemas, por isso se deve incentivar o registro e as discussoes acerca das estratégias
para resolucao de um problema, propondo compara-las, com as de outros alunos, isso
aumenta e desenvolve a autonomia além do senso critico e a capacidade de lidar com
novas situacoes.

O professor deve - se conscientizar que a resolucao de problemas ¢ a peca central para
o ensino da Matematica, pois o pensar, o fazer se mobilizam e se desenvolvem quando o
aluno esta engajado ativamente no enfrentamento dos desafios. E isso nao se desenvolve
em exercicios de aplicagao de conceitos e técnicas matemaéticas, pois neste caso o que esta
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em questao é uma simples transposicao analogica, ou seja, o aluno busca na memoria um
exercicio semelhante e desenvolve, o que nao garante a utilizacao de seus conhecimentos.

Segundo [21] a exigéncia cada vez mais frequente de trabalhadores capazes de apren-
der novas técnicas e tomar decisoes estd presente na competitividade do mercado de
trabalho e no proprio cotidiano do aluno, o que reforca a importancia da resolucao de
problemas que propoem discussoes de relevancia social. Faz-se necessario que a formagao
cuide do desenvolvimento de um niimero consideravel de habilidades, indo muito além dos
conhecimentos especificos e dos procedimentos, por isso desenvolver técnicas e métodos
diferentes vai além de seu carater instrumental pois permite ao aluno desenvolver capa-
cidades que deles serao exigidas ao longo da vida social e profissional. Além de métodos,
uma linguagem precisa, permite uma argumentagao clara, concisa num carater integrador
e interdisciplinar. [4].

Caracterizacao da utilizacao de softwares;

No mundo atual o uso do computador ¢ imprescindivel. Algumas pesquisas indicam
que o uso do computador pode se tornar um grande aliado para o desenvolvimento cog-
nitivo principalmente dos alunos, viabilizando a realizacao de novos tipos de atividades e
de novas formas de pensar e agir. Mostram também que “leitura, visao, audi¢ao, criacao
e aprendizagem sao influenciados, cada vez mais, pelos recursos da informéatica” [25].

O Fantastico, programa de jornalismo, que vai ao ar nos domingos, mostrou em sua
edicao do dia 04 de marco de 2013 como a tecnologia pode melhorar o ensino. Numa escola
municipal, com 180 alunos, na Rocinha, estado do Rio de Janeiro, foram investidos 3,5
milhoes de reais, com ajuda do Ministério Piblico e parceria com 17 empresas. Aboliram
livros e cadernos e no lugar computadores. O trabalho consiste em juntar séries diferentes
no mesmo ambiente e ao invés de provas, jogos em computadores. O professor é apenas
um orientador nessa busca do conhecimento e a tecnologia uma ferramenta, um facili-
tador do aprendizado. Esse modelo foi inspirado numa escola de Nova York. Henrique
Sobreira(Estudioso da Informatica da Educacido) ao falar para o Fantéstico relatou: “A
informética serve para a escola ser diferente. Nao é para fazer as coisas velhas: melhorar
o rendimento dos alunos, dar aulas diferenciadas. A informatica faz parte do cotidiano
do aluno e a escola tem obrigacao de ensinar habilidades para controlar essa maquina”. E
ainda pergunta: “Como vamos melhorar a sociedade se nao ensinarmos na escola a crianca
a dominar este equipamento”?

As escolas e os professores tem que se adaptar as novas tecnologias porque o aluno
convive com isso e o conhecimento escolar tem que estar relacionado com a vida e com o
mundo, s6 assim os alunos terao mais interesse em adquirir habilidades necessarias a uma
boa argumentacao.
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A Tabela 4.3 apresenta as caracteristicas sobre a utilizacao de softwares educaionais
em sala de aula:

Dados Caracteristica | N. Pessoas ‘ % ‘
Tem conhecimento sobre softwares Sim 4 33,37
Nao 8 66,63
Classificacao de seu conhecimento Razoavel 1 8,33
Ruim 3 25
Nao Respondeu 8 66,63
Formacao e contato com softwares Sim 1 8,33
Nao 11 91,67
Utilizacao de software em sala Nao 12 100
Preparacgao para o uso de software Nao 12 100
Software que vocé utiliza Nenhum 11 91,67
Excel 1 8,33
Aplicacao do software Nao Respondeu 11 91,67
Uso proprio 1 8,33
Aquisicao do software Nao Respondeu 11 91,67
Gratuito 1 8,33
Escola incentiva o uso do software Nao 12 100

Tabela 4.3: Caracterizagao da utilizacao de software:

De acordo com a Tabela 4.3, foi constatado que:

e Somente 1/3 tem conhecimento de softwares educacionais e a maoria nao tem ne-
nhum conhecimento desses softwares e os que apresentaram conhecimento, respon-
deram ser o EXCEL (planilha eletronica), o software utilizado.

e Sobre a avaliacao de seus conhecimentos gerais sobre softwares, 66,67% nao respon-
deram e o restante avaliaram como ruim ou razoavel.

e A maioria dos professores pesquisados (91,67%) revelou que nao tiveram contato
com softwares educacionais durante a formacao, no ensino fundamental, médio,
graduagao e especializacao.

e Em relagdo a sua preparagao e utilizagdo de softwares para alguma atividade em
sala de aula, 100% dos professores disseram que nao utilizam softwares em nenhuma
atividade e nao se consideram preparados para a utilizacao dos mesmos.

e Dos professores que participaram do treinamento 100% disseram que a escola nao
oferece nenhum incentivo ou condicoes para uso de softwares.
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Segundo [36] o uso da tecnologia em sala de aula possibilita o desenvolvimento, nos
alunos, de um crescente interesse pela realizacao de projetos e atividades de investigacao e
exploracao como parte fundamental de sua aprendizagem, além de permitir que os alunos
construam uma visao mais completa da verdadeira natureza da atividade matemaética e
desenvolvam atitudes positivas diante de seu estudo.

Segundo dados do [10], analisando 650 estabelecimentos educacionais, sendo 497 esco-
las publicas e 153 particulares, no Brasil, mesmo com investimentos para a introducao das
tecnologias de informacao e comunicagao (TIC) nas escolas, o uso efetivo do computador
e Internet em atividades com os alunos ainda permanece como um desafio a ser vencido.
Os resultados da pesquisa TIC Educacao 2012 apontam que as atividades mais comuns
em sala de aula sao aquelas em que os docentes menos usam recursos tecnolégicos. Por
exemplo, 74,00% dos docentes aplicam exercicios para pratica em aula todos os dias, sendo
esta atividade mais frequente no cotidiano escolar. Entretanto, esta ¢ uma das situacoes
em que menos se utilizam as TIC: apenas 21,00% dos professores o fazem dessa forma.
A atividade menos frequente em sala de aula - ensinar os alunos a usar o computador e
a Internet - & aquela em que os professores mais usam as TIC, com 65,00% dos docentes
recorrendo ao uso das novas tecnologias.

Para uma crianca, um adolescente ou jovem, aprender com diversao se torna mais
facil e prazeroso. Este é o objetivo dos softwares, fazer com que os alunos aprendam com
prazer e aumentem sua criatividade divertindo.

A historia da Informatica na Educacao no Brasil data de mais de 20 anos. Em 1975
foi produzido o documento Introducao de Computadores no Ensino Médio, financiado
pelo programa de Reformulagao do ensino (PREMEN/MEC) e, no mesmo ano, aconteceu
a primeira visita de Seymour Papert e Marvin Minsky ao pais, os quais lancaram as
primeiras sementes das ideias do Logo.

Segundo [36] o uso de recursos computacionais traz contribui¢oes a medida que rela-
tiviza a importancia do cilculo mecanico e da simples manipulagao simbdlica e evidencia
para os alunos a importancia do papel da linguagem grafica e de novas formas de repre-
sentacao, permitindo novas estratégias de abordagem de variados problemas.

A internet é uma ferramenta util, nao é uma solucao méagica para modificar profun-
damente a relacao pedagogica, mas facilita a pesquisa individual e grupal, o intercambio
de professores com professores, de alunos com alunos, de professores com alunos, propicia
a troca de experiéncias, de davidas, de materiais, as trocas pessoais, tanto de quem esté
perto como longe geograficamente. A Internet pode ajudar o professor a preparar melhor
a sua aula, a ampliar as formas de lecionar, a modificar o processo de avaliacao e de
comunicagao com o aluno e com os seus colegas.[20]
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Quando os professores relatam que nunca usam o laboratério de informatica as vezes
podemos pensar que é porque nao querem, mas a escola quando tem laboratoério de infor-
matica, nem sempre estd disponivel para uso do professor pois os computadores as vezes
se encontram estragados ou com defeitos e a manutencgao é feita por apenas um técnico
que atende a todas as escolas de uma superintendéncia regional, sendo portanto huma-
namente impossivel manté-los em condicoes de uso. Isso quando os computadores estao
instalados porque hé casos em que eles ficam anos em caixas esperando por um técnico ou
ambiente apropriado. Existem casos também em que os laboratorios sao utilizados para
outros fins como por exemplo, sala de video, sala de reunides e até mesmo como sala de
contador.

Avaliacao e aplicabilidade do treinamento

Ao final do treinamento, os professores responderam perguntas pertinentes ao processo
ensino-aprendizagem para a utilizacao de softwares para as atividades em sala de aula.

N

Em relacao a avaliacao do treinamento aplicado a sua realidade profissional, quase
60% avaliaram com conceitos excelente, 6timo e satisfatorio e o restante classificaram
como regular ou ndo responderam, sendo desses, 16,67% professores que nao trabalham
com a segunda série.

Apos o treinamento, mais de 83% dos professores avaliaram a obtencdo de novos
conhecimentos e aplicacdao de novos softwares educacionais em excelente, 6timo e bom,
sendo que o restante ou classificou como regular, ou nao reponderam.

Nao sao recentes os estudos desenvolvidos sobre a relacao entre a percepcao e a memo-
ria. Bartlett (1932 - 1995), citado por Alves, 2009 mediante a andlise de alguns processos
cognitivos afirmou que: ... “perceber alguma coisa ¢ a mais simples, imediata e mais
fundamental, das reacoes cognitivas humanas”. E, em consequéncia, o autor concluiu:
...“nada pode ser reconhecido ou recordado, sem antes ter sido percebido” e para essa
percepcao é necessario treinamento e capacitacao.

Quando averiguados sobre como achavam que seria o rendimento dos alunos utilizando
softwares para o ensino de geometria a maioria dos professores classificaram que o ren-
dimento seria excelente, 6timo e bom, totalizando quase 60% e o restante 16,67%, nao
trabalha com a série considerada e 25% nao responderam.
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Dados Caracteristica | N. Pessoas ‘ % ‘
Avaliacao e Aplicacao do Treinamento Excelente 2 16,67
Otimo 4 33,33
Satisfatorio 1 8,33
Regular 2 16,67
Nao Respondeu 3 25
Equilibrio Teoria e Pratica Otimo 5 41,67
Satisfatorio 3 25
Nao Respondeu 4 33,33
Obtencao de novos conhecimentos Excelente 3 25
Otimo 4 8,33
Bom 3 25
Regular 1 8,34
Nao Respondeu 1 8,33
Rendimento dos alunos usando de software. Excelente 2 16,67
Otimo 3 25
Bom 2 16,67
Regular 2 16,67
Nao Respondeu 3 25
Pretende aplicar o que aprendeu Sim 9 75
Nao 1 8,33
Nao Respondeu 2 16,67
Preparagao para o uso de software Nao 12 120
Software que vocé utiliza Nenhum 11 91,67
Excel 1 8,33
Aplicacao do software Nao Respondeu 11 91,67
Uso proprio 1 8,33
Aquisicao do software Nao Respondeu 11 91,67
Gratuito 1 8,33
Escola incentiva o uso do software Nao 12 100

Tabela 4.4: Caracterizagao da utilizacaoe software:
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Se a maioria dos professores que trabalham com esse contetudo, classificaram o treina-
mento com bons conceitos, Figura 4.1 significa que consideram a possibilidade de aplicacao
em sua realidade profissional, ou seja na sala de aula.

AVALIAGAO DO TREINAMENTO EM
RELACAO A REALIDADE PROFISSIONAL

60,00 ~

50,00

40,00 -

30,00 -
20,00

1000 -

0,00
Satisfatério, Otimo e Regular N&o Respondeu
Excelente

Figura 4.1: Avaliacao do Treinamento em relacao o sua realidade profissional

Os entrevistados foram abordados também quanto ao equilibrio da teoria/pratica sobre
a aplicacao de softwares educacionais ficando com 66,67%, entre satisfatorio e 6timo e o
restante nao responderam.

Ao analisar a teoria e a pratica, o professor pode reconstruir a sua pratica, tornando-se
um investigador na sala de aula. Essa é uma proposta de Schén, uma formacao profissi-
onal para uma epistemologia da pratica, “numa valorizacao da pratica profissional como
momento de construcao do conhecimento, através da reflexao, analise e problematizacao

desta”.[27]

Articular teoria e pratica faz com que o trabalho intelectual,e a organizacao dos tempos
e espacos realizam acoes efetivas na contextualizacao dos conhecimentos cientificos.
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Equilibrio Teoria e Pratica

Satisfatorio e Otimo

N&o respondeu

Figura 4.2: Avaliacao do Equilibrio Teoria e Prdtica sobre a aplicabilidade dos softwares
educacionais

Comparando as respostas dos professores sobre o rendimento dos alunos antes do
treinamento e depois do treinamento, podemos ver que em primeiro momento nao tiveram
nenhuma porcentagem de rendimento excelente e 6timo, portanto de acordo com os dados
dos participantes havera melhoria no rendimento usando esses recursos.

A maioria dos professores que participaram da pesquisa relatou que pretendem aplicar
os novos conhecimentos em softwares em sala de aula (Figura 4.3).

Hoje, com a ajuda dos microcomputadores, dispomos de programas que auxiliam em
construcoes graficas, fazendo com que o aluno se aproxime mais do que para ele era
considerado abstracao.

PRETENDE APLICAR O QUE
APRENDEU EM SALA DE AULA

Ndo respondeu

Figura 4.3: Aplicabilidade do treinamento em sala de aula.

Ao se propor o uso do computador ou de um software educacional em atividades para
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o ensino e aprendizagem de Geometria, é preciso considerar que essa midia, “contribua
para modificar as praticas do ensino tradicional vigente”[5].

“ Ampliar reduzir, rotar, inverter, deformar imagens atualmente sao operacoes tao
simples que podem ser realizadas quase sem pensar, basta um “clicar e arrastar” e tudo
estd pronto”|4].

A informatica proporciona, mesmo para aqueles sem talento algum, uma infinidade
de recursos para facilitar o trabalho. Quando utilizada de forma planejada amplia os
conhecimentos além de ter um efeito motivador estimulando o aluno a buscar novos de-
safios, desafios esses que proporcionarao aos alunos confianca para trabalhar e buscar
novas experiéncias de aprendizagem. Levar o aluno a dominar minimamente as tecno-
logias presentes em sua realidade deve ser um dos papéis da escola, mais precisamente
do professor. Sabe-se que nao é mais possivel pensar em um ensino que desconsidere o
uso das tecnologias de informagao e comunicag¢ao, isso nao é mais um sonho e sim uma
realidade necessaria.



Conclusao

O objetivo desse trabalho foi pesquisar junto a professores e alunos a aplicagao de
métodos diferenciados para o ensino de poliedros no Ensino Médio. Verificou-se a neces-
sidade de se estabelecer um vinculo de ensino e criar portas de entrada para o campo de
interesse de nossos alunos além de fortalecer as relagoes com o mundo tecnologico, uma
vez que o grande problema enfrentado hoje pela maioria das escolas é a falta de interesse
dos nossos alunos.

Para que as mudancas ocorram na Educacao, ¢ necessario que existam educadores que
sejam receptivos a mudancas e que sejam maduros emocionalmente para trabalhar com o
impacto que essas mudancas podem trazer para a area da Educacdao. A escola necessita
de professores que tenham consciéncia de que a globalizacao esta ampliando e alterando
as nocoes de espaco e de tempo e eles, nao sendo os donos do saber, estao aprendendo
junto com os alunos. [26].

A informatica é um dos elementos que deverd fazer parte da mudanca, porém essa
mudanca ¢ muito mais profunda do que simplesmente montar laboratorios de computa-
dores na escola e formar professores para utilizacdo dos mesmos. E preciso capacitar e
criar condicoes para que os professores possam se adaptar as experiéncias vividas durante
sua formacao, com a realidade de sala de aula, compatibilizando as necessidades de seus
alunos e os objetivos pedagogicos que se dispoe a alcangarem condigoes de construir pro-
cedimentos computacionais, entendendo porque as novas tecnologias devem ser inseridas
em sua pratica pedagogica e ser capaz de superar barreiras de ordem administrativas e
pedagogicas.

E necessario que todos os segmentos da escola, alunos, professores, direcao, funci-
onarios e comunidade, estejam preparados para suportarem as mudancas educacionais
necessarias para a formacgao de um novo profissional.

Considerando os resultados obtidos nessa pesquisa é de se esperar que alunos e pro-
fessores tenham dificuldades ao comecar um trabalho inovador e com aplicacao de novos
métodos em sala de aula.
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De modo geral, acreditamos ter alcancado o objetivo de nossa pesquisa. Esperamos que
este trabalho possa contribuir para outros estudos sobre o ensino de Geometria Espacial
e ainda que outros possam somar novos elementos ao mesmo. Por exemplo, o trabalho de
conscientizacao de professores, da escola em geral, sobre o uso de novos recursos e novas
tecnologias no ensino de Geometria e de toda a Matemética.

A relagao entre ensinar e aprender deve ser repensada, rediscutida para considerar
o novo perfil de aluno que cresce em um mundo digital. Entende-se, portanto, que na
formacao permanente dos professores, o momento fundamental é o de reflexao critica sobre
a pratica. “E pensando criticamente a pratica de hoje ou de ontem que se pode melhorar
a proxima pratica” [17].



Apéndice A

(Questionario

A.1 O Professor e o Ensino de Geometria Espacial -
Poliedros no Ensino Médio

A.1.1 Dados pessoais

1. Género: () Masculino ( ) Feminino
2. Estado civil: () Solteiro ( ) Casado () Viavo () Divorciado () outros
3. Faixa Etaria: () 18 e 19 anos ( ) 20 a 39 anos ( ) 40 a 59 anos ( ) 60 anos ou mais

4. Escolaridade:

JEnsino Médio Completo
Ensino superior incompleto
Ensino superior completo

Especializagao

(
(
(
(
(

N N N

Mestrado

5. Escola que atua:
( )Publica
( )Privada
() Pablica e privada

130



A.1. O Professor e o Ensino de Geometria Espacial - Poliedros no Ensino Médio

6. Tempo de magistério em anos completos:

A.1.2 Caracterizacao dos Conhecimentos de Geometria

1.

()de 1 a 3 anos
()de 4 a 6 anos
( )de 7 a 10 anos
() de 11 a 15 anos
() de 16 a 20 anos
()

acima de 20 anos

Carga horéria semanal trabalhada em horas:
( )até 24 horas(um cargo)
( )de 24 a 48 horas(dois cargos)

( )mais de 48 horas (trés ou mais cargos)

131

Na sua formagao académica (graduacao ou outros), vocé teve oportunidade de es-

tudar geometria de forma a te dar subsidios para trabalhar com os alunos?

( )Nao ()Sim ( ) um pouco

. Vocé gosta de ensinar geometria espacial?

( )Nao ( )Sim ( )as vezes

Como vocé avalia seus conhecimentos gerais em geometria espacial?

( )Muito bons ( )Bons ( )Razoéveis ( )Ruins ( )Muito ruins

. Vocé leciona ou ja lecionou para a 2% série do Ensino Médio?

()Nao ()Sim

Se sim, trabalhou geometria espacial?

( )Nao ()Sim

Caso nao aborde ou nao tenha abordado geometria espacial no 2° Ano do Ensino

Médio, justifique:

() os livros didaticos naoabordam esse contetdo.

( )ndo domino esse assunto.

( )esse contetdo é complexo para o 2° Ano do Ensino Médio
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( )os alunos nao entendem

() outros, quais?

7. Usa efetivamente o livro didatico em sala de aula?

( )Nao ( )Sim
8. De que forma utiliza o livro didatico em sala de aula?

e Para acompanhamento das aulas

() sempre () com certa frequéncia ( ) raramente ( )nunca.
e Para pesquisa

() sempre () com certa frequéncia ( )raramente ( ) nunca.

e Para exercicios

() sempre () com certa frequéncia ( )raramente ( ) nunca.

e Para trabalho em grupo

() sempre () com certa frequéncia ( )raramente ( ) nunca.

9. Vocé costuma ler o Manual do Professor do livro que vocé consulta?
() sempre () com certa frequéncia ( ) nunca

10. Vocé pensa que ofs) livro(s) didatico(s) que vocé usa esté(estao) de acordo com os
PCNs quanto ao bloco de geometria métrica espacial?

( )Nao ()Sim ( ) Nao sei

11. Quando vocé trabalha a geometria espacial, poliedros em sala de aula:
Sugere que o aluno faga construcdes com régua e compasso?
()N&o ()Sim () As vezes

Trabalha com esbogos achando ser suficiente para compreensao dos poliedros e seus
elementos?

()Nio ()Sim () As vezes

12. Como vocé introduz a geometria espacial em sala de aula?
( )Aula expositiva () Jogos () construcao e/ou manipulagao ( ) videos ( ) sotwares
( )Outros, citar:

13. Como voceé classifica o rendimento dos seus alunos, quando vocé ensina geometria
espacial?

( )Insuficiente ( )Otimo
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14.

15.

16.

( )Regular ( )Excelente

() Bom ( )Nao trabalha com essa matéria

Qual a dificuldade apresentada pelos alunos diante da explanacao desse contetido?
( )Dominio da linguagem ( ) compreensao da visualizagao ( ) Resolugao de problemas
() Relacionar a geometria com o seu cotidiano.

Indique com que frequéncia vocé utiliza em suas aulas de geometria espacial - poli-
edros, os recursos didaticos:

Atividades do livro didatico

( )Algumas vezes por semana ( ) Algumas vezes por més ( ) Algumas vezes por ano
() Nunca

Uso de material concreto

( )Algumas vezes por semana ( ) Algumas vezes por més ( ) Algumas vezes por ano
() Nunca

Uso do laboratorio de informéatica

( )Algumas vezes por semana ( ) Algumas vezes por més ( ) Algumas vezes por ano
() Nunca

Uso de jogos

( )Algumas vezes por semana ( ) Algumas vezes por més ( ) Algumas vezes por ano
() Nunca

Uso de algum programa computacional

( )Algumas vezes por semana ( ) Algumas vezes por més ( ) Algumas vezes por ano
() Nunca

Se usa algum programa computacional, qual ou quais sao:
(Quais sao as dificuldades apresentadas por vocé na sala de aula com o ensino de
Geometria Espacial - poliedros?

() Organizagao do tempo ( )Grupos grandes de alunos para monitorar. () Dificul-
dades para motivar os alunos a aprender esse contetido ( )Desinteresse dos alunos

( )Dificuldade para desenhar e fazer os alunos entenderem com o desenho no quadro.
( )Outros, citar:
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A.1.3 Caracterizacao da Utilizacao de Softwares

1. Vocé tem conhecimento sobre softwares educacionais?

( )Nao ( )Sim
2. Se sim:
Como vocé avalia seus conhecimentos gerais sobre softwares?
( )Muito bons
Bons

()
( )Razoaveis ( )Ruins
( )Muito ruins

3. Na sua formacao, vocé teve contato sobre a aplicacao de softwares educacionais?

()Ndo ( )Sim

4. Vocé utiliza softwares para alguma atividade em sala de aula?

()Nao ()Sim

5. Voceé se considera preparado para utilizar softwares educacionais em sala de aula?

()Nao ()Sim

6. Se sim, quais sdo os softwares que vocé utiliza em sala de aula?

( YWinplot ( )Geogebra ( )Superlogo ( )Cabri 3D ( )Br Office ( )Planilha eletronica
( )Tabulae Colaborativo ( )Méaxima ( )Wingeom ( )Winmat ( ) Polly ( )Outros:

7. A aplicacdo do software é para:
( )Uso proprio
Alunos do ensino fundamental piblico

)
()
( )Alunos do ensino fundamental particular ( )Alunos do ensino médio publico
( )Alunos do ensino médio particular

()

Outros:
8. Nos ultimos 4 meses, quantas vezes vocé utilizou softwares em sala de aula?

9. H& quanto tempo vocé utiliza softwares em sala de aula?
( )H& 6 meses
( )HA 1 ano ( )H& 2 anos

( JHA mais de 2 anos
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10.

11.

A.1.

Como vocé adquiriu o software?

( )Gratuito ( )Assinatura (pago)

Sua escola oferece algum incentivo ou condigoes para a utilizagao de softwares edu-
cacionais em sala de aula?

()Nao ()Sim

4 Sobre o Objetivo Geral do Treinamento

. Em relacao a aplicabilidade a sua realidade profissional, o encontro foi:

( )Regular ( )Satisfatorio ( )Otimo ( )Excelente

O equilibrio teoria/pratica sobre a aplicacdo dos softwares educacionais foi:

( )Regular ( )Satisfatorio ( )Otimo ( )Excelente

Com o treinamento, meus conhecimentos sobre a obten¢ao de novos conhecimentos
e aplicacao de softwares educacionais foi:

( )Regular ( )Satisfatorio ( )Otimo ( )Excelente

Como vocé acha que seria o rendimento dos seus alunos, usando o software para o
ensino de fungao afim ou fun¢ao do segundo grau?

( )Insuficiente ( )Otimo

( )Regular ( )Excelente

() Bom ( )Nao trabalha com essa matéria

Como vocé acha que seria o rendimento dos seus alunos, usando o software para o
ensino de geometria, espacial?

( )Insuficiente ( )Otimo

( )Regular ( )Excelente

() Bom ( )Nao trabalha com essa matéria

. Vocé pretende aplicar o que aprendeu em sala de aula?

()Nao ()Sim

Obrigada pela colaboragao!
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