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Resumo

Nestalltima decada, ocorreu um aumento aa¢l na produgo de materiais audiovisuais
(documerdrios, animages, filmes e curtas) relacionados com Mditoa e Estastica. Com
0 objetivo de potencializar o escopo diito para &m da simples exibép, um grupo de profes-
sores, alunos de grad@axe ps-graduago tem catalogado osdeos dispoiveis e elaborado
material de apoio no formato de roteiros pelo projeto Cineclube de Mditzare Estastica da
Universidade Federal Fluminense. Esta dissadagpntribui, erdo, para esse projeto ofere-
cendo dois roteiros detalhados para uso em sala de auldeEswelacionados com a tatica
de riumeros e medidas: “@o Longoé Um Pedaco de Barbante?” e “Aldica dos Nimeros
Primos”. Cada roteiro inclui, entreavias informades, indicages de objetivos de aprendiza-
gem que, em nossa opdw, podem ser alcancados por intédio do vdeo e, tambm, uma
proposta de quedts que podem ser trabalhadas imediatamerite agxibi@o de cadaideo.
Mais do que um texto definitivo, espera-se que 0s roteiros sirvam como ponto de partida para
que o professor faca adapies e modificalies de acordo com as necessidades e caistatas
de sua turma. Nosso trabalho apresenta &amalguns recortesdecos que procuram fornecer
perspectivas diferentes sobre o papel da narragiamytelling) na sociedade humana. O obje-
tivo & tentar enquadrar os motivos pelos quais itle® (uma forma poderosa de narrativa que
une imagem e som) se constitui em um instrumentatdid para o ensino e a aprendizagem da
Matemética e da Estatica.

Palavras-chave: ensino e aprendizagem de Matieee Estastica, uso de Meos em sala
de aula, narrativastorytelling, imeros, medidas.



Abstract

In the last decade, there has been a remarkable increase in the production of audiovisual
materials (documentaries, animations, films and short films) related to Mathematics and Statis-
tics. With the aim of potentializing the didactic scope beyond the simple exhibition, a group of
professors, undergraduate, and graduate students has cataloged the available videos and elab-
orated support material in the format of guidelines by the Film Society of Mathematics and
Statistics Project of the Fluminense Federal University. This dissertation contributes to this
project by offering two detailed guidelines for classroom use of videos related to the theme of
numbers and measurement: “How Long is A Piece of String?” and “The Music of the Primes”.
Each guideline includes, among various information, indications of learning objectives that, in
our opinion, can be achieved through the video and, also, suggestions of questions that can
be worked out immediately after each video is exhibited. More than a definitive text, it is
expected that the guideline serves as a starting point for the teacher to make adaptations and
modifications according to the needs and characteristics of his/her class. Our work also presents
some theoretical highlights that seek to provide different perspectives on the role of narrative
(storytelling) in human society. The goal is to try to frame the reasons why a video (a powerful
form of narrative that unites image and sound) constitutes a didactic instrument for the teaching
and learning of Mathematics and Statistics.

Keywords: teaching and learning of Mathematics and Statistics, use of videos in the class-
room, narrative, storytelling, numbers, measurement.
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1 Introducao

1.1 Nossa proposta

Nestalltima década ocorreu um aumento aeél na produgo de materiais audiovisuais
(documerdrios, animages, filmes, curtas) relacionados com Maiioa e Estastica: videos
da TV Escola do Minigtrio da Educa®o; documeritrios da BBC (British Broadcasting Corpo-
ration) e PBS (Public Broadcasting Service); édiss da érie “Istoé Matenatica” apresentada
por Rogerio Martins; o canal “Numberphile” no YouTube com suporte do MSRI (Mathemati-
cal Sciences Research Institute)deos educacionais TED-Ed; curtas dasies “Dimensi-
ons” e “CHAOS” idealizadas e produzidas ptienne Ghyz e colaboradores; alguiigaos de
“Os Simpsons”; apenas para mencionar alguns (Figura 1.1).

VIDEOMAT
FESTIVAL .-

Lk TR 9® <

polemdtes  LUNICAMP

ensions
e pr miathEnat ue. .

TALKS

- A b o 8
9 : MATEMATICA
i "-’.'." e &) Springer X E I

IDEASY/OHTISPREADING

Figural.1l: Algumas iniciativas na prodag de materiais audiovisuais relacionados com Ma-
tematica e Estastica.

Nesse contexto, com o objetivo de potencializar o escopatida para &m da simples
exibicAo coménfase nos aspectos matinos e estaticos, um grupo de professores, alunos
de graduago e ps-gradua@o tem catalogado oddeos dispoiveis e elaborado material de
apoio no formato de roteiros pelo projeto Cineclube de Mat@ra e Estastica da Universidade
Federal Fluminense. Cada rotegalividido nas seguintes <&gs:

¢ Ficha catalografica: faixa de classificép efiria; idioma dcaudio e das legendastutlo
original; ggénero; durago; produtora e ano de prodig; Hpicos materaticos abordados;
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nivel escolar sugerido; interdisciplinaridade; marcadores; campits e habilidades do
ENEM em Matenatica e Suas Tecnologias.

e Imagens selecionadas: seis imagens que permitem ao professor, visualmente, ter uma

ideia do estilo do \deo e, tambm, de seu contelo.

e Sinopse: uma breve descéig do contado do vdeo senspoilers(istoe, sem informages
gue poderiam estragar a apreéaglo \ideo).

e Alguns objetivos com os quais esseideo pode ser usado: um pagrafo indicando
alguns objetivos de aprendizagem que, em nossaampipodem ser alcancados por in-
termédio do vdeo.

e Sensibiliza@o: um texto e uma ou duas imagens que podem ser usadas para confeccionar

um cartaz de divulg&p do ideo na escola.

e Sugesbes de quedies gerais: uma proposta de quiEs que podem ser trabalhadas
imediatamente & a exibi@o do video.

e Sugesbes de quedies espéicas: uma proposta de quést que para serem respondi-
das, se faz necemso que trechos espiicos do udeo sejam revisitados (0s tempos dos
trechos 8o indicados no roteiro).

e Observages para o professar orienta@es didticas, desdobramentos, curiosidades,
materiais suplementares relacionados cordew.

e Outras informacgdes: bibliografia, agradecimentoséditos.

Cabe ressaltar que, mais do que um texto definitivo, espera-se que 0s roteiros sirvam como

ponto de partida para que o professor faca adaptae modificales de acordo com as neces-
sidades e caractisticas de sua turma.

1.2 Videos em sala de aula

O uso de Weos em sala de aul@aoé uma novidade.alnaépoca dos antigos videocassetes
a quesio era consideraffd Moran (1995), por exemploajapontava para os usos inadequados,
observades estas que continuam ainddigdas nos dias de hoje conideoson-line, em DVD
ou blu-ray e em formatastreaming:

¢ video tapa-buraco colocar vdeo quando & um problema inesperado, como @osa
do professor;

¢ Vvideo enrolag@o: exibir um vdeo sem muita ligap com a madria;

e video deslumbramento: o professor que acaba de descobrir 0 usadio\costuma

[@lAinda que, nest&poca, existisse relativamente pouco material disgbpara srea de Mate#tica.
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empola@r-se e passafideo em todas as aulas, esquecendo outrasrdoas mais perti-
nentes;

¢ Vvideo perfei@o: existem professores que questionam todosdsog posseis porque
possuem falhas de inforniag ou defeitos eséticos; r@o obstante, osigdeos que apresen-
tam conceitos probleaticos podem ainda ser usados para, junto com os alunos, descobrir
e analisar os erros existentes;

e 30 video: rao é didaticamente satisfaio exibir o ideo sem discuti-lo, sem integto
com o assunto da aula, sem reproduzir trechos com momentos mais importantes.

Outra refeéncia chssica d&poca dos videocassetegerés (1996). Neste livro, o autor:

e propde uma sistematizago para o uso didatico de videos: videolicao, videoapoio,
videoprocesso, programa motivador, programa monoconceifdab interativo;

e estabelece criérios para a utlizacao didatica do video: mudanca de estruturas pe-
daghgicas, o papel do professor, a forrdagdo professor frente a este tipo d&dia,

a rela@o didatica do ¥deo com outras idias, etc.;

e categoriza as diversas fun@es do ¥deo no ensino:fungao formativa/videodocumento,
funcdo motivadora/videoanimag, fun@o expressiva/criatividade e videoarte, faoc
avaliadora/videoespelho, fug investigativa, furgo ludica/o wdeo como brinquedo,
funcdo metalingistica, combina&o e interago das fun@es previamente citadas;

e da sugesbes piaticas e ecnicas para a exibigo do video: preparago antecipada do
local, disposi@o dos alunos de acordo com o tamanho da tela do televisor, problemas
técnicos frequentes;

e sugere abordagens peddgyicas as a exibi@o do video: comunicago esporénea
dos alunos, reflégo ciitica, pesquisa final e recapitula; nuvem de palavras, entrevista
com um especialista, gravag de pesquisa de opat publica, manipulago de objetos,
palavras-chave, resumo objetivo, recontar abhigtem grupo, desenho livre, desenho
em quadrinhos, escrever uma carta, comuidicagn duplas, interpelag em duplas, ex-
pres§o corporal, cartazes e trabalhos em grupo, fotografia do ambiente, efabdeac
um dossg, tribunal e julgamento, criag de um mural, realizag de uma colagem, Phil-
lips 66, primeira exibigo muda (sem som), interriugog da exibi@o, exibi@o invertida,;

e sugere \arias pautas para avaliagio do video sob o ponto de vista diético: tema, ob-
jetivos, formula@o didatica, estrutura, roteiro didico, formula@o audiovisual, imagem
como valor &cnico, faixa sonora como val@dadnico, interago dos elementos.

Desde er#o, \arios trabalhos sobrddeos no contexto escol&@mn sido produzidos. Para
o leitor interessado, indicamos: Polster e Ross (2012), Sklar e Sklar (2012), Machado e Mendes
(2013), Napolitano (2013, 2015), Mag (2015), Pellicer (2015), Reiser (2015), Santos (2015),
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Bulman (2017). Indicamos tan@én quatro pginasWEB especializadas na Matética dos
filmes: Mathematics in Movieq <http://bit.ly/20uJOUU>} mantida por Oliver Knill, do De-
partamento de Mateatica da Universidade de Harvard (nos EUMatenéticas en El Cine

y en Las Series de T.\khttp://bit.ly/2yPI8Aa>), mantida por Jds Mafa Sorando Muas

(na Espanha)MMDB-The Mathematical Movie Databagehttps://bit.ly/2HuUrRY8>) man-

tida por Burkard Polster (Monash University) e Marty Ross na Alisire Mathematical Fic-

tion <https://bit.ly/1kcpcAR>mantida por Alex Kasman (College of Charleston) nos Estados
Unidos.

Entre as iniciativas governamentais do uso idiegs em sala de aula, destacamos o projeto
“O Cinema VaiA Escola — O Uso da Linguagem Cinematafita na Educdp” da Funda&o
para o Desenvolvimento da Eduéacdo Estado ded& Paulo. De acordo comsite oficial
(<http://bit.ly/20nYXQqT>), o projeto procura subsidiar a redéhtica de ensino com mate-
riais, equipamentos e acervos @idos, fornecendas escolas de Ensinoédio um conjunto
de filmes de diferentes categoriaséngros, em DVD, acompanhado de materiais de ag@oio
pratica pedaggica. Os Wdeos &o principalmente proddes cinematogficas do circuito co-
mercial e os materiais de apoio incluem roteiros no formato RE#tp://bit.ly/2F3hPMu>}
e, tami@&m, Mdeos tratando do universo doslgos (<http://bit.ly/200rDA8>). Nao obstante,
observamos que, neste projeto, temas relacionados com a Meteesio ausentes.

Por fim, registramos que o Whittier College nos Estados Unidos oferece uma disciplina
de graduago, NTD 231 -Numb3rs in Lett3rs & Filmsque explora a con@&o entre a Ma-
tematica e as Artes criativas escritas/teatrais. Segundoatogat da instituigo (<https://goo.
gl/j5wtX4>), nessa disciplina, os alunos leem &og assitem a filmes nos quais 0s conceitos
matendticos fornecem a estrutura ou desempenham um papel central na peca criativa. Os alunos
tamtem estudam oHpicos materaticos relacionados a esses trabalhos para entender melhor
a inten@o do autor. Detalhes da iniciativa podem ser encontrados no artigodDhfalifozek
(2015).

1.3 Concep@o e divisio deste trabalho

Estetexto esh dividido da seguinte maneira: no Gao 2 descrevemos algumas perspec-
tivas relacionadas com o conceito de narratst@rftelling) na intengo de tentar enquadrar
0s motivos pelos quais umdeo (uma forma poderosa de narrativa que une imagem e som) se
constitui em um instrumento datico para o ensino e a aprendizagem da Mataa. Os ro-
teiros de dois Mdeos (nos moldes descritos na@e@nterior) &0 apresentados nos Gagos 3
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e 4. Experencias de uso doddeos e dos roteiros junto com algumas consideraginais 80
o tema do Caijtulo 5.

Os Cajptulos 1, 2 e parte do 5 foram redigidos de forma conjunta a partir de adosn
realizados pelos mestrandos que trabalharam com a mesma metodologia acerca ddiaso did
de videos: Ande de Carvalho Rapozo, Fabiana Silva de Miranda, Hamanda de Aguiar Pereira,
Karla Waack Nogueira, Keyla Lins Bruck Thedin, Luis Edmundo Carlos Pinto Dantas, Oswaldo
dos Santos Azeredo Coutinho e Rodrigo Pessanha da Cunha. d&3ap, 4 e parte do Bt
reda@o individual: mestrandos diferentes trabalharam com assuntos diferentes (Probabilidade
e Estaiistica, Numeros e Medidas, Linguagem égica Matenatica, Fractais e Caos, etc.).

Por fim, indicamos que as respostas das @esgpropostas nos roteiros podem ser obtidas
mediante solicita@o para 0 e-makamec7a@gmail.com>
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2 Narrativas: Um Panorama

Nestecagtulo, apresentamos alguns recortes que procuram fornecer perspectivas diferentes
sobre o papel da narrativatérytelling) na sociedade humana. O objet@/tentar enquadrar
0s motivos pelos quais umdeo (uma forma poderosa de narrativa que une imagem e som) se
constitui em um instrumento ditico para o ensino e a aprendizagem da Matara. Como
aponta Gottschall (20133torytellingé como gravidade: ekesta forca poderosa e abrangente
gue permeia nossas vidas e que acabamosjugperceber por estarm@sothabituados com ela.
Videos (tema de nosso trabalho), quadrinhos, contos, piadabofas (incluindo as religiosas),
novelas, misicas, pecas de teatroideo gamesao, todos, formas de narrativa que nos cercam
e nos ensinam.

2.1 Narrativas e A Historia da Humanidade: Harari

Harariem seu livro “Sapiens: Uma Breve Hisia da Humanidade” coloca o papel impor-
tante que a narrativa teve na evd@ochisbrica dos seres humanos. De acordo com o autor,
foi 0 surgimento da ficgo que permitiu a cooperag humana em grande escala: um grande
numero de estranho® pode cooperar de maneira eficaz se acreditar nos mesmos mitos, ou
seja, hisbrias que existem na imagirég coletiva das pessoas. Formigas e abelhasaamplo-
dem trabalhar juntas em grandésmweros, mas elas o fazem de uma maneira um tagitter e
apenas com parentesogimos. As religbes, as ndies, o dinheiro, as leis, as culturas e as mar-
cas §0 apenas alguns exemplos de realidades imaginadas que foramidasstriortalecidas
baseadas em mitos partilhados. Uma realidade imagirémi@ mma mentira. Pelo coittio, &
algo em que muitos acreditam e por ess@oaexerce inflancia sobre o mundo, molda com-
portamentos e preféncias. A imensa diversidade de realidades imaginadas qsapns
inventaram e a diversidade resultante de peside comportament@s os principais compo-
nentes do que chamamos “culturas”. A partir da Rev@duCognitivé!, as narrativas hiéticas

lBlsugimento de novas formas de pensar e se comunicar, ocorrida entre 70 e 30 mil asoguampode ter
sido causada por mutaes gesticas acidentais que mudaram as c@esxnternas dosapiens, possibilitando que
pensassem de uma maneira sem precedentes e se comunicassem usando um tipo de linguagem totalmente novo.
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substituemas narrativas bidlgicas como nosso principal meio de explicar o desenvolvimento
doHomo sapiens.

Uma breve

histéria da

humanidade
)

Saplens

Yuval Noah Harari

P

Figura2.1: Capa do livro de Harari (2015).

2.2 Narrativas e A Neurociéncia: Zak

Umaoutra explicago para a afinidade humana catorytellingse ca no campo da neu-
rociéncia com a subahcia oxitocin®! (um tipo de horndnio). Um dos principais pesqui-
sadores destareaé o neurocientista americano Paul J. Zak, fundador do campo de estudo
“neuroeconomia”.

O estudo do Dr. Zak busca entender um pouco mais sobre os efeitos da oxitocina. O que
se sabia deste hodmio & que ele induzia as conti@&s no parto e a prodag de leite na
amamenta@o, aém de ser liberado por ambos os sexos durante o ato sexual. Mas as perguntas
que ele se fez foram: "Por que os homens tamia produziam?”e "Qual era exatamente a sua
importncia?”. Sua busca por respostas resultaram no livro “Abdh da Moralidade: As Sur-
preendentes Descobertas sobre A Sarisa que Desperta O Melhor end$!. Ele tamigm tem
divulgado seu trabalho por meio de palestras, commweo/TED “Confianca, Moralidade — e
Oxitocina” (<https://goo.gl/PmzKve).

[l Algunsautores escrevem ocitocina no lugar de oxitocina.
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"1 MOLECULA
DA MORALIDADE

A§ SURPREENDENTES DESCOBERTAS . SOBREA

SUBSTANCIA QUE DESPERTAD . MELHOR EM NGS

| TEDGlotsal 2011

Paul Zak: Confianga, moralidade — e ocitocina

e PAUL ZAK

» 4 B 2

Figura2.2: Zak, seu livro e sua palestra TED sobre a oxitocina (2015).

O laborabrio de Paul Zak foi o primeiro a descobrir que a oxitocina neura@aé sinteti-
zada no érebro humano e que essa Bmlla motiva a reciprocidade, igpmesmo sem contato
visual, face a face, o hor@nio da oxitocina parece sinalizar que o ow#rfamiliar e confavel.
Esse pequeno pégio sintetizado no hipélamo dos erebros dos maiferos pode ser iden-
tificado por meio das alter@ges no exame de sangue que refletem as aftesaga produio
cerebral.

Em seu trabalho “Why Inspiring Stories Make Us React: The Neuroscience of Ndrrative
(“Por que Hisbrias Inspiradoras Nos Fazem Reagir: A Neugacia da Narrativa”, trad@p
nossa) de 2015, Zak fez experimentos para verificar como o tipo de narrativa delemn v
se correlaciona com a libef@g de oxitocina e como a libef@g de oxitocina se correlaciona
com o grau de ate@p de um indiiduo. A medi@o do nvel de oxitocina foi feita por uma
afericdo indireta a cada nékimo de segundo via eletrocardiograma no nervo vago (descobriu-
se que esse nervo asepleto de receptores de oxitocina). @eh de atengo foi medido pela
acelerago do batimento cardco e pelo suor proveniente dégtiulasgcrinas na pele. Gigeo
exibido contava uma higtia com arco dra@tico envolvente: um pai que aparecia falando de
seu filho Ben com &ncer terminal e a sua tentativa de superar seus medos e foestizera
conseguir conectar-se ao seu filho e desfrutar de sua companhia pelos meses que ainda tinha.
O experimento verificou que a prod@g;de oxitocina e a ateag esho correlacionadas com
o grau de dramaticidade. Ao longo dos cem segundosiadiEoy observou-se que dvel de
aten@o aumentava e diminuia, com érebro ficando atenta hisbria para, em seguida, fazer
uma apida pesquisa do restante do ambiente @&cgmeorientar para a hisiaa medida que a
tensio aumentava. O pico de resposta da @erogorreu no @nax do vdeo, quando o pai de
Ben revela que seu filho ésmorrendo.

Paul Zak (2015) conclui: “Narrativas que nos levam a prestar ateagamem nos en-
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volvem emocionalmenteas as higirias que nos movem para adgag Istoé o que um bom
documendrio faz.” (tradu@o nossa). Assim, segundo o pesquisador, as narrativas convincentes
causam liberago de oxitocina e, portanto, eld@sm o poder de afetar nossas atitudes, crencas e
comportamentos.

2.3 Narrativas, Matematica e A Lingua Materna: Machado

Em sua palestra intitulada “A Narrativa em Matatica”, proferida na VIl Semana da Ma-
tematica / | Bienal de Mate#tica da Universidade Federal Fluminense em 2016, o educador
Nilson Jog& Machado analisa as correl@gs entre a ingua Materna (o Portu@s, em nosso
caso) e a Mateatica, mostrando como uma faz uso da outra a todo momento e o papel das
narrativas neste processo. NO que se segue, nessa spresentaremos algumas ideias apre-
sentadas pelo autor nessa palestra.

Machado inicia observando que inforndas soltas, em geral, perdem o seu valor, en-
guanto narrativas encadeiam inforrag e criam elos cognitivos que constroem os significados
mais marcantes, estabelecendo assim o conhecimento. Segundo Machadda eotrexXco-
nhecimento” e “narrativaé fio profunda que ambas as palavéas um Exico comumgnarus
(em Latim).

A ideia de narrativa, destaca Machado, surge dtodo entre as ideias de cadeia e de rede.
Na rede, tudo eétligado, articulado. O encadeameata ideia cartesiana que segue uma linha:
“se isso, erdo aquilo”. Atualmente, continua o autor, as pessoas tendem a dizer que as ideias
cartesianasa® ultrapassadas e que tudcaestn rede, p@m temos que pensar qué ahesmo
para falar precisamos de um encadeamento de ideias; dagontfo formamos sequer uma
frase. Quem conta uma hisia, encadeia, pois toda narrat&aim encadeamento.

Machado, em seguida, estabelece quemhecimento explito € aquele que, quando per-
guntados a respeito, respondemos imediatamente. Este tipo de conhecimento, acrescenta o edu-
cador, representa uma parte muito pequena de todo o conhecimento que adquirimos na vida.
A maior parte de tudo o que sabem@®ortonseguimos expressar claramente eéesigonhe-
cimento &cito. A narrativa combina os dois tipos de conhecimentdacitd (que ele chama
de “recheio da hiétrria”) e o expicito (queé a “moral da higiria”). Machado prossegue:

a informa@o sem narrativa se perde¢omo se fossem cenas isoladas. Infoieagsoladas de
nada valem. O queao vira uma higiria para contar, morrés preciso “linkar” as coisas, criar
um roteiro, para que elas (as informdag) permanecam na méra.

Machado destaca, &, a imporancia das méfforas na constr@p do significado: quando
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encontramosalgo que explica&o bem o que queremos, as coisas tornam-se claras de modo que
nao precisamos defini-las. De acordo com o pesquisadagiios tipos de narrativas: tanas

(que %0 as mais simples e polarizadas entre o0 “bem” e 0 “mal”), quaties(que 3o as que

tém dois eixos) e as muléifias (mais complexas, sem defimicexpicita de bem e mal, e que

sS40 mais parecidas com a realidade).

Machado apresenta, na séquia, \arios indcios de um “paralelismo” entre a Matatica
e 0s Contos de Fadas erimnua Materna.

e Contos de Fada$s, em geral, biarios, istog, polarizados (o “bem” contra o “mal”); em Ma-
tematica, & taml&m uma polarizao: ou uma sentenca matatica fechad& “verdadeira”
ou elaé “falsa”.

e A palavra “contar” tem, por um lado, na Matétita, a nogo de “enumerar” e, por outro, em
Portuges, ela traz a ideia de “narrar” (entre outros significados).

e Os Contos de Fadas comecam com “Era uma vez ...” e terminam com “E foram felizes
para sempre!”; em Mateatica, as demonstraes comecam com “Seja ...” e terminam com
“Como queramos demonstrar!”.

e A Matematica, assim como os Contos de Fadas, fazem forte uso de élestr&pr exemplo,
nao existem unigrnios nem @rculos no mundo real (amboaa objetos abstratos). Contudo,
frequentemente, a abstéana Materaticaé vista como algo muito complicado, enquanto
gue, nos Contos de Fadas, elaceita de forma mais natural.

¢ Os significados, tanto na Matética, como nos Contos de Fadas, devem passar por narrativas
coerentese preciso contar bem a hista, mesmo sendo ela uma demonsitagom comeco,
meio e fim.

Existem ainda outros aspectos comuns, complementa Machado: o tempo que tem que ser
presente na hiétia, mas que serve a qualquer tempo ou em quakp@ra; a micromotivap
que gera a macromotivag; a herme@utica que &o exclui a interpreté@p aberta; o gegrico
que trata do particular.

Por fim, Machado cita o filsofo brifinico Bertrand Russell, ao colocar que o papel principal
do professog evitar duas coisas na mente dos alunos: a primawaasnarrativas urarias,
aguelas nas quais se acredita que haja uniea verdade e quead origem a dogmatismos e
fanatismos; a segundasamarrativas birérias, que levam aos extremismos @mrmpermitirem
opges alternativas intermetias (para mais detalhes, ver a réfaria Russell (2009)).
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2.4 Narrativas e A Prova Matematica: Doxiadis e Mazur

O livro “Circles Disturbed: The Interplay of Mathematics and Narrative”, editado pelos
professores Apostolos Doxiadis e Barry Mazur, e publicado pela Princeton University Press,
em 2012, tem sua origem em uma coéfaia Mykonos, na @&cia, em 2005, com a formag
do grupo THALES + FRIENDS. O grupo foi criado com o objetivo de transpor “o abismo entre
a Matendtica e as outras formas de atividades culturais”. A segunda éowfar que ocor-
reu em Delphis, em 2007, e contou com maidoos, historiadores, fisofos, professores de
Literatura e um romancista especialista em Madera, focou em estudos sobre Matdioa e
Narrativa. Os trabalhos desta corfiecia tornaram-se a base para o referido livro, cjdot
remeteas palavras “Mo perturbe meudrculos!” atribiida a Arquimedes antes de ser assassi-
nado por um soldado romano em Siracusa.

C | R.GLESS SIS ST

The Interplay of M

Apostolos Doxiadis Barry Mazur

Figura2.3: Doxiadis, Mazur e a estrutura narrativa da M&ttoa.

O Captulo 10 do livro, “A Streetcar Named (among Other Things) Proof: From Storytel-
ling to Geometry, via Poetry and Rhetoric” (“Um Bonde Chamado (entre Outras Coisas) Prova:
Da Narrativaa Geometria, via Poesia e Rdta”), escrito por Apostolos Doxiadig,o cafitulo
mais longo da obra, ocupando mais de cé&mipas. Nele, o autor defende que a origem grega
da maneira de se fazer e escrever provas que usamos hojelesionada com a narrativa,

a narrativa pética e, sobretudo, com a deica forense. Doxiadis sintetiza agrias coneges
em um diagrama, conforme a figura a seguir. No diagrama, a flecha pliela denota in-
fluéncia direta e a pontilhada, indireta. A flecha cinza indicaémitias de doimio espeffico

nos dois dormios em que a prova teveiaio.

Os termos “narrativa” e “higria” sao frequentemente usados intercambiavelmente, mas
precisamos distingui-los, usando narrativa para denotar algo mais geral, ou seja, todas-as hist
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assao narrativas, mas nem todas as narratigasssbrias. O termo narrativa denota um modo
de comunicago cujo objetivoé representar uma @g bem como representar uma med@¢
simbdlica entre 0 mundo das @€s e o0 mundo das represei@@g mentais. De acordo com
Zacks, Tversky e lyer (2001), “narrativadsdiscursos que descrevem uradesde ages”, um
ponto de vista compartilhado por Doxiadis.

NARRATIVA
v .
PRATICA JURIDICA NARRATIVA GEOMETRIA
E POLITICA POETICA PRATICA

PROVA PROVA
RETORICA MATEMATICA

Figura2.4: rela@es de paticas culturais que deram origenprova matetica.

Por narrativa petica, o autor entende como aquela narrativa em prosa e verso desenvolvida
na GEcia Antiga nos @&culos VI e VIl a.C. da qual fazem parte as epopeias de Homero e
Hedodo. Tais formas de narrativa dominaram a cultura grega e suas catagsrserviram
para a formago das formas narrativas subsequentes.

De acordo com Doxiadis, o estilo arcaico de narrativa, especialmente aquele encontrado nas
epopeias, trabalha com uma comb#@agle mecanismos cognitivos inatos e abitos de uma
pratica de desenvolvimento cultural, unindo sentencas narrativas curtas com o objetivo de criar
uma representao viva na mente do leitor. Na Idade&aSsica, surge um novo estilo narrativo,

a tragedia, que d um novo format@ representap da ago por meio do uso da mimese (figura

em que o orador imita outrem, na voz, estilo ou gestos, em discurso direto). Doxiadis coloca que
“0 desenvolvimento conjunto da tragja e da rétricaé parte da higtria maior das mudancas
trazidas na vida das cidades-estados gregas pela transéarpeitica, da tiraniaa oligarquia,

para paticas mais participativas, a mais avancada das gquaisglemocracia”. Central para
essa transformag, continua Doxiadis,a® formas de discurso culturalmente desenvolvidas
cujo objetivoé a persuam. A rebrica, a arte da persuis, tamieém usa uma forma de prova,
diferente, mas@o em sua totalidade, da prova mahtica. Existiram s gneros de rérica na
Antiguidade Chssica: cerimonial, pitica e judicial. A rebrica cerimoniak usada em ocdses
festivas ou em exibiiges orabrias, a rebrica politica usada em assembleias e @rieh judicial
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usadapelos litigantes em uma corte judicial.

Por fim, a Geometria Rticaé aquela evidenciada na&gia Antiga, na qual as ferramentas
basicas se resumiai regua e ao compasso. Por volta do ano 900 a.C. podemos perceber
a evicencia de uma ferramenta semelhante a um compasso. Seria um pincel articulado que
foi utilizado para desenhar eémforas (vasos antigos). Vale ressaltar que muitas vezes uma
ferramenta criada para um determinado posfto, mas seus uatos a tornam mais sofisticada
do que para aquilo que fora criada. Esta obra artesanal acabou sendo o mesmo desenho utilizado
em muitas provas gedstricas realizadagsulos depois.

2.5 Narrativas e O Ensino de Matenatica: Zazkis e Liljedahl

Rina Zazkis e Peter Liljedahl da Simon Fraser University, no Canadcreveram o livro
“Teaching Mathematics as Storytelling” que trata especificamente do uso de naristtvgs (
telling) no ensino da Mateatica. O livro apresenta storytelling em Mat@ia como um meio
para se criar uma aula em que a Madtica seja apreciada, entendida e divertida. Os autores
mostram como envolver os alunos nas atividades n&tteas por meio da narrativas. O texto
apresenta arios tipos de narrativas que podem ser usadas em sala de aula: (1) narrativas que
proporcionam uma trama ou plano de fundo para os problemas étites) (2) narrativas que
se entrelacam profundamente com o cadtee que explicam conceitos e ideias; (3) narrativas
gue ajudam a resolver um problema ou a alcancar um melhor entendimento de uraa;solug
(4) narrativas na forma de problemas que pep quegies. AEm disso, os autores apresen-
tam um enquadramentoiéco para a criago de novas narrativas, ideias para enriquecer e usar
narrativas @ existentes, bem com@~sas €cnicas que tornam uma narrativa mais interativa e
invocativa para o leitor. O livr@, assim, de interesse para quem ensina Matieenou para
guem forma professores de Mat&tica.

Ao longo dos seus 12 céplos, o livro intercala justificativas e pondedas sobre o uso de
storytellingno contexto escolar. Destacamos 0s seguintes trechos:

e O valor de uma hiditria para 0 ensino esprecisamente no poder de engajar as é@®¢
dos estudantes e, de forma conjunta, suas imag@sago material curricular.

e O grande poder das histas esh em sua mis dupla: elas comunicam infornéa;de
uma forma memauvel e delineiam os sentimentos dos ouvintes sobre a inf@wongge
est sendo comunicada.

e Contar uma higtriaé estabelecer um significado e estabelecer signifiead@m condutor
no ensino da Mateatica, uma disciplina qué frequentemente percebido como uma
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‘Teaching Mathematics |
as Storytelling

Rina Zazkis and
Peter Liljedahl

Figura2.5: Zazkis, Liljedahl e o uso de narrativas no Ensino da Mat&a.

mera manipula@o de smbolos cujo significado estmuitas vezes longe de estar claro
para os estudantes.

e Usar hisbrias em sala de aula pode servir para muitos e diferente$gitop. Hisbrias
podem despertar interesse, ajudar na memdizagreduzir a ansiedade. Elas podem
criar uma atmosfera conféel e de suporte na sala de aula, bem como estabelecer um
relacionamento entre o professor e os estudantes.

e As escolas de hoje & mais acostumadas comward problemgproblemas com pala-
vras), primos distantes das boasiits. Contudo, uma atise mais cuidadosa desrd
problemsrevela que esses de fatamsio hisbrias engajantes, pois foram desprovidos
dos detalhes e emdes que ajudam a orientar os sentimentos dos ouvintes.

Os autores citam ainda os 10 bdnifs enumerados por Haven (2000) sobre o uso de narrativas
como ferramenta educacional:

e Storytellingé um elemento efetivo e poderoso no esfor¢o de melhorar e desenvolver todas
as quatro primeiras habilidades da linguagem (ler, escrever, ouvir e falar).

¢ Informagdes (tanto conceitos como fatogpanelhor lembradas e por mais tempo quando
apresentadas em forma de narrativa.

e Storytellingé uma ferramenta de ensino multidisciplinar efetiva e poderosa que perpassa
todo o curtculo.

e Storytellingmotiva positivamente os estudantes para o aprendizado.

¢ Narrativas focam a atedQ e o aprendizado dos alunos e os motiva a procurarem estudar
mais.

e Storytellingconstbi efetivamente a autoconfianca e a autoestima do estudante.
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Storytellingenvolve e desenvolve as habilidades ligadasnaginag@o ea criatividade
melhor do que qualquer outra atividade escolar.

Storytellingenvolve e entr&m.

Storytellingcria empatia e senso de conectividade.
Storytellingmelhora as habilidades de&ise e resolu@o de problemas.

Storytellingcria conees valiosas com a comunidade e com a herancga familiar.

2.6 Narrativas e Propaganda

Comocoloca McSill (2013), desde tempos imemoriais, @eadf! é utilizada como ins-
trumento para ensinar, informar, entreter, reforcar crencas, dominar e, como se chama hoje,
“fidelizar o cliente”. Estudiosos darea danarketingcolocam a narrativa como uma das pedras
angulares da boa propaganda: se propagaralalma do ndurio, enfo narrativeé a alma da
propaganda.

Embora seja um livro destinado aolgico de propaganda, Xavier (2015) discute as impli-
cages educacionais dgorytelling:

Pergunte a um professor qualkseu maior problema no exéeo do magistrio.
A resposta mais ouvida certamente &er bindbmio desinteresse/desatéog
[...] Tudo comega com ate&@, sem a qual o restante se inviabiliza. Se logo
apbs a atendo inserirmos algum grau de afetividade (ou, se preferirmos, de
emo@o), estaé aberto o caminho para uma identidade mais profunda entre
comunicador e pblico. [...] A maneira de cumprir esse ifl percursoé
contar uma boa hiéiria, que prenda a ate@p, envolva com emag, crie
lacos profundos com o(blico, una todas as pontas em um relato compre-
ensvel, seja apreciada e lembrada.

(Xavier, 2015)

Nestecontexto, Xavier (2015) coloca o papel fundamental da narrasieaygelling) em
capturar e conduzir os capitais emocional, cultural e de ateng

Aspessoas edb a procura de coneédes novas e emocionais. Elas procuram
algo para amar [...] ® existe uma forma de prosperar como profissional
de marketing na Economia da Ateém; parar de correr aths de modismos e
dedicar-se a estabelecer coies consistentes e emocionais com 0s consumi-
dores.

(Xavier, 2015)

Ao leitor interessado em mais detalhes sobre a §oesa narrativa n@mbito da propa-
ganda, recomendamos, portanto, a leitura dos livros Xavier (2015) e McSill (2013).

[Cl Aqui, estamos usando “ésta” seguindo o uso do pprio McSill (2013), mas o significad® o0 mesmo de
“historia”. De fato, atualmente, os dois terméstsido usado como $nimos.
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3 Quao Longoé Um Pedaco de
Barbante?

Faixa de classificéip efria: Livre [} (IMDb).

Audio: Inglés.

Legendas: Portudgs.

Titulo original: How Long is A Piece of String?
Género: Documeatio.

Durag@o: 55 minutos, aproximadamente.

Produtora e ano de prodag: BBC Two-Horizon (2009).

Topicos materaticos abordados: MediQ; Unidades de Medida; Hsia da Matenratica; Pro-
gres®es Georatricas; Fractais.

Nivel escolar sugerido: Ensino Fundamental Il; Ensiredi; Formago de Professores.
Interdisciplinaridade: Bica; Biologia; Qimica e Filosofia.

Marcadores: BBC; Medidas; Documarnb; Hsica Quantica; Fotosisitese; Extton; Fractais;
Modelagem.

Compeéncias e habilidades do ENEM em Mat&tina e Suas Tecnologias: H10, H12, H14,
H15.

Link para o arquivo da legenda:https://goo.gl/20C88J>

Pagina web oficial:<http://www.bbc.co.uk/programmes/b00plfac

Imagensselecionadas
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Sinopse

Tudo comeca quando o comediantedmito Alan Davies quer medir o comprimento de um
pedaco de barbante. Mas, 0 que parecia ser uma tarefa simples, logo se torna uma jornada
filosbfica cheia de surpresas. Com a ajuda de professores de Mtz de Ksica, ele acaba
descobrindo que medir “exatamente” um pedaco de barbante leva aapissbre a ppria
concepé@o da realidade.

Alguns objetivos com os quais essddeo pode ser usado

Essevideo pode ser usado para levar os alunos a perceberem os aspectos e as nuances de mode
lagem que existem na quastde se medir o comprimento de objet@$chs reais: dependendo

de como o objet@ modelado de forma abstrata, teorias mat#ras diferentes com suas di-
ficuldades inerentesie neceswias. No caso do barbante, ele pode ser modelado como um
segmento de reta, como um fractal, como uma distrémuige probabilidade, ... Para o En-

sino Médio, o video tamiém pode ser usado para despertar o interesse pelo campsica F
Quantica.

Sensibiliza@o (para montar um cartaz)

Voce ja tentou medir com preés o com-
primento de um pedaco de barbante oL
uma linha? Na sua medig, vo@ pres-
tou aten@o ondeexatamenteo barbante
comeca e onde ele termina? ¥ooonside-
rou as reenéincias do barbante?
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No documerdrio Quao Longo € Um
Pedaco de Barbante?da BBC, que apre-
sentaremos, o comediante Britco Alan
Davies se depara com estas qlieste,
para tentar respoidas, ele embarca em
uma jornada filosfica por fractais, isica

guantica e buracos negros.

Orientacdes metodaobgicas gerais

e Voce, professor, @0 precisa aplicar todas as quiest aqui sugeridas. Dependendo do tempo
disporivel e da turma, escolhas ou modifidag devem ser feitas. Sinta-se livre par&f&s!

e Parecebbvio, mas vale o conselh@empreassista ao ieo antes de trabalhar com ele em
sala de aula.

e Antes de os alunos assistirem ddeo, sugerimos que eles leiam as qoestque s&o traba-
lhadas.

e Nossa expeé@ncia mostra que os alunos ficam sempre mais motivados quando as atividades
desenvolvidas fazem parte do sistema de avaatiag

e Dependendo do tempo disgeal em sala de aula, apenas partes dieo podem ser usadas.
Neste caso, contudo, recomendamos fortemente que os alunos assistdavantgiro antes
(em casa ou no contraturno, por exemplo), pois acreditamoé queto importante que eles
tenham uma percepo global da obra antes que qualquer atividade, digouss aalise se-
jam feitas em sala. Outra possibilidade, se o tempo for realmente ewal¢ixar que os alunos
assistam ao filme e trabalhem com as perguntas em casa para que, depois, em uma parte da
aula, discuddes, aalises e sistematizées sejam feitas.

Sugesbesde quesbes gerais

1. Na sua opirio, 0 ideo quer transmitir alguma mensagem? Qual?

2. Voce aprendeu algo novo com @deo? O qé?

3. Ao longo da primeira parte do documarib, com a companhia do matéatico Marcus du
Sautoy, o apresentador Alan Davies acaba conhecemitswinidades de medidas de com-
primento: ceritmetros, polegadasibitos, esidios, jardas, niinetros e metros. Na viagem
de trem para o Laboratio Nacional de isica, Marcus diz que, em termos de medidas,
importante ter algo que seja igual para todos. Por&gueportante estabelecer um paol?

4. Ao longo do documeatio, Alan Davies vai coletandoavias possibilidades para a medida
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do seu barbante. Tais possibilidades aparecem catoiog das @rias seges que compem
o documerdrio e elas e listadas na tabela a seguir. ¥@&bom de mei@ria? Identifique
em que contexto doigteo (com qual pessoa, qual local, qual siiggca medida indicada
apareceu.

Quaolongoé o pedaco dbarbante? Conteto

32cm
9 polecadas
18 dedos
319,442mm
infinito
1 000 000 000 déatomos
Alan Davis

o fim domundo

. Com quais argumentos o matatico Marcus du Sautoy tenta convencer Alan Davies que
o barbante pode ter comprimento infinito?

. Qualé a principal dificuldade que a professora dsida Becky Parkeré na tarefa de Alan
Davies em medir o comprimento de seu barbante com @i@2is

. Qualé a principal dificuldade que o professor dsi€a Quantica Seth Lloyd & na tarefa de
Alan Davies em medir o comprimento de seu barbante com pi&Eeis

. Do que voé mais gostou no filme?

. Se voeé fosse o diretor deste documanb, vo@ faria algo diferente? O @

Sugesbesde quesbes espéificas

. Quando o apresentador Alan Davies vai pela primeira vez ao gabinete doatiateMar-

cus du Sautoy para saber q@ab comprimento do seu barbante, Marcus pergunta se Alan
guer a resposta em cémietros, polegadasiibitos ou estdios (03:46-03:53). Supondo que

o barbante tenha 32 cm de comprimento, converta 0 seu comprimento para poldagaittzs, ¢

e eshdios admitindo que lUbito = 20,64 polegadas, 1 polegada = 2,54 cm e adést=

192,3 m.

. No trem, indo para o Labo@io Nacional de isica, Alan Davies, num tom descoritia,

pede ao garcom que use outro recurso de rdedia estimativa: Alan pergunta ao garcom

0 quanto ele acha que mede o pedaco de barbante e 0 mesmo responde 9 polegadas. Alan
afirma que ele errou e diz que o pedaco mede aproximadamente 12 polegadas (06:22-06:40).
Supondo que o barbante tenha 32 cm de comprimento e admitindo que 1 polegada = 2,54
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cm, qual foi o erro percentual da estimativa do garcom (9 polegadas)? Qual foi erro per-
centual da estimativa de Alan (12 polegadas)? Qual foi o erro percentual da estimativa de
Alan para o erro percentual do garcom (25%) considerando-se que o barbante tenha 32 cm de
comprimento? Lembre-se:

valor de refegéncia— estimatia
erro percentuak — -100.
valor de refegéncia

. No Laborabrio Nacional de sica, Alan Davies compara o seutito” com o d@bito guar-

dado no labord@trio e Marcus du Sautoy brinca dizendo que A&aam “homem efpcio”
(07:40-07:50). O que ele quer dizer com esta brincadeira?

. No Laborabrio Nacional de ksica, Marcus du Sautoy afirma que atualmente o metoen

mais definido por uma barra de liga rakita (09:33-09:50). Segundo o docun@it, Como

0 metroé definido atualmente?

. No Laborabrio Nacional de sica, a barra que define a jarda gEmltrazia a seguinte inscég

em si: 36 IN. 68F (36 polegadas a 68 graus Fahrenheit) (07:54-07:57). Converta 68 graus
Fahrenheit para graus Celsius. Por que este registro de temperatura résiflvguogtante?

. Para explicar no que consiste o floco de neve de Koch, o professor Marcus du Sautoy, na
areia, desenha primeiro umarigulo equétero cujo pdmetroé 27 metros. Em seguida, ele
divide cada segmento que co@go pemmetro da figura em &s segmentos iguais e, sobre

0S segmentos intermexdios, ele desenha novosangulos equédteros menores. Ele repete
engo este procedimento algumas vezes (15:16-19:45). Preencha a tabela a seguir. calculando
0 peiimetro, aarea e o fimero de @rtices da figura nas iterdgs 1, 2, 3, 4 e, de maneira geral,

para uma itera@on arbitraria. O que acontece com esses valores quafida arbitrariamente

grande?
Iterac@o Figura Peiimetro Area NUmero de \értices
1 27m 81v3 m? 3
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7. No final do documeiatrio (quando os éditos finais &o exibidos) (58:12-58:18), o famoso
barbante do documerio € guardado, com honras, no cofre do Labaniat Nacional de
Fisica junto com o @bito, “a jarda definitiva” e a barra do metro. Se o barbante for usado
como unidade de medida, qual@erseu comprimento nesta unidade?

Obsewvacdes para o professor

e Recomendamogue a Questo Geral 4 seja trabalhada de forma coletiva com sua turma pois,
assim, os alunosao se ajudar mutuamente a lembrar dos contextos de caaesegrofes-
sor tea a oportunidade de realizar um pequeno resumo do docarnent

e ApoOs a exibi@o do filme, sugerimos que se discuta com os alunosadesvaspectos (fi-
losbficos, socioculturais, tecrmjicos, hisbricos, ...) associados ao conceito de maalic
Por exemplo, o que significa medir algo? Por que medmportante para nossa sociedade?
Por queé importante ter um paélo de medidas? Outro ponto que deve ser destagado
a quesio da modelagem matética do pedaco de barbante: dependendo de como o pedaco
de barbanté& modelado (segmento de reta, ou fractal, ou distrémude probabilidade, como
sugerido pelo documemtio), teorias mateaticas diferentes (com suas dificuldades ineren-
tes) §i0 neceswias. Para subsidiar e ampliar estas disoesssrecomendamos as réfiecias
da Silva (2010) e Crease (2013).

e Quase no fim do documearto (57:25-57:53), ao reencontrar Marcus du Satoy, Alan Davies
confessa que, depois de sua jornadadilics, ele @o sabe qua o comprimento do barbante.
Seus alunos podem ficar com um sentimento parecido: afinal, como medir e que valor escolher
para a medida? Aqui concordamos com o professor da Silva (2010): “Uma boa medida nem
sempre2 a mais precisa, mas sim a menos precisa que satisfaca a finalidade deorhedic

e Notrem, indo para o Labor@atio Nacional de isica, Marcus du Sautoy diz a Alan Davies que
sua casa de seifilgitos seria maior do que a dele. Alan@mtetruca: “Seisithitos de altura?

Eu rdo vou ser capaz de chegaporta.”. Entretanto, essa afirndacnos parece equivocada

pois, se utilizarmos olhito romano (ou mesmo aibito de Alan Davies), podemos verificar
facilmente que a porta teria, pelo menos, 2,6 m de altura e que uma pessoa passaria sem
grandes dificuldades.

e Realmente precisamos de medidas precisas? Segundo o lbaisoNsdcional de isica do
Reino Unido:

Medigbes exatas de comprimentacsexigidas em todo o mundo. Grande
parte da prodw#o industrial e das modernas tecnologias éstseada em
medig@des de comprimento. Do enroscar de um parafuso numa pgarpagas
precisas do motor de um carrceas mirisculas partes de um microchip,
tudo requer uma exata escala internacional de comprimentos. Essa neces-
sidadeé o que l de mais importante na economia globalizada, como pode
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serreconhecido no exemplo de uma junta hométisa fabricada no Rio
Grande do Sul e usada na fabrigagle um carro no Jap. No comeco do
século XX, 1.207 diferentes combin@es de porcas e parafusos que deve-
riam ser do mesmo tamanho foram testadas, mas somente 8% delas encaixa-
ram-se de forma suficientemente a@e#tl quando aparafusadas.

(NPL; Bernardes, 2012)

e Existeum ramo da (Bncia dedicad@ arte de medir e interpretar as mdédis realizadas:

a Metrologia. Segundo da Silva (2010): “[Ela] abrange todos os aspeotiasotee paticos
relativosas medifes, qualquer que seja a incerteza, em quaisquer campodndsacbu da
tecnologia.”. No exterior, existem cursos de gradwaem Metrologia. No Brasil, apenas
cursos de ps-graduago (especializap, mestrado e doutorado).

e No documerdrio, o dibito (tami&m denominado@vado) foi definido como a medida do
cotoveloa ponta do dedo adio (05:37-05:44). Segundo Stone (2014), o termbito &
derivado da palavreubitus(cotovelo, em Latim) e, como unidade de medida de comprimento,
ele tem sido usado desde a Idade Antiga, passando pela |dedie,Mé os tempos atuais
(em alguns poucos lugares). Outras debdeg;similares foram usadas (a medida do cotovelo
a base da @, a medida do cotovelo a um ponto entre o polegar e o dedomem uma rao
esticada), o que dificulta uma desa@agprecisa da medida de urakito. De fato, a medida
de um dbito varia com a hiétria e com a re@io: temos os hitos edpcio real e comum,

0 romano, o0 grego, o ds®, 0 sunerio, o da Bblia Cris&, etc. A tabela a seguir, extda de
Stone (2014), lista alguns valore®dios de reféncia para os diferenteélmitos.

Culbito Polegdas Metros
Romano 17,48 0,444
Egdipcio (comum) 17,72 0,450
Grego 18,23 0,463
Asdirio 19,45 0,494
Sunerio 19,76 0,502
Egipcio (real) 20,62 0,524
Talmudista 21,85 0,555
Palestino 25,24 0,641

O cubito real egpcio, cuja medida varia entre 523 mm e 525 n&ngividido em 7 palmos
com 4 dedos cada, totalizando assim 28 deddsaidda, no @bito, indica@es das fraes
unitarias 1/2, 1/3, ..., 116 de um dedo (figura a seguir). Note que estas sulidigigio
sa0 explicadas no documenio e, ainda assim, no trecho (07:43-07:48ghindicago de que
o pedaco de barbante de Alan Davies mede 18 dedos.
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Figura:clbito edgpcio (o dibito da imagem superior, do Museu do Louvre, pertenceu
a Maya, supervisor do tesouro do fareutané@mon).
Fonte: Wikimedia Commons.

O hierografo para o @bito tem a forma de um braco com a palma virada para ke,
comopodemos ver na fotografia a seguir da peca 1 da Pedra de Palermo.

Figura:peca 1 da Pedra de Parlemo.
Fonte: Wikimedia Commons.

e O floco de neve de Koch foi idealizado pelo ma#gimo sueco Niels Fabian Helge von Koch
(1870-1924) em 1904 para dar um exemplo de uma curva que fos$eumgnmhas ao dife-
rencivel em ponto algum e cuja constawcusasse elementos simples de geometria.

Figura: Niels Fabian Helge von Koch (1870-1924).

Fonte: Wikimedia Commons.
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As propriedades dos fractais, como o floco de neve de Koch, permitem a caosirigntenas
com um desempenho de bom para excelente na racepe muitas freggncias diferentes
simultaneamente.

Figura:antena fractal inspirada no floco de neve de Koch.
Fonte: jthoward66@ YouTube.

Para uma introdu@o simples sobre fractais, recomendamodde® “Fractais: Recriando
O Universo” da érie portuguesa “Isté Matenatica”: <https://goo.gl/Jfuwss>Para uma
abordagem mais aprofundada em sala de aula sobre este assunto, recomendamos o livro (Bar-
bosa, 2005).

e O INMETRO traduziu e adaptou um conjunto de 7 cartazes produzidos pelo Lt ida-
cional de ksica no Reino Unido (o mesmo que aparece no doclamehfjue apresentam, de
forma resumida, informdgs relacionadads grandezas de base do Sistema Internacional de
Unidades (SI): comprimente<ttp://goo.gl/aAPVGr+), massa €http://goo.gl/SbNfcw>},
eletricidade &http://goo.gl/oP2EbMY; luz (<http://goo.gl/RLwh3F 3, tempo khttp://goo.
gl/rFGtxC>), temperatura<http://goo.gl/LIA]9B>) e incerteza<{http://goo.gl/BshpGw}-

e O experimento realizado no labobab de fisica no Imperial College London sob a orierdac
do Dr. Johnny Hudsoi denominado “Experimento de Inte@ecia de Young” (ou “Expe-
rimento da Fenda Dupla”). Ele foi usado para demonstrar a natureza angutaguantica
da luz e, no documeatio, 0 experiment@ usado para convencer Alan Davies queipalds
podem estar emarios lugares ao mesmo tempo. Para mais detalhes, recomendamos a lei-
tura dos Caftulos 6 e 10 de Crease (2013), que considera este experimento como um dos 10
mais belos experimentos ci@itos. No contexto dai$ica quantica, recomendamos a leitura
do artigo (Pessoa Jr., 1997) que traz uma intradugonceitual ao assunto e o Gajp 6
(Probabilidade e Incerteza: A \&e Quantica da Natureza) do livro (Feymann, 2012).

e Apesar do documeatio rio menciona® importante destacar o importante papel que a Teoria
das Probabilidades desempenha 1s&cé quantica, oferecendo a linguagem e oétados
necesarios para descrever a caraciéica “indeterminista” do universo gatico:

A med@nica qéntica era diferente de todas as teorias com quiesc®$ ha-
viam se deparado antes. A diferenca pode ser ilustrada pela co@pa@c
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comportamentale um corpo grande macrd@gigco, com o de um muito pe-
gueno. Por exemplo, a poaig que a Terra ocup@no espaco em qualquer
momento dado pode ser calculada com enorme @eci®a mesma ma-
neira, se conhé&ssemos todas as for¢as que atuam sobre uma bola de beise-
bol, podetamos calcular precisamente seu percurso quando voasse pelo ar.
Na me@nica qéntica, nada de parecidypossvel. Em qualquer momento,
havea certa probabilidade de que ungtebn numatomo de hidrognio, por
exemplo, esteja em certo lugar e témbcerta probabilidade de que esteja
em outro. Se um étron dentro de unaitomoé um feixe de probabilida-

des, o efeito dissé “besuné-lo” pelo espaco. Na verdade, dsi¢os falam
frequentemente da “nuvem dee&bns” que envolve uratomo.

[...]
A mecanica q@ntica esi repleta de probabilidades, e a nuvem dgrehs
€ apenas um exemplo. A teoridanos diz quando um&ton fah uma
transi@o de um estado para outro; ela n@apenas uma probabilidade.
Além disso, pode-se falar da probabilidade de umaquéatsubaimica es-
tar neste ou naquele estado. De fato, considera-se em geral qué@dgmart
subabmicas esto numa mistura de estados. Unétedn rdo © est em
muitos lugares diferentes como pode ocupar simultaneamentdiomara
infinito de diferentes estados de energia.

(Morris, 1998)

e Talvez, para o Ensino Fundamental Il, a parte que trata dameecqéntica (36:40-55:52)
possa ser omitida, caso \@julgue o conteédo muito avancado para seus alunos.

e Uma atividade que pode ser feita com motdéago documeidtrio &€ medir os “€éibitos” dos
alunos e fazer resumos eafjcos estasticos (separando poégero) para se ter uma ideia da
variabilidade desta medida antropetmica.

e Sir Francis Galton (1822-1911), em um artigo para a revista Nature em 1907, conta como
a média das estimativas em um concurso “adivinhe o peso do boi” em uma feira de aves
em Plymouth de fato se aproximou do peso do boi medido por uma balanca. Em outras
palavras, enquanto que estimativas individuais podem se afastar do peso “corredaliaa m
destas estimativas uma boa estimativa para o peso. Este tipo dérfeamnoé denominado
“sabedoria das multites” (Surowiecki, 2005). Motivado pelo epdio da estimativa dada
pelo gargcom na viagem de trem para o comprimento do barbante (06:22-06:40), uma atividade
gue pode ser feita em sala de aélpegar um pedaco de barbante, pedir para que os alunos
facam estimativas e, €, comparar esfaticas destas estimativas com a medida dada por
uma egua.

e No documerdrio, Marcus du Sautoy alerta sobre a impadia de se ter um pdily de me-
didas (03:48-04:25). Esta impéaricia pode ser ilustrada com o €ui da queda de um
saklite meteredigico em Marte em 1999 por conta de um problema de coiwets uni-
dades: o s&élite foi constrido pela Lockheed Martin para operar com o sistema imperial
britanico de medidas enquanto que o JPL (Jet Propulsion Lab) da NASA estava enviando
informa@es de navegap usando o sistemaatrico. A quantia de 125 mifies de dlares foi
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perdidapor conta de um problema de com@sntre dois sistemas de medidas.

Figura:arte conceitual do salite meteredigico de Marte.
Fonte: NASA.

e O pequeno cilindro que representa o quilograma exibido no docamerf07:26-07:41¢
denominado “Prdttipo Internacional do Quilograma” (ou, mais simplesmente, “Grande K”).
Leach (2014) descreve algumas de suas propriedades:

O Probtipo Internacional do Quilograméaum cilindro de aproximadamente
39 mm de dimetro por 39 mmde altura|...]. O design do artefato minimiza
a area de sua supéefe enquanto que o torna macfl de se manusear e
fabricar (uma esfera de igual volume teria uaraa de supedie menor,
mas apresentaria dificuldades de prd@due uso). Uma liga de platina e
iridio foi escolhida como o material de fabriéacpor \arias rades. Sua
alta densidade (aproximadamente 21,5 ¢)cimplica que o artefato tem
uma pequenarea de supedie e, endo, a possibilidade contamiréag de
sua supeitie fica minimizada. A natureza relativamente inerte do material
tamkem minimiza a contamin@g de sua supédie e promove a estabilidade
de massa do artefato. [...] A adigde 10% de idio a platina aumenta sua
rigidez e tamBm reduz o desgaste.

(Leach, 2014)

Figura: Protipo do Quilograma K20 armazenado nos EUA
(a cOpia brasileira tem numerag K66).
Fonte: Wikimedia Commons.
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O quilograma, & recentemente, eralamica grandeza do Sistema Internacional de Unidades
gue usa um aparato como defénic(todas as demais unidadé@® slefinidas em termos de
fendmenos naturais). Oideo “O Objeto Mais Redondo do Mundo!” (com legendas em Por-
tugués) do canal Veritasium no YouTubelittps://goo.gl/elSgHT }-descreve os problemas

de se usar um aparato para se definir o quilograma e as tentativas de se consegueslefini¢
alternativas (o Cdfulo 12 de Crease (2013) tagn trata o assunto). No documanib, Alan
Davies fica espantado com as dim&esreduzidas do piatipo do quilograma no Labor@tio
Nacional de ksica (07:20 ? 07:41). &bé dificil encontrar alunos que confundem densidade
com massa e, assim, o docun@id pode ser usado para tratar o assunto.

A palestra do professor Ledo Vaccaro no programa PAPMEM 2015 do IMB£& dé intro-
duzir a questo da medida e abordar aspectos de erro, apresenta algumas atividades relacio-
nadas que podem ser feitas em sala de autps://goo.gl/EERN7a>
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4 A Musica dos Nimeros Primos

Faixa de classificéip efria: Livre [} (IMDb).

Audio: Inglés.

Legendas: Portugs

Titulo original: The Music of the Primes.

Género: Documeatrio.

Durago: 60 minutos, aproximadamente.

Produtora e ano de prodiug: BBC e The Open University MMV (2005).

Topicos materaticos abordados: INneros Primos.

Nivel escolar sugerido: Ensinoé&dio; Formago de Professores.

Interdisciplinaridade: Bica.

Marcadores: Primos; Criptografia; Gauss; étgse de Riemann; Documarnp; Problemas do
Mil &nio; BBC.

Compeéncias e habilidades do ENEM em Mat&tina e Suas Tecnologias: H1, H4, H29 e H30.
Link para o arquivo da legenda:https://goo.gl/ZHycUL >

Pagina web oficial<https://www.bbc.co.uk/programmes/b0074xpp

Imagensselecionadas
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Sinopse

Nestedocumerdrio da BBC, Marcus du Sautoy apresenta adhistdaqueles que tentaram
desvendar um dos maiores ngisbs da Materatica aé hoje o resolvido: o problema do
padi@o dos ameros primos. Visitando fees comdndia, Inglaterra, Alemanha, Estados Uni-
dos, Gecia e entrevistando importantes masicos como Brian Conrey, Barry Mazur, Hugh
Montgomery, Jon Keating, Samuel Patterson, du Sautoy nos mostra 0 encantontkr®sn
primos.

Alguns objetivos com o0s quais essddeo pode ser usado

O documenrdrio pode ser usado para situar asmeros primos do ponto de vista listo,
apresentar sua importante apli@agm criptografia para o sistema bama e mostrar que ainda
existem problemas abertos em Magdita, istoé, problemas cuja respostamse conhece,
comoé o caso da Hiptese de Riemann. O documanb tami&m pode ser usado para discutir
a quesdo da demonstrap em Materatica.

Sensibiliza@o (para montar um cartaz)

Qual a imporfincia dos fimeros primos P
para o mundo financeiro? \V@csabia que :
h& um pmio de 1 milldo de dlares para

guem resolver um problema que envolve

nimeros primos?




O professor Marcus duSautoy nos leva ¢
uma viagem na hiétia destes fimeros
gue conhecemos na Escoladica e mostra
gue o futuro ainda reserva grandes surpre
sas sobre 0s primos.

0w DN PR
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“Passaf mais de um mildo de anos, no mimo, antes que entendamos 0s primos.”
Paul Erds (1913-1996)

Orienta¢des metodabgicas gerais

Voce, professor, @0 precisa aplicar todas as quest aqui sugeridas. Dependendo do tempo
disporivel e da turma, escolhas ou modifidag devem ser feitas. Sinta-se livre par&ftas!
Parecedbvio, mas vale o conselh@empreassista ao ieo antes de trabalhar com ele em
sala de aula.

Antes de os alunos assistirem ddeo, sugerimos que eles leiam as qoestque s&o traba-
lhadas.

Nossa expeé@ncia mostra que os alunos ficam sempre mais motivados quando as atividades
desenvolvidas fazem parte do sistema de avaaiac

Dependendo do tempo disdual em sala de aula, apenas partes Wieo podem ser usadas.
Neste caso, contudo, recomendamos fortemente que os alunos assistdevaotgiro antes

(em casa ou no contraturno, por exemplo), pois acreditamoé queto importante que eles
tenham uma percepo global da obra antes que qualquer atividade, digouss aalise se-

jam feitas em sala. Outra possibilidade, se o tempo for realmente ewl¢ixar que os alunos
assistam ao filme e trabalhem com as perguntas em casa para que, depois, em uma parte da
aula, discugses, aalises e sistematizaes sejam feitas.

Sugesbesde quesbes gerais

Na sua opiro, o ideo quer transmitir alguma mensagem? Qual?

Voce aprendeu algo novo com @deo? O qé?

Segundo o documeario, por que os imeros primos&o &0 importantes?

Ainda rao conhecemos todos o8meros primos mas, ainda assim, sabemos que d@besns
guantidade infinita. Como?
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5. Como o apresentador Marcus du Sautoy descreve o trabalho de umatiet®m

6. Este documeadtio trata de parte da biografia de alguns matkrns envolvidos com a histia

dos rumeros primos. Qual dos matétitos ali apresentados mais chamou sua ateegor
que?
No que consiste a Hipese de Riemann?

8. “Prova, para um mateatico, &€ tudo!”, afirma du Sautoy em um certo momento no docu-

10.
11.

menfrio. Por que os mateiticos mostram-séib obcecados por provas? Por @uienpor-
tante justificar os resultados?

. Mo concorda com ditulo “A M Usica dos Nilmeros Primos” dado para o docuntei?

Justifique sua resposta!
Do que voé mais gostou no documeémio?
Se voé fosse o diretor deste documann, vo@ faria algo diferente? O @

Sugesbesde quesbes espéificas

Em um ceario com crian¢as brincando mpdaygroundcom blocos gigantes semelhantes ao
LEGO, o professor Marcus du Sautoy (1965-) afirma qudinsaros primosao como blocos
que formam a Mateatica (3:00-3:38). Neste trecho, as criancas dma definigo para
os rumeros primos. Escreva-a e diga se, de acordo com esta definigumero 1& primo

ou rao.

O documerdrio coloca que os matéaticos o grandesds dos ameros primos e alguns
deles, no Wdeo, dizem quaisd® os seuslimeros primos favoritos (3:55-4:15). Quab seu
namero primo favorito? Por @&? Quak olnico rimero primo par?

Segundo du Sautoyahesjgcies de cigarras que se utilizam denreros primos para sua
sobreviencia e evolugo (4:27-5:37). Como, por exemplo, um ciclo de vida de 17 anos pode
ajudar uma cigarra a sobreviver? Explique!

De acordo com o documémio, 0s primeiros a entenderem a impoitia dos imeros pri-
mos foram os gregos antigos. O docunagiat afirma ainda que Euclides mostrou q@®éa
pos$vel criar uma lista com todos ofimeros primos (6:43-8:10). Como Euclides mostrou
a infinitude dos imeros primos?

Carl Friedrich Gauss (1777-1855) comecou a contar quaatasms primos haviamatlo,

att 100, a¢ 1000 e assim por diante (15:00-15:39). Com essa contagem, Gauss percebeu

uma regularidade sobre probabilidade de encontrarraogeros primos. Que regularidade
foi essa? A partir de qual péricia de 10 tal regularidade comeca a ser observada? Usando
o0 método apresentado por Gauss, determine a probabilidade de encontrarmésharo n
primo contando & 107.
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6. Quando Srinivasa Ramanujan (1887-1920) estava internado, Hardy o visitou e conversaram
a respeito do iimero do &xi ser 1729 e que estéimero era 0 menorimero natural que
poderia ser escrito como a soma de dois cubos de duas maneiras diferentes (41:21-41:45).
Este rumeroé primo? Em caso negativo, como ele poderia ser fatorado? Procure determinar
as duas formas de obtermos @nmero 1729 como a soma de dois cubos. Sagesb site
<https://'www.wolframalpha.cony oferece uma poderosa ferramenta educacional que pode
ajuda-lo encontrar tal soma. Basta digitai3xy"3=1729no campo de entrada.

¥ Wolfram

Enter what you want to calculate or know about:

7. Atualmente, a busca de novogmeros primos pelo homem sa dom o au¥io de compu-
tadores. O documemtio mostra tal realidade quando apresenta parcialmente um primo com
cerca de 7,8 milbes de thitos como o maior iimero primo conhecido @tento (47:42-
48:08). Pesquise quantoggdos tem o maior primo conhecido atualmente. Quando ele foi
descoberto?

Obsevacgdes para o professor

e A palavraprimo, segundo Schwartzman (1994), tem origem no Lagtimmus, que significa
0 primeiro ou 0 mais antigo. Da raiz Indo-Eugs@, primo tem @rios sentidos, inclusive de
“algo excelente”, “de primeira classe”. Euclides usava o term@to¢ api6uog (protos
arithmods) o qual, num sentido literal, quer dizer uyonimeiro nimerq conforme Lo Bello
(2013).

e Um método antigo para a determirgaxde rimeros primog& o chamado Crivo de E@gtenes.
Este nétodo, criado por Erastenes s £culos antes de Cristo, funciona assim: digamos
gue queiramos descobrir quaismeros em uma lista de 1 a 10&osprimos. A ideie usar
nimeros primos, um por vez, como Crivos para se descartdrrenos que &0 f10 primos.
Iniciando-se com o primo 2, eliminam-se na tabela todos os saltiplns com excego dele

mesmo: 4, 6, 8, ..., 100. Repete-se o processo com o primo ¥,igdminam-se todos
0s seus raltiplos, com exce&o do poprio 3: 6, 9, 12, ..., 99. Prosseguindo com étauo,
como todos os imeros eliminadosa® dividveis por 2, 3, 5, ..., restamo final apenas os

nimeros primos.
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Umaversao interativa do Crivo de Erastenes feita com o GeoGebragedispoiivel no se-
guinte enderecoxhttps://www.geogebra.org/m/QjhyM2kH

e Existe uma maneira simples e dttta de se visualizar se um determinadoneroé primo
ou rao. Considere, por exemplo, dmero 12. Podemos arranjar 12 bolinhas dispostas em
3 linhas, com cada linha com 4 bolinhas. Assim=23x 4 e, portanto, 12&0 €& um rimero
primo, pois elee divisvel por 3. Tamkm podemos escrever £24x 3, 12=2x6, 12=6x 2
e, naturalmente, 12 12x 1 e 12=1x 12.
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Considereagora o fimero 7. AsUnicas maneiras de se dispor 7 bolinhas em um arranjo
retangularé com uminica linha com 7 bolinhas (# 1 x 7) ou 7 linhas com uma bolinha
cada (/=7 x 1).

Portanto,um nimero inteirop > 1 & primo se, e somente sefaica maneira de se dispor
p bolinhas em um arranjo retangul@rapenas com umanica linha comp bolinhas oup
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linhascom uma bolinha cada. Végode usar esta constaainterativa do GeoGebra para
ilustrar este prinipio para seus alunos:https://goo.gl/H3RUHD (clique nos bdies com
os fatores primos para visualizar diferentes arranjos retangulares).

1% =2 2 3
=65 2
7 ‘H\\I _. A\ o y y = N
'K:/ O W tx) \,) (___/'

y

o 6 A 6 A a
f\%_ 4 L /’ K\%_// Q #/) \k /,} K_)

2x3=6

Constryéo no GeoGebra:https://goo.gl/H3RUHD

e A definicdo do documeatrio “Um nimero primcé um rumero que 8 divisivel por si mesmo
e por 1” pode favoreces divida sobre se o & ou r&o primo. Afinal, 1& primo ou &o?
O consenso atu@ considerar 1 comoao sendo um @immero primo mas, segundo Caldwell
e Xiong (2012), antes dasulo XX, houve contextos em que 0s madicos consideraram
0 1 como o menor primo. Por exemplo, Godfrey Harold Hardy (1877-1947), em diversos
textos seus, como em “A Course of Pure Mathematics”, consideiam@rm 1 como primo
(Caldwell e Xiong, 2012). Considerar que dae primo permite que proposies sejam mais
facilmente enunciadas. Considere, por exemplo, a Prdpm8i¢ de “Os Elementos” que trata
da unicidade da decompoa@de um amero natural em fatores primos. Se considerarmos 1
como primo, essa unicidade se perde:

21=3x17, 21=1x3x7, 21=1x1x3x7.

Cabe lembrar que, na €gia Antiga, 1 Ao era nem mesmo considerado utnmero mas,
sim, um gerador demeros. Historicamente, ele comeca a ser consideraddiomno por
volta de 1500, tendo sua primeira defamcformal como aimero em 1679 quando Joseph
Moxon (1627-169) publica o primeiro diciano de Materatica em Ingds. Para saber mais
sobre a higiria do menor imero primo, recomendamos Caldwell e Xiong (2012) e Caldwell,
Reddick e Xiong (2012).

e Existe uma érmula para se gerar primos? O maétito fran&s Adrien-Marie Legendre
(1752-1833) mostrou quean existe fungo algebrica racional (ist&, uma funéo definida
pela divigo de duas furiies polinomiais) que sempre fornegamreros primos. Em 1752,
o matenatico alendo Christian Goldbach (1690-1764) mostrou que nenhum @moiio rAo
constante com coeficientes inteiros pode geban(sneros primos (Weisstein, 2018). Exis-
tem, contudo, polidmios p(n) com coeficientes inteiros que geramnmeros primos para
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n=1,...,m(commeée N um nimero escolhido previamente). O exemplassico vem do
matenatico alendio Leonhard Paul Euler (1707-1783),

p(n) =n?+n+41,

que possui a seguinte caradtgica: p(n) & primo paran=1,...,39 masp(40) =1681=

41 x 41 rdoé um rumero primo. Este poliimio & tami&m umotimo exemplo para mostrar

aos alunos que verificar uma propriedade para alguns valores podsen suficiente para
mostrar que a propriedadevalida sempre: um aluno desavisado pode verificar e

é primo paran = 1,2,3,4,5 e concluir erroneamente qyeén) &€ primo para todo natural.

Outras expre€mes que geram primos pama= 1,...,m podem ser encontradas em Weinstein
(2018). Em 1976, James P. Jones, Daihachiro Sato, Hideo Wada e Douglas Wiens encontram
um polinbmio de grau 25 em 26 vaaveis cujos valores inteiros positivodosexatamente

os rumeros primos, quando se considera asavais independentes restritas aos inteid@s n

negativos:

P@b,....z)= (k+2)(1—(wz+h+j—q)?
— [(gk+ 29+ k+1)(h+ j) + h—z]
—[2n+p+q+z—ef
— [16(k+1)3(k+2)(n+1)?+1— f?]
— [e+2)(a+1)? +1—02]2
— (@12 +1-x]°
- [16r%y" (a° >+1 i
-{

(a+u u? —a 1> n+4dy) +1- (xqtcu)}2

2

— Nl +v—yP— [(@-1) 12+ 1-n?]?
~Jai+k+1—1—i?
—[p+|(a—n—1)+b(2an+2a—n2—2n—2)—m}2
—[q+y(a—p—1)+s(2ap+2a—p2—2p—2)—x]2
— [z+pl(a—p)+t (2ap— p*—1) — pm}z).

Naoobstante, segundo Moreira e Saldanha (2008):

Ainda nao se conhece nenhuntarula simples para gerar primos arbitra-
riamente grandes. [...] Existerarimulas que geramimeros primos, mas
gue %0 io complicadas queio ajudam muito nem a geralimeros primos
explicitamente nem a responder perguntésitas sobre a distriblép dos
primos.
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Moreirae Saldanha (2008)

Obsene que o polidmio de Jones, Sato, Wada e Wiens se enquadra neste caso: afinal, como
saber quaisa@ os valores das 26 vaxieis que tornam positivos os valores do paimo
descoberto?

e O documertdrio trata da curiosa escolha da natureza pelo ciclo de vida de algunéasessp
de cigarras, como por exemplo as dangroMagicicadg que passam quase toda a exéns
de suas longas vidas no subsolo, alimentando-se de fluidos de xilemazdssdasarvores
florestais caduciflias no leste dos Estados Unidos. Na primavera de swd37° ano,
ninfas de cigarras maduras emergem na primavera em qualquer localidade, em sincronia e
em rumeros tremendos. Ag a fase de desenvolvimento prolongada, os adultos ficam ativos
por apenas 4 a 6 semanas. Os machos agregam-se em centros de coro e atraem parceiros.
Fémeas acasalada8gm ovos nas hastes de plantas lenhosas. Dois m&ses aprgimento
original, o ciclo de vida eatcompleto e as cigarras adultas desaparecem por mais 13 ou 17
anos. A curiosa escolha pode ter representado a sobnevavda esgcie f que seu predador
(um fungo) tambm aparece de tempos em tempos. Assim sendo, com um ciclo de vida
primo, a cigarra evita o predador por mais tempa@ aihda um segundo motivo que pode
justificar o ciclo de vida da Magicicada: segundo du Sautoy (2007), existem outéssessp
de magicicadas que emergem a cada 13 anos. Deste modo, du Sad®yse s ciclos de
13 e 17 anos servem para evitar a com@etii?odemos observar que amti&s um ciclo de
vida que diminui a possibilidade de ambas a®ems estarem simultaneamente fora da terra,
0 que $ ocorre a cada 221 anos (221 = 17 x 13). Entretanto, se elas tivessem um ciclo de vida
de, por exemplo, 16 e 12 anos elas disputariam espaco a cada M.M.C.(16, 12) = 48 anos.

Figura: Magicicada sp
Fonte: Wikimedia Commons.

e Paraasalade aula, sugerimos alguns aplicativos que podem ser usados para explorar@s n
primos.
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O aplicativo Primitives<https://goo.gl/XQWFLT>) permite visualizar interativamente
nimeros primos e decompo8i&s de ameros compostos em fatores primos. O software
inicia automaticamente com ayimero 1. Na barra inferior, os ks circulares “¥+e

“-" podem ser usados para aumentar ou diminuir em Lmero analisado. Se preferir,
vocé pode clicar no iimero exibido entre os bis “+’ e “-” e, entao, digitar direta-
mente um outro iimero. A barra verticah direita mostraéx a decomposép em fatores
primos do fimero sendo analisado. Quandoilomero for composto, 0os agrupamentos

da decompos#p podem ser alterados: basta arrastar um fator primo para baixo ou para
cima. Nos casos dosimeros primos, havarapenas uminico agrupamento.
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Para rodar o software Primitives, senecesario ter oplugin Adobe Flash instalado e
habilitado em seu navegador desktop. Existe, contudo, umao/éi$ML5 em de-
senvolvimento que roda inclusive em navegadoresrdartphone tablets: <https:

//goo.gl/wkKtge >

O jogo “Is this prime?” &https://goo.gl/ENYzdd} testa a rapidez do jogador em res-
ponder se um determinaddimeroé ou réo primo. O modo pado do jogo apresenta
aleatoriamente timeros entre 1 e 100 ao longo de 1 minuto. A cadmero exibido,

o jogador deve classifielo e clicar em “Yes” (Sim em Ingk) se o imero for primo e

em “No” (Nao em Ingés) caso condirio. Ao marcar uma resposta errada, 0 jégio-
terrompido e aparece a pontéagrimero de respostas corretas) do jogador. Neste jogo,
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The Is this prime? game

Start

Score: 0

Amaining: 52-4:\

Time re

prime?

E pos$vel configurar o intervalo em que o§imeros s&to sorteados, o tempo do jogo e

o nivel de dificuldade. Para isto, basta clicar na letra “S” no canto superior esquerdo da

tela e preencher os dados na janela que sedalfste recursé especialmentétil para

adequar o0 uso jogo para uma determingt@esescolar.

S
Settings
Maximum number -_10 +

Time allowed - 60 +

Difficulty - 1+

O professor que deseje explorar as éstats de todas as partidas recentemente jogadas

pode acesslas no link<https://goo.gl/CHtn7f>

Reason for ending Frequency
composite 375201 55%
3 Games over tim
prime 275226 40%
time 34171 5% O cames
13 0%
Cause youl 2 0% 750
500
260
0
ST LTI PR L Y I PR TP
At et g get et gt et et e ge et et e e
Score Percentile (ignoring zero scores)
1 100
Scores % s
500
—— Fraquency 3 99.89
4 99.86
375 5 99.83
6 99.81
T 99.78
250
8 99.77
g 99.75
125 10 99.75
0
O L B S S B O R C RS

(c) Outra opé&o de jogo (disparel para navegadores de Internet, inclusive os de celular),
muito atual & o “Number Ninja Factor’€https://goo.gl/pnTd7E} Nele, rumeros com-

postos devem ser fatiados pelo cursor do mousegjstonforme osimeros ao surgindo

na tela, o jogador deve fatiar com o cursor apenasiosanos compostos para pontuar.
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Quandoos mimeros compostosis fatiados, uma decompoaa aparecér na tela. Por
exemplo, o iimero 81 quando fatiado sesubstitido por 3 e 27, de modo que o0 27 que
€ composto podéarser fatiado novamente e ser subgtitupor 3 e 9. Da mesma forma, o
9 podea ser fatiado novamente e tornar-se 3 e 8 gaie  reo restai imero composto

a ser fatiado novamente na decompasido 81. O jogo termina ao fim de 60 segundos
ou se o0 jogador tentar fatias vezes umamero primo.

X

e Comosaber se um determinadémeron & primo ou &0 e, No caso denao ser primo, como
obter uma decomposip em fatores primos? O estudo destas @esstcentral em Aritrtica
e tem aplicages importantes em Criptografia. Existeanios algoritmos propostos para testar
a primalidade de uminmero natural, incluindo testes probadticos. Os testes probailstiicos
tém a seguinte caractstica: se um ameron ndo passar no teste, @&otn com certeza sér
um nimero composto (ou sejaao sea um rumero primo); se o iimero passar no teste,
enfio existe uma certa probabilidade dele ser primo. Para o leitor interessado em testes de
primalidade e algoritmos de fato&@m, indicamos as reféncias Bressoud (1989), Rempe-
Gillen e Waldecker (2014) e Wagstaff, Jr. (2013). Hstama refeencia tem um cdpulo
interessante sobre dispositivos raeicos inventados para se fatora@nmeros naturais, como
a de Carissan apresentada na figura a seguir.

Figura:maquina de fatorar de Carissan.
Fonte: Hugh C. Williams.

e O documerdrio afirma que existem relaes entre a furip zeta de Riemann e o&meros



51

primos, mas rao ca detalhes (a furdp zeta de Riemann neemmesma definida no docu-
mengrio). Seguem, portanto, algumas inforeg adicionais que podem esclarecer o que
é afirmado do \deo. A fun@o zeta de Rieman@ a fun@o complexa definida como uma

exten&o da fun@o dada por:

=1 1 1 1
R R T I I R 1.
Z(s) n;ns Etet ot ,comse C e Reg) >

A “paisagem tridimensional” exibida&rias vezes no documémio nada maig¢ do que o -
fico do mbdulo da funé@o zeta de Riemann.
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Figura:graficos do nddulo da fun@o zeta de Riemann.
Fonte: Mathematicahttps://goo.gl/N1TEJF>

A conexo entre a furigo zeta de Riemann e o8meros primos foi descoberta por Euler, que
provou que

°°i 1 1 1 1

=1 55 1 3% 1_p_s.....

nS

{(s)=

n=1 pprimol_ p~s
Riemann conjecturou que os zemmde sua fungo zeta 8o o0s Mimeros inteiros negativos
pares ou o tais que R@) =1/2. Essa afirmd@pé hoje conhecida como a “Hipese de Ri-
emann”. Dada a sua imparicia, o Instituto Clay de Matemtica (<https://goo.gl/ZFS207)>
inclui a demonstra@o (ou refutago) da Hitese de Riemann como um dos Problemas do
Milénio (<https://goo.gl/VOrLQg} e quem resolver este problema gamharmiltio de

dolares! Para o leitor interessado em se aprofundar nas @esexntre a furip zeta de
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Riemanne os rumeros primos, recomendamos o artigo de Voloch (1987).

LeonardRiemann Leonhard Euler
(1826-1866) (1707-1783)

Figura: dois personagens na bisa dos rimeros primos.
Fonte: Wikimedia Commons.

e Existemduas ver8es deste documerto sobre a Misica dos Nimeros Primos. Uma, mais
longa, com dublagem em PortwEgipela TV Escola. Outra, mais curta, em &sgé com le-
gendas em Portu@s. A ver§io dublada apresentanos problemas de tradag: (a) em certa
parte, diz-se que & “tanto um fimero par como uminmeroimpar”; (b) em outro momento,
diz-se que a infinitude dosimeros primos foi estabelecida por Euclides em “300 d.C.”;
(c)'em varios momentos, usa-sedfmeros prinarios”, um termo correto, mas pouco comum
para fazer ref@ncias aostmeros primos. Por estes motivos, optamos por usar averais
curta do documeatio neste roteiro.

e O documerdrio trata da infinitude dosimeros primos e explica a demons#ragle Euclides
(06:45-08:10). Entretanto, outros matatinos aps Euclides apresentaram ideias diferentes
para realizar esta demonstag usando topologia, argumentos de contagem, &tiitey a ir-
racionalidade det e sistemas diamicos. Para saber mais, sugerimos a ésfeia Granville
(2017).

e Um algoritmo muito utilizado para encriptar mensagens (incluindo tréesdganarias e de
carbes de cedito)é o RSA, cujo prinipio de funcionamento esbaseado na dificuldade de
se decompor em fatores primo&meros muito grandes. A sigla representa as iniciais dos
sobrenomes dos cientistas que o criar®on Rivest (1947-), AdShamir (1952-) e Leonard
Adleman (1945-). Para o leitor interessado nos detalhes ratitars e o papel dosimeros
primos no algoritmo, recomendamos o livro Coutinho (2010) da OBMEP.

e Stewart (2017) relata que Riemann usou a Teoria éas$Sde Fourier para a obtéugde sua
formula de contagem exata dameros primos. As &ies de Fourier® tradicionalmente
usadas no estudo de sinais e, em particular, no estudo de sarssocanfProvavelmenteesta
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conao, segundo Stewart (2017), que levou du Sautoy a associdamusros primos com
mUsica em seu livro A Nisica dos Nimeros Primos (2007). Nesta obra, outras analogias
entre Nimeros e Misica §i0 apresentadas.

(a) Segundo du Sautoy, Bgoras foi pioneiro ao perceber que, em um vaso agoa, ao
se bater com um martelo, uma nota soava, mas se metatpiddosse retirada, a nota
produzida era uma oitava acima da primeira. Continuando a refigat M4, . .. ele perce-
beu que as notas “soavam em harmonia com a primeira”. Qualquer outra quantidade que
fosse retirada era dissonante em rétegg primeira. Foi a partir datamlem, que alguns
matenaticos comecaram a se interessar pelas somas infinitas.

(b) du Sautoy tamdm especula que a habilidade musical de Marin Mersenne (1588-1648) foi
importante em seus estudos ma&ticos. Mersenne observara que para oitavar uma nota
a cima, a fregéncia da nota duplicava, usando assingpoias de 2. Talvez isso poséa t
lo ajudado a consideratimeros primos da formd'2- 1, os assim denominadd&imeros
Primos de MersennéNasultimas duas écadas, os maioresimeros primos conhecidos
foram justamente primos de Mersenne.éAaneiro de 2018, o maiorimero primo
conhecide 2'7 232 917_1 o chamadd7232917 cOm mais de 23 249 425gitos. Ele foi
descoberto em dezembro de 2017 por Jonathan Peace, um dos milhares @deiosldat
GIMPS (Great Internet Mersenne Prime Search), uma orgéaoZagdada em 1996 com
a finalidade de descobrir, em escala mundial, os maiaregeros primos da atualidade.

A organiza@o conta atualmente com milhares de vduiats que § baixaram o aplicativo
(<http://www.mersenne.org/downloag) e contribuem com a busca peldgimo maior
numero primo conhecido. Saiba mais eahttps://goo.gl/3tn8vv>

Os rumeros primos aparecem er@rias refegncias em Arte e Literatura. Aqui @stalgumas
delas.

(a) o romanceContatode Carl Sagan onde cientistas apenas podem identificar vida inteli-
gente fora da terra ao receberem pulsos que formam umérsggule Gmeros primos,
ja que acreditavamao existir qualquer fe@mmeno natural que fosse capaz de gerar essa
sequencia &o especial deinmeros;

(b) o filme Cuboonde um grupo de pessoas encontra-se preso em uma estfihica e
alnica chance de s@m com vida das armadilhas ali colocaéassando conhecimentos
sobre os imeros primos.

(c) ocompositor e professor Olivier Messiaen (1908-1992) tambe inspirava nosimeros
primos ao estruturar suas partituras para piano em semicolcheias “organizadasem n
ros primos sucessivos, como por exemplo, 41, 43, 47 e 53” como afirma Aline Alves
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no artigo “Sobre tempo e damica na interpret@p de Neumes Rythmiques de Olivier
Messiaen”, dispaivel em<https://goo.gl/XiZf3g>

e Diversos mater@ticos famososa citados no documeario. Entre eles, egtSrinivasa Ra-
manujan (1887-1920), o matético indiano. Recentemente, Hollywood produziu um filme
baseado na biografia de Ramanujan: ‘O Homem Que Viu O infinito”.

O Homem Que Viu o Infinito Srinivasa Ramanujan
(2015) (1887-1920)

Figura: filme inspirado na vida de Ramanujan e foto real.
Fonte: IMDb e Wikimedia Commons.

e Umacuriosidade sobre oimero 666 relacionada confimeros primos: para muitos, 6&6
considerado oimero da besta. Mateaticos que estudaram o@meros primos perceberam
gue este amero pode ser gerado pela soma dos quadrados dos sete primeiros prin&s, isto

666=22 1321521721112 112+ 172

e O documendrio faz refeéncia a diferentes formas que um maktico ataca um problema
falando de retodos bgicos de demonstrag. Em seu livro, du Sautoy (2007) faz um resgate
historico e ludico desses atodos de prova, como quando relata a prova computadorizada da
prova das quatro cores no mapa, que foi proposta por Kenneth Appel (1932-2013) e Wolfgang
Haken (1928-) e a discués sobre o que “abarcava o verdadeirdiggpde uma ‘prova”™.
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5 Considera@es finais

Ao longo do desenvolvimento deste trabalho colaborativo, com oopitmpde auxiliar nas
concepfes, nos testes e nos aprimoramentos dos roteiros, promovemos divésasiac
videos relacionados com Matétita e Estastica em varios eventos: Semana da Matgina

da UFRR (2015), Programadl.icenca da UFF (2016), Semana da Matoa da UFF (2016),
Semana Pedagica no Cokgio Estadual Manuel de Abreu (2016, 2018), Festival da Ma-
tematica (2017), Simpsio ANPMat da Reg@io Norte (2017), Semana daé@tia e Tecnolo-
gia no IMPA (2017), Semana da Matétita da UFSC em Blumenau (2017), Festival da Ma-
tematica do Rio Grande do Sul (2017), Semana Pédmg no Instituto GayLussac (2017),
Semana da Mateatica da UFMS (2018), A0Reunioda SBPC (2018), Semana Pedgiga

no Instituto de Educd@p Professor Ismael Coutinho (2018).

Figura5.1: exibi@es de ideos.

Entre estes eventos, destacamos o Festival da Mdittamuma iniciativa do IMPA e da SBM,
como parte do “Bénio da Materatica 2017-2018 Gomes de Sousa”, realizado entre 27 e 30
de abril de 2017 na Escola SESC do Rio de Janeiro. Durante os quatro dias de evento foram
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realizadases®esnon-stopde 30 em 30 minutos. Estima-se que mais de 1600 pessoas (entre
alunos, professores e dilglico em geral) tenham participado. @gpa exibi@o de cadaideo,
voluntarios respondiam a algumas quiest gerais do roteiro. Um brinde de participagum
chocolate) era dadd pessoa voluatia. Duas sees foram especiais com as participag do
matenatico portugés Ro@rio Martins (do Programa “Isté Matenatica”) e do matertico

francdsEtienne Ghys.

Os videos tambm foram exibidos na &p de exter@o “Cineclube de Mateética e Estastica”

do Projeto “[& Licen¢a” da Universidade Federal Fluminense. Nestes eventos, filmes mais
longos foram apresentados e cada&@es®ntou com a participag de um convidado especial
que, ao final da exib&p, fazia comeitrios e respondias perguntas da plateia.

Figura5.2: Exibigdes de ideos (continugdpo).

Nossa proposta de uso diito de ¥deos tambm foi usada em atividades de forrhagcon-
tinuada de professores (Sioglo ANPMat da Reg@io Norte e Instituto GayLussac) e, mais
recentemente, na formag inicial de professores no PIBID (Programa Institucional de Bolsas
de Iniciagioa Do@&ncia) para o incleo da Materatica da Universidade Federal Fluminense.
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O video “A Musica dos Nimeros Primos” foi exibido nas aulas de Ma&diva na Escola Mu-

nicipal Menezes Cortes, no Rio de Janeiro, para alunos’dmédo Ensino Fundamental.

Foram realizadas 3 ségs com cerca de 25 alunos em cada. Observamos que essas atividades
foram pontuadas por particigag. Por conta do tempo dispgeal, a estrégia adotada foi a se-

guinte: exibir o ¥deo e, aoé@rmino, distribuir filipetas comés quegies espééicas do roteiro,

de forma que cada dupla (em alguns casos grupos) de alunos recebia uma pergunta, lia para
0 grupo e respondia (grupos diferentes tinham @qesstliferentes). A distribup das queses

entre os grupos foi ale@tia. Fizemos modificdies no enunciado da QuastEspetfica 3 para
adeq@-la para os alunos do sexto ano.

Figura5.3: exibi@o do vdeo “A Misica dos Nimeros Primos”.

O filme pareceu muito interessante a alguns e para outros alunos nem tanto. Contudo todos
se dedicaram para responder da melhor foamguegies que Ilhes foram propostas. Em uma

das turmas, os alunos apresentaram muita dificuldade em responder e, por isso, a parte ini-
cial do filme precisou ser repetida quatro vezes, enquanto nas outras duas turmasaama
exibicao foi suficiente. Em uma das turma, tivemos que interromper a anilaigtes do final

do documerdrio visto que os alunosao estavam prestando mais afem¢ Um dos motivos

gue contribiram para isso foi o fato de estarmos em uma sala com muita luminosidade externa
0 que deixava 0 ambiente inapropriado. Por todos esses motivos, decidimos excluir o Ensino
Fundamental Il no el Escolar Sugerido no roteiro desfiel®o.

A seguir, indicamos as quésts espdficas que foram trabalhadas, algumas respostas dos alu-
nos.

1. Em um ceario com criancas brincando msaygroundcom blocos gigantes semelhantes
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aoLEGO, o professor Marcus du Sautoy (1965-) afirma quelmsaros primos&o como
blocos que formam a Mateatica (3:00-3:38). Neste trecho, as crian¢cas dma definigo
para os fimeros primos. Escreva-a e diga se, de acordo com esta defivigumero 1&
primo ou rao.

“O nlmero 1 @o & um rumero primad:, “Os nimeros primos&o 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19,
etc.”, “Sim, eleé primo porque um timeroé primo quandc dividvel por ele mesmo e por
1, enfio quando dividimos ele conseguimos dividi-lo por ele mesmo eetansbnseguimos
dividi-lo por 1.".

Provavelmente alguns alunos disseram que 1 (Wm)énprimo, pois lembram-se de uma
aula anterior onde foi estabelecido quedb® um rumero primo € nem umimero com-
posto. Na discu$® da questo, apresentamos na lousa uma dedinigue @ tinha sido
trabalhada em sala de aula “Urameroé primo quando possui exatamente dois divisores”.
Neste momento, os alunos ficaram confusos, pois 0 tes um divisor e pensaram em
alterar a resposta. Explicamos @ntque as duas defifies &0 aceitas pelos matéticos

em situades e propostas diferentes, mas que o importante era entender o que cada uma das
definigdes dizia.

. Segundo o documerio, os materaticos §o grandesds dos ameros primos, alguns deles
dizem quais 8o os seus (meros primos favoritos (3:55-4:15). Qual seumero primo
favorito? Por qé? Quak oUnico rimero primo par?

“O nosso rimero primo favorit@ o 7 e 0 17. dinico ramero primo pag 2.”, “Meu nimero
primo favoritoé 7, “Meu numero primo favorit@ 17 e ainico primo paré o rimero 2.”.

A pergunta do imero primo favorito gerou grande empolga¢gazendo com que todos
os alunos quisessem dar sua resposta, mesmo aqueleaaeziam parte do grupo que
estava de posse dessa qaesem sua filipeta. Ao serem perguntados sobre o motivo da
escolha dosimeros 7 e 17, um aluno do grupo respondeu que 17 era o dia do seuaiovers
e, outro, escolheu 7 porque o seu time de futebol foi c@mma Copa Brasil em 2007.
Em geral, os alunos que se manifestaram deram como respostas 0s primos apresentados no
documenrdrio. Uma aluna disse que o senmero primo favorito era o 83 e que ela tinha
aprendido esseimero primo ao assistir addeo. Quanto adinico rimero primo patr,
0s grupos todos responderam “O primo par 2!”.

. Segundo du Sautoyahesgcies de cigarras que se utilizam demeros primos para sua
sobreviencia e evolugo (4:27-5:37). O ciclo de 17 anos faiil para a sobreviencia das
cigarras. O fimero 17€ primo ou composto? Quéalo menor mltiplo comum entre 17 e
13? Imaginando que o ciclo de vida de um predade 13 anos, como o ciclo de 17 anos
foi Gtil para a sobreviéncia das cigarras?
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“O nimero 17& um rumero primd’, “ O menor nltiplo comumé 1, pois 17 e 1330 pri-

mos.”, “As cigarras descobriram que se quisessem um ciclo coimmEero primo desviariam

do ciclo do seu predaddr.“O M.M.C. entre 17 e 13 221.”, “Entre 221 anos as cigarras

nao iriam encontrar o seu predadar.

Todos os grupos responderam queeldm rumero primo. Quanto ao menoruttiplo co-

mum, alguns alunos se confundiram e calcularam o maior divisor comum, outros pergun-
taram o que deveriam fazer e foram lembrados de que o mehitiplm comum pode ser
encontrado a partir dosttiplos ou da decomposa@ simuléinea. A estr&gia de niltiplos

foi utilizada por uma das duplas para explicar porque o ciclo de 17 anasifpara as ci-
garras. “[Ele] falou no filme que a cigarra podia fugir do predador, olha aqui ela apareceu
(o aluno aponta para o primeiroUftiplo, para o segundo, ...), aqui taérh, aqui tambm

e 9 aqui (aponta para 221) ela apareceu tambSe o predador aparece a cada 13 anos eles
se encontramésem 221.".

O video “Quao LongoE Um Pedaco de Barbante” foi exibido no Cineclube de Matéra

e Estaitstica pelo Programa®Licenca da Universidade Federal Fluminense em 204 'haJ
entrada do auditio, cada espectador tinha seubito” (a diséncia entre o cotovelo e a ponta
do dedo nédio) medido. O expectador tinha ta@mb que estimar o comprimento de um pedaco
de barbante que estava sobre uma mesa. Todos esses dados foram registreafosaaen
estatstico. Apds a exibi@o, os dados coletados foram apresentados para a plateia na forma
de diagramas. A pessoa com aibito” mais pbximo do dbito egpcio ganharia um @mio,
como tamieém aquele cuja estimativa estivesse madxipna daquela obtida por umégua
para o comprimento do barbante que estava sobre a mesa (Figura 5.4 d\cEgsu com um
convidado especial, o professor Rubens Amaral do InstitutdsleaFda Universidade Federal
Fluminense, que fez comémios e respondeas dividas dos presentes. Pelo formato do evento,
foi criado um arquivo PowerPoint para agilizar aahmca com as perguntas gerais e algumas
imagens retiradas da seg“Observages para o professor” do roteiro daeo: <https://goo.
gl/XNE4Ed>.

Como trabalho futuro, pretendemos organizar hiog para melhor divulgar os roteiros dos
videos, bem como criar um canal de comurd@acom o professor de Matética e outros
profissionais interessados no uso teos como instrumento de ensino e aprendizagem.
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Figura5.4: coleta dos “@bitos” dos expectadores e diagramas &stabs dos dados registra-
dos.

Figura5.5: o professor Rubens Amaral como convidado especial do evento.
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