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Resumo

GOMES, Marcio Roberto, M. Sc., Universidade Federal de Vigosa, abril de 2013. Explorando
o tratamento matricial para uma introducao aos nimeros complexos. Orientador:
Kennedy Martins Pedroso.

O objetivo deste trabalho é dar um enfoque mais geométrico na introducao dos niumeros
complexos, de forma a torna-los mais compreensiveis e eliminando a ideia de nimeros estranhos e

de dificil compreensao.Para alcancar tal objetivo far-se-4 um estudo das propriedades operatorias

a —b
das matrizes 2x2 do tipo ) , com a,beR, chegando ao resultado de que tais matrizes
a

formam um corpo. Em seguida associa-se tais matrizes a pontos do plano R2. A partir desta
associacao obtem o resultado que multiplicar um vetor por uma matriz deste tipo corresponde a
efeturar um giro e multiplicd-lo por um escalar. A partir dai faz a correspondéncia biunivoca entre
as matrizes e os nimeros complexos de forma que todas as propriedades estudadas no item anterior
permanecem verdadeiras. Como resultado desta correspondéncia obtemos que multiplicar por 2
corresponde a um giro de 180° , isto é, manter a direcao e inverter o sentido o que corresponde a
multiplicar por (—1), ou seja que > = —1. Desta forma chega-se ao resultado que normalmente
é apresentado aos alunos na introducao dos nimeros complexos porém com um significado que
outrora nao possuia. A seguir fez um estudo da conformidade e deformacao das transformacoes
através de funcoes de varidveis complexas.Com esta abordagem fica facilitada a compreensao por
parte dos alunos dos seus conceitos e mesmo a funcao dos mesmos, para concluir apresentamos

uma situacao pratica em que se utiliza os numeros complexos.
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Abstract

GOMES, Marcio Roberto, M. Sc., Universidade Federal de Vigosa, April, 2013. Exploring the
matrix treatment for an introduction to complex numbers. Advisor: Kennedy Martins
Pedroso.

The objective of this work is to give a more geometric approach in the introduction of complex
numbers in order to make them more compreenssiveis and eliminating the idea of strange numbers

and difficult to understand. To achieve this far will be a study of the properties of matrices 2x2

],With a,beR, reaching the result that these matrices form one body.
a

a
operative type [ 1

Then associated with such matrices to points on the plane R?. From the result of this association
gets to multiply a vector by a matrix of this type corresponds to a spin efeturar and multiply it
by a scalar. From then makes two-way matching between the matrices and complex numbers so
that all properties studied in the previous section remain true. As a result of this correspondence
we obtain that multiplying by i? corresponds to a spin 180° , Le., keep the direction and reverse
direction which corresponds to multiplying by (—1), Le., i = —1 . Thus one arrives at a result
which is usually presented to students in the introduction of complex numbers but with a meaning
that once lacked. Then did a study of compliance and deformation of transformations of variables
through functions complexas.Com this approach is facilitated understanding by students of their
same concepts and the same function, to conclude we present a practical situation in which it uses

the complexs numbers.
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Introducao

Os nimeros complexos ocupam uma posicao singular no ensino de Matematica, nao merecendo
grande aten¢ao nos cursos de licenciatura em Matemaética e no ensino médio sao deixados para o
final do planejamento e muitas vezes abordado de forma singela. Uma boa parte dos professores
do ensino médio os veem como estranhos e de dificil compreensao, além disto consideram-nos
intiteis. Sendo tais niimeros abordados inicialmente como imaginérios e usando i = /—1 como
pilar fundamental da sua construcao, fica dificil de compreender tal fato pois os alunos por 5
anos, ou seja, desde que se introduz o conceito de ntimero negativo, o que é feito no 7° ano do
Ensino Fundamental, até o 3° ano do Ensino Médio, assimilaram o conceito de que nao existe raiz
quadra de nimero negativo. Introduzir um novo ente matematico que vai de encontro a conceitos
consolidados pelos alunos por anos seguidos se torna uma tarefa ardua e de certa forma quase
impossivel se nao tivermos um argumento convincente.

Para que haja um real aprendizado, ou seja, que o aluno assimele o contetudo e seja capaz
de aplicaca-lo a outras situacoes, é aconselhdvel que desde o inicio crie um argumento forte para
a introdugao dos ntimeros complexos, utilizando para tal conhecimentos adquiridos pelos alunos
nas séries anteriores. O estudo das matrizes, feito no 2° ano do Ensino Médio, e a representacao
de pontos no plano R2, juntamente com o estudo da representacao de vetores se tornam uma
ferramenta que propicia o argumento necessario para a introducao dos niimeros complexos.

Esta abordagem usando matrizes e vetores, ao contrario da abordagem usual puramente
algébrica e ausente de significado e aplicagao, possibilita desde o primeiro momento apresentar os
nimeros complexos como pontos ou vetores do plano e as operacoes entre eles como transformagoes
aparecem como transformacgoes geométricas passiveis de visualizagoes. Trabalhando desde o inicio
a parte geométrica dos ntimeros complexos, e a0 mesmo tempo revendo os conteidos e fazendo a
interligacao entre eles.



Capitulo 1

Matrizes 2x2 especiais e sua estrutura
algébrica

. a — o
As matrizes da forma com a,beR , possuem uma estrutura algébrica com algumas
b ) ) )
a
propriedades especiais. Vamos estudar essas propriedades em relacao as operacoes de adicao e
subtracao.

Para realizarmos este estudo, vamos definir o conjunto M como sendo o conjunto de todas as

. a
matrizes da forma[ a 1, com a, belR.

b

1.1 Adicao

A matriz soma é obtida adicionando-se os elementos correspondentes das matrizes dadas.

. . |l ar —b _ | a2 —b _ | as —bs
Considere as matrizes A; = [ b ay ], Ay = [ by a } e A; = [ by as }

o ai —bl as —bg o ay + ag —bl—b2
A1+A2_|:b1 aq :|+|:bg Q9 :|_|:b1+b2 ai + as :|

Proposicao 1. Sejam A;, A;e A3 matrizes de M, entao sao vélidas as seguintes propriedades
para a adicao:

i) Fechamento: (A; + As) e ML
ii) Associativa: (Al + AQ) + Ag = Al + (A2 -+ Ag)

lll) Comutativa: Al + A2 = AQ + Al.

iv) Existéncia de elemento neutro aditivo: A; + Ag = Ag + A; = Ay, onde Ay = [ 8 8 ] € a

matriz nula.

v) Existéncia do elemento oposto: (A;) + (—A;) = (—A1) + (A1) = Ap.



Demonstragao

—b,

ay

—by

a2

ai

by

ag

by

|

Considere as matrizes A; = [

i) Fechamento:

. | a1t as —by — by , a

Note que a matriz soma A; + Ay = [ bt by aytay } é da forma [ b
ao conjunto M.

ii) Associatividade:

- a; —b az —by az —bs
R (N P

- ai + as —bl — bQ as —bg
<A1 * Ag) + A3 N i b1 + bz ai + as * bg as

_-CL1+CL2+6L3 —bl—bg—bg
(A1+A2)+A3__b1+b2+b3 ai + as + as :|
€ _

i aq —bl a9 —bg as —bg
Aty =[5 0 L ([ e )

. [ aq —b1 as + as _b2 — b3
A1+(A2+A3)__b1 aq }+[b2+b3 as + as :|

_a1+ag+a3 —bl—bg—bg,
A Ay + A3z) = 1
1_'_( 2+ 3) _b1+b2—|—bg a1~|—a2+a3}’ogo
(A1 + Ag) + A3 = Ay + (A + A3).
iii) Comutatividade:
- ai —bl as —bz . aj + as —b1 — b2
A1+A2_|:b1 a1:|+|:bg a2:|_|:b1+b2 CL1+CL2:|e
| az —by a —by | | axta —by—b

A2+A1_|:bg Qo :|+|:bl aq :|_|:b2+b1 as + a; :|710g0

A1—|—A2:A2+A1.

iv) Existéncia de elemento neutro:

Joae|

_b3

as

as

bs

|

a } que pertence

A matriz Ag = [ (ZO —abo , com ag = by = 0 é o elemento neutro da adigao pois,
0 0 |
lar b [ ag —bo _|larta —bi—by | | a1 —b
A1+AO_{[91 ap }_F_bo ag }_{b1+bo atay | | b oa ¢
| ag —bo [ ay —by _|latar —bp—0b | | a —b
AO+A1_ bo Qo :|+_bl aq :|_|:b()+b1 ag + ax :|_|:b1 aq :|’10g0

A+ A=A+ A = Ay

v) Existéncia de elemento oposto:

A matriz (—A4;) = { _Zl bcll é o elemento neutro da adicao pois,
-1 —lu1
o aq —bl —aq bl - ay — aq _bl + b1 . 0 0
Al * (_Al) o [ b1 aq :| + |: —bl —a :| N |: b1 — bl a; — ap :| N [ 0 0 :|
. —a bl aq —bl . —a1 + ap bl - b1 i 0 0
(_Al) * (Al) o |: —b1 —Qaq :| |: b1 aq :| - —bl + b1 —ai + ay :| - |: 0 0 :|

3



A+ (A1) = (A1) + (Ay) = Ap.

Multiplicagao por um escalar k

a —b ka —kb , a —b
k.A:k{b a 1:{]{;6 ka ]queedaforma[b a }

1.1.1 Subtracao

A subtracao entre duas matrizes A; e Ay é dada pela soma da primeira com o oposto da segunda,

ou seja, A; + (—As)
. . aq —b1 —a9 bQ . a; — as _bl + b2
Al + A2 - Al + (_AQ) o |: b1 aq :| + |: —bg —a9 :| o |: b1 — bg ap — as

Note que sendo a matriz (—A) e M , entao todas as propriedades que sao vélidas para a adigao
também serao validas para a subtracao.

1.2 Multiplicacao

O produto de duas matrizes dos tipos mxn e nxp é a matriz do tipo mxp, tal que cada um de seus
elementos é resultado da soma dos produtos dos elementos da linha correspondente da 1* matriz
pelos elementos da coluna correspondentes da 2* matriz.

Ay x Ay = [ a b ] * [ az —bs }: [ a1az — biby  —aiby — bras

by by a bias + aiby  —biby + ajas

1.2.1 Propriedades da Multiplicacao
Proposicao 2.

Sejam A, A;, A;e A3 matrizes de M, entao sao vélidas as seguintes propriedades para a multi-
plicagao:

i) Fechamento: (A; * Ay) e M.
ii) Associativa: (Ay * Ag) * A3 = Ay * (Ag *x A3g).

iii) Comutativa: A; x Ay = Ay * Aj.

iv) Existéncia de elemento neutro multiplicativo: Ay x Iy = I5% A; = Ay, onde [ = [ (1) 2 1 éa

matriz identidade.

v) Existéncia do elemento inverso multiplicativo: (A) x (A7) = (A7) % (4;) = L.

Demonstracao



i) Fechamento:

a10as
Al *AQ =
bias

— D109
+ a1b2

—a1by — bray
—ble + ai1a9

} que é da forma

a
b

Entao o conjunto Ml das matrizes acima e fechado em relagao a multiplicagao.

ii) Associatividade:

(Al * AQ) * A3 =
(Al * Az) * Ag

(Al * Ag) * Ag

a; —b az —by as
(Lo o oL )1
[ a1a9 — blbg —albg — bla,g as
i blag + albg —blbg + aias b3

[ ai1aoasz — bleO,;g — albgbg — b1a2b3
i b1a2a3 + a1b2a3 - blbzbg + a1a2b3

_b3

as :|

_b3

as 1
—a1a2b3 + b1b2b3 - a162a3 — b1a2a3
—b1a263 — a1b2b3 — bleCbg + ajasas :|

que pertence ao conjunto M

. [ a; —b as —by az —bs
e }({ o } { v D
_ [ a; —b asaz — babz  —azbs — baas
Al ¥ (A2 ¥ AS) o i b1 aq :| * |: bgag + CLng —bgbg + asas :|
A, « (A « A ) . ayazas — a1babs — bibaasz — braghbs —ajagbs — arbeas + bibabs — biagzas
! 2 3/ = bl(lgag — blbgbg + &1b2a3 + alagbg —b1a2b3 — blb2a3 — a1b2b3 + aiaqas3

logo,
(Ag % Ag) x A3 = Ay x (Ag * A3).

iii) Comutatividade:

. aq —bl (05} —bg . a1ag9 — blbg —a1b2 — blag
Al ¥ A2 o |: bl aq :| ¥ |: bg a9 :|_ |: b]_a/2 + (1162 —ble + aias :|
. a9 —bQ aq —b1 . Ao — bgbl —a2b1 — b2a1
Azx i = by as ] i [ by @ }_ [ baai + asby  —boby + azay ] ; logo,

Al*AQZAQ*Al.

iv) Existéncia de elemento neutro multiplicativo:

Seja I, = L a matriz identidade de ordem 2, e A; = a —h , temos:
i 01 b1 aq
Al*IQZIQ*Al :Al-
De fato,
. aq —bl 10 . aq —bl
Al*l2__b1 CL1:|*|:0 1:|_|:b1 (l1:|e
— (10 ar —by | _ | a1 —h
IQ*Al— _O 1:| * |: bl a :| - |: bl a :|710g0
I, = { (1] 1 ]é o elemento neutro da multiplicagao.

v) Existéncia de elemento inverso multiplicativo:
a —b
b a }
Entao Ax A~' = A~ 'x A = I, onde I, é a matriz identidade de ordem 2.
Seja A7l = [ Ty ], entao temos:

Z w

Seja a matriz A~'o inverso multiplicativo da matriz A = [



a—b*:vy_:vy*a—b_l()
b a z w| |z w b a | |01
ar —bz ay—bw | | ar+by —br+ay | |1 0
br+az by+aw | | az+bw —bz4aw | |0 1
: ar —bz ay—bw | |1 0
Nalgualdade{bx—l—az by—l—aw}_[o 1]’
devemos ter {ax — bz =1

br+az=0e{ay—bw=0

by 4+ aw = 1.

Resolvendo estes dois sistemas obtemos

_ _a _ __ b _ _b _ _a
T=qm A= @ Y= 232 €W = o

ar+by —br+ay | |1 0

az + bw —bz+aw}_[0 1]’
devemos ter {a x + by =1

—br+ay=0e{az+bw=0

Na igualdade [

—bz+aw =1.
Resolvendo estes dois sistemas obtemos
_ _a _ __ b _ b _ _a
T=q@m R~ @i Y= 212 €W = o
b
- a1 Ty = e | o e :
Entao a matriz A= = = b p ¢ o inverso multiplicativo da matriz
2w T a2Fb2  a24b2
a —b
A= .
b a

a b
. _ 7 TE | s a —b
Note que a matriz a A= = | @+ @+ | ¢ da forma .
T 4P b a
A matriz inversa da matriz A existird se, e somente se, (a*+b*)# 0 , mas sendo a e b niimeros
reais entdao a® > 0 e b?> > 0 , entao teremos
(a* +b*)= 0, se, e somente se, a =0 e b= 0.

O conjunto M* = M — { 00 } das matrizes da forma A = [ “

0 0 b } admite o elemento

inverso multiplicativo.

1.2.2 Distributividade da multiplicacao em relacao a adicao:

Proposicao 3.

E valida em M a distributividade da multiplicagao em relagao a adicao, ou seja,

Al*(A2+A3):A1*A2+A1*A3.

Demonstragao



ap —b as —by az —bs
*
by a by as bs a3

aq —bl a9 —bg aq —b1 as —b3

et g ] bl K DRI
Pelo fechamento da multiplicagao temos que:
{Ch —51}*[% —bz]:{az; —54]6 {Ch —51]*[% —53]:[% —b5]

by by ap by a4 by @ by as bs as |’
Mas, pelo fechamento da adicao temos que:

a4 —b4 Qs —b5 . Qg —b6

by a4 * bs as ol be as |

Concluimos que vale a distributividade da multiplicagao em relagao a adi¢ao em M por heranca.

Ay x (Ar+ A3) = por distribuigdo matricial

1.3 Conceito e definicao de Corpo

Um corpo é um conjunto munido de duas operagoes, adicao e multiplicagao, que podemos denotar
pelos sinais de “4”7 e “.”, respectivamente, possivelmente nao as usuais. Se um conjunto K
¢ munido de uma adicao “4” e uma multiplicacao “.”, a estrutura algébrica correspondente é
denotada pela terna (K, +, .).[7]

Se uma estrutura algébrica é denotada pela terna ordenada (KK, +, . ) e sdo satisfeitos os axiomas

de corpo para a adi¢ao “+”e a multiplicacdo “.”, entao a estrutura algébrica (K, +, .) é um corpo.
Os axiomas de corpo sao os seguintes:
Adicgao
Comutatividade:
Va,beK, a+b=0b+a
Associatividade:

Va,b,ceK,a+ (b+c¢)=(a+b)+c¢

Elemento neutro:

VGEK, HOKEK, CL+OK IOK+(ZICL

Existéncia do elemento simétrico:

VaeK, 3 —aeK, a+ (—a) = (—a)+a =0k

Multiplicacao

Comutatividade:

Va,beK, a.b ="b.a

Associatividade:

Va,b,ceK, a.(b.c) = (a.b).c

Elemento neutro:

VaeK, d1geK, alg =1g.a=a

Existéncia do elemento inverso multiplicativo:

VaeK— {0k}, Ja'eK, aat =ata=1k

Distributividade da multiplicacao a esquerda com respeito a adigao:
Va,b,ceK, a.(b+c)=ab+a.c

Distributividade da multiplicagao a direita com respeito a adicao:
Va,b,ceK, (a+0b).c=a.c+b.c




O conjunto M das matrizes acima, satisfazendo as propriedades estabelecidas em 1.1, 1.2 e 1.3
acima, fazem de M um corpo.

1.4 Grupo Abeliano

Um grupo abeliano (ou grupo comutativo) é um grupo (G, x ) em que a operacao * é comutativa
em G ,istoé, Vo, yeG, z xy = y % x.

O conjunto Mx = M — {matriz nula} das matrizes acima, satisfazendo as propriedades esta-
belecidas em 1.2 acima, fazem de M um grupo abeliano.

1.5 Representacao grafica das matrizes 2x2 especiais

. : —b
Vamos associar cada matriz da forma [ (Z }, com a,beR |, com um ponto P = (x,,y,) de
a

R? onde z, = a e y, = b. Desta forma, estabelecemos uma correspondéncia biunfvoca entre
—b

. a .
os pontos de R? e as matrizes da forma [ . Podemos entao representar as coordenadas

b
cartesianas de um ponto de R? por uma matriz do tipo [ Z _ab } , ouseja P = (a,b) = { Z _ab 1

é a representacao de um P ponto de R? de abscissa igual a a e ordenada igual a b.
Exemplo
A figura 1.1 a seguir mostra a representacao grafica em R? das matrizes

i B et B b I A O

Figura 1.1: Representagao grafica das matrizes A, B, C E D.



1.6 Acao geométrica do grupo (M, *) sobre os vetores de
RQ

Vg .
, onde o v, representa a abscissa

Um vetor v = (v,,v,) de R? é representado por uma matriz [ y
Yy

e v, representa a ordenada da representagao do vetor em R?, logo v = { ZI [4, pag.3].
y
A norma ou “comprimento” de um vetor v = (v, v,) em R? denotada por |[v]|, é definida

como : |lv]| = \/v2 + v2.

O angulo formado pelo vetor v = (v,,v,) em R?, com o eixo OX ¢ igual a # , sendo senf =
L ¢ cos) = ——2—. Conforme mostra a figura 1.2

[v2 +2 /02 402
vz +vy vzt

Vy fpommmmmmmmmmmmm oo g

VX

Figura 1.2: Mdédulo e argumento do vetor V

Proposicao 4

O grupo Mix = {[ @ —=b }} — [ 00 } “age” sobre os vetores v = [ v } de R? da seguinte
b a 0 0 Y
forma:
i) Provoca um giro no sentido positivo igual a um angulo 6, onde senf = ﬁ e cosf =
NoEed
ii) Multiplica a sua norma ||v|| por va? + b%.

Demonstracao
cost —senb

¢ a matriz de
senf cosf

i) De fato, sabemos da algebra linear que a matriz R = [

rotacao, ou seja , o seu produto pelo vetor v = [ :; 1 , prova um giro no sentido positivo igual ao

angulo 0 e nao altera a norma de v pois det R = cos?0 + sen?6 = 1.



. a —b . . cosf —senf
Comparando a matriz [ b a ]com a matriz de rotagao [ send  cosd ], [4, pag.44], e
fazendo 0 = arctcm% ou seja g = ‘Zi’;g , podemos determinar A tal que b = A.senf e a = \.cos .
Enta a —b | | Acost) —Asent | cos) —sent .
WA 0 | 7| Asen®  Ncos® | senf cosf | NN
a —b x cosf —senf x
{b a][y}_)\’[senG cos 6 ]'[y]uﬁl)
Logo { Z _ab } efetua um giro de # , no sentido positivo, sobre o vetor v = 1 com
senf = % ecost =%

ii) Na equacao (1.6.1) nota-se que o vetor v = [ v } fica multiplicado por A, logo a sua norma
fica multiplicada por A.

E na igualdade dos determinantes das matrizes b } = [ A-cost —A.sen

a
b a A.senf  A.cosf
a’ + b* = N\2.cos? 0 + N\2.sen? 0 = N\2.(cos® 0 + sen?0)

A+ =N = A=Va?+?

A =+Va?+ b2

Logo, a norma de v = { z } fica multiplicada por va? + b2.

} , temos

Exemplo 1

7 )e L]

63.43°

Y

B N N A

Figura 1.3: Acao da matriz [ ; _12 } no vetor { (1) }
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—2 } agiu sobre o vetor [ L } girando-o no sentido

2 1 0
positivo (anti-horario) de um angulo igual arctan 2 e multiplicando sua norma por /12 + 22, ou

1
seja, V5.

Veja a figura 1.3, note que a matriz [

Exemplo 2
3 V3| [1]_[3
V3 3 0] [V3]
y
2-
. ,
: a
30° E
0 . ! X
0 R 2 3

)

Figura 1.4: Acao da matriz [ \Z/% no vetor [ (1) }

Veja a figura 1.4, note que a matriz [ j— } agiu sobre o vetor [ (1) } girando-o no sen-

3 3
tido positivo (anti-horario) de um angulo igual arctan Y3 — 300 e multiplicando sua norma por

3
32 + (v/3)2, ou seja, v/12.

Exemplo 3

RN R

11



35]

2.5

1.5

05| 60°

30°

o
o
o
o
N
N
o
N

Figura 1.5: acao da matriz l \}— _I/g

3 } no vetor [

!

Veja a figura 1.5, note que a matriz 1 —v3 agiu sobre o vetor irando-o no
V3 g g

3 1 1
sentido positivo (anti-hordrio) de um angulo igual arctan /3 e multiplicando sua norma por

7+ (VAP o scia 2.
RSN

12



Capitulo 2

Numeros Complexos

2.1 Apresentacao usual

“O conjunto dos numeros complexos é definido como sendo o conjunto dos pares ordenados (x,y)
para os quais valem as seguintes propriedades:

Igualdade: dois pares ordenados sao iguais se, e somente se, apresentam primeiros termos
iguais e segundos termos iguais,ou seja, (a,b) = (¢,d) <= a=ce b=d.

Adicao: a soma de dois pares ordenados é igual ao par ordenado cujos primeiro e segundo
termos sao, respectivamente, a soma dos primeiros termos e a soma dos segundos termos dos
pares ordenados dados, ou seja, (a,b) + (¢,d) = (a + ¢, b+ d).

Multiplicacao: O produto de dois pares ordenados é igual ao par ordenado cujo primeiro termo
é o produto dos primeiros termos menos o produto dos segundos termos dos pares dados e cujo
segundo termo ¢ igual a soma dos produtos do primeiro termo de cada par pelo segundo termo do
outro.

(a,b).(c,d) = (ac — bd, ad + cb)

Definigao adaptada de [1].

2.2 Apresentacao usando matrizes

Estudaremos os niimeros complexos da forma z = a+bi , apresentando-os na forma de uma matriz
quadrada de ordem 2 da forma z =a.(1)0
01+b6.(0)—1
10=1(a)0
Oa+(0)—0b
—b : .

b0 = ( Z a com a,beR, onde a representa a parte real e b representa a parte imagindria [7].

A representagao no plano cartesiano é feita por meio de vetores [6, pag.69], que une a origem
(0,0) ao ponto correspondente ao nimero complexo, usando o eixo x para representar a parte real
e 0 eixo y para representar a parte imaginaria, conforme mostra a figura abaixo.

13



12|

Re

Figura 2.1: Representacao do nimero complexo z = a + b.

As operagoes matriciais com estas matrizes satisfazem todas as propriedades dos niumeros
complexos.

2.2.1 Adicao

- ., a —b c —d
Para adicionarmos dois nimeros complexos z = ew=| ., _ | que correspondem

b a
az=a+bi ew = c+ di, na forma tradicional farfamos z + w = ((a + ¢) + (b + d)i, basta

adicionarmos as matrizes:

L= a—b_i_ c —d\ (a+c —b—d
U=y a d ¢ ) \b+d a+c )

Exemplo:
I , 2 —3 4 -1
Efetue a adicao dos ntimeros complexos z; = 3 14 ) note que estes
nimeros, em notacao usual correspondem a z; = 2 + 32 =4

+
2 -3 4 -1 24+4 -3+ (— 6
Zl+22_(3 2 )+(1 4)_(3+1 2+4 (4 )
Esta adicao esta representada na figura 2.2.

51im

i
'

Figura 2.2: Adicao de nimeros complexos z; + 2.
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2.2.2 Subtracao

b a d
do primeiro com o oposto do segundo ou seja, a adi¢ao da primeira matriz com a oposta da
segunda:
Z_w:(a—b)_(c—d):(a—b)+(_<c—d>):<a—c —b+d>
b a d c b a d c b—d a—c )

Exemplo:

A subtracao de dois nimeros complexos z = ( @ —b ) ew = ( ¢ _Cd ), corresponde a adicao

2 6 3 2
nimeros, em notacao usual correspondem a z; =6 + 27 e 29 = 2 + 31,

ama= (5 MG D) T ) (32
TN 24 (-3) 6+(-2) ) T\ -1 4
(6+(_2) —2+3) (4 1)

Esta subtragao esta representada na figura 2.3.

. , -2 2 —
Efetue a subtracao dos niimeros complexos z; = 0 e zy = ( 3 > , note que estes

Figura 2.3: Subtracao de nimeros complexos 2z; — 2s.

2.2.3 Multiplicacao

¢ —d

d ¢

b a ) ¢é dada pela

A multiplicacdo de dois nimeros complexos z = ( @ =b ) e w = (

multiplicagao de matrizes, ou seja,
zw:(a —b) (c —d):(ac—bd —ad—bc)
' b a ) \d c bc+ad ac—0bd |
E interessante analisarmos a multiplicagao de niimeros complexos em fungao da representagao
geométrica.
Para isto, vamos definir algumos elementos dos niimeros complexos:

Afixo de um numero complexo é o ponto do plano, onde representamos no eixo horizontal a
parte real e no eixo vertical a parte imaginaria.

15



O modulo de um numero complexo z = ( Z _ab ) ¢ dado pela distancia da origem ao seu
afixo (a,b) e indicaremos por |z| ou p.
Logo |z| = p. = Va? + b2,
-b\ | ~ i
Argumento de um ntmero complexo z = ( ch ¢ dado pelo angulo formado eixo real e

o pelo vetor definido pelo afixo do ntimero e indicaremos por 6, conforme mostra a figura 2.4.

Re

Figura 2.4: Médulo e argumento do niimero complexo z.

Temos entao que o argumento # é o angulo com tgf = g, ou seja, senf = T © cost =

\/ﬁ, que devem ser verificados para determinar o quadrante.
|z|.cos 0 —|z|.sen 6

|z|.sen @ |z|.cos@ )’
O modulo do produto z.w é dado pelo produto dos modulos dos fatores, ou seja,
Pzw = Pz-Pw-
De fato, temos que
paw =/ (ac — bd)? + (bc + ad)? = Va2c® — 2achd + b2d? + b2c® + 2bcad + a>d?
Do = \/@202 0242 + b2¢2 + a2d? = \/GQ(CQ + dQ) + bQ(dQ + 02) — \/(GQ + 62)(02 + d2)
Paw = /(a2 + b2).4/(c + d?) logo,

Note que a = |z|.cos0 e b= |z|.sen 8, ou seja, z = <

Pzw = Pz-Pw-

O argumento do produto z.w é dado pela soma dos argumentos dos fatores, ou seja,
0., =0,+0,.

De fato, temos:

tg 0., = Z‘i‘zj, sendo ac # 0, podemos dividir ambos os termos da fracao por ac,
tg0,, = bteted achd — (b dy. by — (b dy (] 2d) pas

g =tgb, e % =tg0, , entao

tg 0., = (tgl, +1tg0,): (1 —tgh,.tgh,) e pela identidade da tangente da soma de dois arcos
6, pag.45], temos:

tg0.,, =1tg (0, +0,), ouseja, 0,, =0, + 0,

16



, e~ , a —
Logo, concluimos que a multiplicacao de um nimero complexo z = ( a ) por outro

b

—d . - . .
w = ( CCZ . ) equivale a multiplicar seus médulos entre si e somar seus argumentos [6, pag.80]

, Ou seja,
|z|.|w|.cos (0, + 6,) —|z|.|w|.sen (0, + 0,,)
= ( 2] |w].sen (0, + 0,)  |2|.Jw|.cos (6, + 6.,) )
cos (0, +0,) —sen (0, +0,)
= el ful, (000t 0] e 0. 20 )

Exemplo:

2 -1 -1 =2 .. _ (4 3
Oprodutodez-(1 9 )porw-( 9 _1)e1gualaz.w—< 3 _4).

Onde temos:

lz| = V5, 0, = arctg% >~ 26,57° , |w| = V5, 0, = arctg — 2 = 116,57° , |zw| = 5 e
0., = arctg — % = 143, 14.

Note que :

|zw] = |z|.|w| € O, =6, + 6.

A figura 2.5 representa este produto.

44Im
ZW > ittt ittt 3. o
:
!
E |zw| =5 W. ________ o
! ; lw| = 5
1 1
1 i 1_ _____________________ Z
1 1
: ! 2l = V3 i
' |
| : . Re
4 3 2 1 0 1 2 3

Figura 2.5: Produto de ntimeros complexos z.w.

2.2.4 Divisao

b a d

multiplicando a primeira matriz pelo inverso da segunda, ou seja;

o= (5 20) ()

- L —b ,
A divisao de dois ntmeros complexos na forma z = ( ¢ ) ew = ( ¢ ) é efetuada
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Sabendo-se que a inversa de uma matriz quadrada de ordem 2, quando existe, é dada pelo
produto do inverso do determinante da matriz pela matriz que se obtem invertendo a ordem dos
elementos da diagonal principal e trocando os sinais dos elementos da diagonal secundéria da
matriz dada.

c —d 71_ 1 c d
d c CE A N/ YR

—d

Note que no caso da matriz ( ¢ a inversa ¢ dada pelo produto do inverso do determi-

d
nante pela transposta da mesma.[7]
Entao temos:

[ a —b c —d\ '

z.w—(b - ><d ) > ,

o ( a —b ) ( c d )

Z LW = 2t b a . “d ¢ .

Vamos analisar a divisao de niimeros complexos em termos de sua representacao geométrica.
Para isto, basta lembrarmos que a multiplicacao é a operacao inversa da multiplicacao, logo, o
modulo do quociente sera igual ao quociente dos médulos do dividendo e do divisor e o argumento
do quociente sera igual a diferenca entre os argumentos do dividendo e do divisor, ou seja :

|22 w| = |z] - |wl,

ez:w = ez - ew, 10g07

R |z| : Jw|.cos (0, — 0,) —|z| : |w|.sen (0, — O.)
Uz Jwlsen (0, — 6,) |z |w].cos (B, — 0y)
L |sl [ cos 0, —0,) —sen(0,—0,) .
Ziw =g ( sen (0. — 6y)  cos(0. —6y) ) Veja a figura 2.6
Im
F5
i . A\
08, I §
i 1 iy 1
| i |\ ke
Figura 2.6: Quociente entre niimeros complexos z; : 25
Exemplo:
. -4 -8 2 =2
Oquomenteentrezl—( 3 _4>e22—<2 9 )
E dado por:

18



. 1 -4 -8 2 42 1 8 —24 1 -3
21'22:W‘< 8 —4>‘<—2 2 >:§'<24 8 >:<3 1 )
Onde temos:

‘Zl‘ = \/% ;9z1 = arctg (_2) = 1167 ‘5707

|za] = V8, 0., = arctgl = 45°, |z, : 25| = V10 e
0..., = arctg3 = T1,57°.

A figura 2.7 representa este quociente.

[NCY S S
w

Figura 2.7: Quociente entre niimeros complexos 27 : zs.

Note que:
|21 20| = |21 i |22] € O0,y0y = 0., — 0.,

2.2.5 Potenciacao

b
nada mais é que uma multiplicacao de fatores iguais e que a multiplicacao consiste em uma soma
de parcelas iguais.

Logo determinaremos a poténcia de um ntmero complexo da seguinte forma:

O médulo da poténcia serd igual a poténcia do médulo do nimero dado;

O argumento da poténcia serd igual ao produto do expoente pelo argumento do ntimero dado.

Ou seja,

|2 = |z]" e O.n =n.0,.

A poténcia encontrada serd

. , a -
Vamos calcular a poténcia de um ntimero complexo z = lembrando que a potenciacao
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2" ="

cosO.n —senb,n \ [ [2"|.cosO.. —|2"|.senf,n
senf.n  cosO.n o\ |2"sen b, |27.cosOm )7
. |2[".cosn.f, —|z[".senn.f. \ _ 2| cosn.f, —senn.0,

|z|".senn.f, |z|™.cosn.0, "\ senn.d, cosn.b, )
Esta expressao corresponde a formula de “De Moivre” [6][pag.83].

Exemplo 1:

1 -3

Dado o niimero complexo z = ( 31 ) vamos determinar z*.

Temos que:
|zl = /124 (V3)2 =2¢ senf = ‘/75 e cost = 3, logo 6 = 60°,
||t =2 = 16 e 4.0 = 4.60° =240°,
o ( 16.c0s240° —16.5en 240° )
16.sen 240°  16.cos 240°

L 163 —16.(—\/73)
o 16.(~4)  16.(~3)

“=( 5 % ) |

A figura 2.8 mostra a representagao de z e z*.

Im
7'8 240"/ 160 e
| 1
& ] —8V3
24

Figura 2.8: Poténcia de niimero complexo z*.

Exemplo 2:
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1 V3

Dado o niimero complexo z = ( 3 13 ) vamos determinar z°.

3

o= P (5 = 3 csent = () (2V8) = e cost = 1241 = 4, logo 0 =31
5
2P = (32) = 28 e 5.0 = 5.30° =150,
5 %.cos 150° —%g.sen 150°
%g.sen 150° %g.cos 150°
32v3 (-3 _32V3 (l)
5 27 "\ 2 27 - \2
T 2 (18) n2s4 (iﬁ)
27 "\ 272 27 -\ 2
_16  __16v3
25— 9 27
16v3 16
27 9
A figura 2.9 mostra a representacio de z e 2°.
Im
.
z 16v/3
D 2T
| 3l <
| 3 [ v
i 150° !
2 16 1 0 1'

Figura 2.9: Poténcia de niimero complexo 2°.

2.2.6 Radiciagao

Sendo a Radiciacao a operacao inversa da potenciacao, entao, para efetuarmos a radiciacao de
numeros complexos devemos proceder de forma inversa a potenciagao, a saber:

O médulo resultante sera igual a raiz do médulo do nimero dado,

92 = VL

O argumento resultante sera igual ao quociente do argumento do nimero dado pelo indice da
raiz,

—

Seguindo o mesmo raciocinio da potenciacao temos que,

Z b ) sera dada por:

A raiz n-ésima de um numero complexo z = (
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n 92 n 92 z 02
V|z|.cos = —3/|z|.sen == cos == —sen =
(/Z:( n|’ " i n||’| 0" ):n/|z|(sen3—z 0059—2n )
z|.sen 2= {/|z|.cos %2 p -
Notas:
1)Sendo |z| > 0 e n > 2, sempre serd possivel determinar |/z| = {/|z] e O¢z = £ logo
podemos concluir que sempre existira a raiz n-ésima de um nimero complexo.
2) As fungoes seno e cosseno sao periédicas de periodo 27, podemos considerar todos os valores

de 6 tais que & < fy; < %251 com keR ou seja, & < fy; < EE2T 4 k2T entao fazendo

k variar de 0 até (n — 1) obtemos n valores, logo todo niimero complexo possui n raizes n-ésimas
complexas.

Exemplo

Determine as raizes cubicas de z = ( _44\@ _;jl/g >

Resolucao
2| = 1/ (—4V/3)% 4+ 42 = /16.3 + 16 = 8,
senf = % = %
= 0 =150°
cosf = =43 — =3

3 2
1500 | k 0 1500 | k 0
oy — g ( €073 13.360° —sen == + 5.360 0L,
VE= B < sen% + £.360" cos@ + 53600 ) com ke{0,1,2}
Temos as seguintes raizes

9 cos50°  —sen 50° 9 cos 1700 —sen 170° c0s 290°  —sen 290°
"\ senb50°  cos50° ’ "\ sen170°  cos170° ’ "\ 5en290°  cos290°

2.3 Aplicacoes a fenomenos fisicos
Na eletronica e na eletricidade, a andlise de circuitos de corrente alternada é feita com a ajuda

de numeros complexos. Grandezas como a impedancia (em ohms) e a poténcia aparente (em
volt-ampere) sdo exemplos de quantidades complexas.
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- | corrente T Circuito de corrente
= UL afternada RLC
o
A N . .
1
1 — LY
] e x B < T L
1
\ e |
i . R = resistor
i zenaidal )
i ' C = capacitar
comp Ip cos ¢ L = inciutar (hoking)

Figura 2.10: Grafico de corrente alternada em circuito RLC.

A impedancia é o nimero complexo Z = R+ jX, ou na forma polar Z = |Z|(cos f + j sen f),
onde j2 = —1, f é o angulo (argumento) de defasagem entre a tensao aplicada e a corrente no
circuito, |Z] é o médulo, R ¢ a resisténcia elétrica (em ohm) e X ¢é a resultante (em ohm) das
reatancias indutivas e capacitivas do circuito. Na Fisica e na Engenharia é usado, como nimero
imaginario, o j no lugar do ¢ para evitar confusdo com o i de corrente elétrica.

A poténcia aparente (em volt-ampere) é o nimero complexo P = Pr+ jPx ou P = |P(cos f +
jsen f)|, onde j2 = —1, |P| é o médulo, f é o angulo de defasagem entre a tensao e a corrente,
Pr é a poténcia real ou ativa (em watt), Pz é a poténcia reativa (em volt-ampere reativo). O
valor do cos f (fator de poténcia) é importante na determinagao do aproveitamento da energia
que esta sendo gasta.
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Capitulo 3

Deformacao de figuras planas e
conformidade

As fungoes de uma varidvel real f(z), sdo demonstradas graficamente pelo grafico da fungao. A
equagao y = f(x) estabelece uma correspondéncia entre os pontos x no eixo x e pontos y no eixo
Yy, isto é, leva pontos z em pontos y. Pode-se considerar que cada ponto x do eixo x é levado ao
ponto (x, y) do plano zy. A curva assim obtida é o gréfico da funcao f(x). De modo andlogo,
usamos uma superficie para exibir graficamente uma fungao real f(z, y) das varidveis x e y.

Entretanto quando w = f(z) e as varidveis w e z sdo complexas, vamos desenhar dois planos
complexos separadamente, como em [2], para as varidveis z e w: para cada ponto (z,y) no plano
z, existe um ponto (u,v) no plano w, onde w = u + iv. Esta correspondéncia entre pontos nos
dois planos se denomina aplicacao ou transformacgao de pontos do plano z em pontos do plano w
pela funcao f. Pontos w sao imagens de pontos z. Esse termo também se aplica entre conjuntos
como, por exemplo, imagem de uma curva, de uma regiao, etc.

Para empregarmos termos geométricos tais como translacao, rotacao e reflexao, é conveniente
considerar a aplicagdo como transformagdo num sé plano. A funcao f(z) = z + 5, pode ser
interpretada como uma translacao de cada ponto z a posicao w = z + 2, enquanto que a funcao
f(2) = Z leva cada ponto z na reflexdo Z desse ponto no eixo real.

Exemplo:

A funcao w = f(z) = /22 + y2 + iy leva os pontos de cada circulo z? + y? = ¢?, onde ¢ > 0,
em alguns pontos da reta u = ¢, pois u = /x? + y2. Mas, para se ter todos os pontos de z no
circulo, y deve assumir todos os valores entre —c e ¢, e como v = y, v varia de —c a ¢. A imagem
do circulo, u = ¢, —c < v < ¢, é 0 segmento de reta u = ¢ compreendido entre as retas v = u e
v = —u, conforme mostra a figura 3.1.
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H . . ) ' !
h 4 \ ! X ' 2 U

! : ; ; : :

ll\ Q/ / : |

. A :

z=a+ 1ty w=u-+ v=—u

Figura 3.1: Transformagao w = f(z) = /22 + y2 + iy.

3.1 Transformacoes por funcoes elementares

3.1.1 Funcoes da forma w = f(z) =z+C

A transformagao através de uma fungao w = f(z) = z + C' , sendo C' uma constante complexa ,
consiste na translacao de cada ponto z através do vetor que representa C'.
a —b e —f . at+e —b—f
D f = pu— pr—

e fato, sendo 2 { - ] eC {f . ] entao w [b—i—f ot e } que corresponde
ao deslocamento e no eixo real e f no eixo imaginério. Se aplicarmos a fun¢ao w = f(z) a todos
os pontos de um figura esta sera transladada do vetor que representa C, conforme mostra a figura
3.2.

Figura 3.2: Translagdo w = f(z) = z 4+ C.
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Desta forma a regiao obtida em w pela translacao da regiao em z através da fungao f(z) é

congruente a regiao em z e possui a mesma orientacao.

= Bz

3.1.2 Funcgoes da forma w = f(z)
f(z2) = Bz , sendo B uma constante complexa.
a —b
pela constante

Agora vamos analisar a transformacao w
Como demonstrado anteriormente, ao multiplicamos o complexo z = [ b
e —f ac —bf —af —be
bt 1 =
. |obtemos o complexo w eb+af —bf+ac
ao produto do médulo de z pelo médulo da constante complexa B e, cujo argumento ¢ igual a

} , cujo médulo ¢é igual

complexa B = f
soma dos argumentos de z e da constante B. Entao, tomando todos os niimeros complexos que

representam os pontos de uma regiao e multiplicando-os pela constante complexa B, obtemos uma
regiao semelhante a primeira, porém, rotacionado do argumento de B e dilatada (ou contraida)

do médulo de B. Conforme mostra a figura 3.3.

4Im
w3 ng

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

llell - llzsl

1
1

1

1

I

1

]

I

/ Z
: 3
I

Re

Figura 3.3: Rotacao e dilatacao da forma w = f(z) = Bz

As fungoes da forma w = f(z) = Bz + C sao uma composigao das duas anteriores, logo, se
aplicarmos f(z) a uma regiao de z, a regido resultante em w serd obtida pela rotagao e expansao
(contragao) de acordo com o argumento e médulo de B e fard uma transla¢do de acordo com a

constante C.
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3.1.3 Fungoes da forma w = f(z) = 2".

Vamos analisar inicialmente a funcao w

(2) = 2% De acordo com o exposto anteriormente
sobre potenciacao de ntiimeros complexos é facil verificar que se o argumento sera multiplicado por

2, entao os pontos do primeiro quadrante serao levado no primeiro e segundo quadrante, ou seja
a funcgao transforma o primeiro quadrante no semi plano superior, conforme mostra a figura 3.4.
De forma semelhante transforma o semi plano superior no plano complexo.

Nessas transformagoes em que a regiao de origem nao possui pontos no plano inferior, existe um
unico ponto da regiao transformada correspondendo a um ponto na regiao de origem e vice versa.

Esta correspondéncia biunivoca nao existe para a regiao circular uma vez que cada ponto da regiao
transformada ¢ imagem de dois pontos z e —2z.

Figura 3.4: Transformacao da forma w = f(z) = 2°.

Generalizando para a funcao w

f(z) = 2", como a rotagao sera igual n.0 onde 6 é o
argumento de z, tomando a regiao compreendida entre 0 e § = 7, esta regiao sera transformada

no semi plano superior pois n.! = n.n = 7, conforme mostra a figura 3.5. Se considerarmos
a regido compreendida entre 0 e = 2T

, esta regiao sera transformada no plano complexo. A
correspondéncia entre pontos nos dois casos é biunivoca.

Figura 3.5: Transformacao da forma w
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3.1.4 Fungao da forma w = f(z) = 1.

z

Esta funcgao estabelece uma relacao biunivoca entre os pontos de z e os pontos de w, exceto para

os pontos z =0 e w = 0, visto que nao se admite divisao por zero e w = % =z = %

A funcdo f(z) = % , leva cada ponto de z no seu inverso em w. Sendo z = [ Z b }, entao
10 a —b a —b]" 1 a b
w = : = = 5. )
0 1 b a b a a?+b2* \ —ph q
Enté lisando = = | ¢ 7 = a b ifi Sdulo de w =
ntao , analisando z = b oq | €W = o |y, |0 verificasse que o modulo de w =

(12—_1%2.\/ a’+ b? = ﬁ = éH, isto corresponde a uma “inversao” em relagao ao circulo unitario de

centro na origem. Por outro lado, ha uma inversao de sinal dos elementos da diagonal secundaria,
que corresponde a uma reflegao em relagao ao eixo real, conforme mostrado na figura 3.6.

Figura 3.6: Transformagao da forma w = f(z) = +.

a b

a b 2102 212 ~

Mas, sendo w = ﬁ ( b ) = ( a*+b® a*46° ) onde a e b sdo as coordenadas de
. o a _a2+b2_ a?+b? N )

z no sistema XY, logo as coordenadas de w no sistema UV sao, respectivamente, u =

ex = v =

_r
- _+. o o 21y2
z24y?) u?+v? u4v?
Se a, b, c e d sao ntimeros reais, a equagao a(x* + y*) + bx + cy +d = 0 (*), representa um circulo
se a # 0 e se a = 0 representa uma reta.
Aplicando a transformacao w = % , a equagao (*) se torna:

(*) d(u* +v*) +bu—cv+a=0

Se u e v s@o solugoes da equacao (**), entdao z e y sdo solugoes da equagao (*), portanto, se a e d
sao distintos de zero, a curva e sua imagem sao ambos circulos que nao passam pela origem. Em
contrapartida, todo circulo que passa pela origem d = 0 ou seja z = 0 é transformada numa linha
reta no w e os circulos que passam pela origem w = 0 onde d = 0 sao imagens de retas no plano

zZ.
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Capitulo 4

Proposta de Atividade Educacional

4.1 Revisao sobre matrizes

Publico alvo: Estudantes do terceiro ano do ensino médio.

Objetivo: Rever as operagoes com matrizes, visando a utilizacao para o estudo dos Numeros
Complexos.

Metodologia: Aula expositiva e interativa com os alunos.

Duragao: Dois médulos aula (50 minutos cada).

4.1.1 Definicao

Uma matriz A = (a;;)mxn ¢ uma tabela formada de m linhas e n colunas, ou seja,
Exemplo:

5 7 91, ) . . . . .
A= ( 3 6 4 > ¢ uma matriz 2 X 3, ou seja, uma matriz que possui duas linhas e trés colunas.

4.1.2 Igualdade de matrizes

Duas matrizes A = (a;j)mxn € B = (bij)mxn S80 iguais se, e somente se, a;; = b;; para todo
1<i<mel<j<n
Exemplo:

) 7T p 5 r 3 5 - .
As matrizes A = ( g % \/8_1 ) e B = ( 68 9 ) sao iguais se, e somente se, p = 3, ¢ =
6er ="17.

4.1.3 Operagoes com matrizes
Adicgao

A adicao de duas matrizes A = (@ij)mxn € B = (i) man € dada por C' = (¢;;)mxn onde ¢;; = a;;+ by,
paratodo 1 <i<mel<j<n.

29



Exemplo:
1 56 0O -1 3] |149

{7 8 2]*{—2 1 4]_[5 9 6]'

Propriedades da adicao

Sendo A, B e C matrizes de mesma ordem e ( a matriz nula, valem as seguintes propriedades
para a adi¢ao de matrizes:

I) Comutativa — A+B=B+A,

IT) Associativa — (A+B)+C=A+(B+C),

I11) Elemento oposto —A+(-A4)=0,
IIT) Elemento neutro — A+0=A.

Subtracao

A subtragdo de duas matrizes A = (a;;)mxn € B = (bij)mxn € dada pela adigdo da primeira matriz
com o oposto aditivo (elemento simétrico) da segunda matriz, ou seja:

A—B=A+(-B).

Exemplo:

156 | 0 -13]_1|]156 n o1 -3 |16 3
7T 8 2 -2 1 4| |78 2 2 -1 —4 | |9 7 =2 |
Multiplicagao de um niimero real por uma matriz

O produto de um nuimero real k£ por uma matriz A é igual a matriz que se obtém fazendo o produto
de cada elemento da matriz pelo real k.
Exemplo:

3 -2 5| [3(-2) 35| | -6 15
14 T 3.4 37| |12 21 |°
Multiplicagao de matrizes

Dada uma matriz A = (a;;)mxn € uma matriz B = (b;;)nxp, 0 produto A.B é a matriz (¢;;)mx, tal
que o elemento ¢;; ¢ calculado multiplicando-se ordenadamente os elementos da linha 7 da matriz
A pelos elementos da coluna j da matriz B e somando-se os produtos assim obtidos (o primeiro
elemento da linha é multiplicado pelo primeiro elemento da coluna, o segundo elemento da linha
¢ multiplicado pelo segundo elemento da coluna e assim sucessivamente).

Por exemplo,

aip iz - Qin
o1 Qo2 -+ QA9p bll b12 ce blj ce blp
: : : bor bag - by crr by
A-B=
;1 ;2 Qip, : : : : . .
nl n2 nj np nxp
L Am1 Gm2 - Gmp

- mxn

Logo,
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€11 €12 -0 G ot Cip
€1 C22 -+ C25 - Cp
AB— : : : : : : ’
Gt Cg 0 Cg oo Cip
| Cm1 Cm2  Cmy  Cmp |

mxp

onde ¢;; = a;1.b1j + i2.boj + ... + ;i by, para todo i € {1,2,3,...,m} e para todo j € {1,2,3, ..., p}.
Notas:
1*) O produto de duas matrizes s6 é definido quando o nimero de colunas da primeira matriz
¢ igual ao numero de linhas da segunda matriz.
2*) Na matriz produto, o nidmero de linhas é igual ao nimero de linhas da primeira matriz e

o numero de colunas é igual ao nimero de colunas da sequnda matriz.

Amxn-BnXp = (AB)mxp

Propriedades da multiplicacao de matrizes
A multiplicagdo de matrizes admite as seguintes propriedades:

I) Associativa —(A.B).C' = A.(B.C),
IT) Distributiva — (A+ B).C = A.C+B.CeC.(A+ B)=C.A+ C.B.

Matriz identidade

Chama-se matriz identidade (ou matriz unidade) de ordem n a matriz I,, = (a;;)nxn , tal que:
a;; =1sei=je0, caso contrario, para todo 7, je{1,2,3,...,n}.

Exemplos:

10
I, = e l; =
: [01] :

o O =
o = O
= o O

Matriz inversa de uma matriz quadrada

Dada a matriz quadradada A, de ordem n, se existir a matriz A=, talque A.A™' = AL A=1,,
entdao a matriz A~! é chamada matriz inversa de A.

Se uma matriz A admite inversa ela é dita invertivel, caso contrario ela é nao invertivel.
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Determinante de uma matriz quadrada de ordem 2

O determinante de uma matriz quadrada de ordem 2 é dado pela diferenca entre, o produto dos
elementos de sua diagonal principal e o produto dos elementos de sua diagonal secundaria.

Seja A = d
Det A = ad — be.

} , temos que

Inversa de uma matriz quadrada de ordem 2 (regra pratica)

Seja A uma matriz quadrada de ordem 2, a sua inversa A~!, quando existe, é dada pelo produto do
inverso do determinante da matriz A pela matriz que se obtem invertendo a ordem dos elementos
da diagonal principal e trocando os sinais dos elementos da diagonal secundaria da matriz A.

Seja A = Z , & sua inversa é:
_ d —b LA d —b
AlzDeltA[_c a},ouseJaAlzadibc{_c a}
Exemplo:
. o 51 .. IR 8 =5 | 8 =5
A inversa da matriz A = { 33 ] ¢iguala A7 = 5=+. { 3 9 } = [ 3 9 ],de fato,

temos:

e[ 2[R ] - [

4.1.4 Exercicios

1)DadasasmatrizesA:<§ _24>,B:(g ;)eC:(g :?),determine:
a) A+ B-C

b) 3.A—-5.B

c) A.B

d) A inversa da matriz C'

2) Duas matrizes A e B comutam quando A.B = B.A.

Dadas as matrizes < 2 g > e ( _11 g ) , determine o valor de x e y de forma que as matrizes

comutem.

3) Use a inversao de matrizes para resolver a seguinte equacao matricial A.X = B, onde

a=(Ls)es=(0 1)
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- _ 1 2 x 5
4) Resolva a equacao matricial ( 4 3 ) . ( y ) = < 10 >

5) Determine a inversa da matriz M = ( ;l _43 >

4.2 Numeros complexos

Publico alvo: Estudantes do terceiro ano do ensino médio.

Objetivos: Apropriar os alunos do conhecimento dos nimeros complexos priorizando a sua
representacao geométrica.

Pré-requisitos: Operagoes com matrizes, incluindo multiplicacao e matriz inversa.

Metodologia: Aula expositiva e interativa com os alunos. E aconselhédvel o uso do Geogebra
para mostrar os nimeros complexos e suas operagoes.

Duragao: Dez médulos aula (50 minutos cada).

4.2.1 Matrizes especiais
—b

. a : o e
As matrizes da forma ( . ) eoma beR, onde os elementos da diagonal principal sao iguais

b
e os elementos da diagonal secundaria sao opostos, estao em correspondéncia biunivoca com os

b

pontos do plano R?, ou seja, a cada matriz da forma ( ¢ )corresponde um unico ponto de

o . a —b
R? e a cada ponto de R? faz se corresponder uma unica matriz da forma ( b a >, conforme

mostra a figura 4.1.

Figura 4.1: Representacao de matriz em R2.

A figura 4.2 mostra a correspondéncia com os pontos de R? de algumas matrizes, elas estao
nomeadas de acordo com o quadrante da correspondéncia. A matriz M; corresponde ao ponto
P, que estd no primeiro quadrante, a matriz My corresponde ao ponto P, que estd no segundo
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quadrante e asim por diante.

Figura 4.2: Representacao das matrizes M, My, Ms ¢ My em R2.

O conjunto das matrizes do tipo ( “ ) ¢é fechado em relacao as operacoes de adicao,

b
subtracao e multiplicacao. Isto é, se fizermos estas operagoes com duas quaisquer matrizes deste
tipo o resultado serda uma matriz deste tipo, como pode ser visto a seguir.

Sejam as matrizes A = ( Z _ab ) e B= ( cci _Cd ) , temos:

[ a b c —d\ [(a+c —=b—d
A+B_<b a>+(d c)_<b—i—d a+c >’
[ a b c —d\ _ [(a =D —c d _(a—c —b+d
A_B_<b a)_(d c)_(b a)+<—d —c)_<b—d a—c >’
a —b ¢ —d ac—bd —ad—be
A'B_(b a )(d c )_(bc—l—ad —bd—l—ac>'

Além disto admite inversa (inverso multiplicativo) da forma ( “

b

b

a —b I a b TE
A:(b a) > A :a2+b2(_ba =\ T tar )

CL2+b2 a2+b2

E comutam, isto é, A.B = B.A

) , como mostrado a seguir:

0 —
1 0

T il B il o s e v S ) R

E interessante observar o produto da matriz A = [ } por ela mesmo, ou seja

1 . . . .
Sendo I = 0 (1) a matriz unidade entao temos que A% = (—1)I , temos entdo que “o

quadrado de certo elemento ¢é igual a um nimero negativo”.

Se chamarmos a matriz [ } de unidade tmagindria e a representarmos por ¢ , teremos

1 0
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que i.7 = —1, isto é 2 = —1.

4.2.2 Conjunto dos niimeros complexos

Chama-se conjunto dos nimeros complezos, e representa-se por C, o conjunto cujos elementos sao

b , com a,beR.

Denotaremos os niimeros complexos pela letra z.

as matrizes do tipo ( “

—b
ze((f(:)z:(cbl ),sendoaeRebeR
. a —b
Observemos que, dado um nimero complexo z = b , temos que:

10 0 -1 10 . . 0 -1 .
z-a.(o 1)—1—1).(1 0 ),massendo(0 1>—I(matrlzun1dade)e(1 0 )—Z

(unidade imagindaria) , podemos escrever:

y = (Z _ab):a—l—biouz:a—i—bi,coma,beR.

Vejamos alguns exemplos:

a)<g _32>:3+2¢ @(j _42>:—2—4¢ e)(_64 é):6—4i

b)(_13 :;)2—3“ d)(g g>=5+oz:5 f)<g _03>:0+3¢=3@'

a —b
b
chamada forma algébrica. O ntmero real a é chamado parte real de z, enquanto que o nimero
real b é chamado parte imaginéaria de z. Indica-se por

Dessa forma todo nimero complexo z = pode ser escrito na forma z = a + bi,

a = Re(z) e b=1Im(z).

4.2.3 Representacao dos nimeros complexos
(plano de Argand-Gauss)

Representa-se os nimeros complexos no plano complexo ou plano de Argand-Gauss, em home-
nagem aos matematicos Jean Robert Argand (1768-1822) e Carl Friedrich Gauss (1777-1855) [3,
pag.522], o qual nada mais é que o plano cartesiano onde serd usado o eixo das abscissas, eixo
horizontal, para representar a parte real que sera indicada por Re e o eixo das ordenadas, eixo
vertical, para representar a parte imaginaria que serd indicada por I'm. O ponto assim marcado
no plano recebe o nome de afizo ou imagem geométrica de z, conforme mostra a figura 4.3.
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Figura 4.3: Representacao do complexo z = a + b.

Observagoes:
i) Quando Im(z) =0, z é um nimero real.

70 ~5 0 V3 0
Exemplos: zl—(o 7)—7, 22—( 0 _5>——5, z3_( 0 V3
ii) Quando Re(z) =0 e Im(z) # 0, z é um nimro imaginario puro.

>=\/§.
Exemplos: z1:<0 _6):6@'; z2:< 0 4):—4@; 23:<\9_ _\/g>:\/51‘.

6 0 -4 0 5

4.2.4 Igualdade entre niimeros complexos

b d
se, a =ceb=d, ou seja se as partes reais forem iguais entre si e as partes imaginarias também
o forem.

., a —b c —d
Dados dois niimeros complexos z; = a = . ) temos z; = 2o se, e somente

v —2 -7

=Br—2)+Tie
7 3z — 2

Exemplo: Para que os ntimeros complexos z; = <

13 1-2
29 = V) =13+ (2y — 1)i sejam iguais devemos ter:
2 —1 13

Re(z1) = Re(z) ouseja3r —2=13 <= z =05, ¢

Im(z) =1Im(z) ouseja7=2y—1 <= y=4.

4.2.5 Argumento e médulo de um niimero complexo

Médulo de um nimero complexo é igual a distancia entre a origem e o seu afixo (ponto que
representa o nimero complexo) e é representado por |z| ou pela letra grega p (lé-se: “ro”).

O argumento de um niimero complexo nao-nulo é a medida do angulo 6 formado pelo semi-eixo
real positivo e a semirreta com origem em (0,0) e que passa pelo afixo de z tomado no sentido
positivo (anti-horario), conforme mostra a figura 4.4.
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0 =arg (2)

Re

Figura 4.4: Moédulo e argumento do nimero complexo z.

Pelo teorema de Pitdgoras temos que :

|z| = Va2 + b2

. a —b\ . ) :
O argumento de um nuimero complexo z = ( b4 ) ¢é determinado através das seguintes
relagoes:
senf = % < b= |z|.senf e cosf = o = a= |z| .cos 6.
Exemplo:

Vamos determinar o médulo e o argumento do ntimero complexo z = ( \}g _i/g ) :
Temos a = 1 ,b:\/g;
Como |z| = va? + b2 entdo |z| = 1/12 + (V/3)?2 = /1T + 3 = 2, temos também

V3

1 ™
sentl = 2 e cosf = 3, logo 0 = Z rad

_ —b
Sendo a = |z|.cosf e b= |z|.sen@ , substituindo em z = “ ) temos

b a

L |z| .cos@ —|z|.senB \ 2 cost —senf o seia
O\ |z|.senf  |z|.cos® ) U\ senf  cosf ) a2

a —b cos —sen@)

= b «a = |zl senf cos0

4.2.6 Operacgoes com numeros complexos
Adicao
Para adicionar dois niimeros complexos, adicionamos as partes reais entre si e as partes imaginarias

entre si. Sejazi_(z _ab)—a—irbiezz—(fi _Cd)—chdi,entéoszzz—(Z _ab>+

((Ci _cd): ( 212 :ngbd)=(a+b)+(b+d)¢.

Exemplo:

37



A figura 4.5 mostra a adi¢ao dos complexos z; = < 2 -1 > e 2y = ( 3 -2 ) _

Figura 4.5: Adi¢ao de complexos z; + 25.

Subtracao

Para subtrairmos dois niimeros complexos, procedemos de forma andloga a adi¢ao, ou seja, sub-
traimos as partes reais entre si e as partes imaginarias entre si.

Sendo z; = ( Z _ab ) =a+biez= ( 2 _Cd ) = ¢ + di, entao a diferenca é dada por

zl_@:(g ‘Cf)_(; ‘Cd):(g:fl _abjbd):(a—b)Jr(b—d)z’.

Multiplicagao

b a senf, cosb,

elo ntmero complexo 2 = [ © —d) | 29| cosy  —sen Temos:
P P 27 \d ¢ 20\ senfy  cosOy ) ’

cos, —senb, cos By, —senb,
21.2’2:|2’1|. . |2'2|

senf, cosb; senfy, cosly

. . a —b cost —senf
Vamos determinar o produto do nimero complexo z; = ( = |z]. ( ! ! )

cos 01.cos 05 — sen 01.sen by —cos ,.sen 0y — sen 6;.cos 6, )

21.29 = |z1| . |29] .
122 =l - | (Sen01.00392+00391.56n92 —sen 61.sen 6y 4 cos 0;.cos O

Mas das férmulas trigonométricas temos que:
cos(a+b) = cosa.cosb— sena.senb e
sen(a +b) = sena.cosb+ senb. cosa, entdo fazendo as substituigoes chegamos a:

o= |2 . || cos (01 + 03) —sen (6, + 69)
P 2 Csen (6) + 6,)  cos (01 + 6y)
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Logo o produto de dois niimeros complexos é o nimero complexo cujo modulo é igual ao produto
dos mdédulos dos fatores e o argumento é igual a soma dos argumentos dos fatores.
Exemplo:

i , c 1 \/3 — | w — | _\/g

Zw:(x/ﬁ-(—l)ﬂ—l).ﬁ ﬁ.<—¢§)+(—1).(—1)>:(_w§ 9 >
' L= +v3.v/3  L(=/3)+ V3.(- 2 —2v3 )

Observe que:
A= VP2 = 2 ful = -1+ (VB =2
0] = /(23 + (22 = VIZF A =4 = |2 Ju]

Seja 0 = arg (2); ¢ =arg(w) e d = arg(z.w)
SeTLQZ% Sengb:ﬁ
9: 0 2 :120
00392%g < 30 cos = St ¢ 0
— =2v3 _ =3
send = = 2 & §=150"=0+¢

N[ ||

cosd =

NN
I

Veja a representacao geométrica do produto de z por w na figura 4.6.

\/5 71 Z.TU b /ib ”””””””” 2’
z= ‘
1 V3 N
|2 [w| =4 lw| =2
‘ : -
; ‘ P :
w= ( :/% 7‘/1_;) : 10e Il =2 |
i 150° 30

o — —2v3 -2
2 -2v/3 -1

Figura 4.6: Produto de complexos z.w.

—1

11 )pelo ndmero

Na figura 4.7 representamos o produto do ntimero complexo z = (

(2 )
complexo w = 5 1)
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0+ ¢ 9 §

Figura 4.7: Produto de complexos z.w.

E interessante ressaltar que multiplicar um niimero complexo z por um ntmero complexo w €
equivalente a:

Rotacionar o vetor (segmento) Oz de um angulo igual ao argumento de w e multiplicar seu valor
(comprimento) pelo médulo de w, ou rotacionar o vetor (segmento) Ow de um angulo igual ao
argumento de z e multiplicar seu valor (comprimento) pelo médulo de z.

. , . . 0 -1
Vamos analisar o produto de um nimero complexo z pelo niimero complexo i = ( 10 )

Temos:

lil=1 e 0 =arg(i) =90° logo multiplicar um nimero complexo por i equivale a efeturar
um giro no sentido anti-horario de 90° mantendo o seu médulo. A multiplicacdo por 2 efetua um
giro de 180°; ou seja, d4 como produto o simétrico (em relagao & origem) do ntimero complexo 2.
Isto é 2.2 = —z = z.(—1) = i* = —1.

Exemplo

—2

Seja o numero complexo z = = 1+ 24, vamos determinar o produto z.i.

1
2
. (1 =2 -1 1.0+ (=2).1 1.(=1)+(-2).0
“_(2 1 ) < ) ( 20+11  2(-1)+10 )
. -2 -1 .
z.z-( 1 _2>——2+z.
Note que a parte real de (z.7) é igual ao oposto da parte imaginéria de z e a parte imagindria

de (z.i) é igual a parte real de z. Isto é:
Re(z.i) = —Im(z) e Im(z.i) = Re(z).
Sendo a = Re(z), b= 1Im(z) = Re(z.i) = —=b, e Im(z.i) =a, 0 =argz, ¢=arg(z.i),
temos que

senf = 2 5L cost) = 3, sen ¢ = ﬁ, cos ¢ = ﬁ
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Da trigonometria temos:

sen(a+ 5) = cosa e {arraycsengb: Geos = § —=send =cos) = ¢=0+5=0+90°

cos(a+7%) = —senae { arrayccos ¢ = ﬁsen@ = ‘% — cosp =senl = ¢ =0+7% =0+90°.

A figura 4.8 mostra esta multiplicagao.

B e

Figura 4.8: Produto z.:.

Divisao
. , —b . —d . .
Sejam os numeros complexos z; = ( Z a ) =a+biez= ( CCZ c ) = ¢+ di, o quociente
21 ¢ 29) é igual ao produto de z; pelo inverso multiplicativo de 2o, ou seja 21 : 20 = 21.(22) 71,
g )

c d S b
-1 _ 1 _ 2142 212

onde (z7) ——Cg+d2.(_d c)_(_c+b o )’
c2+d2 C2+d2

Zl_(a —b) . ( c d)_ . <ac+bd ad—bc)
2=\ b a )N\ —d ¢ ) A\ bec—ad bd+ac )

Mas a divisao é a operacao inversa da multiplicacao, ou seja, dados dois niimeros complexos
z1 € zp, com zo diferente de zero, queremos determinar
z3 tal que z3 = i—; Isto corresponde a determinar o ntimero complexo z3 tal que z3.20 = z1, mas
pelo visto na multiplicagao temos que:
21| = |22] - |23] = [z3] = |21] : [22] €
arg (21) = arg (z5) + arg (z5) —> arg (zs) = arg () — arg (2»).
Para dividirmos dois niimeros complexos z; e zo, com zo diferente, dividimos os seus médulos ente
si e subtraimos os seus argumentos entre si.

Sendo = — [ @ b\ 12| costh —senb o[ € —d\ 12| costly —sen by
Y=V a ) "\ senb;  cost 27 \d ¢ 20\ senfy  cosOy )
0 quociente Z- ¢ dado por:
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Z9 |ZQ"

21 |z cos (01 — 6y) —sen (6, — 05)
sen (0y — 02) cos (01 + —02) |-
Exemplo:
-2 =2

. , -6 —2 ,
O quociente entre os nimeros complexos z = ( 26 6 ) ew = ( 9 o > ¢é dado por:

(=6 =2\ (-2 =2\ [ -6 -2 —2 -2\

Z'w_(Q —6)'(2 —2)‘(2 —6)'(2 —2)
6 -2 . 2 9

R I

L ( (=6)-(=2) + (=2)-(=2) (=6).2+(=2).(=2) )
S\ 2.(-2) 4 (-6).(-2) 22+ (=6).(-2)
L (16 -8 2 1

© wZ@‘( 8 16):(1 2 )

A figura 4.9 representa o quociente (z : w).

w

7} ,
0— ¢
¢ Re

Figura 4.9: Quociente de niimeros complexos z : w.

Potenciacao

A potenciacao é uma multiplicacao de fatores iguais, onde a base é o fator e o expoente indica
quantas vezes que este fator é considerado, ou seja

n

=gz 2 2R
p g
Vv
n vezes
a —b cost) —senf A ) . .
Sendo z = = |z]. a ponténcia 2" é determinada da seguinte forma
b a senf  cosf

sennf  cosnb

n n (cosn@ —senn9>
2" = |z|". .
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Exemplo 1:
V3

Dado o ntimero complexo z = ( 13 ) vamos determinar 2°.

“[& —

Resolucao

|z| = 12+(?3)2:%§esen9:<‘/7§):(2\/5):%ecosﬁzl:%gz‘/?g,logo@:?)()o
5
2 = (22) = 28 ¢ 5.0 = 5.30° =150°

5 %.cas 150° —%g.sen 150°
yAR—
%g.sen 150° %g.cos 150°
32v3 (=3 _ 32V3 ( 1 )
5 27 -\ 72 27+ \2
32v3 (13 32v3 [ =3
27 *\272 27 -\ 72
16 __16V3
5 — 9 27
16v3 16
27 9
A figura 4.10 mostra a representacao de z e 2°.
Im
-
2 16v/3
S 27
: valooo z
! 3
i 150°
! 30° Re
216 1 0 1
9
Figura 4.10: Poténcia de um ntimero complexo z°.
Exemplo 2:

Vamos determinar o valor de z*, sendo z = ( \gﬁ \_/% )

Resolugao:
21/ (V3)2+12 =2, cosf=%L e senf =4 = 0=30"

L9 cos 300 —sen 30°
7\ sen30°  cos 300

0y _ 0 o _ 0
Aot ( cos (4.30°) —sen (4.30°) ) _ 1. ( cos 120 sen 120 ) _ 1. (

[

sen (4.30%)  cos (4,30°) sen 120°  cos 120°

24:(8_\/83 _f\s/g)

|
>

N D
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A figura 4.11 mostra a representacao de z e z*.

4 | 8

1
LTI <
30 Re

Figura 4.11: Poténcia de um ntimero complexo z*%.

Radiciagao
A radiciagao é a operacao inversa da potenciacao, ou seja, dado um niimero complexo z, o niimero
complexo z; é uma raiz enésima de z se, e somente se, (z;)" = z.

2= V2 = ()" = 2.

Uma raiz n-ésima de um niimero complexo z é o nimero complexo cujo modulo é igual a raiz
enésima do médulo de z e cujo argumento € igual a enésima parte do argumento de z.

a —b
b
0

0
. cosz —sen
Zo\n/zz\/|z|-( A 0, )

sen —= CcoS ==
n n

Uma raiz enésima de um ntumero complexo z = (

) sera dada por:

As fungoes seno e cosseno sao periddicas de periodo igual a 27, logo sao raizes de z, todos os
complexos da forma

o~ n cos (&= 4+ E2m) —sen (% 4 E2m)
a=V/z= Yl ( sen (% + %.27r) cos (& + E.2m)
Exemplo 1:
Determine as raizes quintas de z = ( _1166\/3 —161\6@ )
Resolucao
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2| = \/( 16\/—) + 162 = /256.3 + 256 = 32,

cosl = 16‘[ 2
— 0 = 150°,

senf =

7= U ( cos ( 150 + £.27) —sen(l? + £ 2m)

150 + = 27r) 003(150 4+ £ 2)

1
2
) , com ke {0,1,2,3,4}, ou seja, as raizes

quintas de z sao:
5 ( cos30° —sen 30° ) < cos102°  —sen 102° ) ( cos 174  —sen 174° >

sen30°  cos 30° sen 1029 cos 102° sen 174°  cos174°

c0s 246°  —sen 246° cos318%  —sen 318
sen 246°  cos 246° sen 318°  cos318°

: ) : ~16v3  —16
A figura 4.12 mostra as cinco raizes quintas de z = , representadas por
16 —16v3
21, 22, 23, 24 € Zsp.
Im
%2
LT I
. Zl
1 o
7 5
; 172
Z3 o
' Re
3 b K 1 2
72° ;
720
-1 ,'I
. %
zy @

Figura 4.12: Raizes quintas de um niimero complexo.

Observe que as raizes estao distribuidas igualmente sobre o circulo de raio igual a 2.
Exemplo 2:
Determine todas as raizes ctibicas de -1.
Resolugao
Seia » = ( -1 0 ) 1 ( cos180°  —sen 180° )
0 -1 "\ sen180° cos180° )’
|z] =1 e =180°
V= ( 005(180 + £.2m) —sen(l?o + £.27)

sen(lgo +E27m)  cos (B + £2m)

) , com ke {0,1,2}, ou seja, as raizes cibicas
3

3
de z sao:
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%)

cos60° —sen 60° _ % —‘/73 cos 180° —sen 180° _ —1
sen 60 cos 60° o \/75 % ’ sen 180°  cos 180° o 0
cos300° —sen300° \ % ‘/73
sen 3000 cos 300° - _\/75 %
A figura 4.13 mostra as trés raizes cubicas de -1, representadas por 21, 25 € z3.
Im
ol <1
120° 50°
2
2 - 0 Re
'. 1
120°
e 23

Figura 4.13: Raizes ctbicas de —1.

Observe que as raizes estao distribuidas igualmente sobre o circulo de raio igual a 1.

4.2.7 Exercicios
1) Represente no plano complexo (Plano de Argand-Gauss) os seguintes nimeros complexos:
5 —3 (-3 —4 (-2 1 (2 4
2=\ 4 -3 ) “=\ -1 2 ) “E\ 42 )
or —7 —11
11 br — 7

3 5

o~

)

2) Determine os valores de z e y de modo que os nimeros complexos z = (
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[ 2x4+2 52 L
ew={ 5y _5 o, 9 | Sejam iguais.

3) Determine o argumento e o médulo dos seguintes niimeros complexos:
(3 -3 L 443 —4 L -1 V3 L 53 5
6 —2x

2z 6
seja igual a 10 e represente-o no plano complexo.

4) Dado o nimero complexo z = ( > , determine o valor de x para que o seu médulo

2 5 (-7 6
-5 2 )27\ -6 -7
a) z1 + 22 e represente no plano complexo (plano do Argand-Gauss);
b) 23 — 23 e represente no plano complexo (plano do Argand-Gauss).

5) Dados os nimeros complexos z; = ), determine:

6) O conjugado de um nimero complexo z é o numero complexo Z que se obtém trocando o
sinal da parte imaginaria de z.
Sendo z = ( @ =b ) = a+ bt o seu conjugado é 7 = < a b ) =a— .
b a —b «a

7T =3
3 7

a) A representagao grafica de z e Z;

b) z;
)
d)

Dado o niimero complexo z = ( ), determine:

W
z\zl—i-

cos135°  —sen 135°

7) Sendo 2 =2. ( sen135°  cos135°

), calcule o valor de:

a) z4;
b) 28
. 0 —1 . . .
8) Sendo i = 1 0 a unidade imaginéaria:
a) Determine as poténcias de ¢ menores ou iguais a 8, ou seja, 2, i3, ... %

b) Qual o padrao de repeti¢ao que vocé observou?
c¢) Usando o padrao observado determine os valores das seguintes poténcias 2, i21 e 2014,

9)Determine todas as raizes quintas de —32 e represente-as no plano complexo (plano de
Argand-Gauss).
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10) Geometricamente, o médulo de um nimero complexo z é dado pela distancia da origem
3 =2
2 3

considere o triangulo ABO, cujos vértices A e B sao os respectivos pontos imagem de z e 2.7, clas-
sifique o triangulo ABO quanto a medida de seus angulos internos e quanto a medida de seus lados.

O do plano complexo ao ponto imagem de z. Assim, dado o complexo z = < =3+ 21,
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Capitulo 5

Conclusao

Uma abordagem geométrica na introducao dos niimeros complexos é uma alternativa que levard a
um entendimento melhor destes ntimeros tidos entao como coisas estranhas e sem utilidade. Esta
abordagem leva em consideragao os conhecimentos que os alunos adiquiriram no 2° ano do ensino
Médio, consolidando desta forma os connhecimentos anteriores, sobre matriz, os quais muitas
vezes sao esquecidos.

Na apresentacao do conteido é conveniente a utilizagao dos Softwares de Geometria Dinamica
que possibilita simular um grande ntimeros de situagoes , facilitando as experimentacoes e a
criagdo de conjecturas. Dentre os Softwares de Geometria Dinamica temos o “GEOGEBRA”,
disponivel em http://geogebra.softonic.com.br. Estes Softwares de Geometria Dinamica facilitam
a visualizacao das transformacoes obtidas pelas operagoes com os nimeros complexos.

O trabalho nao termina aqui, a proposta é que esta alternativa seja difundida entre os docentes
do Ensino Médio, através da pratica pedagdgica do Mestrando assim como através de reunioes
com os colegas de trabalho.
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