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RESUMO

O presente trabalho objetiva, precipuamente, contribuir para uma analise da Geometria
do Fractais no Ensino Médio, abordando métodos de ensino da matematica através de artificios
ludicos, a fim de despertar o interesse dos alunos por meio do uso do referencial teérico da
interdisciplinaridade e da contextualizagdo. Além disso, visa-se aqui o desenvolvimento das
caracteristicas dos fractais, sua autossimilaridade, complexidade infinita e suas dimensdes nao
inteiras; para esse fim, foram utilizadas diversas fontes de pesquisa que se apresentam ao longo
desse trabalho, porém, tendo como fonte principal o livro “Descobrindo a Geometria Fractal”,

do professor Ruy Madsen Barbosa.

Palavras-chave: Geometria Fractal; Contextualizacdo, Interdisciplinaridade.

ABSTRACT

The present work aims, fundamentally, to contribute to an analysis of the Geometry of
Fractals at High School level, approaching the subjectin a playful manner and usingthe
theoretical reference of interdisciplinarity and contextualization. In addition, we explorethe
main characteristics of fractals, their self-similarity, infinite complexity and non-integer
dimensions; while we used several research sources, the main source is Professor Ruy Madsen

Barbosa's book “Descobrindo a Geometria Fractal”.

Keywords: Fractal Geometry; Contextualization; Interdisciplinarity.
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INTRODUCAO

A Geometria Fractal, mostra-se como uma excelente alternativa no desenvolvimento
de diversos temas abordados no Ensino Médio; para além disso, tais atividades também podem
ser adaptadas ao Ensino Fundamental, dependendo, para isso, do objetivo da atividade. Tendo
1sso em vista, esse trabalho visa apresentar uma proposta de atividades que auxiliem em
situacoes dificilmente alcancadas com os artificios usados em sala de aula e distantes da
realidade. Sdo atividades atraentes e, a0 mesmo tempo, eficientes, do ponto de vista didatico.

Esse trabalho também visa demonstrar que os fractais estdo inseridos em diversos
campos, como os cientificos, culturais e tecnoldgicos, além de outros mais, € que, com isso,
torna-se possivel tratar da introdugdo contextualizada acerca da Geometria Fractal na vida e no
cotidiano do aluno. Porém, de um modo geral, ha uma tendéncia a se considerar que o que nao
estd claramente abordado na Geometria Euclidiana ndo deve ser apresentado pedagogicamente
ao aluno. Na minha opinido, este estado das coisas nao € necessariamente perene. Na medida
em que se fale mais de fractais, creio que o quadro mude, a favor destes objetos.

Ademais, a Geometria Fractal faculta ao aluno descobrir e relacionar o que visualiza e
o que estuda, para que com isso o aluno seja capaz de conceber um vasto campo de aplicagao
de seus conceitos matematicos em diversas areas; tais conceitos serdo abordados nos dezessete
primeiros capitulos, assim distribuidos:

No Capitulo 1 serd apresentado um breve historico da Geometria Fractal, mostrando
que tal geometria ndo-euclidiana fora desenvolvida por varios matematicos, porém, a mesma
ndo possuia tal designacdo. Além disso, serdo tratados os estudos e conclusdes de Benoit
Mandelbrot acerca da andlise de formas geométricas que possuiam a infinitude como uma
propriedade em comum, bem como a autos semelhanca.

No Capitulo 2, como forma de incentivo a futuros estudiosos da Geometria Fractal,
serd apresentada uma reportagem de cunho internacional do matematico Artur Avila, carioca
que, em 13 de agosto de 2014, recebeu a maior honraria da Matematica: a Medalha Fields.

No Capitulo 3, ¢ introduzido o conceito de fractal, definindo os processos de iteracao,
autossimilaridade e complexidade infinita, mostrando uma liga¢do entre fractais e areas da
Fisica e da Matematica chamadas Sistemas Dinamicos e Teorias do Caos.

O Capitulo 4 destina-se a mostrar a imensa variedade de aplicacdes dos fractais nas

diversas areas e situagdes. Os Capitulos de 5 as 12 visam mostrar os fractais classicos, tais



como: a Curva de Koch, o floco de neve, o Triangulo de Sierpinski, o Conjunto de
Cantor e a Esponja de Menger, bem como suas construgdes, perimetros, areas e volumes.

O Capitulo13 ocupa-se da definicdo e calculo da dimensdo de um fractal e, no
Capitulo 14 os alunos sdo levados a resolver alguns problemas do livro “Descobrindo a
Geometria Fractal” do professor Ruy Madsen Barbosa.

As atividades desenvolvidas e as propostas, se encontram nos Capitulos 15 e 16.

Acrescentamos um apéndice apresentando alguns conceitos teéricos, que serdo as
ferramentas usadas em sala de aula para a resolucdo de diversos problemas apresentados na
lista de exercicios do ultimo capitulo, tais como: sequéncia, progressao aritmética, progressao
geométrica, fungdo exponencial e fungdo logaritmica.

E oportuno lembrar que, embora a Geometria Fractal ainda ndo conste na grade
curricular do Ensino Médio, a mesma tem sido abordada em alguns vestibulares, tais como o
ENEM de 2008 e no vestibular da Universidade Federal do Parana, assim, demostrando seu

potencial de expansao pedagodgica.



1. CONTEXTUALIZACAO HISTORICA

O nome Benoit Mandelbrot esta ligado ao surgimento dos fractais, familia de formas
geométricas que ele descreveu nos anos 1970 e teve implicagdes em areas como a biologia, a
fisica, a astronomia e no sistema financeiro. Em 1975, Mandelbrot cunhou o termo “fractal”
para descrever objetos matematicos fragmentados e irregulares, cuja estrutura se repete em
diferentes escalas e tem vinculo com formas encontradas na natureza. A Geometria Fractal ¢
utilizada para modelar sistemas fisicos, bioldgicos e financeiros, e sustenta a fisica dos sistemas
dindmicos e a teoria do caos. Uma das imagens de fractais mais conhecida chama-se Conjunto
de Mandelbrot e foi gerada por computador, mostrando uma estética elaborada de circulos e
quase-circulos, ornamentados com extremidades espinhosas, espirais e filamentos que se
enrolam em todas as dire¢des ao longo de diversas escalas, numa quantidade infinita de

informacao.
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A Geometria Euclidiana ¢ a geometria que normalmente aprendemos nas escolas, mas
existe uma grande quantidade de fendmenos na natureza que ndo podem ser descritos por essa
geometria.

A maior parte das formas apresentadas pela natureza ndo sio regulares ¢ nem
suaves, pelo contrario, sdo extremamente complexas, recortadas e irregulares. Isso se expressa
na seguinte frase de Mandelbrot:

“Nuvens ndo sdo esferas, montanhas ndo sdo cones, continentes ndo sdo
circulos, tronco de arvores ndo sdo suaves € nem o relampago viaja em

linha reta.”!

Ao longo do tempo, varios modelos de fractais foram construidos por matematicos,
mas nao possuiam essa designagdo, geralmente, eram figuras que ndo se encaixavam nas
geometrias tradicionais. Esses objetos ficaram conhecidos como “monstros matematicos” e
apesar de existirem hd muito tempo, ninguém ainda tinha lhes atribuido um nome.

Foi em 1978 que Benoit Mandelbrot, quando escrevia sua primeira obra sobre os
chamados “monstros”, sentiu necessidade de atribuir-lhes um nome, chamando-os de Fractais,
por isso ficou conhecido como “o pai dos fractais”. Para criar o nome, ele se fundamentou no
adjetivo latino fractus, do verbo frangere, que significa quebrar.

Mandelbrot estabeleceu uma estruturagdo na qual a Geometria Fractal, ou Geometria
dos Fractais, pode ser entendida como uma area da Matematica que estuda as caracteristicas e
o comportamento dos fractais, que sdo abstratas formas geométricas que seguem um mesmo

modelo de maneira infinita, ainda que limitados a uma area finita.

! MANDELBROT, Benoit B. The Fractal Geometry of Nature. New York: W. H. Freeman and Company, 1983.
11



Com a Geometria Fractal torna-se possivel a criagdo de modelos mais proximos da
realidade. A Geometria Fractal fornece algoritmos para construgdo de formas idénticas as
naturais e também ferramentas para o estudo das mesmas. Essa geometria vem se consolidando
nos ultimos anos com o desenvolvimento da tecnologia computacional e com auxilio de novas

teorias nas areas da fisica, biologia, astronomia ¢ matematica.

2. ARTUR AVILA
.
_,'l,

:

%

\
»
[

" = ™

DURUE MEYER_2014

A revista PIAUI, de janeiro de 2018, iniciou uma reportagem de Bernardo Esteves
com o titulo “BRASIL CHEGA A ELITE DA MATEMATICA MUNDIAL “Promocio
reconhece momento da disciplina no pais, coroado com a Medalha Fields de Artur Avila.

“Nao ¢ todo dia que o Brasil pode sacar louvores superlativos do arméario. A data de
13 de agosto de 2014 serd lembrada como uma dessas ocasides, € ndo apenas porque nesse
dia, em Seul, na Coreia do Sul, um carioca de 35 anos protagonizou o feito mais importante
da historia da ciéncia brasileira. Ao receber a Medalha Fields, maior honraria da matematica,
Artur Avila era a expressdo luminosa de um projeto de pouco mais de meio século: o de criar
entre nds, no ambito publico, um ambiente intelectual em que a pesquisa cientifica de alta
qualidade pudesse prosperar.” Disse Marcelo Viana, diretor-geral do Instituto Nacional de

Matematica Pura e Aplicada, o Impa.
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Sobre Artur Avila na reportagem de 25 de janeiro de 2018 a revista piaui publicou:

A Matematica brasileira vai entrar para a elite mundial da disciplina. A Unido
Matematica Internacional (ou IMU, na sigla em inglés), que classifica os paises-membros em
funcdo da qualidade da pesquisa que fazem, decidiu promover o Brasil para o grupo que relne
as maiores poténcias do campo. O pais se juntara a Alemanha, Canadd, China, Estados Unidos,
Franca, Israel, Italia, Japdo, Reino Unido e Russia.

“Entrar nesse grupo é o equivalente a se tornar adulto na matematica”,
comparou Marcelo Viana, diretor-geral do Instituto Nacional de Matemadtica Pura e Aplicada,
o Impa. “A decisao reflete o nivel de maturidade atingido pela comunidade de pesquisadores
brasileiros”, completou Viana, que recebeu piaui para uma entrevista na véspera do anuncio,
feito na manha desta quinta-feira, 25 de janeiro, na sede do Impa.

Uma forma de medir a maturidade da comunidade é pelo volume de suas
publicacbes. Nos ultimos dez anos, o numero de artigos publicados por matematicos
brasileiros praticamente dobrou, passando de 1 043 papers em 2006 para 2 076 em 2016.
Trinta anos atrds, em 1986, os pesquisadores do pais respondiam por 0,7% dos artigos
matematicos publicados no mundo. Em 2016, o percentual havia pulado para 2,35%. “E um
salto extraordinario”, avaliou Viana.

A promocao do Brasil coroa uma boa fase cujo dpice foi a Medalha Fields conquistada
em 2014 por Artur Avila, pesquisador do Impa e do CNRS (Centro Nacional da Pesquisa

Cientifica, em portugués), na Franca (o prémio — o mais importante da disciplina — foi tema de

uma edicdo especial da piaui). “A decisdo é um reconhecimento da qualidade da pesquisa que

vem sendo realizada ha algum tempo no pais”, disse Avila. “Ela deve servir para que nossa
sociedade compreenda que podemos e devemos fazer ciéncia de qualidade no Brasil, num
momento em que a ciéncia é tratada como um luxo dispensavel em momentos de crise.”
(BERNARDO ESTEVES- revista Piaui -25jan2018_12h00)

Artur Avila, umas das representacdes impares do universo matematico em
desenvolvimento no Brasil, reflete ndo apenas a emergéncias dos paises sul americanos na
matematica, mas também expressa a profunda necessidade da criacdo de uma tradicao
cientifica, que possua como fundamento para seu desenvolvimento bases escolares universais,
que incitem o anseio pela pesquisa e pelo estudo, comecando pelo principal: despertar a
curiosidade dos alunos por meio do contato com novas formas de ver matemadtica além da

tradicional euclidiana, associando esses fendmenos a situagdes e aplicacdes de seus cotidianos.

13



“A Unido Internacional de Matematica, entidade que atribui a Fields, classifica o Brasil
no nivel 4 de uma escala em que o quinto nivel corresponde a elite dos paises produtores de
matemética. E um indicador de que a ciéncia ja dispde aqui de massa critica. Nesse conjunto de
pesquisadores, existem alguns que, a exemplo de Avila, tém publicado resultados excepcionais.
92

Levando em consideracao a analise do cenario matematico brasileiro, bem como sua
colocacdo diante de outros paises, pergunta-se se o Brasil ja havia conquistado seu lugar no
protagonismo mundial, porém, como disse Marcelo Viana, somos apenas recém-chegados:
“estamos aprendendo a jogar o jogo. Quando, a cada quatro anos, com regularidade, formos

cogitados para a Medalha, ai, sim, sera o apice”

3.FRACTAL: DEFINICAO

A defini¢do mais simples ¢ a de que fractais sdo objetos gerados pela repeticdo de um
mesmo processo (iteracdo/recursdo), apresentando autossimilaridade, complexidade infinita e
dimensao fractal.

Os fractais estdo ligados a area da Fisica e da Matematica chamadas Sistemas
Dinamicos e Teorias do Caos, porque suas equagdes sdo usadas para descrever fendmenos que,
apesar de parecerem aleatorios, obedecem a certas regras — o fluxo dos rios; porém, vale
ressaltar que elas ndo sdo explicadas pela Geometria Euclidiana, pois possuem dimensao
fraciondria. Essa fracdo esta relacionada com a quantidade e a escala de ampliacao das copias
da figura contidas dentro dela mesma. Outra caracteristica ¢ que possuem complexidade

infinita, levando que com um zoom em detalhe da imagem, se revelam outros novos detalhes.

2 SALLES, Jodo Moreira; “Chegada, Edigdo especial: Modo de Usar.”; Revista Piaui. Sdo Paulo/ vol 95,
ago.2014
14



3.1 AUTOSSIMILARIDADE

Na Geometria Fractal, a autossimilaridade baseia-se no fato de um fractal apresentar
copias de si mesmo, invaridncia da forma em seu interior, que independe da escala de
ampliacdo. Essa propriedade se encontra presente em varias formas naturais, tais como: nas
linhas costeiras, nas nuvens, nas arvores € em outros sistemas.

Essa autossimilaridade, como hoje conhecida, pode ocorrer na natureza de dois modos
distintos: a autossimilaridade exata e a autossimilaridade estatistica; apesar de se originarem do
mesmo conceito geométrico, ¢ possivel observar que as mesmas apresentam suas divergéncias,

a serem exemplificadas a seguir.

3.1.1 AUTOSSIMILARIDADE EXATA:
Essa autossimilaridade, geralmente, ¢ apresentada por fractais gerados por sistemas de
fungdes exatas, entes matematicos. E possivel, também, observar que a exatidio sempre ¢é

presente em suas copias, ndo importando a escala da ampliagdo, conforme podemos observar

na figura3.1.1. a, denominada Curva de Koch e que mais adiante iremos definir.

Figura3.1.1.a

15



3.1.2 AUTOSSIMILARIDADE ESTATISTICA:

Nessa autossimilaridade, O fractal possui medidas numéricas ou estatisticas que sao
preservadas em diferentes escalas, porém, ja ndo apresentam repetigdo dos padrdes com
exatiddo. Estamos falando aqui de objetos do mundo fisico. Nao hd como se esperar

autossimilaridade ou zooms arbitrarios.

Figura3.1.2.c

16



3.2 COMPLEXIDADE INFINITA -CARACTERISTICAS FRACTAIS

A complexidade infinita se refere ao fato de que, quanto maior for o numero de
iteracdes, mais detalhes podemos perceber e, assim, nunca obteremos uma “imagem final” do
fractal; A ideia aqui é que, zooms sucessivos (e ad infinitum) revelam sempre complexidade,

ainda que a figura mude de forma.

Figura3.2.a

Figura3.2.c

17



4. GEOMETTRIA FRACTAL E SUAS APLICACOES

4.1. NA NATUREZA

Os contornos das montanhas, a superficie dos pulmdes humanos, a trajetoria das
goticulas de agua quando penetram na terra - existe uma infinidade de fendmenos na natureza
que ndo podem ser descritos pela geometria tradicional toda ao certo. E preciso apelar para
complicados céalculos que resultam nas chamadas dimensdes.

Os fractais sdo formas geométricas abstratas de uma beleza incrivel, com padrdes
complexos que se repetem infinitamente e, Mandelbrot constatou que todas estas formas e
padrdes possuiam algumas caracteristicas comuns, ¢ que havia uma curiosa e interessante
relacdo entre estes objetos e aqueles encontrados na natureza em estruturas vegetais ou animais
(cristais, nuvens, sistemas radiculares, etc.), ou podem ser produzidos artificialmente em

computador através de um algoritmo matematico, criando arte.

Porém, hoje em dia, a Arte Fractal libertou-se da simples geragdo de imagens fractais
em computadores para invadir o espaco tradicional de pintores e outros artistas plasticos, além

de ter seus principios adaptados para a criagdo de musicas, esculturas e obras literarias.’

3 Disponivel em: <http://lounge.obviousmag.org/por_tras _do_espelho/2012/07/os-fractais-da-natureza---a-
perfeicao-no-caos.html#ixzz5bSQOrIXZ>
18



4.2 DESENVOLVIMENTO TECNOLOGICO

No desenvolvimento de tecnologia, ¢ possivel citar a utilizacdo de antenas fractais
usadas na telefonia celular, na transmissao wireless, na TV digital (HDTV), entre outras. Essas
ligacdes tecnologicas e fractais podem ser aproveitadas de forma interativa e lidica nas aulas

tedricas, bem como praticas, por exemplo, nas aulas de fisica e geometria nas escolas.

Figura 4.1.b

Figura4.1l.c

19



4.3 NA AGRICULTURA

Na agricultura, a Geometria Fractal se expressa na analise de solos, na nebulosidade
da area, movimentos dos rios, além do fato de a estrutura de varios cristais apresentarem a
modelacdo expressa e formada por fractais; por seu teor, principalmente, geografico e
biologico, a presenga da Geometria Fractal na agricultura abre um leque de opgcdes de assuntos

a serem tratados, em conjunto com a geometria aqui apresentada.

Figura4.l.a

4.4 NA MINERALOGIA

Quanto a mineralogia, nela, a Geometria Fractal se expressa, majoritariamente, no
ambito geografico-fisico, como na medi¢do da densidade dos minerais, na evolugdao dos

terrenos e na descontinuidade das rochas.

Figura4.1.2.b
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45 NA COMPUTACAO GRAFICA

Os fractais ajudam na confecgdo e projecdo computadorizada de cendrios naturais,

como rios, conjuntos montanhosos e plantas.

21



4.6 NA GERACAO DE EFEITOS ESPECIAIS

Na computacgdo gréfica, os fractais sdo comumente utilizados na criagdo de imagens

realista e complexas, pratica abordada na composi¢ao de imagens cinematograficas

Figura4.1.4.a
Além disso, os fractais também podem ser usados em recriagdes geo-representativas

como explosdes e lavas de vulcdes, baseados na representacdo natural e fractal desses

fenomenos.
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4.7 NAS CIENCIAS MEDICAS E BIOLOGICAS

Nas ciéncias médicas e areas bioldgicas, a geometria fractal se apresenta nas
composi¢des fisiondmicas dos corpos e dos seres vivos em geral. Nessa drea, encontram-se
diversos exemplos que podem ser modelados através da geometria fractal; as ramificagdes
pulmonares, veias e artérias; analise de imagens no diagnostico precoce de cancer pode ser feita

através de modelagem utilizando-se os fractais.

Figura 4.7.b
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5. FRACTAIS CLASSICOS

Alguns fractais assumem papel relevante dentro da Geometria Fractal, pois apresentam
caracteristicas proprias e por serem pioneiros nos estudos desta Geometria. Sdo eles: a Curva
de Koch, o Floco de Neve ou Ilha de Von Koch, o Triangulo de Sierpiski, a Esponja de Menger

€ outros.

6. CONSTRUCAO DA CURVA DE KOCH

Para construir a curva de Koch (ou von Koch), deve-se dividir um segmento de reta

AB em trés partes iguais.

o °- —0 ® AP =PQ =¢QB
Q

Figura 17

Em seguida, substitui-se o segmento médio por dois segmentos iguais medindo, cada
. 1
um desses dois segmentos, 3 do segmento AB.
E possivel observar que a figura 18 tem uma curva que vai do ponto A ao ponto B,

formada por 4 segmentos de mesmo comprimento, igual a é do segmento AB.

;_ﬁ_/\__,

Figura 18

24



Repetindo o procedimento descrito em cada um dos 4 segmentos da figura 18, obtemos

uma figura (fig. 19) com 16 segmentos de reta ainda menores, sempre seguindo a propor¢ao

. 1
usada na figura 18, ou seja, cada novo segmento de reta mede 3 do segmento suporte.

/\ /\

A construgdo da curva de Koch nos mostra que, a cada passo, o nimero total de

segmentos ¢ multiplicado por 4, enquanto o comprimento de cada um ¢ dividido por 3. Ou seja,
. . 4 4
o comprimento da curva aumenta e o fator de aumento ¢ 3 Como 3 > 1, vemos que o

comprimento tende a infinito, na medida em que o numero de iteragcdes cresce. Observa-se,

também, que a curva de Koch ¢ auto similar, pois em cada estagio da sua constru¢cdo vemos a
copia fiel do estagio anterior em uma escala 3 da figura original. Temos aqui um caso de

autossimilaridade exata.
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7. COMPRIMENTO TOTAL DA CURVA DE KOCH

A seguir, demonstra-se a construcao de uma tabela com algumas iteragoes, a fim de

obter-se o comprimento total da curva de Koch.

NIVEIS QUANTIDADE COMPRIMENTO | COMPRIMENTO
DE SEGMENTOS | DO SEGMENTO | TOTAL
INICIAL 1 C 1.C=C
a A —al 1
1* ITERACAO 4=4 1. e
3
2°ITERACAO 11 1\ 2 , (1 2
1le—(d)e () .c
16 = 42 33 3 3
3*'ITERACAO 64=43 1,3 1,3
(—) C 43.(—) .C
3 3
n-ESIMA " 10
) (—) C 4“.(—) .C
ITERACAO 4" 3 3
Tabela I

8. FLOCO DE NEVE DE KOCH OU ILHA DE VON KOCH

Para se construir o floco de neve de Koch, devem-se lembrar que, dados trés pontos
ndo colineares A1, Az e Az podemos construir um poligono formado por eles. Assim A1A2, A2As3,
AsA1, serdo lados do poligono se os trés pontos forem distintos dois a dois. O poligono assim
formado ¢ um triangulo de vértices A1, A2 e A3z; caso os lados sejam iguais, o poligono serd um
triangulo equilatero. Convém lembrar que um poligono serd regular se, ¢ somente se, for
equilatero e equiangulo.

O processo de construcdo do Floco de neve de Koch se inicia a partir da figura de um
triangulo equilatero. Na primeira iteragdo da construcdo, se divide cada lado do tridngulo em
trés partes iguais e construindo, sobre cada um dos segmentos do meio, um novo triangulo
equilatero, sem a base. Assim, pode-se obter a segunda figura conhecida como “Estrela de

Davi” com 12 lados.
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Ficura de Partida 1# Transformacao 28 Transformagao 3" Transformacao

Repete-se 0 mesmo processo para cada um dos 12 segmentos obtidos na figura anterior
e, repetindo indefinidamente o processo, se obtera, no limite deste processo recursivo, o floco
de neve de Koch, conforme a figura abaixo.

O ntmero de lados (Ln) de cada figura em fungdo do niimero de iteragdes ¢ dado por
uma PG de razdo qm= % , supondo que cada lado do tridngulo inicial mede uma unidade, ou

seja, se My= 1, podemos definir Lae Mn por recorréncia ou através de um termo geral.

Iteracao N° de lados (Ln) Medida dos lados (M)

0 3

1 3.4=12 1
3

2 3.4.4 =3.4=48 1
9

3 3.4%2.4=3.4= 192 i
27

N 34" 1
3n

Tabela II

Percebe-se que, através das iteragdes, formamos uma sequéncia mondtona crescente
do niimero de lados a medida que o nimero de iteracdes se aproxima do infinito, ou seja, quando
n — o , L, —+ oo. Percebe-se também que, através das iteracdes, formamos uma sequéncia
monotona decrescente da medida dos lados @ medida que o numero de iteragdes se aproxima

do infinito, ou seja, quando n — o , M, — 0.
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Desta forma, temos que o perimetro da figura ¢ infinito. Com relacao a area da figura,
fazendo a 1* iteragcdo e tragando um hexdgono na figura encontrada em “Estrela de Davi”,
podemos constatar que a figura da 2% iteracdo ainda estd contida no hexdgono, e torna-se
perceptivel que isso segue ocorrendo em todas as iteragoes.

Assim, pode-se concluir que a area do Floco de neve de Koch ¢ inferior a area do
hexagono, que ¢ igual ao dobro da area do triangulo equilatero inicial, que sera denotada por
A. Logo, tem-se que a area da regido delimitada pelo Floco de neve estara compreendida entre
a area do triangulo equilatero (A) e a area do hexdgono (2A, conclui-se que, assim, embora o
perimetro seja infinito (ilimitado superiormente), a drea tem um limite finito e esta dentro do

intervalo [A,2A).

9. PERIMETRO DE UM FLOCO DE NEVE

Para calcularmos o perimetro do floco de neve, devemos multiplicar o comprimento

total obtido na tabela anterior (tabela I) por 3, uma vez que iniciamos com o triangulo equilatero.

NIVEIS QUANTIDADE DE | COMPRIMENTO PERIMETRO
SEGMENTOS DO SEGMENTO
INICIAL 1 C 3.1.C = 3C
a A —41 1 1 4
1 ITERACAO 4=4 1. st lco33c
3 3 3
2*ITERACAO 16 = 4? 11 1,2 N . /a
_._C=<_> C 342(5) .C= (E) C
3'3 3
3*'ITERACAO 64=43 1,3 3 (1) =z (4
(E) C 343.(3) .c=3.(3) .C
n-ESIMA 4n 1\" 1\" "
‘ (_) .C 3.4n (-) .c—3(—) C
ITERACAO 3 3 3

Tabela II1
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10.

CONJUNTO DE CANTOR

T
——— ——

- 1 b, o 18 s ]
d H | I
e W 1o 3."-]:1 |Ji1 " BE 35 W i
EE EN EE EN EE EHN EE ENR

O conjunto de Cantor ¢ um subconjunto fechado do intervalo [0,1], obtido por

sucessivas retiradas de intervalos centrais. Denotando o intervalo inicial por Fy=[0,1], o proximo

conjunto ¢ obtido retirando o tergo central (1/3,2/3); ou seja,F;=[0,1/3]U[2/3,1]. Esse processo

¢ repetido, entdo, em cada um dos segmentos ainda pertencentes ao conjunto em questdo. A

tabela abaixo mostra o nimero de intervalos e seu comprimento a cada iteracao:

Iteracio N° de intervalos (In) Comprimento de
cada intervalo (C,)
0 1 1
1 2 1
3
2 4 1
9
3 8 1
27
n 2" 1
3n
Tabela IV
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O Conjunto de Cantor ¢ o conjunto formado por todos os pontos nao retirados.

Equivalentemente, ¢ a intersecao de todos os conjuntos obtidos a cada iteragdo. Na n-ésima

. ~ ~ . .. . 1
iteracdo da construcdo, temos 2" intervalos disjuntos de comprimento o cada, portanto, o

) ) . : A |
comprimento (a rigor, a soma dos comprimentos de cada intervalo) de Fn ¢ 2“.3—n . Logo, pode-

se observar que para n — o, 0 comprimento se expressa como Fr— 0.

11. TRIANGULO DE SIERPINSKI

O Triangulo de Sierpinski pode ser encarado como uma versdo bidimensional do
Conjunto de Cantor. Enquanto no conjunto de Cantor, retirdvamos o ter¢o central a cada
iteragdo, aqui retiramos o ‘“quarto central”: a partir de um tridngulo equilatero (1* figura),
formamos um outro tridngulo equilatero, unindo os pontos médios de cada lado. Retiramos,
entdo, esse novo tridngulo, obtendo o proximo passo na constru¢do. O Triangulo de Sierspinski
¢ a figura obtida ao se repetir esse processo indefinidamente, para cada um dos subtridngulos
obtidos a cada passo. Abaixo vemos uma tabela com valores da area e do perimetro das figuras

intermediarias:



Iteracao Area (An) Perimetro (Py,)

0 A |

1 zA EP

) IaZ=(3) A 3 (1)
2 2 2

N () G

Tabela V

Podemos observar que, a medida que repetimos as iteragdes, a area do tridngulo vai

diminuindo e formando uma sequéncia monétona decrescente, na forma de uma PG de razdo
3 , ) ~ ) e ,
q=, ¢ quando o numero de iteragdes se aproxima do infinito, a area (An) tende a ser zero, ou

seja, quando n — + o , A, — 0.
Com relacdo ao perimetro, observa-se que o perimetro aumenta conforme sdo feitas as

iteragdes. Desta forma, tem-se uma sequéncia mondtona crescente na forma de uma PG de
~ 3 , . ~ . s , s
razdoqp =, € quando o nimero de iteragdes se aproxima do infinito, o perimetro (Pn) € infinito,

ou seja, quando n — + oo, P, — + oo,
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12. ESPONJA DE MENGER

A constru¢do da Esponja de Menger se baseia no mesmo principio usado na construg¢ao
do Triangulo de Sierpinski: a partir de um cubo de lado 1, obtemos a préxima figura dividindo-
o em 27 cubos de lado 1/3. A partir dai, retiramos os 7 cubos centrais, como ilustrado na figura

abaixo. Esse processo ¢ repetido sucessivamente em cada um dos subcubos obtidos na iteragao.

13. DIMENSAO DE UM FRACTAL

A dimensdo de um fractal diz respeito a uma das caracteristicas desse fenomeno
matematico, nela, pode-se afirmar que a dimensao fractal de um conjunto ¢ um valor que diz o

quao densamente um conjunto ocupa o espaco métrico no qual ele existe.

CALCULO DA DIMENSAO DE UM FRACTAL

O conceito de dimensdo da Geometria Euclidiana esté relacionado a conceitos de
medida, altura, largura e comprimento a quais estdo relacionadas aos objetos ditos
“perfeitos”, ja na Geometria Fractal o conceito de dimensdo esta associado ao formato do
objeto em questdo que corresponde ao grau de irregularidade em diferentes escalas, aspereza
e fragmentacéo, o que explica o fato de terem dimenséo fracionaria e serem ditos objetos
“imperfeitos”. (MOREIRA, Vanessa da Silva Sa Sampaio-2017)

O método de calculo da dimensao de Hausdorff permite calcular a dimensao de
objetos ditos “perfeitos” e dos fractais naturais que, com o aumento da escala, percebe-se que

em seu interior existem partes que ndo sao exatamente auto-semelhantes a todo o conjunto
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fractal. Usando a Geometria Euclidiana, vamos dar alguns exemplos até chegar na
formula para se calcular a dimensao fractal.

Como um primeiro exemplo, vamos considerar um objeto nao fractal: a diagonal de
um quadrado de lado L. O comprimento do objeto em fun¢do do lado do quadrado ¢, como
sabemos,

c(L) = V2L,

Multiplicando o lado L por uma constante k>0, temos

c(kL) = V2(kL)* = k'c(L) = k%c(L)

O nuimero d acima ¢ a dimensdo do objeto. Como se tratava de um objeto euclidiano,
a dimensao ¢ 1 (um segmento unidimensional).

Esse raciocinio pode ser aplicado também a dimensdes maiores. Por exemplo, a area
A(L) de um quadrado de lado L satisfaz a

A(kD) = k2A(L),

Enquanto o volume do cubo correspondente satisfaz a

V(kl) = k3V (L)

A dimensao fractal, d, ¢ o nimero que generaliza essa relacdo. Por exemplo, no caso
de um objeto ‘linear’, esperamos algo como c(kL) = k® c(L), com d um nimero entre 1 e 2.

No caso da curva de Koch, comegamos com um segmento de lado L originalmente. O
comprimento inicial ¢ simplesmente c(L) = L. Para entendermos a nova situacdo, vamos
multiplicar esse lado por 3 e iterar uma vez nossa constru¢cdo. Agora temos

c(3L) = 4L,
omo ja explicado.
A ideia agora ¢ supor que vale uma formula como c(kL) = k% c(L). Onimerod éa

dimenséo fractal do objeto. Fazendo as contas, temos:

c(3L) = 3%c(L)
4L = 34L
4 = 3= d =1log(4)/log(3) = 1,2618.
Portanto, a Curva de Koch tem dimensao nao inteira, ndo sendo unidimensional nem

bidimensional.
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14. APLICACAO

O professor Ruy Madsen Barbosa, em seu livro intitulado “Descobrindo a Geometria
Fractal”, sugere um exercicio para os alunos do Ensino Médio para o célculo de perimetro de

um Floco de Neve. Considere o seguinte problema:

Exemplo 1. “Sendo o comprimento inicial de 1m, quantas iteragdes teriam que ser realizadas

para que o comprimento seja igual a 90 metros?”’

Observando a formula do comprimento na tabela acima para n iteragdes obtém-

4\" 4\" . . . .
se:3.(§) =90 = (5) 1= 30. Aplicando o logaritmo decimal aos dois membros da

igualdade obtém-se:

log G)n=log 30 = n.log G) = log(3.10)
= n. (log4 —log3) = log3 + log10

_ log3 +1log10
"= 21l0g2 —log3

04771241

— n = R

0,60206—0,47712
_1,47712
"~ 0,12494
= 11,826 ...

Seriam necessarias aproximadamente 12 iteragdes para que o comprimento seja igual

a 90 metros.
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Exemplo 2. Vamos repetir o processo do problema anterior para sabermos quantas iteracdes

seriam necessarias para obtermos um comprimento de 900 metros.

3, (g)n .C=900

n

(i) = log300

3

n. (log4 —loglog3) = (log3 + log 100)

n. (log 22 — 1og3) = log3 + log100

n. (2log 2 — log3) = log3 + log100
n.(2.0,30103 - 0,47712) = 0,47712 + 2

2,47712

" =0 60206—0 47712

_0,47712 + 2
0 0,12494

_2,47712

=0 12492

n=19,826 ..

Portanto, seriam necessarias aproximadamente 20 iteragdes para que o comprimento

seja igual a 900 metros.
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Exemplo 3. Vamos calcular quantas iteracdes seriam necessarias para que o comprimento seja

de 9.000 metros.

3, (g)n .C=9000

(g)" .1=3000

log (%) =10g 3000

4
nlog (5) — log(3.1000)
n. (log4 —log3) = log3 + log 1000
n. (2log 2 — log3) = log3 + log 1000

n.(2.0,30103 - 0,47712) = 0,47712 + 3

~ 3 47712

" =0 60206—0 47712
3,47712

"=0 12494
3,47712

"=0 12494

n=27830..

Portanto, seriam necessarias aproximadamente 28 iteragdes para que o comprimento

seja igual a 9000 metros.

36



15. ATIVIDADES DESENVOLVIDAS NA FORMA DE ESTUDO DIRIGIDO COM OS
ALUNOS DO TERCEIRO ANO DO ENSINO MEDIO

ATIVIDADE 1

Prove que o volume da Esponja de Menger tende para zero, quando o numero

de niveis de iteracoes tende para o infinito.

Resolucgdo:
Sejam V e I}, os volumes do cubo inicial e o volume do n-ésimo nivel de construgao,

respectivamente:

No nivel 1, dividimos cada face do cubo em 9 quadrados. Desse modo o cubo inicial
o : 1 o s
fica subdividido em 27 cubos menores, com volume igual a Py V' cada um, quando entdo, sdo

retirados 7 desses cubos. Assim, o volume obtido apos essa operacao €:

V,=V -7 L vV =V, 20
=V-7=V =V, =—
1 27 1727

No nivel 2, serdo retirados 7 X 20 cubos, tendo cada um deles volume igual a % (% V)

, portanto:

1
V, =V, —7.20(—)V

2

V. 2OV 720(1) 1%
= = — — /. -
2727 27

2042
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Repetindo esse raciocinio, no nivel n, retiramos 7 X 20™~1 cubos, cada um deles tendo

. 1\" . .
o volume igual a (5) V. Logo, o volume total no nivel n é:

20 n-1 1 n
h=(5) V=720 () v
n-1 1
=1, = 7 V- 7.20”‘1.ﬁV
I 20m1. 27V — 7.20"ty
n 27m
- 20127V = 7V) R
" 27
Sy 20" 20V R
" 27m
>, = ﬂn
noo27m
>0 = (Qy |4
n 27
Calculando o limite de V;, quando n tende para o infinito, obtemos:
lim (Q)n |4
n-oc \27

li li 20\" =V.0=0
:»(nlgg(V). n@&(ﬁ) =V.0=

Portanto, o volume da Esponja de Menger tende para zero, quando o nimero de niveis

de iteracdo tende para o infinito.

ATIVIDADE 2 - Atividade proposta para a turma

Prove que a area da superficie da Esponja de Menger tende para o infinito a

medida em que o nimero de iteracoes tende para o infinito.
Observagdo sobre a aprendizagem dos alunos com relagdo a atividade proposta: 60%

dos alunos da turma realizaram a atividade com bom grau de compreensdo e os outros 40%

necessitaram de mais um acompanhamento especifico.
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ATIVIDADE 3

Para se determinar a dimensao fractal da Esponja de Menger para um certo nivel n de

iteracdes, deve-se observar as etapas na seguinte tabela abaixo.

etapas | 2 3 n n+1
n 20 400 8000 20" 20m+1
a l l i 3-n 3 —-(n+1)
3 9 27
Tabela VI

Onde no primeiro nivel observamos que ndo ha iteragdes, logo:
200=1
O namero de cubos aumenta 20", sendo n o ntimero de itera¢des. O calculo da

dimensdo de um fractal ¢ feito se baseando na prova de HAUSDORFF, que pela Geometria

d
convencional admite que: N = (Z) ,onde L € o comprimento da linha, n ¢ o nimero de partes

em que a linha pode ser dividida numa iteracdo e N ¢ o comprimento do segmento na iteracao

p, com p€ N e d ¢ a dimensao fractal. Assim:

_log20™*! —log 20"
~ log3ntl —]og 3"

_ (n+1) log20 —n log20
~ (n+1)log3—nlog3

_nlog20 +1log20 —n log20

=>d
nlog3 +1log3 —n log3

~1,30103

_log2 +1log10 ~0,30103 +1
B ©0,47712

=>d= >d=2,7268
log 3 0,47712

Com a corre¢do da atividade 2 em sala de aula e com a demonstracao feita na

atividade 3, também na forma de estudo dirigido, as duvidas foram sanadas.
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16. PROPOSTA DE ATIVIDADES

A geometria fractal possui um vasto campo de aplicagdo dos conceitos matematicos
em suas diversas 4reas, tais como algebra, calculo, geometria plana e espacial, sequéncias,
progressdes, logaritmos etc. Para inserirmos este tema nas aulas, ¢ necessario adequar a
atividade ao conteudo e ao nivel de escolaridade dos alunos. As atividades que serdo propostas

poderdo ser aplicadas em turmas do Ensino Médio.

Exercicio 1. Divide-se um segmento inicial AB de uma reta suporte r em 3 pontos internos,

resultando em 4 pedagos autossimilares, pois: AP = PQ = QR = RB

Qual ¢ a dimensao desse fractal?
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Exercicio 2: ENEM — Questao 54

{EMEM) Fractal (do latim froctus, fragio, guebrado) - objeto que pode ser dividido em partes gue possuem semelhanca com o objeto
imicial. A geometria fractal, criada no seculo XX, estuda as propriedades ¢ o comportamento dos fractais — objetos geometricos formados
por repeticdes de padrdes similares

O trifngulo de Sierpinski, uma das formas elementares de geometria fractal, pode ser obtido por meio dos seguintes passos:

I
I
i

v,

Comece com um trisngulo equilatero (figura 1);

Construa um tridngulo em gue cada lado tenha a metade do tamanho do lado do triingulo anterior & faga trés coplas;

Posicione #5sas cdpias de maneira que cada tridngulo tenha um wértice comum com um dos wirtices de cada um dos outros dois
tridngulos, conforme ilustra a figura 2;

Repita sucessivamente o passos 2 e 3 para cada cdpia dos trilngulos obtidos no passo 3 (figura 3).

AL L

Figura ) Figurs 2

De acordo com o procedimento descrito, a figura 4 da sequéncia apresentada acima é:

a)

A A W

Fonte de pesquisa: ENEM 2008.

%

Exercicio 3:Simulado ENEM**— Questdo 155 do caderno azul

Inspirada nos chamados Triangulos de Sierpinski, uma artesd deseja construir um
azulejo triangular de ceramica e, por isso, faz um esbogo de como deve ficar a pega pronta.

Para a construcao do esboco, a partir de um tridngulo equilatero de lado 4 cm, ela ligou,
dois a dois, os pontos médios dos lados, gerando quatro triangulos das extremidades (isso €, os
triangulos que nao foram pintados de branco no passo anterior), gerando, em cada um deles,
quatro triangulos menores, onde, novamente, pintou de branco o tridngulo central de cada regido,
como mostra a figura.

Para estimar os custos da obra, a ceramista precisa determinar a area do azulejo pronto

a ser pintada de cada cor com base na area do esbogo.

4 Exame Nacional de Ensino Médio
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3V3
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A L 4

Fonte: Simulado Nacional ENEM Evolucional 2019

Qual ¢ a 4rea a ser pintada de preto, em cm?, no esbogo?
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17. ATIVIDADES SENDO REALIZADAS EM SALA DE AULA
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CONSIDERACOES FINAIS

O objetivo da aplicacdo do ensino de fractais foi plenamente alcangado uma vez que
despertou o interesse € motivou os alunos sobre o tema chamando aten¢do por ser novidade e
pela dinamica que foi aplicada ao contetido. A analise sobre os fractais, embora breve, foi

suficiente para despertar ainda mais o interesse pela beleza dessa Geometria.

Os alunos perceberam que a Matematica ¢ uma Ciéncia viva e que a abordagem do
tema proposto nessa geometria ndo Euclidiana desperta cada vez mais a atencdo dos
pesquisadores devido a variedade de aplicagdes nos diversos campos, tais como: na Medicina,

na Musica, na Arquitetura, na Biologia, nas Artes, etc.

Ficou bastante claro que apos o estudo de fractais os alunos entenderam o porqué de
certos conceitos matematicos que até entdo eles ndo tinham conhecimento de como usa-los, tais
como: as propriedades dos logaritmos, as sequéncias, os conceitos de limite, a aplicagdo do

limite da soma dos termos de uma progressao geométrica ilimitada etc.
Ainda ha um longo caminho a ser percorrido para que haja uma ampla aceitacao da

Geometria Fractal por parte dos docentes. Afinal, sio muitos anos trabalhando com a Geometria

Euclidiana.
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APENDICE

1. SEQUENCIA

A ideia de sequéncia ou sucessao aparece em muitas situacoes diariamente. Quando se
assiste a uma corrida de Formula 1, por exemplo, verifica-se que os carros t€m uma numeracao.

Suponha-se que ao final da corrida, apareca a ordem de chegada dos carros, como a dada pela

tabela abaixo:

CLASSIFICACAO | NUMERO DO CARRO
1° LUGAR 3
2° LUGAR 8
3° LUGAR 1
4° LUGAR 11
5° LUGAR 2
6° LUGAR 6
7° LUGAR 4
8° LUGAR 10
9° LUGAR 7
10° LUGAR 9

Tabela VII

Esse acontecimento pode ser descrito da seguinte maneira:
(3,8,1,11,2,6,4,10,7,9)
Ao observar a sequéncia acima, fica facil identificar o primeiro colocado, ou seja, o
carro de numero 3. Da mesma forma, o carro de nimero 11 foi o quarto colocado. Os numeros

de uma sucessao s@o chamados termos, por exemplo:
- Primeiro termo: 3

- Segundo termo: 8

- Quinto termo: 2
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Representamos, geralmente, uma sucessao como segue:

(aq,a3,a;z, ...,a,,...), onde a; é o primeiro termo da sequéncia; a, representa o

segundo termo da sequéncia; a, representa o n-€simo termo da sequéncia.

SUCESSAO FINITA

A sucessio finita se refere a toda fungio fdo conjunto 4 = {1, 2,3, ...,n} em R. Assim

sendo, em toda sequéncia finita, cada niamero natural r (1 < r < n) estd associado a um

numero real a,..

A R
1 ,\ -
i‘. 'E'az
3 -

Tem-se portanto, a funcdo f = {(1,a4), (2, a;), (3, az),...(r,a,),..(n,a,)}, cujo

dominio é o conjunto A = {1, 2,3, ..., 1, ..., n}, o contradominio é o conjunto R ¢ a imagem ¢ o

conjunto formado pelos termos da sequéncia.

49



SEQUENCIA INFINITA

Chama-se sequéncia infinita toda fungdo f deN* = {1, 2, 3, ...} em R. Entdo, em toda

sequéncia infinita, cada r € N* estd associado um numero real a,..

=
___,,,-L

—

f={(1,ay),(2,a,),(3,a3),..(r,a.),..}
Portanto, a sequéncia infinita é uma fungéo cujo dominio é N* = {1, 2,3, ..., 1,

..}, 0

contradominio ¢ R e a imagem ¢ o conjunto formado pelos termos da sequéncia.

LEI DE FORMACAO

A lei de formacdo se fundamenta em um conjunto de informagdes capazes de

determinar todos os termos de uma sequéncia, ¢ a ordem em que se apresentam ¢ chamada lei
de formacao da sequéncia.
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2. PROGRESSAO ARITMETICA

Essa progressdo se expressa como uma sequéncia de nimeros denominados termos,
tais que, a partir do segundo, a diferenca entre cada termo e o seu precedente ¢ um valor
constante denominado razdo. Pode-se definir uma progressao aritmética, também, através da

formula de recorréncia:

a; = a, aeR

a,=a, 1+r, vneN'en > 2

Onde:

a; — primeiro termo da PA;

a, — n-ésimo termo da PA;

n — numero de termos da PA;

r — razdo da PA.

CLASSIFICACAO

e As progressdes aritméticas podem ser classificadas em:
Finitas — possuem um numero determinado de termos.
Infinitas — possuem um nimero indeterminado de termos.
Crescentes — cada termo ¢ maior que o anterior. Neste caso r > 0.
Decrescentes — cada termo ¢ menor que o anterior. Neste caso r < 0.

Estacionarias — cada termo ¢ igual ao anterior. Isso ocorre quandor = 0.

FORMULA DO TERMO GERAL
Agora, sera expressada a forma de encontrar uma expressao que permita obter um
termo qualquer da PA, sendo conhecidos apenas o 1° termo e a razdo. Seja uma PA:

(a;,a,,as, ..., a,, .... ) de razdo r. Da defini¢do, vem:

a;—a;=raz—a;=r. a,—a, =r}n-—1)igualdades.

51



Somando-se, membro a membro, vem: @, = a; + (n — Drl.

A expressdo a, = a; + (n — 1)r é conhecida como termo geral da PA, e nos permite

conhecer qualquer termo da PA em fung¢do do 1° termo e da razdo.

INTERPOLACAO ARITMETICA

Interpolar ou inserir m meios aritméticos entre dois numeros A e B, ¢ formar uma PA

com (m + 2) termos, cujos extremos sdo A ¢ B.

PROPRIEDADES

P; — Em toda PA, qualquer termo ¢ média aritmética entre dois outros termos que sdo dele
equidistantes.
P, — Em toda PA finita, a soma de dois termos equidistantes dos extremos ¢ igual a soma dos

termos extremos.

SOMA DOS N PRIMEIROS TERMOS DE UMA P.A

Seja (a4, ay, as, ..., a,, .... )Juma PA ¢é desejado conhecer uma expressdao para a soma

dos seus n primeiros termos, a saber:
Sp,=aq+a,+az;+ .. +a,_ 1+a,+- (1)
Usando a propriedade comutativa da adi¢do, pode-se escrever:
S, =a,+a, 1+-+a,+a;+-(2)
Somando-se membro a membro (1) e (2), vem:
2S,=(a;+a,)+@,+a, 1)+ -+ (@, +ay)+(a,+1)

Como a soma de dois termos equidistantes dos extremos ¢ igual a soma dos termos

extremos, temos:

zsn = (31 +an)n$ Sn :w
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3. PROGRESSAO GEOMETRICA

A progressdo geométrica ¢ toda sucessdo numérica em, a partir do segundo, cada

termo ¢ igual ao produto do termo precedente por uma constante q denominada razao.

CLASSIFICACAO DAS PROGRESSOES GEOMETRICAS:

Crescentes — quando cada termo, a partir do segundo, ¢ maior que o antecedente. Para que isso

ocorra ¢ necessario e suficiente quea; > 0eqg>1loua; <0el0<g<1.

Decrescentes — quando cada termo, a partir do segundo, ¢ menor que o antecedente. Para que

1Ss0 ocorra ¢ necessario e suficientequea; > 0e0<g<loua; <0eq>1.

Constantes — quando todos os seus termos sdo iguais. Para que isso ocorra € necessario €

suficiente que sua razao seja 1 ou que todos os seus termos sejam nulos.

Oscilantes — quando todos os seus termos sao diferentes de zero e dois termos consecutivos
quaisquer tém sinais opostos. Para que isso ocorra € necessario e suficiente que a; # 0 e

q<o.

FORMULA DO TERMO GERAL

Agora, sera demonstrado como encontrar uma expressao que permita obter um termo
qualquer da progressdo geométrica, sendo conhecendo apenas o 1° termo e a razdo. Seja a PG

(ap,a,,as, ..., ay,, .... ) de razdo q. De acordo com a definigdo podemos escrever:

2 _g B_g R_y, P

= n — 1) igualdades
a, q a q a, L q }( ) ig

Multiplicando-se membro a membro, vem:
an

_ -1 _ -1
P qQ" " = a, = a;q"
1
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INTERPOLACAO GEOMETRICA

Interpolar ou inserir m meios geométricos entre dois nimeros A e B ¢ formar uma PG

com (m + 2) termos, cujos extremos sdo A ¢ B.

PROPRIEDADES

P, — Em toda PG, qualquer termo ¢ a média geométrica entre dois outros dele equidistantes.
P, — Em toda PG finita, o produto de dois termos equidistantes dos extremos ¢ igual ao produto

dos termos extremos.

SOMA DOS N PRIMEIROS TERMOS DE UMA PG

Sejaa PG (a;,a,,as, ..., a,, ... ). Da defini¢do, vem:
a, = a;qaz = aq...a, = a,_1q }(n — 1) igualdades
Somando-se membro a membro dessas igualdades, e representado por S, a soma dos
n primeiros termos da PG, vem:
a+az..+a,=q(a; +ay+az;+..+a,_1)
_ anq-ay

Sn_a1=q(sn_an)=>sn_ q-1 9q¢1-

Como a, = a;q""1, podemos escrever:
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SOMA DOS INFINITOS TERMOS DE UMA PG

Sejaa PG (aq,ay, as, ..., ay, ... ) derazdo q. Tenha em vista que a soma dos n primeiros

termos ¢ dada pela férmula:

__a1(q"-1)
Sh ="l ,q# 1.

Se0 < |q| < 1, entdo q" tende para zero quando n cresce indefinidamente, ou seja,

q" vai diminuindo demasiadamente quando o niimero de termos aumenta cada vez mais. Diz-

~ a . .
se, entdo, que a soma Sptende para 1_1q’ quando n se torna arbitrariamente grande. Portanto,

temos que:

4. FUNCAO EXPONENCIAL
Considere um nimero a € R, — {1}, isto é, a> 0ea # 1. Chamamos funcdo
exponencial toda fun¢io f: R - R , definida por f,) = a*.
GRAFICO DA FUNCAO EXPONENCIAL

Como a imagem da func¢ao exponencial ¢ RY, a curva representativa esté situada acima
do eixo das abscissas. Além disso, se X = 0, entdo fgy = a® =1 e, portanto, a curva corta o

eixo das ordenadas no ponto (0, 1). Admitamos que a > 1. Sabe-se que, se:
X1 > X, & a¥t > a*2

Isto mostra que a fungdo f(y) = a*¢ estritamente crescente quando a> 1.Graficamente,

temos:
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A

Figura 14.1.a

Admitamos 0 < a < 1. Sabe-se que, se:x; > x, < a*!t < a*2. Isto mostra que a

fungdo f(,) = a* ¢ estritamente decrescente quando 0 < a < 1. Graficamente, temos:

Figura 14.1.b
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EQUACOES EXPONENCIAIS

Sdo equagdes que possuem uma incognita em expoente. Vale ressaltar o fato de que

ndo existe um método geral de resolugdo de equagdes exponenciais.

PRIMEIRO TIPO
a'=a’ S x=y

Nas equagdes deste tipo, reduzem-se ambos 0os membros a poténcias de mesma base,

0 que permite igualar os expoentes, resolvendo-se a equagao algébrica resultante.

SEGUNDO TIPO
ah** + bh* +c=0

Estas equagdes sdo redutiveis a equacdes do 2° grau mediante uma mudanca de

variavel, isto ¢,y = h*.

TERCEIRO TIPO
abx+c + abx+d + abx+e 4ot abx+m =k

Geralmente, estas equacdes sao resolvidas colocando-se inicialmente em evidéncia o

termo de menor expoente.
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5. LOGARITMO

Sejam a e b numeros reais tais que b > 0e 0 < a # 1 . Chama-se logaritmo de b na

base a o expoente x tal que a* = b e escrevemos:log, b = x.
Nomenclatura:

b —Logaritmando

a —Base do sistema de logaritmos

x —Logaritmo

DECORRENCIAS DA DEFINICAO

1) O numero zero e os nimeros negativos nao tém logaritmo real.

2) log,1 =0
3) log,a =1
4) log,a™ =n

5) Sendolog,b =log,c=b=c

6) a'°8b =p
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PROPRIEDADES OPERATORIAS

1) O logaritmo de um produto de fatores reais positivos ¢ a soma dos logaritmos
desses fatores.

log,(A.B) =log, A +log,B

1i1) O logaritmo do quociente de dois nimeros reais positivos ¢ igual ao logaritmo do

dividendo menos o logaritmo do divisor.

A
log, <§> =log,A —log, B

1v) O logaritmo de uma poténcia de base positiva e expoente real ¢ igual ao produto
do expoente pelo logaritmo da base da poténcia.

log,A™ = m.log, A

V) O logaritmo da raiz de um numero real positivo ¢ igual ao produto do inverso do

indice da raiz pelo logaritmo do radicando.

n 1
log, VA = - log, A

MUDANCA DE BASE

Ha situagdes onde se torna necessario transformar o logaritmo de um real positivo de
uma base para outra base mais conveniente.

_log:b
"~ log.a

log, b

6. FUNCAO LOGARITMICA

Denominamos fung¢do logaritmica toda fungao:

f: R, > R, definida por f(x) =log,x(0 <a # 1ex > 0)
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GRAFICO DA FUNCAO LOGARITMICA

a=>1

—— f(x) =logg x

Figura 16.5.a

4y

0<a<l

f(x} = loga X

o

e

Figura 16.5.b
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Algoritmo

Autossimilaridade
Dominio
Interpolagdo
Iteracao

Recorréncia

Recursao

GLOSSARIO

sequéncia finita de regras, raciocinios ou operacdes que, aplicada a um
nimero finito de dados, permite solucionar classes semelhantes de
problemas.

Semelhanga exata ou aproximada a uma parte de si mesmo.

Regido do universo matematico em que a funcdo pode ser definida.
constru¢ao de um novo conjunto de dados feito a partir de um conjunto
discreto de dados pontuais previamente conhecidos

Resolug¢do da operagdo equacional onde, sucessivamente, o objeto de
cada uma ¢ o resultado da que a precede.

Técnica do célculo de qualquer termo em fungdo do(s)
seu(s)antecessor(es).

Acao de recorrer; recurso.
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