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Resumo

Este trabalho apresenta uma interpretacao geométrica de sistemas lineares 2 x 2,
2 x 3 e 3 x 3, analisando as posigoes relativas de retas e planos que cada equacao do
sistema representa e, para tal representacao grafica, utilizamos o Software GeoGebra.
Abordamos também o conceito de diagonalizagao de operadores lineares e matrizes,

com aplica¢ao no reconhecimento de conicas (elipse, hipérbole e parabola).

Palavras-chave: Sistemas Lineares, Diagonalizacao, Conicas.



Abstract

This work presents a geometric interpretation of 2 x 2, 2 x 3 and 3 x 3 linear
systems, analyzing the relative positions of lines and planes that each system equation
represents and, for such graphical representation, we use the GeoGebra software. We
also approach the concept of diagonalization of linear operators and matrices, with

application in the recognition of conics (ellipse, hyperbole and parabola).

Keywords: Linear Systems, Diagonalization, Conics.
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Introducao

Este trabalho traz um estudo sobre diagonalizacao de operadores lineares com énfase
no reconhecimento de conicas, no qual foi feita uma busca e desenvolvimento tedrico
dos assuntos e conteiudos que serao utilizados, de forma a justificar e provar todas
as afirmacoes e teoremas apresentados, trazendo dentre diversos teoremas e conceitos
matematicos, o Teorema Espectral, que foi de suma importancia para a realizagao e
compreensao do reconhecimento de conicas. Além da teoria sobre o assunto, exemplifi-
camos variadas equagoes, apresentando suas solucoes algébricas e finalizando com suas
respectivas representacoes graficas, de propria autoria, criadas no software GeoGebra.
Com isso, esperamos contribuir para o ensino de matematica no Ensino Superior, ao
despertar nos alunos um maior interesse sobre esse tema.

Ademais, trouxemos o conceito de sistemas lineares com um estudo da teoria de
equacoes lineares, equacoes da reta e do plano, sistemas lineares 2 x 2, 2 x 3 e 3 x 3,
juntamente ao método de resolucao utilizado nas exemplificagoes do trabalho, que foi o
escalonamento. Finalizando esta etapa com a interpretagao geométrica das resolucoes
desses sistemas lineares, analisando as posicoes relativas de retas e planos, onde todas
as resolucoes dos sistemas, tras suas solucoes em figuras de autoria propria, produzidas
no software GeoGebra. Dessa forma, esperamos que haja melhor compreensao dos
estudantes do Ensino Bésico sobre este assunto.

O trabalho estd dividido da seguinte maneira:

No Capitulo 1 relembramos alguns conceitos basicos de algebra linear, tais como
espaco vetorial, base, produto interno e transformacao linear, que serao utilizados como
ferramenta que auxilie na compreensao dos préximos assuntos.

No Capitulo 2 realizamos um estudo sobre a diagonalizacao de operadores, apre-
sentando os conceitos de autovalores, autovetores, polinomio caracteristico e por fim o
Teorema Espectral, tais assuntos servirao de base para o préximo capitulo.

No Capitulo 3 introduzimos o conceito de conicas, onde foram estudadas elipse,
hipérbole e parabola e ao final, realizado um estudo sobre suas equacoes e solugoes e
representacoes graficas.

No Capitulo 4 iniciamos o estudo com equagoes lineares, seguido por sistemas line-
ares e resolucao desses sistemas pelo processo de escalonamento, onde exemplificamos
e utilizamos tal processo em sistemas 2 X 2, 2 x 3 e 3 X 3.

No Capitulo 5 Determinamos as equagcoes de retas e planos utilizando como ferra-



menta algébrica principal o produto interno visto no Capitulo 1.
No Capitulo 6 estudamos as representacoes graficas de trés tipos de sistemas lineares
e suas solugoes, sendo eles, os sistemas de duas equacoes e duas incognitas, sistemas

de duas equagoes e trés incognitas e sistemas de trés equagoes e trés incognitas.



Capitulo 1

Algebra Linear

Com base nos livros [1], [1], [7] e [10], introduziremos neste capitulo algumas nogoes
basicas no que se refere as ferramentas algébricas as quais serao utilizadas no decorrer da
dissertagao, com o intuito de auxiliar o entendimento e justificar conceitos matematicos

dos préximos capitulos.

1.1 Espacos Vetoriais

Definicao 1.1.1. Dado um conjunto nao vazio K, uma operacao binaria em K é uma
aplicagao ¢ : K x K — K que associa a cada par de elementos de K um tinico elemento
de K.

Definigao 1.1.2. Sejam K um conjunto nao vazio e + : KxK — K, - : KxK — K duas
aplicagoes bindrias em K. Dizemos que a tripla (K, +,-) é um corpo se as aplicagoes +

e - satisfazem:

Ai:a+b=0b+a,Va,beK (Propriedade comutativa da soma);
Ay (a+b)+c=a+ (b+c¢), Va,b,ceK (Propriedade associativa da soma);

Aj: Existe um elemento 0 em K, chamado elemento neutro da soma, tal que a+0 =
a=0+a,Vaeck,

A,: Para cada elemento a € K, existe o elemento —a € K, chamado elemento

oposto, satisfazendo: a + (—a) =0 = (—a) + @;
M;: a-b=b-a,V a,b e K (Propriedade comutativa da multiplica¢ao);
Ms: a-(b-¢c)=(a-b)-c,Va,b,c €K (Propriedade associativa da multiplicacao);

Mj: Existe um elemento 1 em K, chamado elemento neutro da multiplicagao, tal
que paratodoa € K,a-1=a=1"aq;

M,: Para cada elemento a € K, com a # 0, existe o elemento a~! € K, chamado

1 1

elemento inverso, satisfazendo: a-a™> =1=a"" - q;

10
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D: (a+b)-c=a-c+b-c,Va,b,ceK (Propriedade distributiva).

Exemplo 1.1.3. O conjunto dos nimeros reais com a soma e multiplicagao usuais
(R, +,-) e o conjunto dos nimeros complexos com a soma e multiplicagdo de nimeros

complexos (C, +, ) sdo exemplos de corpos.

Definicao 1.1.4. Sejam V um conjunto nao vazio, K corpo e duas operagoes

+:VxV =V G KxV =V

(u,v) u+v  (a,u) = a-u.

Dizemos que a tripla (V,+,-) é um Espago Vetorial sobre K se as operagoes -+, - satis-

fazem as seguintes propriedades:

A Vu,v€eV, u+v=uv+u (propriedade comutativa);
Ay Vu,v,weV, (utv)+w=u+ (v+w) (propriedade associativa);

Aj;: Existe um vetor em V', denominado vetor nulo, o qual denotamos por 0, tal
queu+0=u,VueV;

A,: Para cada vetor u € V, existe um vetor —u € V', denominado vetor oposto,

satisfazendo: u + (—u) = 0;
Mi: Vo pgeKeVueV, (af) u=a-(f- u) (propriedade associativa);
My: VueV,1-u=u,ondel éo elemento neutro da multiplicacao de K,
Di:a-(u+v)=a-u+a-v,VacKeVuuveV,
Dy (a+f) u=a-u+p-u,Va,feKeVueV.

Para simplificacao, algumas vezes serd usado a terminologia K-espaco vetorial, para

designar um espaco vetorial sobre um corpo K.

Exemplo 1.1.5. (1) R é um espago vetorial sobre R. C pode ser considerado como
espaco vetorial sobre R, e também pode ser considerado como espacgo vetorial
sobre C.

(2) (K™, +',-") onde (K,+,-) é um corpo e
+ K'x K" — K"

((:Cla'w?a"'7$n)7(y17y2a"'7yn)) — ($1+y17$2+927---axn+yn)

SKx K'Y — K®

(A, (21,29, .., x,)) — (Nez, A xo, ., A xy,)
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Como casos particulares temos que R* =R x --- x R é um espaco vetorial sobre

ReC"=C x---x C pode ser considerado um espaco vetorial sobre R, ou um

espago vetorial sobre C.
(3) Sejam X um conjunto qualquer nao vazio e
FX,R)={f: X —>R: f funcdo }.

Entao, (F(X,R),+,-) é um espago vetorial sobre R, com as operagdes de soma e

multiplicagao por escalar dadas abaixo:

+: F(X,K) x F(X,R) — F(X,R)
(f,9) — f+g

Rx F(X,R) — F(X,R)
A f) — a-f
onde f+¢g: X - Rea-f:X — R sao dadas por

(f+9)@) = flx) +9(z) e (- f)x) =af(r).

a1 Q12 -+ Aip
. Q21 Q22 -+ A2 N ,
(4) Seja M, x,(R) = . ! ta;; € R», entdo M,x,(R) é um
Ap1 Qp2 **°  App

espago vetorial sobre R, com as operagoes de soma e multiplicacao por escalar

dadas por

aip o Gl by - bin ain +bu - am, +biy
(g1 -+ Qg bor -+ ban a1 +bar -0 Qo+ Doy

+ e
Ap1 -+ Qnn bnl T bnn Gn1 + bnl R ¢ 7Y + bnn
a1 aig - Q1np /\.CLH )\.(112 s )\.aln
21 A9y - - Ao, )\.(121 )\.QQQ tee )\.CLQn

A =
Ap1 Gp2 - App /\'anl )\-anQ e )\-ann

(5) Seja P,(R) = {ag + a1z + -+ a,z"™ : a; € R}, entdao (P,(R),+,-) é um espago

vetorial sobre R, com as operagoes

(ag+ -+ apz™) + (bg+ -+ -+ byz") = (ao+bo)+ (a1 + b))z + -+ (an + by)z"
Alag+arz+ -+ az") = (Mag) + (Aay)z+ -+ (Na,)z".
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1.1.1 Base

O conceito de base serd utilizado para fundamentagao tedrica para o estudo no
capitulo referente a diagonalizacao de operadores.

Definicao 1.1.6. Seja V um K- espaco vetorial.

(1) Um vetor v € V é uma combinacao linear dos vetores vy, vy, ..., v, € V, se
existem escalares oy, as, .-+, a, € K tais que

V= QU1 + QoUg + - - - + Uy

(2) Seja B um subconjunto de V. Dizemos que B é um conjunto gerador de V', ou
que B gera V, se todo elemento de V' for uma combinacao linear de um nimero
finito de elementos de B.

Definigao 1.1.7. Sejam V um K-espaco vetorial e B um subconjunto de V.
(a) Dizemos que B é linearmente independente(L.I) se valer a seguinte implicagao:
Se existirem aq,...,«a, € K, tais que
a1vy + vy + -+ -+ agu = 0,
entao a; = ap = --- = a = 0, para quaisquer v; € B.
(b) Se B nao for (L.I) entao dizemos que B é linearmente dependente(L.D).

Definicao 1.1.8. Seja V um K-espaco vetorial. Dizemos que B C V' é uma base de V
se :

(i) B for um conjunto gerador de V;

(ii) B for linearmente independente.

Exemplo 1.1.9. (1) Se considerarmos V' = K" espaco vetorial sobre K, entao
B=1{(1,0,...,0),(0,1,...,0),...,(0,0,...,1)}

é uma base de V.
De fato, se v = (z1,...,2,) € K", entdo podemos reescrever u da seguinte

maneira
uw=2x1(1,0,...,0) + -+ 2,(0,0,...,1),

assim, B é um conjunto gerador para K".

Além disso, dados aq, ..., a, € K tal que

a1 (1,0,...,0)+ -+ a,(0,...,1) =(0,...,0) < (ai,...,a,)=(0,...,0)

=4 041:042:~~~:04n:0.

Esta base é chamada de base canonica de K”.
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(2) Como caso particular, podemos afirmar que C? espaco vetorial sobre C possui a

seguinte base:
B ={(1,0),(0,1)}.

No entanto a afirmacao é falsa se considerarmos C? como espaco vetorial sobre
R. De fato, neste caso apesar de B ser linearmente independente, B nao é um
conjunto gerador. Por exemplo (7, 0) nao pode ser obtido como combinagao linear
a1(1,0) + a(0,1) com ay, s € R.

1 1 0 0
0 0 0 0

ﬂ = ) ) Y
0 0 0 0 0 0 0 0 1

é uma base para o R-espago vetorial M, «,(R). Como caso particular temos que

GG

é uma base para Msyo(R).

(4) B8={1,x,2* ..., 2"} é uma base para P,(R).

Definicao 1.1.10. Dizemos que um espaco vetorial V' sobre K é finitamente gerado se

possuir um conjunto gerador finito.

Proposicao 1.1. Se V' é um espago vetorial sobre K finitamente gerado e {vy,... vy}
¢ um conjunto gerador de V', entao todo conjunto linearmente independente de vetores

em V tem no mdximo m elementos.

Demonstragcao. Basta mostrarmos que todo conjunto de vetores de V' com mais de m

vetores é linearmente dependente. Seja A = {uy,us,...,u,} CV com n > m. Como
{v1,v9, ..., vy} é um conjunto gerador de V, entdo devem existir a;; € K, 7 =1,2,....n
tais que

m
U; = 101 + -+ AmjUm = E QU5
=1

Assim, para quaisquer 1, Ba, ..., B, € K, temos
R S STV IS 3 STED 910 oE P PARES
j=1 i=1 j=1 i=1 i=1 \j=1

Considere agora o seguinte sistema :
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apfi+-+awb, = 0

amlﬁl + -+ Canﬁn = 0
Como o nimero de equagoes de (S) é estritamente menor do que o nuimero de

incégnitas, segue que (S) possui uma solu¢do nao nula, ou seja, existem escalares

n
B, Ba, ..., B € K nao todos nulos tais que Zﬂjaij =0comet=1,...,m.

j=1
Portanto, segue de (1.1) que existem escalares 31, 5a, ..., 5, € K nao todos nulos
tais que Syuy + - - - + Bru, = 0, implicando que {uy, ..., u,} ¢ linearmente dependente.

]

Corolario 1.1. Se V um espaco vetorial sobre K finitamente gerado, entdo duas bases

quaisquer de V' tém o mesmo numero de elementos.

Demonstracao. Sejam By e By bases de V. Em particular By e By sao subconjuntos
linearmente independente de V', e pela Proposicao 1.1 devemos ter que B; e By sao
finitos.

Sendo By e B, conjuntos finitos, suponha B; e By com m; e my elementos respec-
tivamente. Como B; é um conjunto gerador de V' e By é linearmente independente,
entao pela Proposicao 1.1 temos my < mj.

Analogamente, sendo By um conjunto gerador de V' e B linearmente independente

temos m; < my. Portanto, devemos ter mq; = ms. ]

Definicao 1.1.11. Seja V' um espaco vetorial nao nulo sobre K. Se V' admite uma
base finita, entao chamamos de dimensdao de V' o niimero de elementos de tal base. Se

V = {0}, entao dizemos que a dimensao de V' é 0.

Observe que o Coroléario 1.1 garante a boa definicao de base de um espago vetorial
finitamente gerado.
No caso em que V é espaco vetorial sobre K com dimensao n, entao usamos a

notacao dimgV = n.
Exemplo 1.1.12.

(1) dimgK" = n, (2) dimgC" =2n  (3) dimg Mpxn(R) =n® (4) dimpP,(R) = n.

Proposicao 1.2. Sejam V um espago vetorial sobre K e B = {vy,va2...,v,} um
conjunto linearmente independente em V. Se v € V nao é combinagao linear dos
elementos de B, entdo {vy,vs..., vy, v} € linearmente independente.

Demonstragao. Sejam oo, ..., Qy, Gy € K com

a1v1 + -+ Uy + Qv = 0.
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Se a1 # 0, entao segue da igualdade acima que

(@51 O
U]_ B —
Oyl Opt1

U= Ums

contradizendo a hipdtese de v nao ser uma combinacao linear de elementos de B.

Segue que a;,+1 = 0 e, portanto
v + -+ anv, = 0.

Como B ¢ L.I, segue que

o)== qy =0.
Logo, a1 = as =+ = ayy = pyy = 0.
Portanto, {v1, ..., v, v} é linearmente independente.

O

Coroldrio 1.2. Se V' € um espaco vetorial de dimensao n(n > 1), entao todo subcon-

junto de V' linearmente independente com n elementos forma uma base para V.

Demonstragao. Seja B = {vy,...,v,} um subconjunto linearmente independente de V/,
e suponha por absurdo que B nao é uma base para V.

Como B é um conjunto L.I que nao é base para V', devemos ter que B nao gera V,
ou seja, existe um vetor v que nao é combinacao linear de vy, vs, ..., Uy,.
Segue da Proposigao 1.2 que {vq,...,v,,v} é um conjunto L.I, contradizendo assim a
Proposicao 1.1, pois B possui n + 1 elementos e dimgV = n.

Portanto, B ¢é base para V. O

Teorema 1.1. Todo espaco vetorial finitamente gerado nao nulo possui uma base.

Demonstracao. Se V um espaco vetorial finitamente gerado nao nulo sobre K, entao
existe um conjunto W = {wy,...,w,} CV, e gerando V.

Considere v; € V um vetor nao nulo, assim B; = {v;} é linearmente independente.
Se B; gerar V, entao B; é uma base de V, caso contrario, existe vo € V' que nao é um
multiplo de v.
Neste caso, segue da Proposi¢ao 1.2 que By = {vy,v9} é L.I.

Agora, se By gerar V', entao Bs serd uma base de V. Caso contrario, existe vz € V
tal que {vy, vg,v3} é L.I
Proseguindo desta forma, obteremos uma base de V' ou construiremos conjuntos L.I.
em V' arbitrariamente grandes.

Pela Proposicao 1.1, todo conjunto L.I. neste espago vetorial deve possuir no ma-
ximo m elementos, assim o processo acima nao pode gerar um conjunto L.I com ntimero
maior que m elementos, assim deve ocorrer a primeira opcao, ou seja, chegaremos em

uma base para V. O
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Com o processo apresentado neste teorema, podemos dizer que se dimgV = n+m,
entdo qualquer conjunto L.I 8 = {uy,us,...,u,}, pode ser estendido & uma base

{uy, ug, ..., Up,v1,v9,..., 05} de V.

Proposicao 1.3. Se V é um espaco vetorial sobre K de dimensdo n, comn > 1 e
B CV € uma base de V', entao cada elemento de V' se escreve de maneira unica como

combinacao linear de elementos de B.

Demonstragao. Seja B = {vy,...,v,} uma base de V.
Como B é uma base, entao B gera V, ou seja, todo elemento de V se escreve

como combinagao linear de vy, ..., v,. Assim, existem escalares oy, g, ..., a,, tais que
n

vV = E ;5.
i=1

Para mostrar a unicidade suponha que v = E B;v;, € mostremos que
i=1

n

o; =P, parai=1,...,n.
Temos que
n n n
v = ZO@”U@' = Z@ﬂii = Z(ai — fBi)vi = 0.
i=1 i=1 i=1

Como B ¢é L.I., segue que o; — ; =0 parat=1,...,n.

Portanto, o; = 3;, para i = 1,...,n, de onde segue a unicidade. O

Definicao 1.1.13. Seja V um espago vetorial sobre K de dimensao n > 1 e B =
{v1,...,v,} uma base de V. Fixando uma ordem de B dizemos que B é uma base
ordenada de V', e pela proposicao acima podemos afirmar que cada v € V, pode ser
escrito unicamente como uma soma v = ayv; + -+ + a,v, com «; € K. Decorre da
unicidade que podemos descrever o elemento v através dos escalares aq, s, ..., Qy,,

neste caso denotamos
[v]g = (01,00, ..., )
e dizemos que aq, s, ..., q, sa0 as coordenadas de v com relacdo a base ordenada B.
Exemplo 1.1.14. (1) Em (R? +,-) cada elemento (x,y) pode ser escrito como
(z,y) = (1,0) +y(0,1).

Assim, x, y sdo as coordenadas de (x, y) com relagao a base canonica 5 = {(1,0), (0,1)}.

Se considerarmos a base 5/ = {(1,0), (0,—1)}, entao

(l’, y) = Q?(l, O) - y(oa _1)
Assim, as coordenadas de (z,y) em relacdo a base 3’ sdo x e —y, ou seja, [v|g =

('1'7 _y>'
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(2) Em Msy2(R) cada elemento ( ¢
c

() =)o) (v0)(67)

b
p ) em relacao a base

b .
J pode ser escrito

C

G (G

1.1.2  Matriz mudanca de base

. N a
Assim, a, b, ¢, d sao as coordenadas de <

Sejam V' um espaco vetorial sobre K, com dimgV = n, n > 1, e considere § =
{v1,v9,...,0,} e B/ = {v],v},... v} bases de V.
Como ' é base entao pela Proposicao 1.3, cada vetor de [ é escrito de forma unica

como combinacao linear de 3, ou seja, existem tnicos escalares «;; € K, tais que

/ / /
U1 = 0110y + Q21Uy + -+ ap1v,

/ / /
Vg = 0120y + 22Uy + -+ A2V,

/ / /
Up = QqpU; + QopUs + - -+ + Qpp,.

Agora, dado v € V, iremos determinar qual a relacdo entre [v]z e [v]p.

Se [v]g = (b1, b, ..., by)s, entao
v = b1U1 + bQUQ + -+ bnvn-
Entao, utilizando as igualdades acima e reagrupando obtemos:

v = by + byvh + ...+ bv),
onde b, = a1 + aiofa + - - - + @infh-

Portanto, [v]g = (b}, b5,...,b)), e temos a seguinte igualdade matricial:
Q11 (12 ... O1p b1 bll
Qo1 Qg2 ... Qop b2 B b,2
Qpl Qpa oo Qg by, 5 bl p

A matriz Mg 3 = (a;j)nxn, ¢ chamada matriz de mudanca de bases de ' para 5.
Observe que, por construcao, a i- ésima coluna da matriz M é formada pelas coor-

denadas de v; em relacdo & base 3, ou seja a i- ésima coluna da matriz M é [v;]s .



Espacos Vetoriais

19

Exemplo 1.1.15. Sejam 3 = {(1,0),(0,1)} e 8’ = {(1,1), (1, —1)} bases de R
Encontrar a matriz mudanca da base 3’ para a base 3.

Solucao:

Iremos primeiramente achar [(1,0)]s e [(0,1)]s.

Para isto devemos resolver as igualdades

(1,0) = x1(1,1)+y1(1,—1)
(0,1) = xa(1,1) +yo(1, 1)

as quais recaem nos seguinte sistemas
ity = 1 . raot+ys = 0
ry—y1 = 0 Ta—y = 1,

. ~ 11 1 1
cuja solugdo é (zy,y;) = 25 e (T2,92) = 2 9 )

Portanto, a matriz mudanca de base da base ' para a base 3 é

Exemplo 1.1.16. Sejam MB%Z( )
)G )

bases de V = Msyo(R).

Encontrar a matriz mudanca de base da base 8’ para a base 5.

N =

NI— N
N

Solucao:

10
Observe que as coordenadas de ( 0 0 ) em relagao a ' sao (1,0,0,0).

01
Determinando as coordenadas de ( 0 0 ) em relacao a base '

(o) =e(an)eloa) o) 00)
)

Temos
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Pela igualdade matricial obtemos

c=0, b+c=1, a+b+c=0, d=0.
Obtendoa=—-1,b=1,c=0ed=0.
Portanto, as coordenadas de ( 8 é > em relagao a base ' sao (—1,1,0,0).

0
Analogamente obtemos que as coordenadas de ( 0 ) em relacao a base (' é

0 0
(0,0,0,1) e as coordenadas de 01 ) em relagao a base ' é (0,—1,1,0).

Portanto, a matriz mudanca de base da base ' para a base 3 é

1 =10 0
01 0 —1

M s =

b 0 0 0 1
00 1 0

1.2  Produto Interno

As definigoes e propriedades que a teoria de Produto Interno trard, servirdao como
base e ferramenta algébrica essencial para o desenvolvimento de conceitos vistos nos

capitulos de equacgoes das retas e planos, assim como em diagonalizacao de operadores.

Definicao 1.2.1. Seja V um espaco vetorial sobre R. Um produto interno sobre V é

uma funcao (,) : V x V — R satisfazendo as seguintes propriedades:
P) (u+v,w) = (u,w) + (v,w),V u,v,w € V;
Py) (Qu,v) = Au,v), VA e K,V u,v e V;
P3) (u,v) = (v,u) ,¥Y u,v € V;
Py) (u,u) >0, se u # 0.

Proposicao 1.4. Se V' é um R-espago vetorial, munido de um produto interno (,) :
V xV — R, entao:

Ay) (0,v) =0= (v,0),YveV;
Ay) (v,v) =0<v=0;
Az) (u,v 4+ w) = (u,v) + (u,w) ,¥ u,v,w € V;

Ay) (u, o) = A (u,v) Y ARV uveV.
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Demonstragao. Sejam u,v,w € V e A € R.

Ay: Utilizando a propriedade P; temos

(0,v) = (0+0,v) = (0,v) + (0,v),

assim operando com o inverso — (0, v) de ambos os lados da igualdade segue que (0, v) =
0. Além disso, temos (v,0) = (0,v) = 0.
Ay @ Se v # 0, entao pela propriedade Py temos que (v,v) > 0.

Por outro lado, se v = 0 entao pela propriedade A; segue que (v,v) = 0.

Ajs : Utilizando as propriedades P; e P3 temos

(u,v+w) = v+ w,u) = (v,u) + (w,u) = (v,u) + (w,u) = (u,v) + (u, w).

A, : Pelas propriedade P, e P3 temos

(u, \w) = (Av,u) = Av,u) = X (v,u) = A(u,v).

Exemplo 1.2.2. (1) Se V = R" entao

(,):VxV — R
<<x17x27"'7In)7<ylay27"'7yn)) — I1y1++xnyn

¢ um produto interno, o qual é chamado de produto interno canonico. Usaremos
neste trabalho a notacao w.v para indicar o produto interno candnico entre u e
v. Veremos que este produto interno sera bastante ttil para determinarmos as

equagoes de retas e plano feitas nos capitulos seguintes.
Se V = C([a, b],R) é o espago vetorial das fungdes continuas f : [a,b] — R, entdo
():VxV = R
b
(Fa) = (fa) = [ st

¢ um produto interno.
De fato, se f,g,h € V e a € R entao

Py,: Utilizando que a integral da soma é a soma das integrais e utilizando a
propriedade distributiva de (R, +,-) temos

b b
(f + g, h) = / (f + 9)(Oh(t) dt = / F(0).h(t) + g(0).h() dt

_ / £(#) dt+/bg(t)h(t) it
= h) + {(g,h) .
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P,: Como a integral de um produto por escalar é o produto do escalar pela

integral temos
b
o) = [ gt a
ab b
= [ Mergde = [ fO.90d =50,
Ps: Utilizando a propriedade comutativa da multiplicagao em R temos

<M>=/f@WW=/ﬂWWW=@ﬂ

Py :Se f:|a,b] - R é uma fungao continua nao nula, entao existe xy € [a, b] tal
que f(xg) # 0. Como f é continua, entao existe uma vizinhanca (xg— 9, zo+9) C
la,b] em que f é nao nula.

b xo+0
Logo, / f(t)2dt > / |£()]?dt > 0.

0—5
Assim,

b
mﬁzfﬂWﬁ>0

Definigao 1.2.3. Seja V um R-espago vetorial munido de um produto interno ().

Chamamos de norma de v ao nimero real dado por ||v|| = /(v,v).

Exemplo 1.2.4. Considere o R-espago vetorial R” com produto interno canonico. Para

J— J— n ~
vy = (T1,%9, ..., Zn), 02 = (Y1,Y2, ..., Yn) € R, entdo a norma

o1 — vol| = \/<Ul — Vg,V — Vg) = \/(331 —y1)? 4 (T — Yn)?

¢ interpretado geometricamente como a distancia entre os pontos v e v do espago R™.

Para vy = 0, ||v1]| = |1 — v2|| é exatamente a distancia do ponto v; & origem.
Proposicao 1.2.5. ||@ — @||* = ||@|” + ||7]|* — 2 (@, 7).
Demonstracao.

— -2
1@ — 7]

Sejam i e ¥ vetores nao nulos de R? ou R3 e 6 o angulo formado por @ e ¥,



Produto Interno

23

1]

Figura 1.1: Diferenca dos vetores u e v

Aplicando a lei dos cossenos ao triangulo formado pelos vetores u, U, 4 — U, temos
1@ =77 = [|@|* + |7]* — 2. ||| . [|7] cos(8).  (¥)
Mas, de acordo com a Proposi¢ao 1.2.5 temos também que:
1@ —a)* = |[a@l|* + |7]* — 227 (xx)
Assim, comparando as igualdades (x) e () obtém-se
1@))* + [15* = 2. ||| - |17] cos(8) = lla@|* + ||3]|* — 2.@..

Logo,

w.v = ||d|| . ||7]| cos(B).
Portanto, como consequéncia imediata temos a seguinte proposi¢ao

Proposicao 1.2.6. Sejam @ e ¥ vetores nao nulos de R? ou R? e § o angulo formado
pelos vetores @ e ¥ entao
u.v =0« 0=90°

Demonstracao. u.v =0 < 4.0 = |u].|U|cos(f) =0 < cos(f) =0 < 6 = 90°. O

Portanto, 4.7 = 0 < 4 e ¥ sao ortogonais. Neste caso usamos a notacao u L .
Embora o conceito de ortogonalidade usado na geometria esta diretamente ligado a
formar um angulo de 90°, pode-se extender este conceito para qualquer espaco vetorial

com produto interno conforme a definicao abaixo:

Definicao 1.2.7. Seja V um K-espago vetorial com produto interno. Dizemos que
u,w € V sdo ortogonais se (u,w) = 0.

Um conjunto A C V' é dito ser ortogonal se (u,v) =0, ¥V u,v € A, com u # v.

Definigao 1.2.8. Seja V um K-espago vetorial com produto interno. Um conjunto
ordenado v = {vy,vs,..., v} C V é dito ser um conjunto ortonormal quando para
todo 1 <14,7 < k, vale:

(03, v;) = 1, parai=j
v 0, parai#j.

Quando o conjunto ordenado 7 ¢ uma base ordenada de V', entao dizemos que 7y é uma

base ortonormal.
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Exemplo 1.2.9. (1) As bases canonicas de R” e C" com os produtos internos cano-

nicos sao bases ortonormais.

(2) Se V.= C([0,27],R) munido de produto interno canénico, entao o conjunto
A={f,€V: f,(t) =cosnt,n € N}

é ortogonal.

Definigao 1.2.10. Dizemos que uma matriz A = (a;;)nxn ¢ ortogonal se
AA = A" A =1Id,,,
onde Id, ., ¢ a matriz identidade de ordem n x n.

Ou seja, A é ortogonal se A ¢é invertivel e A = A~

Abaixo temos uma caracterizacao das matrizes ortogonais.

Proposicao 1.2.11. Para uma matriz A = [a;;] as seguintes afirmagoes sao equi-

nxn’

valentes:
i) A é ortogonal;
ii) As colunas de A formam um conjunto ortonormal em R";
iii) As linhas de A formam um conjunto ortonormal em R".

Demonstragao. (i) < (ii) Seja ATA = [b;] . Por defini¢ao de produto de matrizes,

o elemento b;; é escrito como

bij = a1+ agiazj + -+ aniQn;

= <<a1i, aggy . . . ,am) ((llj, agj, Ce ,anj)) .

Assim, concluimos que AT A = Id, se, e somente se,

0, sei#j
<(a1i,a2i,...,am~) (alj,azj,...,anj» = { . #‘7
1, sei1=7.

(i) & (44) Como A é uma matriz ortogonal se, e somente se, AT ¢ ortogonal, e as
linhas de A" sdo as colunas de A, temos pela equivaléncia anterior que as colunas de A
formam um conjunto ortonormal, se e somente se, as linhas de A formam um conjunto

ortonormal. N

o (o 5) @ (mh )

Exemplo 1.2.12.
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Teorema 1.2. Se o e 3 sao bases ortonormais de V', entao a matriz mudanca da base

B para a base o, Mg, € uma matriz ortogonal.

Demonstracao. Sejam o = {vy,va,...,v,} e B = {wy,we,...,w,}. Supondo que,

Mg o = (@ij)nxn, temos
V; = a1;W1 + agiWe; + -+ - + ApiWp;, Para 1 S 7 S n.
Usando que (v;,v;) = 0 para ¢ # j e 3 é ortonormal temos
0 = (v;,v)
A1;015 + Q2;Q25 + ** + ApiQp;
= <(CL17;, agiy . .. ,am) (alj, a2j, Ce ,anj)> .

Portanto, as colunas de Mg, formam vetores ortogonais em R".

Além disso, para 1 <1i < n, temos
1= (v, v) = aj; + aj; + -~ +ap,,

pois (8 é ortonormal.

Logo, segue da Proposicao 1.2.11 que M3, ¢ uma matriz ortogonal. O]

Exemplo 1.2.13. As matrizes do exemplo 1.2.12 sao exemplos de matrizes mudanga
de base, conforme pode ser verificado abaixo

e Reflexao em torno do eixo z :

1 0
M,s=

onde a = {(1,0), (0,1)} e B = {(1,0), (0, —1)}.

e Rotacao de angulo 6 :
M, — cos 0 —sen 0 |
’ sen 0 cos 0

onde o = {(1,0),(0,1)} e B = {(cos(0), sen(0)), (—sen(0), cos(0))}.

1.3 Transformacao Linear

A sessao de transformacao linear e matriz de transformacao linear nos auxiliara
na compreensao de operadores diagonalizaveis, além de dar suporte tedrico para o

desenvolvimento dos conceitos que serao vistos no reconhecimento das conicas.

Definicao 1.3.1. Sejam V e W espacos vetoriais sobre um corpo K. E nomeada
transformacao linear de V' em W uma fungao T : V' — W que satisfaga as seguintes

propriedades:

T(vy +vy) = T(vy)+T(vg)
T(\) = XT'(v)
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Exemplo 1.3.2. Seja T : R? — R3 dada por T'(z,y) = (22 +y, 7 — y,z — 3y).
Verifique se T é uma transformacao linear.

Solucao:
(¢) Sejam u = (x1,y1) e v = (Ta,y2) € R?
T(u+v) = T(xg+x2,y1 +y2)
(2(x1 + 22) + (y1 + y2), (w1 + 22) — (11 + y2), (1 + 22) — 3(y1 + 42))
(221 + 222 + Y1 + Y2, ¥1 + T2 — Y1 — Yo, T1 + T2 — 3y1 — 3Y2)
= ((2z1 + 1) + 2z2 + y2), (1 — v1) + (22 — 42), (¥1 — 3y1) + (22 — 3y2))
(2x1 + y1, 21 — Y1, x1 — 3y1) + (229 + Y2, T2 — Y2, T2 — 3y2)
= T(z1,91) + T (72, 12)
= T(u) +T(v).
(ii) Sejam u = (z,y) e R?e A€ R

T(hu) = TAz,y)) =T Az, \y)
= 2\ 4+ My, Az — Ay, Az — 3)\y) = A2z 4+ y), Mz — y), AM(z — 3y))
= M2z+vy,x—y,z—3y) =\T(x,y)
= A(u).

Portanto, como T satisfaz as duas propriedades, concluimos que 1T é uma trans-

formacao linear.

b
Exemplo 1.3.3. Sejam V = C([a,b],R) e T: V — R dada por T(f) = / f(z)dz.

Verifique se T é uma transformacao linear.

Solucao:

(1) Sejam f,g € V quaisquer. Segue das propriedades de integrais que
b b
(7 +9) = [(F+o@de= [ 1)+l ds
ab b a
= [ t@an [gla)in=1(0)+ 7(6).
(i) Sejam f €V ea €R,
b b b
Ta-) = [(aN@de= [ af@is=a [ f@)de=aT(h)

Proposicao 1.3.4. Se U e V sao espagos vetoriais sobre K e T : U — V é uma

transformacao linear, entao:

a) T(0y) = Oy, onde Oy e Oy denotam os vetores nulos de U e V' respectivamente.
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Demonstracao. a) Sejam Oy e Oy os vetores nulos de U e V' respectivamente, assim

usando a linearidade da soma obtemos
T(0y) =T 0y +0y) =T(0y) + T (0y)

e, portanto operando com —7'(0y) de ambos os lados obtemos Oy = T'(0y).

b) Dado u € V, entdo —u = (—1).u, assim usando a linearidade por escalar obtemos

m—1
c¢) Aplicando a linearidade para u = g QU € V= Qplly,, temos
i=1

T (i aiui) =T (ni au; amum>
= Tu+v)=Tw) +Tw)=T <z_: oziui> + an T (Up,).

Aplicando esse raciocicio repetidamente, obtemos

T (Z a,-ui) = ZaiT(ui).
]

Quando U =V dizemos que uma transformacao linear 7' : U — V é um operador

linear.

Definicao 1.3.5. Seja T : V' — W uma transformagao linear. O nticleo de T', denotado
por Ker T, é o conjunto de vetores de V' que sao levados por T' no vetor nulo de W,
ou seja,

KerT={veV:T(v)=0py}.
A imagem de T', denotado por I'm7T é o conjunto
ImT={{Tw):veV}.
Proposicao 1.3.6. T é injetora se, e somente se, Ker T = {0y }.

Demonstracao. Pela Proposigao 1.3.4, temos T'(0y) = Oy, assim Oy € Ker T. Agora,

supondo T' ¢é injetora, entao dado v € Ker T, temos

T(U) =0y = T(Ov) = v = 0y.
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Logo, Ker T = {0y }.
Agora, suponha Ker T = {0y} e considere v; e v, € V., onde T (v1) = T (vs).

Temos que
T (vy —ve) =T (v1) — T (v2) = Oy
Logo,
v — vy € Ker T = {0} = v; = vs.
Portanto, T é uma transformacao injetora. O]

Exemplo 1.3.7. Considere

T:RS — M2x2<R)

b 0
(a,b,c) @+ )
0 a—>b

Determine bases para Ker T e Im T.

Ker T = {(x,y,z)éRﬂ(ZEgy xgy):<8 8)}

{a:y, ) ER? 24y =0; a:—y—O}
= {(z,y,2) eR*| z=0; y=0}.

Solucao:

Assim, Ker T = {(0,0, z) € R3}.
Como
(0,0,z) = 2(0,0,1),

entdo 5 = {(0,0,1)} é uma base para W, pois 8 é L.I e é um conjunto gerador para

KerT.
0
ImT:{<x+y )|x,y,zER}
0 T —y

z+y 0 10 1 0
=z +y 5
0 T —y 01 0 —1
o~ 10 1 0 ) )
entao f = 010 1 ¢ um conjunto gerador para Im T

Além disso, 8 6 L.1.
De fato,

(0 )ee(s o )-(oe)= ()= (00)

Portanto, E é uma base para Im T.

Como
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Proposicao 1.3.8. Seja T : V. — W uma transformagao linear. Se {vy,...,v,} é
um conjunto gerador de V', entdao {T'(vy),T(ve),...,T(v,)} é um conjunto gerador de
ImT.

Demonstracao. Seja T'(v) € Im T com v € V. Como {vy,...,v,} é um conjunto
gerador de V| entao existem escalares a;,7 = 1,...,n tais que

V= QU1 + "+ QpU,.
Aplicando T de ambos os lados e usando a Proposicao 1.3.4 temos que
w="T(v)=ao1T(v1) + -+ 0, T(vy).
Assim, w é uma combinagao linear de {T'(v1), T (ve),...,T (v} O

Teorema 1.3.9. (Teorema do Nucleo e da Imagem) Se T : V. — W ¢é uma

transformacao linear, onde V' tem dimensao finita, entao
dim Ker T+ dim Im T =dim V.

Demonstracao. Caso 1: Ker T # {0y }.
Seja 8 = {uy,us,...,u,} base de Ker T, ou seja, dim Ker T = n. Agora, estenda 3
a uma base 8 = {uy, ug, ..., Up, V1, Vo, ..., Uy} de V.
Assim,
dimV =n+m =dim Ker T +m.

Entao, para demonstrar o teorema, basta mostrar que dim Im T = m.

Pela Proposigao 1.3.8, sabemos que
B =A{T (u1),T (uz),...,T (up), T (v1),T (v2),...,T (v)}

¢ um conjunto gerador da I'm T

Agora, como uq,us, ..., u, € Ker T, segue que
B =A{T (v1),T (va),..., T (vy)}.
Assim, para mostrar que dim I'm T = m, basta verificar que 5" é L.I. Observe que
a T (v) + -+ anT (vy) =0 = T(vy + -+ + apvy) =0.

Assim, (qv; + -+ + apvy,) € Ker T.
Como = {uy,us,...,u,} é base de Ker T, existem escalares 7;, i = 1,...,n tais que

QU1 + -+ Uy = YU+ 0 YU

Portanto,

O‘lvl+"'+amvm_’ylul_"'_ﬁ)/nurm
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e usando que ' = {uy, ug, ..., Up, V1, Vo, ..., Uy} é LI segue que
Oé12062:"':Oém=71:72:"'=7n:0.

Portanto, 5" é base de Im T e dim Im T = m.

Caso 2 : Ker T = {0y }.
Considere f = {v,vs,...,v,} base de V, assim dim V = r e pela Proposicao 1.3.8
temos que 8 = {T(v1),T(v), ..., T(v,)} é conjunto gerador para Im T. Agora, como
estamos supondo Ker T = {0y}, entdo dim Ker T = 0.
Portanto, para mostrar a proposicao basta verificar que dim Im T = r.
Como E gera I'm T basta mostrar que E é L.I1.

Temos
a T (v)+ - +a,T(v,) =0y = T(avv;+ -+ a,v.) = O
Assim, ajvy + -+ - + v, € Ker T = {0y}, ou seja,
av; + -+ v, = Oy
Como = {v1,va,...,v,} é LI, segue que
o=y =---=aqa, =0.

Portanto, 5 é basede Im T e dim Im T =r.
m

Proposicao 1.3.10. Seja T : V — W uma transformacao linear, onde V' e W possuem

dimensao finita. Se dimV = dimW , entao as seguintes propriedades sao equivalentes:
i) T é injetora
ii) T é sobrejetora
iii) 7" é bijetora.

Demonstracao. Claramente (ii7) implica em (i) e (ii). Assim, basta mostrar que T é
injetora, se e somente se, T' é sobrejetora.

Pelo teorema do nicleo e da imagem,
dim Ker T+ dim Im T = dim V.
Sendo dim V = dim W, temos
dim Ker T +dim Im T = dim W. (1.2)

Supondo 7" injetora temos pela Proposi¢ao 1.3.6, KerT = {0y} e, consequentemente,
dim Ker T = 0. Segue de (1.2), que

dim Im T = dim W.
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Portanto, Im T'= W. De fato, sendo dim Im T = dim W = n, tomando uma base /3
para I'm T temos § L.I em W e com n elementos, assim segue do corolario 1.2 que (8
é base para .

Suponhamos agora que T' seja sobrejetiva, ou seja, I'm T' = W. Esses dois espagos
tém mesma dimensao, portanto, de (1.2) temos que dim Ker T = 0, o que garante que

Ker T = {0y}. Pela Proposi¢ao 1.3.6, segue que T é injetora. O

1.3.1 Matriz de Transformacao Linear

Sejam V' e W espagos vetoriais sobre um corpo K e T : V. — W uma trans-

formagao linear. Se dimgV = n e dimgW = m considere a = {vy,vq,...,0,} €
B = {wsy,ws,...,w,} bases de V e W respectivamente. Assim, existem tnicos \;; € K,
tais que

T(?}l) = )\le + )\21102 + -+ )\mlwm
T(v2) = Apwy + Agpwa + -+ - + Ao,

T(Un) = Alnwl + )\ang + -+ >\mnwm
Além disso, dado v € V, existem tnicos escalares ~; € K, tais que
V=01 YoU2 s YnUn.

Assim, aplicando T em ambos os lados da igualdade, e utilizando a proposicao 1.3.4

temos:

T(w) = Tnvi+2v2+ -+ 1) = NT(01) + 72T (02) + -+ - 4+ 1T (vn)
= m(Ajwy + Agqwa + -+ Ap1wi) + -+ Y (Apwr + Aopwa + -+ AppWin)
= (mAn+ A2+ FA)wr o+ (A F A2 o Y Amn) Wi
Logo,

V1A + Y22 + o+ YAl
Y1A21 + Y2Aoo + - -+ YnAap

71>\n1 + '72)\n2 +--+ '7n>\mn

Al Az o A N
B Ao1 Agg o Aoy 2
>\n1 )\n2 Tt )\mn Tn
Al Az 0 A
Ao1 Aga o Agy
= . * [U]a
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A matriz
M1 Ao o A
[T]g _ /\21 )\22 . .: . /\2n
M1 Aa o A

é denominada Matriz de T em relagao as bases « e 5.
Observe que a i-ésima coluna de [T]5 é exatamente [T'(v;)]s. Além disso, por cons-

trucdo [Id]? é exatamente a matriz mudanca de base da base a para a base 3, M, 5.

Exemplo 1.3.11. Sejam

TPg(R) — Pg(R)
px) — p'(x).

Considere o = {1,z, 2%, 2%} e B = {1,2x, 2% + 1,23} bases de P3(R).
Determine a matriz [T§.
Solucao:

Primeiro calculamos T'(p(z)), para cada p(z) na base a.

T(1) = =0
T(x) = =1
T(z?) = 2% =2
T(z%) = 2% =32

Entao, escrevemos T'(p(x)) como combinagao linear da base /3, para determinar as suas
coordenadas em relacao a 3.

T(1) = 0=0(1)+0(2x) +0(2* + 1) + 0(z?)
T(x) = 1=1(1)+0(22) +0(z* + 1)+ 0(2?)
T(x?) = 2z =0(1)41(2z) + 0(z* + 1) + 0(2?)
T(x*) = 3% =-3(1)+0(2z) + 3(z* + 1) + 0(a?).
Portanto,
010 —3
001 0
T =1000 3
000 0

Proposicao 1.3.12. Sejam T : V — W e S : W — U transformacoes lineares, em que
V, W e U sao espagos vetoriais de dimensao finita. Se a, S e v sao bases de V., W e

U respectivamente, entao

[SoT]2 =[S .(T]3
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Demonstracao. Sejam o = {vy,vq,...,0,}, 8= {wy,wa, ..., wn} ey ={uy,ug,...,u}
bases de V', W e U, respectivamente. Sejam
[Tz = (aij), paral<i,j<n
[S]g = (b)), paral <i,j <m.
Determinaremos [S o T e [S]ii T3
Calculando a j-ésima coluna de [S]g [T
..b11a1j+...+b1mamj...
b1y bim a1 a1 A1m
- ..bTa._i_..._'_brma/m....
by - by - s AL J
j-ésima coluna
&1
- .
——
j-ésima coluna
Calculando a j-ésima coluna de [S o T7:
(SoT)(v;) = S(T(vj) =095 (ajwr+ -+~ amjwy)
= (leS (wl) +---+ Clij (wm)
= ayj (bnnug + -+ brus) + -+ amy (bimur + -+ - + b uy)
= Ccu; + -+ CUp.
G
Assim, a j-ésima coluna de (S o T) (v;) é :
¢r
Como [SoT]7 e [S]f .[T]; possuem as mesmas colunas, concluimos que [SoT]] =
Eileals O

Teorema 1.3.13. Sejam V' e W espacos vetoriais de dimensao finita, 7' : V' — W uma

transformacao linear, & uma base de V' e § uma base de W. Entao, T' é invertivel, se

-1
somente se, [1']§ é invertivel e [T*1]§ = ([T]g) :

Demonstragdo. Suponha inicialmente que T é invertivel, e seja T~! sua inversa. Como
T~ 'oT ¢ a funcao identidade em V, isto é, T~! o T' = Id; pela Proposicao 1.3.12 segue

que

[1d]g = [T7" o T3 = [TYE.[TS.

«

Se dimgV = n, temos que [Id]% é a matriz identidade de ordem n, Id, «,. Assim, pela

igualdade acima, concluimos que [T]§ ¢é invertivel e sua inversa é a matriz [T-15.
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Por outro lado, se [T]§ é invertivel com inversa a matriz M, entdao tomando S :
W — V com [S]? = M, temos T oS = SoT = Id, pois

[T15.[S)8 = [T 0 S]} = Idpxn e [SI2.[T]5 =[S0 T|% = Idyxn.

O

Corolério 1.3.14. Sejam T : V — V uma transformacao linear e 5 e 3’ bases de V/,
com dimgV = n, para n > 1. Temos que a matriz [/ d]g, ¢ invertivel e sua inversa ¢ a
matriz [/ d]gl, ou seja,

(rd) ™ = [1a].

Sejam « e § duas bases de um espaco vetorial de dimensao finita V. Se T': V — V
é um operador linear, entdo utilizando a matriz mudanga de base [/ d]g podemos obter
uma relac@o entre as matrizes [T]% e [T]g

De fato, como T'= Id o T o Id, segue que:
[T]2 = [Ido T o Id|% = [Id)3.[T)5.[1d]3
ou seja,
[T]e = [1d)5 - [T1; - [1d]3.

Mas, sabendo que [Id]] é a inversa de [Id]§, chamaremos [Id]§ de P e podemos rees-

crever a igualdade acima por
[T]2 = P~L.[T]5.P.
Com isso, obtemos o teorema a seguir:
Teorema 1.3.15. Sejam « e 8 duas bases de um espago vetorial de dimensao finita
V. Se T é um operador linear em V| entao

[T]o =P T]; P (1.3)

onde P = [Id]j.

Definicao 1.3.16. Dizemos que duas matrizes quadradas A e B de mesma ordem sao

semelhantes, quando existir uma matriz invertivel P tal que
B=P AP

Observagao 1.3.17. Segue de (1.3) que [T e [T]g sao semelhantes.



Capitulo 2

Diagonalizacao de operadores

2.1 Autovalores e Autovetores

Neste capitulo desenvolveremos o conceito de diagonalizagao de operadores lineares,
usamos como base os livros [1], [1] e [7].

Veremos que o reconhecimento das conicas esta relacionado com a diagonalizagao
de matriz que por sua vez esta relacionado aos conceitos de polinomio caracteristico,

autovalores e autovetores.

Definigao 2.1.1. Sejam V um K- espago vetorial e T': V' — V um operador linear.
Um autovalor de T é um elemento A € K, tal que, existe um vetor v € V' nao nulo, tal
que: T(v) = Av.
Se A é um autovalor de T, entdo todo vetor v € V nao nulo, tal que: T'(v) = v é
chamado de autovetor de T associado a A.

O conjunto de todos os autovetores associado a A, unido com o vetor nulo é deno-

minado autoespago de T associados a A, e denotado por A(N).
AN ={veV :T(v) = }.

Exemplo 2.1.2. Seja T : R? — R? o operador linear dado por T'(z,y) = (4z—y, 2x+y).
Determine os autovalores e autovetores de 7T'.

Solucao:

A € R ¢é autovalor se existe (z,y) # (0,0) tal que

T(z,y) = Na,y) = (4o —y, 2z +y) = Mz, y).

de—y = Az
2r+y = My

Isolando y na primeira equagao, substituindo na segunda e unindo os termos comum,

Entao,

ficamos com A2z — 5z + 62 = 0. Colocando z em evidéncia, encontramos que x = 0
ou A2 — 5\ +6 = 0.

35
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Se x = 0, entao y = 0. Mas, como v = (z,y) deve ser nao nulo, a igualdade nao satisfaz

a solucao.
Assim, devemos ter
N —5X4+6=0.
Resolvendo obtemos as raizes \y = 2 e \y = 3. Portanto, Ay = 2 e Ay = 3 sao
autovalores de T'.
Observe que v = (z,y) é autovetor associado a Ay = 2, se T'(z,y) = 2(x,y), ou

equivalentemente, é uma solucao nao trivial do sistema:

e —y = 2z
2r+y = 2y

Cujo conjunto solugao é conjunto
{(z,22);x € R}.

Entao os autovetores associados & A; sdo os vetores escritos na forma (x,2z), com
x € R*. Por exemplo, v; = (1,2).

Da mesma forma (x,y) é autovetor associado a Ay = 3 se é nao nulo e satisfaz a equagao:

doe —y = 3z

2v+y = 3y
Cujo conjunto solugao é dado por

{(z,z);x € R}.

Entao, os autovetores associados a Ay sdo os vetores escritos na forma (z,z), com

x € R*. Por exemplo, vy = (1,1).

Definicao 2.1.3. Dizemos que um operador linear 7' : V' — V ¢ diagonalizavel se

existir uma base 8 € V, formada pelos autovetores de T
A seguinte proprosicao dard algum sentido a nomenclatura “Diagonalizavel”; trazido

acima.

Proposicao 2.1.4. T : V — V é diagonalizavel, se e somente se, existe uma base

de V tal que [T ]g ¢ uma matriz diagonal.

Demonstra¢ao. Suponha T diagonalizavel e seja = {v1,vs,...,v,} uma base de V'
formado por autovetores de T', com v; autovetor associado ao autovalor \;.

Assim, devemos ter

T(v1) = Mvr=Av+00 4+ -+ 00,
T(UQ) = )\21}2 =0 + 1y + 0_1)3 + -+ 0.,

T(v,) = Avp =001+ 0w+ -+ 00,1 + A\yv,.
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Portanto, por construcao devemos ter

A O 0

s | 0 M 0
[T] =

0 0 An

Por outro lado, se existe uma base ( tal que

AN O - 0
0 A\ -+ 0

= T
0 0 - X\,

entao pela forma como é construida [T]g, a i- ésima coluna é fomada pelas coordenadas

de T'(v;) em relagao a 3, ou seja,
T(v;) =001 + -+ 4+ 0.v-1 + Nv; + 0041 + - - + 0.0, = Ny

Além disso, como [ é base, entao cada v; é nao nulo, assim v; é autovetor associado ao

autovalor \; e f é um base formada por autovetores. O

2.1.1 Polinomio Caracteristico

Seja T': V' — V um operador linear, onde V' é um K-espago vetorial de dimensao
finita. Vamos apresentar agora um método pratico para descobrir todos os autovalores
de T

Se A € K é um autovalor de T, entao existe v # 0 tal que T'(v) = A.v, ou seja,
(T'"— X.Id)(v) =0, onde Id: V — V é o operador identidade em V. Assim,

A € K é autovalor de T' < Ker (T — A\.1d) # 0.

Fixemos agora uma base a para V' e considere a matriz [T" — \.Id]<.

Pela Proposicao 1.3.6 e pela Proposicao 1.3.10, segue que
Ker (T'—X.1d)#0 < T — \.Id nao ¢ bijetor .
Agora, do Teorema 1.3.13 concluimos que

T — A\.Id nao é bijetor < [T — \.Id]’ nao é invertivel
& det [T — \1d);, = 0.

Observe que [T — X.Id]’ é uma matriz cuja diagonal principal é formada por polinémios

de grau 1 na varidvel A e termos constantes nas outras entradas. Assim, podemos
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concluir que det ([T — A.Id];,) serd um polinémio de grau n na varidvel \. Com isso,

deduzimos que
A é um autovalor de T' < A é uma raiz de det ([T — \.Id]").

Agora, sejam «, [ bases de V' e Id,, a matriz identidade de ordem n.

Mostraremos que, independente da base « escolhida, o polinémio det ([T' — X.Id])
¢ inalteravel, ou seja, os autovalores de 7" nao dependem da base escolhida.
Pelo Teorema 1.3.15, sabemos que existe uma matriz P, onde [T]C = P! [T]g P, isto

é, [T e [T]g sao semelhantes. Entao,

det (T — \Id]%) = det ([T]" — \dy,)

— det (P’l 715 P — )\P”Ian>
= det (P—l ([T]g - A]dn) P)

= det (P7Y) . det ([T]g - )Jdn> . det (P)

= det ([T = A1d]f).

Assim, det ([T -\ d]g), depende somente de T (ndo depende da base (3 escolhida).

Isto justifica a seguinte definicao:

Definicao 2.1.5. Sejam V em K-espacgo vetorial de dimensao finita, 7 : V' — V uma
transformacao linear e 8 uma base de V. Chamamos o polinomio det <[T — A d]g) de

polinémio caracteristico de T' e o denotamos por pr(z).

Definicao 2.1.6. Dizemos que uma matriz A = (a;;),x, ¢ diagonalizavel, se o operador
Ty:V —V com [TA]g = A, for diagonalizavel, onde 3 é a base canonica do R"™. Além

disso, o polinomio caracteristico de A é Prp,.

Observacao 2.1.7. Ty : R® — R" é dado por

t
x

T2
Ty(xy,z9,...,2,) = | A

Se v é autovetor de Ty associado a A, entao
Ta(v) = (A.vt)t =\v= A.(0") = (Av) = Ao

assim,

v é autovetor de T4 associado & \ & A(v') = Ao’

Neste caso, dizemos que v é um autovetor de A associado a .



Autovalores e Autovetores

Observagao 2.1.8. Se A é diagonalizavel, entao existe uma matriz invertivel P, e uma
matriz diagonal D, tal que A = P.D.P~!. De fato, sendo 3 base dos autovetores de
T4 temos

A= (T2 = [1d)[T4)3[1d)3 = P.D.P,

onde a matriz P é a matriz mudanca de base da base de autovetores para a base

canonica e D é a matriz diagonal formada pelos autovalores de A.

1 2
Exemplo 2.1.9. Seja A = 5 1 € Myy»(R) e a base canonica de R?. Determine

os autovalores, autovetores e verifique o resultado do corolario 2.1.8.
Solugao:
Para encontrar os autovalores de Ty, basta encontrar as rafzes de Py, (\) = Pa()),

onde

1—A 2
M) =det(A — \d = =0.
pA() 6( 2><2) ( 9 1 )\>

Como Ps(A) = (1 —\)? —4 =0, entdo os autovalores de Ty sdo: \; = —1 e Ay = 3.
Determinemos agora os autovetores associados a A; e Ag:

Para \{ = —1:

Temos que (z,y) € A(\) se satistaz Ta(x,y) = —1.(z,y), ou equivalentemente, (z,y)

é solucao do sistema:

() (G)-(0)

Resolvendo essa igualdade matricial, chegamos em x = —y, portanto os autovetores de
A1 sao vetores nao nulos da forma (z, —z), por exemplo: v; = (1, —1).
Para Ay = 3:

Analogamente para As = 3, temos que (x,y) é autovetor associado a g se é solugao de

()00

Resolvendo essa igualdade matricial, temos x = y e portanto os autovetores associados
a Ay sdo vetores nao nulos da forma (x,x), por exemplo vy = (1, 1).
Como {vy,v,} sdo linearmente independentes, e dim R? = 2, entdo do Corolario

1.2 segue que 8 = {(1,—1),(1,1)} é uma base de R? formada por autovetores de T.

D:(_10>, P:[Id]§:<1 1).
0 3 -1 1

Considere
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Efetuando os calculos obtemos

e - ()
(51

= A

o |
—_

w O
\/
VR
NI N
|

_
~__—

2
1
2

1 2
2 1

Definicao 2.1.10. Sejam A € K um autovalor de T': V' — V', onde V é um K-espaco

NI N
Iy wl‘
_
\—/
I

vetorial de dimensao finita e pr(z) = (x — A\)™¢(x), com ¢(x) # 0.
O numero m é denominado Multiplicidade algébrica do autovalor \. A Multiplici-

dade geométrica de um autovalor A é a dimensao de A(\).

1 0 2
Exemplo 2.1.11. Sejam A= | 0 1 3 € Msy3(R) e o base candnica de R3.
00 -1

Determine os autovalores, autovetores de T}, as respectivas multiplicidades e verifique

se A é diagonalizavel.

Solugao:
Para encontrar os autovalores de Ty, basta encontrar as rafzes de Py, (\) = Pa()),
onde
1—A 0 2
pa = det(A — Ndszx3) = 0 1—A\ 3 = 0.

0 0 —-1-=X
Como P4(\) = (1 — A% (=1 — \), entao os autovalores de T4 sdao: A\; = 1 com multi-
plicidade algébrica igual a 2 e Ay = —1 com multiplicidade algébrica igual a 1.
Determinemos agora os autoespagos associados a A; e Ag:
Para \;:
Temos que (z,y,z) € A(\) se satistaz Ta(z,y, z) = 1.(z,y, 2), ou equivalentemente,

(x,y, z) é solucao do sistema:

0 0 —-1-1 z

Resolvendo essa igualdade matricial, temos que x,y podem ser qualquer valor e z = 0.
Assim,
A(M) = A{(z,y,0);z,y € R},
e os autovetores de A; sdo vetores nao nulos da forma (x,y,0), por exemplo: v; =
(1,0,0) e v = (0,1,0).
Como = {(1,0),(0,1)} é L.Ie

(z,,0) = x(1,0,0) + y(0, 1,0),
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entao [ é base para A()\), ou seja a multiplicidade geométrica de A\; é 2.
Para Mo

Analogamente para Ay = —1, temos que (z,y, z) € A(A\q) se é solugao de
1+1 0 2 x 0
0 141 3 Ay | =
0 0 —1+1 z
Resolvendo essa igualdade matricial, temos que x = —z e y = —%z. Assim,

i { (o) rex)

e os autovetores associados & Ay sdo vetores nao nulos da forma (—x, —2z,x), por

2
exemplo vz = (—1,—2,1).

Como f = {(-1,3, 1)} éLIe

)9
3 3
(—x, —517,:6) =z (—1, 5 1) ,

entao, B ¢ base de A()), ou seja, a multiplicidade geométrica de Ay é 1.
Como vy, v, v3 sao linearmente independentes, e dim R® = 3, entao do Coroldrio
1.2 segue que ' = {(1,0,0)7(0,1,0),(—1,—%,1)} ¢ uma base de R3 formada por

autovetores de T4. Portanto, A é diagonalizavel.

Exemplo 2.1.12. Determine os autovalores, autovetores, as respectivas multiplicida-

des e verifique se T' é diagonalizavel:
T PQ(R) — PQ(R)
p(x) = plx)+ @Br+2)p (z)

Seja a = {1, x, 2%}, entao

-
®
I
S
I
o o
oS BN
- e O

pois
T(1) = 1=11+02.0.2"
T(x) = v+ (Br+2)=42+2=21+4z+0.2?
T(z*) = 2+ (B3r+2)2z =42+ 72> = 0.1+ 4.2+ 7.7

Determinando o polinomio caracteristico, temos

p(A\) = det(A— Nds)
1—A 2 0
= 0 4-X 4 =1-=-XNMA-XN(T=N).
0 0 7-=2A
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Portanto, os autovalores de T" sao Ay = 1, Ay =4 e A\3 = 7. Todos com multiplicidade
algébrica 1.
Determinando os autoespacos associados a A1, Ay e 3.
Para A\ = 1:
Temos que a+br+cz? € A(1) se T(a+br+cx?) = 1.(a+br+cz?), ou equivalentemente,

os coeficientes de a + bx + cx? satisfazem

1-1 2 0 a 0 0 20 a 0
0 4-1 4 b =10 = 0 3 4 b =10
0 0 7-1 & 0 0 0 6 c 0

2b 0
= 3b+4b =1 0

Entao, devemos ter a = b = 0. Segue que
AN) ={p(@@) =a+0z+0.2% acR},

e os autovetores sao os polinomios constantes e nao nulos. Por exemplo o polinomio
pi(zr) =1+ 0.2+ 0.2°.
Para Ay = 4:

Analogamente a + b.z + c.z* € A()\y) se os coeficientes satisfazem:
-3

b =

c 0

S O N
W =~ O

0
0
3

sa. Portanto,

Entao, devemos ter c=0¢e b =

A()\Q):{p(x):a+3§x | ae]R{},

(NI}

e os autovetores sao polinomios nao nulos da forma a+ 37“:13 Por exemplo po(z) = 1+
Para \s =7:

a+b.x + cax? € A(A3) se os coeficientes satisfazem:

x.

-6 2 0 a 0
0 34 ]|.1b]|=1060
0 0 0 c 0

Entao, devemos ter b = 3a e ¢ = 97‘1.

Portanto,

A(X3) = {p(x) =a+ 3ax + 9;([2 | a € R},

e os autovetores sao polinomios nao nulos da forma a + 3ax + 92—“202. Por exemplo
ps(z) =1+ 3z + 222
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Observe que 81 = {p1(x)} é uma base para A(\;), assim a multiplicidade geométrica
de \; é 1. Também temos B2 = {p2(x)} base para A(\2) e B3 = {p1(x)} base para
A()3), assim as multiplicidades geométricas de Ay e A3 sdo 1.

Temos que 5 = {pi(z), p2(x), p3(x)} é L.I. De fato,

3 9
ar.l + . <1 + 5:5) + oy <1 + 3z + 51:2) = 014+0z4+02*=

3 9
= (1 +as+az) + <§a2 + 3a3) T+ (5043) 2 = 0.14 0.2+ 0.2°

Pela igualdade de polinomios obtemos a; + ag + ag = 0, %ag + 3a3 = 0, %OZg = 0.
Assim, devemos ter a; = ap = a3 = 0.

Como (' é um conjunto L.I com 3 elementos e dim P,(R) = 3, segue do Corolério
1.2 que 3" é base para P»(R), a qual é formada por autovetores de T'. Portanto, T' é

diagonalizavel.

Exemplo 2.1.13. Determine os autovalores, autovetores, as respectivas multiplicida-

des e verifique se T' é diagonalizavel:

T:R® —» R?
(z,9,2) = (z+y+22y+232)

Seja o = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}, entdo

72 = 4=

c o
= R
W =

Logo, o polinomio caracteristico de 1" é dado por:

1—AX 1 1
pN)=det| 0 2-)x 1 |=1-MN2-N)@B-).
0 0 3-2X

Portanto, os autovalores de T"sao A\; = 1, Ay = 2 e A3 = 3, onde todos possuem
multiplicidade algébrica 1.
Determinando os autovetores associados a Aj, Ay € A3:

Para M\ = 1:

Temos que (z,y, z) € A(\1), se satisfaz o seguinte sistema:

0

o o o

e R S

O S —
Il

z

Resolvendo essa igualdade matricial, temos que y = z = 0. Assim,

A(N) = {(2,0,0);z € R},
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e os autovetores associados a A; sao vetores nao nulos da forma da forma (z,0,0), por
exemplo v; = (1,0,0).

Observe que B ={(1,0,0)} é L.I e gera A()\;), assim E é base de A(\;), ou seja, a
multiplicidade geométrica de A; é 1.

Para \o = 2:

Temos que (x,y,z) € A(A\2) se é solucao do sistema:

-1 11 z
0 01 =
0 01 z 0

Resolvendo, obtemos z = 0, x = y. Portanto,
Ay, ={(z,2,0) | z € R},

e os autovetores associados a Ay sdo vetores nao nulos da forma (z,x,0). Por exemplo
ve = (1,1,0). Além disso, B = {(1,1,0)} é base para A()\2). Portanto, a multiplicidade
geométrica de g € 1.

Para A3 = 3:

Temos que (x,y,z) € A(A3) se é solucdo do sistema:

—2 1 1 z 0
0 -1 1 y =10
0 0 0 z 0

Resolvendo o sistema obtemos z = y = x. Assim,
A()‘S) = {(l’,.’ﬂ,l’)/ T € R}>

e os autovetores associados & Az sao vetores nao nulos da forma (x, z,z). Por exemplo
vs = (1,1,1).

Além disso, B3 = {(0,0,1)} é base para A(A3). Portanto, a multiplicidade geomé-
trica de A3 é 1.

Como 3 = {(1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)} é um conjunto L.I em R3, entao 3 é base para

R3 formada por autovetores de T'. Portanto, T é diagonalizavel.

2.2 Teorema Espectral

O objetivo desta secao é mostrar que toda matriz simétrica de ordem 2 é diago-
nalizavel. Este resultado é um caso particular do Teorema Espectral que diz que toda
matriz simétrica de ordem n ¢é diagonalizavel. Este resultado sera primordial para o

reconhecimento de conicas feito no préximo capitulo.

Proposicao 2.2.1. Se A = (aij)nxn ¢ uma matriz simétrica, entao os autovetores de
A associados a autovalores distintos sao linearmente independentes (equivalentemente

os autovetores de T4 : R™ — R" sao L.I).
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Demonstracao. Para 2 autovalores distintos:

Sejam A e Ay autovalores distintos e vy e vy autovetores associados a A; e Ay, respec-
tivamente.

Mostraremos que {v1, v2} sdo linearmente independentes. Suponha que ayv1+agvy = 0,

assim,

(A — /\1]d>(a11)1 + CLQUQ) = (A - )\1]d>(0)
al)\lvl + a2)\2v2 - al)\lvl - Gg)\lvg =0

ag()\g—)\l)vg = 0.

Como Ay — A\; # 0 ( pois A\ # Aa) e vy # 0 (pois é um autovetor), temos ay = 0.
Seguindo a mesma argumentagao para (A — \yld)(a1v; + agve) = (A — A 1d)(0),

chegaremos que, aj(A\; — Ag)v; = 0.

Como A\ — Ay # 0 (pois A\; # A2) e v1 # 0 (pois é um autovetor), temos a; = 0.

Logo, {v1,v2} sdo linearmente independentes.

Para 3 autovalores distintos:
Sejam {1, Ao, A3} autovalores distintos entre si. Mostraremos que {vy, va,v3} com v;
autovetor associado a \; sao linearmente independentes.

De a1v; + asvs + azvs = 0, segue que:

(A — Aljd)(aﬂ)l + asvo + CL3U3) = (A — /\1[d)(0)
CLl)\l'Ul + a2)\2v2 + CL3>\3’U3 - al)\lvl - ag)\lvz — CL3>\1’U3 =0

ag()\g — )\1)1)2 + CL3()\3 — )\1)213 = 0.
Agora aplicando (A — A21d) na igualdade acima obtemos

(A — )\QId) [CZQ()\Q - )\1)’[)2 + a3(>\3 — )\1)’03] = (A — )\QId)(O)
CL3(/\3 — /\1)(/\3 — /\2)’03 = O

Como A3 — A\ # 0 e A3 — A\g # 0 (pois eles s@o diferentes entre si) e vg # 0 (pois é um
autovetor), temos ag = 0.

Seguindo a mesma argumentagao quando aplicamos (A — \;/d) e seguidamente (A —
Asld), concluimos as = 0. Aplicando (A — \2Id) e depois (A — A\31d), concluimos que
a; = 0.

Assim, segue que {vy,v2,v3} é linearmente independentes.

Concluido o raciocinio para 2 e 3 autovalores distintos entre si, segue argumentagao

analoga para o caso geral de n autovalores distintos entre si. O]

Proposigao 2.2.2. Se A = (a;j)nxn ¢ uma matriz simétrica, entdo seus autovetores
associados a autovalores distintos sao ortogonais (Equivalentemente os autovetores de

T4 : R™ — R™ associados a autovalores distintos sdo ortogonais).
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Demonstragao. Seja o = {(1,0,0,...,0)",...,(0,0,0,...,1)"} = {vy,v9,...,0,} a base

canonica do espaco das matrizes M, 1 (R).

Mostraremos inicialmente que
(Au,v) = (u, Av), Y u,v € My (R).

Para isto, usando a linearidade do produto interno, é suficiente mostrar que

(A(vi),v5) = (vi, A'(v;))
Observe que

A(vs) = (ay, agi, - - ., i)',
além disso, podemos reescrever

(a1, i, - . -, Qi)' = @101 + AoV + - -+ + ApiUy.
Assim, usando que {vq,vs,...,v,} é ortonormal temos
(A(v), v;) = (101 + agiva + - - - + A1V, Vj) = ajs.
Por outro lado,
Al(vy) = A(v;) = (a1, azj, - - -, anj)" = a1v1 + agjva + - - + Apjvn,

ou seja,

<’Ui, At(’l}j)> = <Ui, aljvl —+ a2jv2 —+ e+ anjvn) = aij-

Portanto, usando que A é simetrica, ou seja, a;; = a;; temos
(Alvi), v5) = ag; = ai; = (vi, A'(v;)).

Agora estamos em condicao de mostrar a proposicao.
Sendo u; e uy autovetores de A associados a autovalores distintos A\; e As.
definicao de autovalor e autovetor, temos que: Au; = A\u; e Aus = Agus.

Sendo A simétrica, temos que A = A!. Logo, podemos argumentar que:
A1 (U1, ug) = (Mug, ug) = (Auy, ug) = <u1,Atu2> = (u1, Aug) = Ay (U1, ug)

Dessa forma,
/\1 <U1,U2> = )\2 <U1, U2> = ()\1 — >\2) <U1,U2> =0.

Como (A; — A2) # 0, concluimos que (uq, us) = 0.

Da

]

Teorema 2.2.3. (Teorema Espectral para Matrizes Simétricas) Se A é uma

matriz simétrica de ordem n, entao existe uma matriz invertivel P, tal que D = P~1AP

¢ uma matriz diagonal.
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Agora, mostraremos um caso especifico do teorema espectral para matrizes simétri-

cas de ordem 2. Observe que pelas observagoes 2.1.8 e 2.1.7, basta mostrar o seguinte:

Teorema 2.2.4. Se A = (a;)2x2 € May2(R) é uma matriz simétrica, entdo existe uma

base ortonormal 3 = {u;,us} C R? formada por autovetores de T'4.

a b

Demonstracao. Seja A = (
c

) € Msyo(R) simétrica. Calculando obtemos

PO = det(A—Md)—det | 7N 0
b c— A

= M —(a+c)\+ (ac—b?).

Um método para encontrar as raizes desse polinomio é calcular o discriminante A.

Realizando os calculos, teremos:

A = [~(a+c)]*—4.1.(ac—b?)
= a®+ 2ac + ¢ — 4ac + 4b*
= a® —2ac+ A + 4b*
= (a—c)*+40*>0.

Se (a—c)>+40>=0,entdioa=ceb=0¢

Aza.(l 0).
01

Assim, para todo v € R?, é vélida a igualdade A.v = a.v. Portanto, 8 = {(1,0), (0,1)}
¢ uma base ortonormal de R? formado por autovetores de T4.
Se (a — ¢)? + 4b* > 0, entao

)\1:(CL+C)+\/Z . )\2:(a—|—c)—\/z

2 2
sao autovalores distintos, sendo v; e vy autovetores associados a A; e Ay entao pela
Proposicao 2.2.1 segue que vy e vy sao LI.
Além disso, como A é simétrica pela Proposicao 2.2.2 concluimos que seus autovetores

V1 € V9 Sao ortogonais.

-
o~

v v.
Lr e Uy = 7=
U1 )

6 - {u17u2}7

Portanto, tomando u; =

, temos que

¢ uma base ortonormal de R? formado por autovetores de 7. O



Capitulo 3

Reconhecimento de conicas

Neste capitulo sera feito um estudo sobre reconhecimento de conicas utilizando
como ferramenta algébrica a diagonalizagao de operadores lineares realizada no capitulo

anterior.

3.1 Conicas

3.1.1 Parabola

Definicao 3.1.1. Dados uma reta r e um ponto F' em um plano 7 de tal modo que
F ¢ r, o lugar geométrico dos pontos P = (z,y) de 7 tais que d(P, F) = d(P,r), é
denominado pardbola com foco F' e reta diretriz r.

Elementos da parabola:

Figura 3.1: Pardbolas e seus elementos

(a) - Foco: O ponto F' é o foco da parabola;
(b) - Diretriz: a reta r é a reta diretriz da pardbola;
(c) - eixo e: é a reta que passa pelo foco F' e é perperdicular a diretriz r;

(d) - Vértice: é o pontos V' de intersecao da parabola com seu eixo;

48
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(e) - A distancia p do foco a reta diretriz r: parametro da pardbola, onde
observa-se que:
p

d(F,V) = d(V,r) = 3

Além disso, observe que se o eixo é paralelo ao eixo y, entao o Foco F' é o ponto
obtido a partir do vértice por uma translacao vertical no valor de £. Além disso,
se o eixo ¢ paralelo ao eixo x, entao o foco F' é o ponto obtido a partir do vértice

por uma translagao horizontal no valor de £ (veja Figura 3.1).

Nos casos a seguir consideremos o ponto P’ pé da perpendicular baixada de um ponto

P do plano sobre a reta diretriz(veja figura 3.1).

Caso i: Fixo da Pardbola Paralelo ao eizo y

Neste caso considerando F' = (zo,y0 + 5),7 : y = yo — & temos P’ = (1% Yo — g)

d(P,F) = d(P,r)=d(P,P

Yo+ (o= (+2)) = o-ar+ (- (w-3))"

Desenvolvendo a igualdade acima obtemos a Fquacao Reduzida da Pardbola, com vér-

tice em V' = (¢, yo) dada por

(z — 20)* = 2p(y — Yo)-

Caso i1: Eizo da Pardbola Paralelo ao eizo x
Considere F' = (zg + 5,90),7 : © = 3o — §. Se P = (x,y) é um ponto da parabola e

P = (:UO -5, y), entao da definicao de parabola temos

d(P,F) = d(P,r)=d(P,P)

S (D) + w-w? = S (= 2)2+ -2

Desenvolvendo a igualdade acima obtemos a Equacao Reduzida da Pardbola, com vér-

tice em V' = (¢, o) dada por

(y — y0)* = 2p(x — xp).

Exemplo 3.1.2. Determine o lugar geométrico que a equacao 2% — 6x — 4y + 17 = 0
representa e esboce seu grafico.
Solucao:

Reorganizando os termos da equagao, temos:

? —6x =4y — 17
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Realizando o completamento de quadrado, segue que:
22 —6r+9=4y—17+9
Essa equacao ¢ equivalente a equacao abaixo:
(-3 =4y —38
Colocando o termo comum em evidéncia, encontramos a equacao da Parabola:
(z—3)" =4(y - 2)

onde, V=(3,2)e2p=4 = p=2.

Assim, teremos a seguinte parabola:

Figura 3.2: Parabola: Exemplo 1

Exemplo 3.1.3. Determine o lugar geométrico que a equacio y*> + 6y — 8z +1 =0
representa e esboce seu grafico.
Solucao:

Reorganizando os termos da equagao, temos:
y* + 6y =28x—1
Realizando o completamento de quadrado, segue que:
Y +6y+9=8r—1+9
Essa equacao é equivalente a equacao abaixo:
(y+3)* =8z +8
Colocando o termo comum em evidéncia, encontramos a equagao da Parabola:

(y+3)* =8(x +1)
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onde, V=(-1,-3)e2p=8 = p=4.

Assim, teremos a seguinte parabola:

Figura 3.3: Pardbola: Exemplo 2

3.1.2 Elipse

Definicao 3.1.4. Considere F; e F; dois pontos de um plano qualquer 7, e cuja dis-
tancia entre eles é uma constante 2¢, com ¢ > 0, ou seja, d(F, F) = 2¢, com ¢ > 0.
Chama-se FElipse o conjunto dos pontos P pertencentes ao plano 7, cuja soma das dis-
tancia d(P, F}) e d(P, F,) é uma constante 2a,a > 0.

Ou seja, P pertence a elipse de focos I} e F5, se e somente se,
d(P, Fl) + d(P, Fg) = 2a.

Elementos da elipse:

Figura 3.4: Elipse e seus elementos

(a) - Eixo maior: é o segmento de reta cujas extremidades sao A; e Ay, de compri-
mento 2a;

(b) - Eixo menor: é o segmento de reta cujas extremidades By e By, de comprimento

2b e perpendicular ao eixo maior;
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(¢) - Centro: é o ponto C' gerado pela intersecao dos eixos maior e menor da elipse;
(d) - Vértices: sao os pontos Ay, Ay, By e By;
(e) - Focos: sao os pontos Fj e Fy.

(f) - Distancia Focal: Os focos F; e F; sao equidistantes dos vértices e do centro da
elipse e a distancia entre ambos é dada por 2¢ conhecida também como distancia
focal, ou seja, d(Fy, Fy) = 2¢,¢ > 0. Observe que se o eixo maior é paralelo ao
eixo y( eixo z) entdo os pontos Fy e Fy sdo obtidos apartir do centro por uma

translagao vertical ( horizontal ) de c.

Analisemos agora como fica a equacao no caso do eixo maior ser paralelo ao eixo z.
Seja P = (z,y) um ponto da elipse de focos F} = (zg — ¢,40) € F» = (xo + ¢,49). Da
defini¢ao de elipse temos

d(P,F))+d(P,Fy) = 2a
V(@ = (@o— ) + -+ /(2 — (w0 +)* + (y—w)* = 2.

Desenvolvendo a igualdade acima obtemos

(x - 900)2 (y - yo)2
2 + 02 = 1.

A equagao acima é chamada de Fqua¢ao Reduzida da Elipse, centrada em (g, yo).

Para o caso do eixo maior ser paralelo ao eixo y obtemos de maneira andloga a
equacao

2 2

(z — x0) + (y — W)

72 2 = 1.

Exemplo 3.1.5. Determine o lugar geométrico que a equacao 1622 +9y* — 96z + 72y +
144 = 0 representa e eshoce seu gréfico.
Solucao:

Reorganizando os termos da equagao, temos:
162% — 962 + 9y* + T2y = —144.
Realizando o completamento de quadrados, segue que:
162% — 962 + 144 + 9y* + 72y + 144 = —144 + 144 + 144.
Colocando os termos comuns em evidéncia:

16(z® — 62 + 9) + 9(y* + 8y + 16) = 144.
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Essa equacao ¢é equivalente a equacao abaixo:
16(z — 3)* + 9(y + 4)* = 144.

Dividindo os dois lados da igualdade por 144, encontramos a equacgao da Elipse:

(x—3)?%  (y+4)7°
o T 16

L,

onde C' = (3,-4),a>=16 = a=4eb*=9 = b=3.

Assim, teremos a seguinte elipse:

o}

A — — —— = — —

3
1
I
|
|
1
|
|
1
|
I
I
1
|
|
1
|
I
|
|
1
|

Figura 3.5: Elipse: Exemplo 1

Exemplo 3.1.6. Determine o lugar geométrico que a equacao 42 +9y? —8x —36y+4 =
0 representa.
Solugao:

Reorganizando os termos da equagao, temos:
42 — 8z + 9y* — 36y = —4.
Realizando o completamento de quadrados, segue que:
4a* — 8x + 4+ 9y? — 36y + 36 = —4 + 4 + 36.
Essa equacao é equivalente a equacao abaixo:
4(z —1)* +9(y — 2)* = 36.

Dividindo os dois lados da igualdade por 36, encontramos a equacao da Elipse:

GRS VRS

onde, C = (1,2),a> =9 = a=3eb? =4 = b=2.

Assim, teremos a seguinte elipse:
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Figura 3.6: Elipse: Exemplo 2

3.1.3 Hipérbole
Definigao 3.1.7. Considere dois pontos F; e Fy de um plano 7, tais que d(F}, Fy) =

2¢, ¢ > 0. Denominamos de hipérbole com focos F; e Fy o conjunto dos pontos P
pertencentes ao plano 7 cuja diferenga, em médulo, das distancias d(P, Fy) e d(P, Fy)

¢ uma constante 2a, 0 < 2a < 2¢, ou seja P pertence a hipérbole se, e somente se,
|d(P, Fy) — d(P, Fy)| = 2a.

Elementos da hipérbole:

N

/i

Figura 3.7: Hipérbole e seus elementos

(a) - Focos: sao os pontos Fj e I} ;

(b) - Distancia focal: ¢ a distancia 2¢, ¢ > 0, entre os focos. O niumero ¢ é a

semidistancia focal,

(c) - Vértices: sao os pontos A; e Ay determinados pela intersecao da hipérbole

com o segmento FiFy;

(d) - Eixo real: ¢ o segmento A; A; medindo 2a;
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(e) - Semieixo real: ¢ o segmento A;C e/ou A;C' medindo a cada;
(f) - Centro: é o ponto C, ponto médio do eixo real;
(9) - Retangulo referéncia: caracteriza-se pelo retangulo M N P(Q) de centro C,

(h) - Eixo imaginario: é o segmento B;B; medindo 2b perpendicular a A; A em
C;

(1) - Semieixo imaginario: é o segmento B;C e/ou ByC medindo b cada;

Analisemos agora como fica a equagao da hipérbole se o seu eixo real for paralelo ao
eixo .
Neste caso se P = (x,y) é um ponto da hipérbole de focos F} = (z¢g — ¢,40) €

Fy = (zo + ¢, y0), entdo da definigao de hipérbole temos:

|d(P, Fy) — d(P, F)| 2a
V== P+ —wP - Vie— @+l + G-l = 2

Desenvolvendo a equacao acima e denotando ¢? = a? + b? obtemos

(v — 5150)2 _ (y — yo)2 -1
a? b2 o

A equagao acima é chamada Equac¢do Reduzida da Hipérbole, centrada em (xq, 3o).

Para o caso do eixo real ser paralelo ao eixo y, obtemos de maneira analoga a
equacao
2 2
(y — w) (z — x0)

a L

Exemplo 3.1.8. Determine o lugar geométrico que a equacao 922 — 4y? — 54x + 8y +
113 = 0 representa e eshoce seu gréfico.
Solucao:

Reorganizando os termos da equagao, temos:
922 — 5dx — 4y? + 8y = —113
Realizando o completamento de quadrados, segue que:
92% — 54x + 81 —4y* +8y —4 = —113 +81 — 4.
Colocando os termos comuns em evidéncia:
9(x* — 62 +9) —4(y* — 2y + 1) = —36.
Essa equacao é equivalente a equagao abaixo:

16(z — 3)? + 9(y + 4)* = 144.
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Dividindo os dois lados da igualdade por (—36), encontramos a equacao da Hipérbole:

-1 (@=-37_
o 1 b

onde C' = (3,1),a>=9 = a=3eb? =4 = b=2

Assim, teremos a seguinte hipérbole:

Figura 3.8: Hipérbole: Exemplo 1

Exemplo 3.1.9. Determine o lugar geométrico que a equacao 7x? — 9y? + 28z + 54y —
116 = 0 representa e esboce seu grafico.
Solucao:

Reorganizando os termos da equagao, temos:

72 4 281 — 9y + 54y = 116.
Colocando os termos comuns em evidéncia:

7(x* + 42) — 9(y* — 6y) = 116.
Realizando o completamento de quadrados, segue que:

T(z? +42+4) - 9> —6y+9) =116 +7.4—-9.9
Essa equacao ¢ equivalente a equacao abaixo:
7(x +2)* - 9(y — 3)* = 63.

Dividindo os dois lados da igualdade por 63, encontramos a equacao da Hipérbole:

(42 (y-3° _
9 7

onde, C =(-2,3),a’=9 = a=3eb>=7 = b=+/T.

Assim, teremos a seguinte hipérbole:

1.
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Figura 3.9: Hipérbole: Exemplo 2

3.2  Reconhecimento de Conicas

A equacao geral de uma conica é dada por:
az? +bry + ey’ +dr+ey+ f =0,

onde a,b,c,d, e e f sao nimeros reais nao todos nulos.

Exemplo 3.2.1. 22+ 6z —8y+1 = 0. Nesse tipo de equacao (nao contém o termo z.y),
podemos fazer o reconhecimento da conica utilizando o completamento de quadrado.

Por exemplo,
2 +62—-8y+1=0 & 224+62+9-9-8y+1=0<2>+6y+9=8y+8
& (x+3)7=8(y+1).

Portanto, a equacao dada é de uma pardbola com vértice em (—3,—1).

Porém, se a equacao apresentada for do tipo
20% + 2z + 2% + TV2x + 5v2y 4+ 10 = 0,

nao conseguiremos fazer o reconhecimento da conica pelo completamento de quadrado,
ja que a equagao dada possui o “termo misto xy”, ou seja, b # 0.

Dessa forma, para generalizar o processo que usaremos, voltemos com a equagao gené-
rica apresentada no inicio do capitulo.

Agora, considerando a equagio ax?® + bry + cy* + dx + ey + f = 0, podemos escreveé-la

J(2) (o) (3)r()=(0)

na forma matricial como

()

Nl
o Nl
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a

Seja a a base canénica do R* e A = [T4]% = |
2

o

Notemos que a matriz A é simétrica. Assim, pelo Teorema 2.2.3, temos que existe uma
base ortonormal 3 = {vy, v} C R?, formada por autovetores de T'4.

Suponha que v, v9 sao os autovetores associados a A1 e Ay respectivamente. Assim, se
P = [Id]? temos pela observacio 2.1.8 que D = P71AP é a matriz diagonal formada

D= Alo.
0 A

Além disso, como P é uma matriz mudanca de base, entre bases ortonormais entao do

por A1 e Ag, ou seja,

Teorema 1.2, segue que P! = PT.
Substituindo PDP~! na equagao (3.1), temos:

(e v)ror (2 ) (a o) (D) (1) =(0) a2
Chamando ( z y ) P de ( © ) temos que:
(= v)P)
= Py )t

:p(§>

Assim, multiplicando por P ambos os lados da igualdade, temos:

() () ()-()

Reescrevendo a equagao (3.2), obtemos

(v )o(5 ) (ae)e( 7)o (5)= (o).

Sendo vy = (z1,y1) e vy = (22,¥2), fazendo a substituigdo obtemos:

() () () () (=00

Logo,

/N
SN
~_
Il

M 4+ Ny + (day + eyr)2’ + (dag + eys)y’ + f = 0.

Concluindo, a equacao encontrada nao possui o termo xy. Sendo assim, podemos fazer

o reconhecimento dessa conica pelo completamento de quadrado.
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Exemplo 3.2.2.
20% —day —y? —4dx — 8y +14 =10

Sabemos que, a forma matricial dessa equacao é dada por

o) (2 2)(5) = (o) (3)+ ()= (o),

2 =2
Sendo A = L temos que os autovalores de A sdo Ay = —2 e Ay = 3.
Determinando por célculos ja conhecidos, encontramos que os autovetores de A sao
vy = (1,2) e v = (=2,1). Ortonormalizando v; e vq, temos que: u; = (\%,\%) e
- 2 1
U9 = <—\/5, \/5>
Assim, definimos a matriz P, a qual diagonaliza A, por

12
P= ( Vi ) :
Vi VB
Assim, temos que:

(28 (3 2

Logo,
1 2
—22% 4+ 3y + (—4—= — 8——)2' +

Portanto, a equacao procurada sera:

)
4_
V5 5

— 2" + 3y — 4v/5x’' + 14 = 0, (3.3)
Completando os quadrados:
2 4 3y 4B 414 = 2|2 - 2\/51-’} +3(y)? + 14
= —ofa® —ovBa 45— 5] + 3y + 14

I 2
= -2 <a:/—\/5) —51+3y’2+14

i 2

— (a:’ - \/5) + 10} +3y% + 14
, 2

= -2 (:L‘/ — \/3) + 3y + 24.

Voltando em (3.3) temos
(2 — \/5)2 342
12 8
Concluimos que a conica X2 + 2X + 0 = 9 é uma hipérbole.
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Figura 3.10: Hipérbole Rotacionada

Exemplo 3.2.3.
222 + 2xy + 2y + 7V2x + 5v2y 4+ 10 = 0.

Sabemos que, a forma matricial dessa equacao é dada por
(o y)<j ;)(§)+<m 5\/§><z>+(10)=(0).

Como A = ( N temos que os autovalores de A sao Ay =3 e Ay = 1.

Determinando os autovetores de A, temos v; = (1,1) e vy = (—1, 1). Ortonormalizando

U1 € vy, temos que: u; = (\/Li, \%) e Uy = (—\%, \%)
Entao, definimos a matriz P, que diagonaliza A, por

1
p= ( e ) .
V2
Assim, obtemos

2)(7)e () ()

Logo, desenvovendo e utilizando a igualdade matricial obtemos

W2 52 2 ﬂ)y' +10 = 0.

v T s T

Sl

3207 + ¢ + (
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Portanto,
327 4+ y% + 122 — 2y + 10 = 0.

Completando os quadrados:
307 4+ ¢+ 122 =2y +10 = 0
3<x’2+4x’+4> 124 (y’2—2y'~|—1> 1 = —10
3(x'+2°+( —1)° = 3.
Dividindo a equagao por 3, temos:

@2 -1
1 3

Concluimos que a conica é uma elipse.

=1.

Figura 3.11: Elipse Rotacionada

Exemplo 3.2.4.
42% — 20zy + 25y — 150 — 6y = 0.

Sabemos que, a forma matricial dessa equacao é dada por

(x y><_410 _2150><§>+(—15 —6><z>:<0).

4 =10
—10 25
Determinando os autovetores de A, temos

V1 = e )
c o (5 2 2 5
VU1 € Vg, temos que: up = <\/_2Ta’ ¢_23> e Uy = ( orl T)
Logo, a matriz ortogonal que diagonaliza A, é:

p:< )
Assim, obtemos

(x/ y/><8 209><Z>+<

Como A = (

), calculando seus autovalores, temos A\ = 0 e \y = 29.

—~
\.Cﬂ
[\3

= (—2,5). Ortonormalizando

=) o
o

15 —6)
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Logo, temos que:

5 2 2 5
29> + (—15——= — 6—=)2 + (15——= — 6——)y' = 0.
yrr V29 \/29) ( V29 \/29)y
Portanto,
299> — 3v/292' = 0,
ou seja,

5 3V29
y —_=
29

/
Z .

Concluimos que a conica é uma parabola.

Figura 3.12: Pardbola Rotacionada



Capitulo 4

Sistemas Lineares

Este capitulo introduzira o conceito de sistemas lineares, onde é feito um estudo

sobre escalonamento com exemplos e solugoes.

4.1 Equacgoes lineares

Chamamos de equacao linear, toda equacao que pode ser escrita na forma:

a1x1 + asxy + asxrs + -+ -+ a,x, = b,

Sendo:
X1, %9, T3, ..., Ty as incognitas;
ai,as,0as,...,0,: Sa0 numeros reais, chamados coeficientes;

b: um numero real chamado de termo independente.

Por exemplo, a equacao 4x + 3y — 52 = 1 é uma equacao linear nas incognitas x, y
e z, com coeficientes 4, 3 e —5 e termo independente igual a 1.
Por outro lado, as equacoes 4zy = 1 e 22 — 3y = 8, nao sao equacoes lineares ja que, na
primeira ha o produto de z.y e na segunda ha incégnitas com expoentes maiores que
1.

Definicao 4.1.1. Dizemos que (81, B2, B3, - - ., Bn) € solugdo da equagao linear ayzq +

asTo + asxsz + ...+ a,x, = b se satisfizer a igualdade abaixo

a1 8y + axfly + asfs + - - -+ apB, = b.

Por exemplo na equacao linear 2x 4 5y = 15, temos como solugao, o par ordenado
(5,1), pois 2.5 + 5.1 = 15 ou (0, 3), pois 2.0 + 5.3 = 15, ou ainda, (10,—1), j& que
2.10 + 5.(—=1) = 15. No entanto o par ordenado (2,5) nao é solu¢ao dessa equagao,
visto que 2.2 + 5.5 = 29 # 15.

63
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4.2  Sistemas lineares

Um sistema de equacgoes lineares com m equacoes lineares e n incognitas é um

conjunto de equagoes da forma:

a1 + 122 + e + a1pnTy — b1
anr1 + apry + - A+ AT, = by
Am1T1 + GpaZTs + o0+ Qpp®y = bm

onde a;;, 1 <i<m, 1< j5<n,eb, 1 <k<msao nimeros reais.
Uma solucao do sistema acima é uma n-upla de nimeros (x1, zo, - ,z,) que satisfaz
simultaneamente estas m equacoes. A soma a;171+a;002+- - -+ a;,T, é dita combinacao
linear das incognitas 1, s, ..., Ty.

Os sistemas de equagoes lineares podem ser classificados segundo seu ntmero de
solugoes, que estao divididas como:
Sistema possivel e determinado (SPD): quando o sistema linear tem uma tnica solugao;
Sistema possivel e indeterminado (SPI): quando o sistema linear tem infinitas solugoes.

Sistema impossivel (SI): quando o sistema linear nao tem solugao.

4.2.1 Sistemas lineares homogeéneos

Um sistema linear homogéneo ¢ aquele em que o termo independente, b, vale zero

em todas as equagoes.

anry + appre + - A+ apr, = 0
a21X1 + Q22 + -+ + Aoy, = 0
Am1T1 + ApmaTe + 0+ AT, = 0
Esse sistema sempre admite a solu¢ao nula ou trivial (0,0,...,0), ja que a;;0 + a0 +

o4 a;,0=0, Yeel,2,....,m.
Exemplo 4.2.1. Considere o seguinte sistema

r +y + z =0

3r — y + 3z = 0
Esse sistema ¢é homogéneo e admite infinitas solugoes (SPI), dentre elas, a solugao
trivial (z,y,z) = (0,0,0) e outras, tais como (x,y, z) = (1,0, —1), (x,y,2) = (=5,0,5)
e (z,y,2) = (8,0,—8).
4.2.2 Sistemas lineares equivalentes

Dois sistemas lineares sao equivalentes quando possuem o mesmo conjunto solugao.

Por exemplo, os sistemas

r + 2y = 3 r + 2y = 3
e
2 + y =1 - 3y = -5
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sao equivalentes, pois, ao resolvé-los, ambos admitem o mesmo conjunto solugao (—%, g)

Ao observarmos os dois sistemas acima vemos que o segundo sistema é mais simples

de resolver, de fato podemos resolver a segunda equacao encontrando o valor de y = g,

e substituindo na primeira equacao obtemos x = —%.
Com o intuito de obter a partir de um sistema dado, um outro equivalente a ele, que
esteje em um formato mais simples de resolver, como o ilustrado acima, apresentaremos

a seguir um método conhecido como escalonamento de sistemas lineares.

4.3 Escalonamento de sistemas lineares

Definicao 4.3.1. Dado o sistema linear

anry + apry 4+ -+ ar, = b
a91T1 + 92T + -+ Aonly, = b2
Am1T1 + QpaZTs + 0+ Qpp®y, = bm

onde em cada equacao existe pelo menos um coeficiente nao nulo, diremos que o sistema
acima esta na forma escalonada, se o nimero de coeficientes nulos, antes do primeiro

coeficiente nao nulo, aumenta de equacao para equacao.

Exemplo 4.3.2. Os sistemas abaixo estao na forma escalonada

r + y + 2z =1
y — z = 3
22 = 4

e — y + z + t + w =1

z — t + w =0

2t — w =2
Ja que sistemas equivalentes tem as mesmas solugoes, entao usaremos alguns re-
cursos fornecidos pelos dois teoremas a seguir, para transformar um sistema linear

qualquer, em outro equivalente ao sistema inicial, mas que esteje na forma escalonada.

Teorema 4.3.3. Multiplicando-se os membros de uma equagao qualquer de um sistema

linear (.S), por um numero k # 0, o novo sistema obtido (S”), serd equivalente ao inicial.

Demonstracao. Seja

a11r1 + Q1exy + -+ Apn, = b1
an Ty + anrs + - + anr, = b
a;1T1 + ;29 + e + Qi Ty = bz
Am1T1 + 2Ty + 0+ Gpp®y = bm

\



Escalonamento de sistemas lineares

66

Multiplicando a -ésima equacgao do sistema linear acima,

sistema:
a11r1 +  a12%2

211 +  Q22Z2

kzaﬂxl + ]{?GZQ[EQ

Am1T1  +  GmaZs

A tnica diferenca entre os dois sistemas lineares é a i-ésima equacao, a seguir, traba-

lharemos apenas com ela.

(1) Se (1, P2, ,Fn) é uma solugdo do sistema linear S, entdo provaremos que

+
+

+

_|_

+

A1nln = bl
Aonln = b2
]Caml'n = ]{?bz
AmnTn = bm

(B1, P2, B3, -+, Bn) € uma solucao do sistema linear S’.
Por hipétese, a;1 81 + a2 + -+ - + infn = b;.

Substituindo (f1, Ba, - - , 5,) nas varidveis da i-ésima equacao de S’, teremos:

ka1 By + kapfs + - -+ + kai, By

Logo, (B1, B2, -+ , Bn) satisfaz a i-ésima equagao, portanto, também é solucao do

sistema linear S'.

(13) Se (B1, P2, ,08,) é uma solucao do sistema linear S’, entdo provaremos que

k(

(.

a;151 + a2 + -

-t ainﬁn)

i

b;

kb;.

(B1, Pa, B3, -+, Bn) é uma solucao do sistema linear S.
Por hipétese, ka;1 81 + kapfbs + - - - + kay, B, = kb;.

Substituindo (f1, B2, - , 5,) nas varidveis da i-ésima equacao de S, teremos:

aitf + @B+t @i = %az‘lﬁl + %%‘252 et %amﬁn
= % (ka1 + kagfs + -+ + kainﬁn)}
kb;
= %kbi
= ;.
Logo, (B1, B2, -+, Bn) satisfaz a i-ésima equagao e portanto, também é solucao

do sistema linear S.

por k # 0, obteremos o

]

Teorema 4.3.4. Se substituirmos uma equagao de um sistema linear denominado S,

pela soma membro a membro, dela com uma outra, o novo sistema obtido S’, serd

equivalente ao sistema inicialmente dado.
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Demonstragao. Seja o sistema linear

( anry + aprs + -+ ATy, = b1
anry + axpry + - A+ agr, = b
anTi + apry + -+ apT, = b
;121 + A;joT2 + -+ Qjnln = bj

\ Om1T1 + ApaTs + 0+ Apa®y, = bm

Se substituirmos a i-ésima equacao desse sistema, pela soma membro a membro, dela

com a j-ésima equacao, a i-ésima equacao ficarda da forma:

(Clil + ajl):rl + (CLiQ -+ ajg)xg + -+ (am + (Zjn)l"n = bl + bj (I)

Sendo a i-ésima equacao, a Unica diferenga entre o sistema inicial e o sistema cuja

i-ésima linha foi substituida pela equac@o (I), analisaremos apenas as i-ésimas linhas

dos dois sistemas lineares.

(7)

(i)

Se (B1, B2, -+, Bn) é uma solugao do sistema linear dado inicialmente, entao pro-
varemos que ([31, o, B3, -+ , B,) também é solugdo do novo sistema S’. Consi-
derando a i-ésima equacgao e j-ésima equacgao do sistema linear S, temos, por
hipétese, que:

ain B + aiofBa + - - + i B = bi(*)

aj101 + ajofla + - -+ ajnfn = bj(¥x)

Substituindo (5, fBa, - - , B,) nas varidveis do lado esquerdo da equagao (I), tere-

mos
(@i + aj1)Br + (a2 + ajo)Bo + - - + (@in + ajn) Bn.

Ao desenvolver a expressao acima obtemos

(anBi + aipfa + - + ainBn) + (@1 B1 + ajpfo + -+ ajnBa) = bi+b;.

(. 7 (. /

b; bj

Logo, (61, B2, -+ , Bn) satisfaz a i-ésima equagao do sistema S’ e, portanto, tam-

bém ¢é solucao desse sistema linear.

Se (61, B2, -+, Pn) é uma solucao do sistema linear S’, entdo provaremos que
(B1, Pa, B3, -+, Bn) também é solucao do sistema inicial S
Considerando a i-ésima equacao e j-ésima equacao do sistema linear S’, temos,

por hipdtese, que:

(an +aj1)B1 + (a2 + ajo)Be + -+ (@in + ajn)Bn = bi+b;  (x%x%)
aj B+ ajpfBs+ -+ ajnfn = bj (%% xx)
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Das igualdades (x * %) e (* * %), temos que:

bi+b; = (ain+an)b+ (a2 +aj)fa+ -+ (i + ajn)Bn

bi+b; = (anbr+anbs+ -+ ambn) + (afi + ajpfs + - + ajnfn)

bi+b; = anb+ aiefa+ -+ ainfn + b; '
bi = apfi +apb+ -+ ainfy

Logo, (1, e, -+, Bn) satisfaz a i-ésima equagao do sistema S e, portanto, tam-

bém ¢é solucao desse sistema linear.

4.3.1 Processo para escalonamento de um sistema linear

Dado um sistema linear, podemos obter um sistema equivalente realizando algumas
operagoes basicas, que nao alteram o conjunto solucao, de acordo com os teoremas 4.3.3
e 4.3.4.

(i) Trocar as posigoes das equagoes.

(ii) Multiplicar todos os termos de uma equacao por k, com k € R, k # 0.

(iii) Multiplicar cada termo de uma equagao por k, com k € R, k # 0 e somar cada
um dos resultados ao termo correspondente da outra equacao, que sera substituida pelo
resultado dessa operacao.

Abaixo é exemplificado como usar estas operagoes para transformar um sistema
linear dado, em um sistema linear equivalente a ele, que esteja na forma escalonada e
cuja resolucao serd obtida de forma simplificada.

Denotaremos por L; a equacao da i-ésima linha de um sistema linear, e entao

aplicaremos as operagoes.

Exemplo 4.3.5. Dado o sistema linear

r — y — 2z =1 (L)
—2x + 4y — 2z = 4 (Lj)
escalone-o e determine sua solugao, se possivel.
Solugao:
Primeiro passo: Trocar as posicoes de Ly e Ls.
r — y — 2z =1 (1y)
—2x + 4y — 2z = 4 (Lj)

Segundo passo: Multiplicar L3 por —%.

&
+
NS
+
w
I
)
5
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Terceiro passo: Somar Ls com L; e substituir o resultado em Ls. Somar L3 com

(—1).L; e substituir o resultado em Lg.

r —y — 2z = 1 (Ly)
- 2 = 3 (LQ)
Quarto passo: Trocar as posicoes das linhas 2 e 3.
xr —y — 22 = 1 (Ly)
— z = 3 (Lg)

Do sistema linear escalonado, segue que:

—2z2=3 = z=-3
—y+3z=-3 = y=-6
r—y—2z=1 = z=-11
Concluindo que, o sistema é possivel e determinado e a solugao deste sistema é dada
por: (11, —6,-3).

Abaixo, seguem os passos para o processo de escalonamento de um sistema
linear qualquer, com exemplificagao.

Passo 1 : Colocamos como primeira equacao, na linha 1, aquela em que o coefi-
ciente da 1 incognita seja diferente de zero.

Por exemplo, o sistema abaixo tem o coeficiente da primeira incégnita igual a 1.

r — 2y + 3z = -1
2 — y 4+ 2z = 3
v + y + 22 = 3

Passo 2: Anulamos o coeficiente da 1 incégnita, de todas as equagoes abaixo da
primeira, ou seja, da segunda até a m-ésima equacao. Substituindo cada equacao, pela
soma da mesma com a primeira equacao, multiplicada por um ntimero conveniente.

Continuando com o mesmo exemplo,

r — 2y + 3z = -1 (I)
2c — y + 2z = 3 (II)
3r + y + 2z = 3 (I

A equagao II serd substituida pela soma dela por (—2) multiplicado com a equagao I,
ou seja, II' = 11 + (—2).I; e a equagao III serd substituida pela soma dela por (—3)

multiplicado com a equagcao I, ou seja, III" = IIT + (—3).I; O que nos d4 o sistema,
r — 2y + 3z = -1 (I)
3y — 4z = 5 (II)
Ty — 7z = 6 (IID)
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Passo 3: Deixando a primeira equacao de lado, repetimos o passo 1 e 2 nas
equacoes restantes, até que se forme uma “escada”.
Concluindo o exemplo:

Multiplicando a equacao II" por %, teremos:

r — 2y + 3z = -1 (I)
y — 32 = 5 (I
Ty — 7z = 6 ()

A equagao III" serd substituida pela soma dela por (—7) multiplicado com a equagao
11”7, ou seja, 111”7 = 1117 + (—7).11%;

r — 2y + 3z = -1 (I
y — 3z = 5 (I
I, — -1 1)

Multiplicando a equagao III” por 3, teremos o sistema escalonado:

r — 2y + 3z = -1
y — 37 = 3
Tz = —17

Observacao 4.3.6. Para resolver os sistemas lineares na forma escalonada, devemos
considerar dois tipos de situacao.

Tipo 1: Quando o nimero de equagdes é igual ao nimero de incégnitas (como no
exemplo acima), o sistema sera possivel e determinado (SPD).

Tipo 2: Quando o ntimero de equacoes é menor que o nimero de incognitas, o
sistema serd possivel e indeterminado (SPI), ou seja, algumas incgnitas do sistema
sao chamadas de variaveis livres, causando um grau de indeterminacao, fazendo com
que o sistema tenha uma infinidade de solugoes.

i) Se ao escalonarmos um sistema, ocorrer uma equagao do tipo:
Ox1+0x9 +--- 4+ 0z, =0,

esta devera ser desconsiderada do sistema, pois isso acontece quando tal equagao é uma
combinagao linear de outras equagoes também pertencentes ao sistema linear dado.

i1) Se, ao escalonarmos um sistema, ocorrer uma equagao do tipo:
O0xy + 0xg + -+ 0z, =b, comb#0,

o sistema serd classificado como impossivel (SI).

4.4 Resolvendo Sistemas lineares com duas e trés incognitas

4.4.1 Sistemas lineares com duas equacoes e duas incégnitas

Os sistemas lineares de duas equagoes e duas incognitas possuem como solugao o

par ordenado (z,y) de niimeros reais que satisfazem simultaneamente as duas equagoes
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do sistema linear.

Por exemplo, considerando o sistema

r + oy = 3
2c — 3y = 5
e escalonando-o, teremos:
Operar Ls + (—2)L:

r 4+ Sy = 3
- By = -1
Assim, isolando y na segunda equacao obtemos y = %3 e substituindo este valor na
primeira equagao obtemos r = %' Portanto a solucao desse sistema é dada pelo par
ordenado (33, &5).

4.4.2 Sistemas lineares com duas equagoes e trés incognitas

Os sistemas lineares de duas equagoes e trés incognitas possuem como solucao uma
lista (51, B2, f3) de nlimeros reais que satisfazem simultaneamente as duas equagoes do
sistema linear. Esse tipo de sistema nao possui uma solucao determinada, encaixando-
se em apenas dois casos: sistema possivel e indeterminado ou impossivel. Abaixo,
alguns exemplos de como fica o conjunto solu¢ao para os casos (SPI) e (SI).

Sistema Possivel e Indeterminado (SPI)

Exemplo 4.4.1. Considere por exemplo o sistema
3r + y + 2z = 5 (L)
6x + 3y + 4z = 10 (Lo)
e escalonando-o, teremos:
Operar Ly + (—2)L; e substituir em Lo:
3 + y + 2z =
Or + vy + 0z = 0

5—3x
2

Assim, a soluc@o do sistema é dada pela lista da forma (z, 0, ) com x numero real

qualquer.

Exemplo 4.4.2. Considere agora o sistema

3t + by + 2z = 5 (Ly)
6z + 10y + 4z = 10 (Lo)

e escalonando-o, teremos:
Operar Ly 4+ (—2)L; e substituir em Ls:

3r + Sy + 2z = 5
0Oz + Oy + 0z =

Assim, desconsiderando a segunda equagao, que foi anulada, temos que a solugao desse

5—3:;—51;)

sistema é da forma (x,y, com r e y nimeros reais quaisquer.
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Sistema Impossivel (SI)

Exemplo 4.4.3. Considere por exemplo o sistema
- — y + 4z = T (L)
dr + 4y — 16z = 10 (Lo)

e escalonando-o, teremos:
Operar Ly + (4)L; e substituir em Ls:

—r — y + 4z = 7 (Ly)
0z + 0y + 0z = 38 (Lo

Assim, pela segunda equacao, podemos concluir que o sistema é (SI), ja4 que nao hé

numeros reais que satisfacam a equacao Ox + Oy + 0z = 38.

4.4.3 Sistemas lineares de trés equacoes e trés incognitas

Os sistemas lineares de trés equacoes e trés incognitas possuem como solucao uma
lista (1,2, F3) de nimeros reais que satisfazem simultaneamente as trés equagoes
do sistema linear e isso acontece, apenas, se o sistema for possivel e determinado ou
possivel e indeterminado, pois, para o sistema linear impossivel, nao ha solugao. Abaixo

exemplificaremos como fica o conjunto solu¢ao para os casos (SPD) e (SPI).

Sistema Possivel e Determinado (SPD):

Considere como exemplo o sistema

dr + dy + 22 = 26
r — Ty + 2z = -—16
or — y + 3z = 14

escalonando-o, teremos:

Trocar de posicao L; com Ls:

r — Ty + z = -—16
3r + 5y + 2z = 20
or — y + 3z = 14

Operar Ly 4+ (—3).L; e substituir em Ls:
Operar Ls + (—5).L; e substituir em Lj:

r — Ty + =z = -—16

26y — z = T4

My — 22 = 9
Multiplicar Lo por 2—16:
Multiplicar Lg por %:

r — Ty + =z = -—16

_ T4

R



Resolvendo Sistemas lineares com duas e trés incognitas

73

Operar Lz + (—17).Lsy e substituir em Ls:

T

De Ly = z=4
De L, = y=3;
De L = x=1.

Ty + z = -—16
1 74

¥y = 36* 26
_ 8, _ _18

13

Assim, podemos concluir que a solugao do sistema linear dado é (1,3,4).

Sistema Possivel e Indeterminado (SPI)

Considere por exemplo o sistema

2x
r +
4o +

e escalonando-o, teremos:

Primeiro passo: Trocar as posicoes de L; e Ls.

dor +

Segundo passo: Operar Ly + (

{

Terceiro passo: Operar Lz + (

]

Desconsiderando L3, e multiplicando L, por —

forma:

{ l‘ !
De Ly, = y=z;
Del; = z=-—y.

Assim, podemos concluir que as solugoes do sistema linear sao da forma (3, —p,

com (3 um numero real.

2).L; e substituir em Ly e L3+ (—

y + 3z = (Ly)
2y — z = 0 (Lg)
3y + z = 0 (Lj)

-z = (Ly)
y + 3z = (Ls)
3y + z = 0 (Lj)

4).L; e substituir em

dy + z = 0 (Ly)
5y + 52 = 0 (L)
5y + 5z = 0 (Ls)

1).Ls e substituir em Ls:

4y + z =0 (Ll)
5y + 5z = 0 (Lg)
Oy + 0z = 0 (L)
%, o sistema linear escalonado fica da
dy + z = 0 (Ly)
y — z = 0 (L)

_ﬁ)a



Capitulo 5

Equacoes da reta e do plano

5.1 Equacao da reta no plano e espaco

Abaixo encontraremos as relagoes que as coordenadas de um ponto P = (x,y)

devem satisfazer, para que P pertenca a uma determinada reta no plano.

Proposicao 5.1.1. Se r é a reta que passa pelo ponto A = (x9,¥o) € é ortogonal ao
vetor « = (a,b) ndo nulo, entdo o ponto P = (z,y) pertence a reta r se, e somente se,

ar + by = ¢, com ¢ = axg + byo.

Demonstracao.

%

AP 14 (pela proposicao 1.2.6, segue que:)
ﬁ

AP =0

P=(z,y)er

(z — 70,y — Yo)-(a,0) =0
a(z —xo) +b(y —yo) =0
ar + by — axy — byy =0
ax + by = axy + by

(I

ar + by = ¢, com ¢ = axg + byp.

Portanto, o ponto P = (z,y) pertence a reta r se, e somente se, suas coordenadas

satisfazem ax + by = ¢, com ¢ = axgy + byp. n

A equacao

ax + by = c,

é chamada equacao cartesiana da reta r.

Exemplo 5.1.2. Determine a equacao cartesiana da reta r que passa pelo ponto A =
(3,5) e é ortogonal ao vetor u = (2, 3).

Solucao: Para determinar a reta r, basta encontrarmos ¢, que é calculado por axq+ by,

74
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onde A = (x¢,y0) = (3,5) e & = (a,b) = (2,3). Entdo, ¢ = 2.(3) + 3.(5) = 21.
Logo, a equacao cartesiana da reta r é dada por 2z + 3y = 21.
Seja r uma reta que passa pelo ponto A e tem direcao de um vetor nao _1>r1u10 u. Para

que P pertencente ao espaco, pertenca a reta r, basta que os vetores AP e u sejam

colineares, ou seja,

.
AP = ti
P—A = ti
P = A+tq,

onde t € (—o0, +00) é denominado pardmetro.

A equacao da forma

P =A+tu,

é chamada equacao vetorial da reta r.
Exemplo 5.1.3. Determine a equacao vetorial da reta r que passa pelo ponto A =
(3,1) e tem a diregao @ = (2, 3).
Solucao:
Sendo P = (z,y) um ponto genérico da reta r, temos que: P = A + tii, ou seja,
(x,y) =(3,1) +t(2,3).
Logo, a equagao vetorial da reta r é dada por (z,y) = (3,1) + t(2, 3).

Seja P = (x,y, z) um ponto genérico da reta r, A = (x1,¥1,21) um ponto dado da
mesma reta e 4 um vetor de mesma direcao de r.

Dada a equacao vetorial da reta r, temos que:

P=A+iu = (x,y,z):(xl,yl,zl)—i—t(a,b,c)
= (z,y,2) = (x1 + at,ys + bt, z; + ct)

O que nos dé:

r = x1+at
y = y +0bt
z = z1+ct

O sistema detemina as equagoes, denominadas, equacoes paramétricas da reta r.

Exemplo 5.1.4. Determine a equacao paramétrica da reta r que passa pelo ponto
A = (3,—1,2) e é paralela ao vetor u = (—3,—2,1).
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Solugao: (z,y,2) = (3,—1,2) +t(—3,-2,1) = (z,y,2)=(3—3t,—1—2t,2+ 1¢)
Logo,

= 3-3t
= —1-—-2t
z = 241t

E, para se obter um ponto desta reta, basta atribuirmos valores a t.

Por exemplo, para ¢t = 4, temos:

x = 3-3(4)=-9
y = —1-2(4)=-9
2 = 241(4)=6

Assim, o ponto B = (=9, —9,6) é um ponto pertencente a reta r.

Das equagoes paramétricas, supondo abc # 0, temos:

r — T
r=x1+at = =
a
y=y +0t = t:y_byl
Z— 2
z2=z1+ct = t= ,
&

logo

tzl"—ivl :y—yl _ Z_Zl‘
a b c
Essas equacoes sao denominadas equacoes simétricas que passa por um ponto A =
(1,11, 21) e tem direcao do vetor 4 = (a, b, ).
Se um dos valores a, b ou ¢ é nulo mantemos a equacao e isolamos os parametros
das outras equacoes. Por exemplo se a =0, b # 0, ¢ # 0 entao a equacao simétrica da
reta é dada por

Yy—Y% 221, o
b = - 3 r = 2.

Exemplo 5.1.5. Determine a equacao simétrica da reta r que passa pelo ponto A =
(3,0,—5) e tem diregao do vetor u = (2,2, —1).

Solucao:

Z+5
-1

T — Y — U1 zZ—2 r—3
pu— p— j p—
a b c 2

N

5.2 Equacoes do plano no espaco

Nesta se¢ao encontraremos as relagoes que as coordenadas de um ponto P = (z,y, z)

devem satisfazer, para que P pertenca a um determinado plano.
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Proposigao 5.2.1. Se 7 é um plano que passa pelo ponto A = (g, Yo, 20) € é ortogonal

ao vetor ¥ = (a, b, c) ndao nulo, entdo o ponto P = (z,y, z) pertence a 7 se, e somente

se, ax + by + cz = d, com d = axg + byy + czp.

Demonstracao. Seja m um plano que passa pelo ponto A e é ortogonal ao vetor .

Considerando P = (x,y,z2), A =

P=(z,y,2)em &

(I

(o, Y0, 20) € U = (a,b,c), segue que:

-
AP 14

%

AP w =0

(513—$an_y072—2’0)-(aab>c) =0

a(r —x0) +b(y —yo) +c(2 —2) =0

ax + by +cz—axg—byy —czp =0

ax + by + cz = axy + byg + c2o

ax + by +cz =d, com d = axy+ byy + czp.

Portanto, o ponto P = (x,y, z) pertence ao plano 7 se, e somente se, suas coordenadas

satisfazem ax + by + cz = d, com d = axqy + byy + c2p. n

A equacao da forma

miar+by+cz=d

é chamada equac¢ao cartesiana do plano m no espago e o vetor @ = (a,b,c) é chamado

de vetor normal ao plano .

Exemplo 5.2.2. Determine a equacao cartesiana do plano 7 que passa pelo ponto
A= (3,-1,2) e é normal ao vetor ¥ = (1,2,3).

Solucao: Sabemos que a equacad de 7 é da forma ax + by + cz = d, onde d = axy +
byo + ¢z com A = (x, Yo, 20) = (3, —1,2) e u = (a,b,c) = (1,2,3).

Assim, d = 1.3+ 2.(—1) + 3.2 = 7, de onde segue que a equagao cartesiana do plano 7

¢é dada por:

Tir4+2y+3z2="1.



Capitulo 6

Representacoes graficas de sistemas lineares

Neste capitulo falaremos sobre o ponto de vista geométrico das equagoes dos sis-
temas lineares, suas possiveis solucoes e classificacoes, com figuras que facilitarao a

compreensao e analise do conteudo.

6.1 Representacao grafica de sistemas lineares de duas equagoes

e duas incognitas

Uma equacao da forma ax + by = c representa uma reta, entao se tivermos duas
equagoes desse tipo, teremos duas retas no plano. Ou seja, as solugoes de um sistema
linear 2 x 2 sao representadas pelos pontos comuns que essas retas possuem.
Analisando as posi¢oes que duas retas tem no plano, temos que elas podem ser:

(7) Retas concorrentes;

(77) Retas coincidentes;

(i7i) Retas paralelas.

Para o caso (i), temos que se trata de uma representagao grafica de um sistema
possivel e determinado (SPD), pois duas retas concorrentes possuem um dnico ponto
em comum, ou seja, uma unica solucao para o sistema linear.

Para o caso (i), temos que se trata de uma representagao grafica de um sistema
possivel e indeterminado (SPI), pois duas retas coincidentes possuem infinitos pontos
em comum, ou seja, uma infinidade de solugoes para o sistema linear.

Para o caso (iii), temos que se trata de uma representagao grafica de um sistema
impossivel (SI), pois duas retas paralelas ndo possuem pontos em comum, ou seja, nao
ha solucao para o sistema linear.

Antes de dar exemplos de cada caso vamos analisar os coeficientes da equacao da
reta de um ponto de vista geométrico.

Como vimos na secao anterior a equacao ax + by = c¢ representa uma reta onde
U = (a,b) é um vetor ortogonal a reta e ¢ = axy + byg com (x¢,yo) sendo um ponto da
reta.

Sejam aix + b1y = ¢ e asx + bay = o equagoes representando as retas ry e 7.

78
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Se existe proporcionalidade entre os coeficientes das incognitas, ou seja, se existe
ke R, k#0com (a,b1) = k(ag,by), entdo o sistema é possivel e indeterminado
(SPI) ou o sistema é impossivel(SI). Se ¢; = kcg entao teremos um SPI, caso contrario
serd um Sl.

De fato, neste caso como v; = kv, 0s vetores ortogonais i, = (aq,b;) e s = (ag, bs)
sao paralelos, assim existe duas possibilidade, as retas sao paralelas ou coincidentes.
Para que as retas sejam coincidentes devemos ter ¢; = a129+b1yo € ¢a = asxo+bayy com
(20, Yo) ponto de r; = 79, entdo usando que a; = kag e by = kb, (pois (a1, b1) = k(az, b))
entao devemos ter

c1 = a1Tg + biyo = kaswo + kbyyo = kea.

Figura 6.1: Retas paralelas e coincidentes

Se nao ha proporcionalidade entre os coeficientes das incégnitas entao o vetor u; =
(a1,b1) nao é paralelo & @y = (ag,bs), e neste caso as equagdes representam retas

concorrentes e o sistema é possivel e determinado(SPD).

r + y =3
dr — 3y = 1

nao ha proporcionalidade entre os coeficientes, ja que 4 é o quadruplo de 1 e 3 é o triplo

Exemplo 6.1.1. No sistema

de 1. Entao o sistema é classificado como possivel e determinado e sua solucao é dado

pelas coordenadas do tnico ponto de intersecao das retas A = (%, %)

T "

Figura 6.2: Retas concorrentes
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Exemplo 6.1.2. No sistema

r + y = 2
3r + 3y = -5
ha proporcionalidade entre os coeficientes, com constante de proporcionalidade k = 3,

mas —H # 3.2, logo as equacgoes representam duas retas paralelas e nao coincidentes,

ou seja, nao possuem pontos em comum, entao o sistema é impossivel.

71
T9

Figura 6.3: Retas paralelas

Exemplo 6.1.3. No sistema

r:x + y = 3

ro: —2x — 2y = —6
os coeficientes e termos independentes sao proporcionais, com constante de proporcio-
nalidade k = —2. Assim, o sistema representa duas retas coincidentes, que nesse caso,

tem uma infinidade de pontos, ou seja, o sistema tem uma infinidade de solugoes e

portanto é SPI.

T1=T9

Figura 6.4: Retas coincidentes
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6.2 Representacao grafica de sistemas lineares de duas equacoes

e tres incognitas

Counsidere o sistema linear

amr + by + cz = d;
asx + by + ez = ds

Observe que este sistema é composto pelas equagoes dos planos my : a1z +b1y+c12 = dy
e Ty : as® + by + coz = dy e portanto o conjunto solugao é representado pelos pontos

em comum entre os planos m; e my.
Analisando geometricamente as trés possibilidades de posicoes relativas de 7 e mo:

(7) Os dois planos sao coincidentes, ou seja, eles tem todos os pontos em comum e

o sistema linear tem por solugao o proprio plano.

Figura 6.5: Planos coincidentes
No exemplo 4.4.2 a solugao é dada por (z, y, #) e neste caso o conjunto solucao
é representado pelos pontos do plano 3x + 5y + 2z = 5.
(73) Os dois planos s@o paralelos, ou seja, sem pontos em comum e o sistema linear

nao tem solugao.

Figura 6.6: Planos paralelos

Veja o sistema dado no Exemplo 4.4.3.

(7ii) Os dois planos sdo concorrentes e o sistema linear tem como solucdo, uma reta.
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Figura 6.7: Planos concorrentes

5—3x

No exemplo 4.4.1 a solucao ¢ dada por (x,0,>5*) com x ntiimero real qualquer.
Denotando x = t obtemos (t, 0, %) = (0,0, g) + (1,0, _73) que representa a reta que
passa por ((0,0,2)) e tem vetor diretor ((1,0, 52).

Da mesma forma como feito para retas é possivel apenas olhando para os coeficientes
saber em qual caso se encaixa o sistema:

Sabemos que uma equagao da forma ax + by + cz = d representa um plano 7 com
vetor normal @, = (a,b,c) e d = axg + byy + czo onde (g, Yo, 20) € um ponto de 7.

Sejam 71 : 1T+ b1y + 12 = dy e my 1 asx + boy + oz = ds dois planos cujos vetores
normais sao iy = (ay, by, c1) e e = (a9, by, ¢y) respectivamente.

Se existe uma proporcionalidade entre os coeficientes das incégnitas, ou seja, existe
keRek#D0, tal que:

(ala b17cl) = k(a27b2702) = a) = ka27 bl = ka» c= kCg,

entao os planos sao coincidentes (caso (7)) ou paralelos (caso (ii)). Se d; = kdsy entao
ocorre o caso (i) caso contrario ocorre o caso (i).

De fato neste caso como u; = kily, 08 vetores normais @; = (aj,by,c1) e Uy =
(ag, be, c3) sao paralelos, assim existe duas possibilidades, os planos sao paralelos ou
coincidentes. Para que os planos sejam coincidentes devemos ter d; = ayxo+ bi1yo+ ¢120

e dy = asxg + bayo + cazo com (g, Yo, 20) € T = T2, entao

d1 = a1Ty + b1y0 + C129 = ]{ZCLQSL’() + /{Zbgyg + /{76220 = k(CLQl’O + bgyo + CQZO) = k’dg
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'l,_[:l 'JQ
Tﬁl 17:2

Figura 6.8: Planos paralelos e coincidentes

Se nao hé proporcionalidade entre os coeficientes das incégnitas entao os vetores

iy = (a1,b1,¢1) e Uy = (a9, by, c3) nd0 sado paralelos, e neste caso as equagoes represen-

tam planos concorrentes e ocorre o caso (7).

6.3 Representacao grafica de sistemas lineares de trés equacoes

e tres incognitas

Considerando o sistema linear

T axr + bly + 1z = dl
Ty : Q9 + be + oz = dg

m3azr + bsy + c3z = ds

temos que a solugao desse sistema, geometricamente, é representada pelos pontos co-

muns dos trés planos, onde cada plano é representado por uma equacao do sistema

linear dado.

Para as posicoes relativas dos trés planos, analisaremos as oito possibilidades existentes.

1o
50
50
4o
-
6
7o
g

Ccaso:

Ccaso:

Ccaso:

caso:

caso:

Caso:

caso:

Ccaso:

Trés planos coincidentes;

Dois planos coincidentes e um paralelo a eles;

Dois planos coincidentes e um concorrente a eles;

Treés planos paralelos dois a dois;

Dois planos paralelos e um concorrente a eles;

Trés planos distintos com uma reta em comum;

Trés planos distintos que se intersectam dois a dois, formando trés retas;

Tres planos distintos com um tinico ponto em comum;

Para o 1° caso, temos que se trata de uma representacao grafica de um sistema

possivel e indeterminado (SPI), ja que os trés planos sao coincidentes, as solugoes do

sistema sao infinitas.
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Exemplo 6.3.1. Considere o sistema

m:r + y + z = 1
m:—xr — y — z = —1
m 3T 4+ 3y + 3z = 3

Resolvendo-o pelo processo de escalonamento:
Operar Ly + Ly e substituir em Lo, operar L3+ (—3).L; e substituir em L3, teremos

o anulamento de Ly e L3, pois ambas as equagoes sao equivalentes a primeira.

r + y + =z 1
0Oz + 0y + 0z = 0
Or + Oy + 0z = 0

Assim, obtemos apenas a equacao linear x + y + z = 1 como equivaléncia do sistema
dado e a solugao do sistema sdo todos os pontos P = (z,y, z) € R3 que satisfazem essa
equacao.

Quanto a interpretagao geométrica do sistema linear, serd da forma:

TM1=T2=T3

Figura 6.9: Caso 1

Para o 2° caso, temos que se trata de uma representacao grafica de um sistema

impossivel (SI), j&4 que ndo hé interse¢ao dos trés planos.

Exemplo 6.3.2. Considere o sistema

mi2r + 2y + 2z = 6
m:—3r — 3y — 3z = 3
w4 4+ 4y + 4z = 12

Resolvendo-o pelo processo de escalonamento:
Multiplicar L; por %:

r + y + z = 3
—3r — 3y — 3z = 3
de + 4y + 4z = 12
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Operar Ly + (3).L; e substituir em Lo, operar Ls + (—4).L; e substituir em Lg:

r + y + z = 3
Or + Oy + 0z = 12
Oz + 0y + 0z = 0

De Lo, concluimos que o sistema é impossivel, ja que a equacao 0z + Oy + 0z = 12 nao
admite solucao.
Quanto a interpretacao geométrica do sistema linear, serd da forma:

Figura 6.10: Caso 2

Para o 3° caso, temos que se trata de uma representacao grafica de um sistema
possivel e indeterminado (SPI), j4 que a interse¢do dos trés planos determina uma

reta.

Exemplo 6.3.3. Considere o sistema

mir — Yy + z =
T2 — 2y + 2z = 2
myibr + oy + oz =

Resolvendo-o pelo processo de escalonamento:
Operar Lg + (—2).L; e substituir em Lo, operar Ls + (—5).L; e substituir em Lg:

r — Yy + =z
0Oz — Oy + Oz
6y — 4z = 2

I
o

Desconsiderando a segunda equacao, segue:

r — vy + z =1
6y — 4z = 2
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De Ly, = yz%—k%z;

De L, = xz%—%z.

Assim, a solugao desse sistema linear ¢ da forma (3 — 36,5+ 26,8) = (5,3.0) +
B(— é, :2)’, 1), com 8 € R, ou seja, o conjunto solucao é a reta que passa por (%, %,0) e
tem a dire¢ao do vetor (—3,2,1) e sua representagao grafica serd:

Figura 6.11: Caso 3

Para o 4° caso, temos que se trata de uma representacao grafica de um sistema

impossivel (SI), ja que ndo hé interse¢do dos trés planos.

Exemplo 6.3.4. Considere o sistema

m:—zr + y — z = 3
T —2x + 2y — 2z = 1
my:de — 4y + 4z = 10

Resolvendo-o pelo processo de escalonamento:
Operar Ly + (—2).L; e substituir em Lo, operar Ls + (4).L; e substituir em Lj:

-r + y — z = 3
Or + Oy + 0z = -5
Or — Oy + 0z = 22

De Ly ou L3, concluimos que o sistema ¢ impossivel, ja que as equagoes Ox+0y+0z = —5
e 0x + Oy 4+ 0z = 22 nao admitem solugao.

Quanto a interpretagao geométrica do sistema linear, serd da forma:
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Figura 6.12: Caso 4

Para o 5° caso, temos que se trata de uma representagao grafica de um sistema

impossivel (SI), j4 que ndo hé interse¢ao dos trés planos.
Exemplo 6.3.5. Considere o sistema
m:—6xr — 6y 4+ 6z = 1

m:—3xr — 3y — 3z = 3
myide 4+ 4y + 4z = 10

Resolvendo-o pelo processo de escalonamento:
Operar Ly + (—%).Ll e substituir em Lo, operar Lz + (%).Ll e substituir em Ls:

—6x — 6y + 62 1
5
u, — B2

5.
De L, = Z= =13
4

De Ly = z=3.
Isso acontece pois, o plano determinado pela equacao da linha 1, intersecta os outros
dois planos formados pelas outras duas equagoes, porém, eles sao paralelos e nao pos-
suem pontos em comum.

Assim, o sistema linear nao tem solucao.

Quanto a interpretacao geométrica do sistema linear, sera da forma:
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Figura 6.13: Caso 5

Para o 6° caso, temos que se trata de uma representagao grafica de um sistema
possivel e indeterminado (SPI), j& que a intersegao dos trés planos, representados pelas

trés equagoes do sistema linear, formam uma reta.

Exemplo 6.3.6. Considere o sistema

mir  + 2y + 3z 1
x4+ 2y + 2z = 2
my:—2r — 4y 4+ 2z = —6

Resolvendo-o pelo processo de escalonamento:
Operar Ly + (—1).L; e substituir em Lo, operar Lz + (2).L; e substituir em Lj:

r + 2y + 3z = 1
- 2z = 1
8z = —4

Multiplicando L3 por —}1, teremos:

r + 2y + 3z
— 2z =
— 2z =1

Desconsiderando Ly ou Ls, ja que ambas sao equagoes equivalentes, segue que:

1

z=—5exr= % — 2y. Logo, a solucao do sistema é da forma

(x,y,z) = (g _Q/Baﬁv_%> = (2707_%) +ﬁ(_271>0)7
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para qualquer [ sendo um numero real, ou seja, a solucao é representada pela reta
que passa pelo ponto (g, 0, —%) e tem a direcao do vetor (—2,1,0), cuja representacao
grafica é dada abaixo:

Figura 6.14: Caso 6

Para o 7° caso, temos que se trata de uma representacao grafica de um sistema
impossivel (SI), j4 que a intersecao dos trés planos nao existe, eles se intersectam

apenas dois a dois. Esses pontos em comum formam trés retas, paralelas, duas a duas.

Exemplo 6.3.7. Considere o sistema

mir + 3y + 2z = 2
my 3 + Dy + 4z =
mg:dr + 3Jy + 4z = -2

Resolvendo-o pelo processo de escalonamento:

Operar Lg + (—3).L; e substituir em Lo, operar Ls + (—5).L; e substituir em Lg:

r + 3y + 2z = 2
- 4y - 2z = =2
- 12y — 6z = -—12

Multiplicando Lo por —}1 e L3 por —1—12.

r + 3y + 2z 2
y + %z %
y + 3z 1

Operar Lz por L + (—1).Ly e substituindo em Lg.

r + 3y + 2z = 2
y o+ 37 = 3
0y+0z=—%
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Assim, o sistema linear nao tem solucao.

Quanto a interpretagao geométrica do sistema linear, serd da forma:

Figura 6.15: Caso 7

Para o 8° caso, temos que se trata de uma representacao grafica de um sistema
possivel e determinando (SPD), ja que a intersegao dos planos, dois a dois, determinam

retas e essas trés retas se intersectam em um tnico ponto.

Exemplo 6.3.8. Considere o sistema

mir o+ y + z = 4
mir + Yy — z = —4
s — Yy + z = 2

Resolvendo-o pelo processo de escalonamento:
Operar Ls 4+ (—1).L; e substituir em Lo, operar Ls + (—1).L; e substituir em Ls:

r + y + z = 4
— 2z = =8
- 2y = =2

Dels = y=1,;
De Ly, = z=4
Del; = x=-1;
Geometricamente, esse sistema ficara da seguinte forma, tendo sua solucao repre-

sentada pelo ponto de intersecao entre as retas.
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Figura 6.16: Caso 8



Consideracoes finais

Nesta dissertagao apresentamos um estudo sobre a diagonalizacao de operadores
com uma aplicacdo no estudo e reconhecimento de conicas. Ao final deste estudo
podemos notar que ao ser aplicada em atividades que inicialmente demonstravam-se
complexas em sua resolugao, foram simplificadas e resolvidas facilmente com calculos
e conceitos basicos.

Também estudamos sistemas lineares de duas e trés incégnitas, utilizando como
método de resolugao o processo de escalonamento. O ponto central desse assunto
foi a solucao grafica e interpretacao geométrica desses sistemas, onde utilizamos o
software GeoGebra. Visto que no ensino béasico o assunto nao é tratado com a devida
relevancia, muitas vezes é exigida apenas a resolucao algébrica, fazendo com que o
estudante “decore” o método de resolugao, mas nao compreenda o que expressa 0s
sistemas lineares e suas solucoes.

Esperamos que este trabalho auxilie estudantes do ensino superior, voltado a area
de exatas, apresentando uma aplicacao 1util e facilitadora ao estudo de diagonalizagao
de operadores, assim como beneficie aos professores de matematica da educacao bésica
no processo de ensino aprendizagem, levando-os a refletir sobre a importancia de se
trabalhar a representacao grafica de sistemas lineares para melhor compreensao de

seus alunos.
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Apendice A
Construcoes no Geogebra

Construcao de retas, planos e intersecoes no Software GeoGebra.

Janela de visualizacao 2D :
Passo 1: Abrir o GeoGebra e adicionar a primeira equagao da reta, clique em “enter”

e adicione as outras, uma a uma.

Arquivo Editar Exibir Opgles Janela Ajuda

DR S o= N = E L

» Janela de Algebra X | » Janela de X

Entrada: g @

Figura A.1: Tutorial: Equacao da reta

Passo 2: Construidas as retas do sistema linear solicitado, selecione a opcao “Ponto

-> Intersecao de Dois Objetos”.
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Arquivo Editar Exibir Opges Janela Ajuda

EI 1 elo] 4N

» Jan de
LS AL Ponto
o

LIS @ Ponto em Objeto
‘/ Vincular / Desvincular Ponto

B momne | == 1

.
Ponto Médio ou Centra

a=2
£l

v ®

oZ | Nimero Complexo

N Otimizaga J
3 Races

Entrada:

Figura A.2: Tutorial: Intersecao de retas em 2D

Passo 3: Selecionada a opg¢ao “Intersecao de Dois Objetos”, selecione dois objetos
para encontrar sua intersecao.

Arquivo Editar Exibir Opgles Janela Ajuda
o *lfl[==2 ===
2 [Pl AL DOl O] aliN]= ] .
» Janelajk Algebra ) Janela de A
o roxfrys
o
e a2

Entrada:

Figura A.3: Tutorial: Intersecao de objetos em 2D

Janela de visualizacdo 3D

Passo 1: Para determinar a janela de visualizagao 3D, selecione a opcao “Exibir ->
Janela de Visualizagao 3D".
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Arquivo Editar | Exibir | Opces Janela Ajuda
Janela de Algebra Clri+Shift+A p=l c
& Planilha Crl+Shift+8 — 1§ ® &
» Janelade Al [* Célculo Simbélico (CAS) Cri+Shift+K X
@] Janela de Visualizagio Clii=Shiftrt
@ Janela de 502 Ctrl+Shift+2 — |
(& Janelade 3D Culshit-3 | =g |
L. Protocolo de Construgio Ctri+shift+L
4. Calculadora de Probabilidades Ctrl+ShiftsP
Teclado
Campo de Entrada
G Layout..
£ Atualizar Janelas Crl+F
Recalcular Todos 0s Objetas  Ctr+R.
<
a 2 T o o T 2 = a s o 7 3
Entrada: : @

Figura A.4: Tutorial: Janela de visualizacao 3D

Passo 2: Adicione a primeira equacao do plano, clique em “enter” e adicione as

outras, uma a uma.

Arquivo Editar Exibir Opcles Janela Ajuda

A IbelelalN=] -

» Janela de Algebra 3 | » Janelade X | » Janelade 30 3D

Entrada: Ci

Figura A.5: Tutorial: Equacao do plano

Passo 3: Construidos os planos do sistema linear solicitado, selecione a opcao
“Intersecao de Duas Superficies”.
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Arquivo Editar Exibir OpgBe: Janela Ajuda

\W%@HW@QH@@@@!HiH =

-~

@ Tix-y-1-2 /
[\

Enfrada:

Figura A.6: Tutorial: Intersecao de planos em 3D

Passo /: Selecionada a opcao “Intersecao de Duas Superficies”, selecione dois planos
para encontrar sua intersegao.

BEEsE ORI O =)

» Janela de Algebra » Janela)
Constroi a curva de intersecio de duas superficies |
@ Tyx-y-1=2
® £X=(218,021,0.03) +A(3,}
2 h o
< >

Entrada:

Figura A.7: Tutorial: Intersecao de superficies em 3D

Construcao da Hipérbole Rotacionada no Software GeoGebra.

Janela de visualizacdo 2D :

Passo 1: Abrir o GeoGebra e adicionar o vetor ;.



Arquivo Editar Exibir DDgﬁes Janela Ajuda
A BRI FAIAN
DR NclFENEE
i .
:

a=2
—
b Janela de Algebra » Janela de Visuali

Envracs|Vetor ((0,0), (1/sart(5), 2/sart(5))

Figura A.8: Hipérbole Rotacionada: Vetor

Passo 2: Adicionar o vetor s.

Arquivo Editar Exibir Opgdes Janela Ajuda

ElAlAdelol<)N

P
» Janela de Algebra » Janela de

o= (5% :

A
L)
El

a=2
ol

Entrada: Velor((0,0), (-2/sart(5), isart(5)))

Figura A.9: Hipérbole Rotacionada: Vetor iy

Passo 3: Selecionar a opcao “Reta”, para a construgao dos novos eixos, X', Y.
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‘

Arquivo Editar Exibir Opgdies Ferramentas Janela Ajuda

pl P BR)= [o] )| B2 L=le
kv ° vE Bl ®v ¢ LA mer' ‘-I-’v ®
lJane\ade/\l/ — [, |
_ (0.4 J 5
®u=(p
%7 " segmento
o= (U :
0. 2 segmento com Comprimento Fixo
4
| semireta
S Caminho Poligonal 3
7 vetor A
.r; Vetor a Partir de um Ponto
T 4
" 3 2 T o 1 2 3 4 5 [ 7 o ] o 1 2 7 1 1 1 7 &
“
2
=
-
5
Entrada | O

Figura A.10: Hipérbole Rotacionada: Construcao dos eixos X', Y’

Passo /: Selecionar a opcao “Reta -> Segmento com Comprimento Fixo”, para a
construcao de alguns elementos da hipérbole.

Arquivo Editar Exibir Opgoes Ferramentas Janela Ajuda
Dl E5 B2 (o] [l [Z4/ AN [E2
AP Ol <N =)
» Janela de Al o
= Refa
o u= (“--l / & 1
0.8 " Segmento
—0.
oo (07 !
0.1 >* segmento com Comprimento Fixo
® A-(0.0)
B=(043,0.
® £ 036x+0 ,* Semimeta
c-(078,
® g:-030x- X, Caminno Poligonal 3

7 vetor A

J; Vetor a Partir de um Ponto

Entrada | O

Figura A.11: Hipérbole Rotacionada: Selecao de Segmento com Comprimento Fixo

Passo 5: Constru¢ao do Centro C' com o segmento de origem no ponto (0,0) e

construgao dos focos Fy, Fy e vértices Vi, Vo com o segmento de origem no ponto C'.
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Arquivo Editar Exibir Opgdies Ferramentas Janela Ajuda

5 [ % B2 [l Ed N [

5
» Janela de Algebra » Janelade i

o= (om) '

_ (—0.89 s

®v= ( 0. 45) Fy
® A=(0,0)
B=(043,0.86) s A,
f:-0.86x + 043y =0
C=(0.78,0.39)
0:0.30x- 078y =0 4
D=1,2) g

A
°

a=2
| |

h=224
texto1 ="C" 3
texto1, ="A,”

texton, = "A,"
texto, = F,” c q

1=(-0.55,-1.09) 1

[
[
[
L]
°
L]
°
@ textol, =",
[
[
[
[
[
[
L]

Entrada @

Figura A.12: Hipérbole Rotacionada: Construcao dos Elementos

Passo 6: Selecionar a opcao “Elipse -> Hipérbole”, para a construcao da conica.

Arquivo Editar Exibir Opgdes Janela Ajuda
il

BRSNS PEN

» Janela de Algebra » Janela @ .
ipse

®u= 0.45 "
=y

0.45 §, Pardbola
A=(0,0)
B=(0.43,0.86) s A
£0.86x+ 043y =0 O Cérica por Cinco Pontes
€=(0.78,0.39)
: 039 . 0.78y=0 4
D=(1,2) h
h=224
textot = =C* B
textol, ="A,"
textot, = "A,” .
textol, = F," ' 4

A
L)
El

a=2
ol

textol, =F,"

1=(-0.55,-1.08) 1
m=346

Entrada. ®

Figura A.13: Hipérbole Rotacionada: Sele¢ao da construcao de Hipérbole

Passo 7: Hipérbole Rotacionada.
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Arquivo Editar Exibir Opgdes Femamentas Janela Ajuda
‘ =]

Bl Mo

» Janela de Algebra » Janela de

_ (045 t
ou= (n.ﬂq)
’

_ [—0.89
® = ( n.45)
® A-0.0 5 F

B=(0.43,0.86)
® f-0.86x+043y=0

C =(-0.78,0.39) s A

Entrada:

Figura A.14: Hipérbole Rotacionada: Hipérbole

Construcao da Elipse Rotacionada no Software GeoGebra.

Janela de visualizacao 2D :
Passo 1: Abrir o GeoGebra e adicionar o vetor ;.

Arquivo Editar Exibir Opga Janela Ajuda

[&] . f|ﬁr|\f>|\® ) o

» Janela de Algebra » Janelade
q

e VELOT((0,0), (1isqrt(5), 2isart(5))) 1 T

Figura A.15: Elipse Rotacionada: Vetor

Passo 2: Adicionar o vetor .
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x
Arquivo Editar Exibir OpgBes Janela Ajuda
DR PENEE o
A Y| Y| Y| Y| 4l 9| . 9| Y| ° L
» Janela de Algebra » Janela de i
_ (0.71 &
= (n.n)
s
4
3
2
1 4
a 5 2 PR 7 2 3 ] 5 ] 7 [ ) ) T 3 S Ta s T e )
4
2
-
-4
-5
Entrada:|Veior(0,0), (-1/sqrt(2), sart(2)) @ ®

Figura A.16: Elipse Rotacionada: Vetor

Passo 3: Selecionar a opcao “Reta”, para a construgao dos novos eixos, X', Y.

3
Arquivo Editar Exibir Opgaes Janela Ajuda
R AL D OO L[~ =2 4
| A | | | | | * | | @ =
» Janelade Al / Ret g
eta
G S====
¢ seamento
—0.
o= ( - 5
0./ 2*  segmento com Comprimento Fixo
4
7 Semirsta
S Caminho Poligonal 3
" Vetor A
(}' Vetor a Partir de um Ponto
"
4
4 5 > PR ] 2 3 4 s o 7 [ o o T 2 3 1 1 o 7 s
4
2
a
-
-
Entrada i @

Figura A.17: Elipse Rotacionada: Construgao dos eixos X', Y’

Passo 4: Selecionar a opcao “Reta -> Segmento com Comprimento Fixo”, para

iniciar construcao de alguns elementos da elipse.
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Arquivo Editar

Janela Ajuda

A
.
|

D

Exibir Opglies
]

Eass

=

@

|

SE

a=2
bl

kg

| |

» Janelade Al

— (0.7
®u= (”

/./'/ Reta

" Segmento

fo

o= (3

® A=(0,0)
B=(0.65, 0.

® r0.65%+
C=(-069,

o Segmento com Comprimento Fixo

o~ semireta

® 00690 " caminng Poligonal
o

o Vetor

J; ‘Vetor a Partir de um Ponto

Entrada

Figura A.18: Elipse Rotacionada: Sele¢ao de Segmento com Comprimento Fixo

Passo 5: Construido o segmento com origem no ponto (0,0) e comprimento 2,

selecionar a opg¢ao “Reta Perpendicular”, para a construcao do Centro C' da Elipse.

Arquivo Editar Exibir Opcles Janela Ajuda

A
.
|

a=2
227

&

i

-

Dl 52 SiciElP

¥ Janela de Algebra a0

o
=t
&

e

_ (o |
®u= (u.n)

_{=071
o= ( n.n)

.
\

Reta Paralela

=
X Wediatiz
® A=(0,0)
B=(065,065 || 2 goseriz
® 1.0.65x+0.65/=0
€= (-0.69,0.60)
@ 5:-0.69%-0.69y =0 p Rela Tangente
® D=(1.41,-1.41)
®n-2
€ Reta Polar ou Diametral
)y:' Reta de Regresso Linear
?.ﬂ Lugar Geomélrico
1 5
Entrada:

Figura A.19: Elipse Rotacionada: Selecao de Reta Perpendicular

Passo 6: Com origem no ponto encontrado (no passo anterior), construir um seg-

mento com medida 1 para determinar o Centro C'. Selecionar a opgao “Reta Perpen-

dicular”, para a construcao dos vértices e focos da Elipse.
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Arquivo Editar Exibir Opgdes

Janela Ajuda

8 I (Ol NN
AR ole)<lN=] 2
» Janela de Algebra j( Ret o
ot
o ()
y " RetaParalela
ov= (4.71)
0.71, X Wediatriz

® a=0,0)

B=10.65, 0.65) Bissetz
® £.065x+065y=0 L

C=(.0.69,0.69)
b 9"'““’“"&1 Reta Tangente
® D-(141,141)

h=2
® i 0.65x-0.65y=1 .\Q Reta Polar ou Diametral
® E=(212,07)

i=1
® texto1="C F'/:/. Reta de Regressio Linear

4
6 Lugar Geométrico
7 o 7 s g B L R P

Entrada BIG)

Figura A.20: Elipse Rotacionada: Constru¢ao do Centro

Passo 7: Com origem no Centro C', construir os segmentos que determinarao os

vértices By, By e com origem em By, construir os segmentos que determinarao os focos

B

Arquivo Editar Exibir Opgdies Ferramentas Janela Ajuda

A
°
)

B

el

|

LSO,

=

$

|

a=2
|

N

» Janela de Algebra

» Janelade

_ (o7
o= (n.n)
_ (—om
o= ( n.n)
e a-p0
B= (0,65, 0.65)

® £065x+0.65y=0

C=(-0.69,0.69)

9:-0.
D={1.41,-1.41)
h=2

E=(-212,-0.7)
i=1

F=(-1.41,0.01)
G=(-2.84,-14)
m=1

textot, ="B,”

£
g
[

\

2 “ 2
H=(3.12,03)
n=173
1=(442,1.7)
p=173
@ textol =7F "

@ textol, =",

9x - 0.69y =0

i: -0.65x - 0.65y = 1.84

k: 0.65x - 0.65y = -0.92 -10 -9

Entrada

Figura A.21: Elipse Rotacionada: Construgao dos Vértices e Focos

Passo 8: Selecionar a opc¢ao “Elipse”, para a construcao da conica.
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Janela Ajuda

Arquivo Editar Exibir Opcles

A
.
|

kAR

=

N

a=2
bl
|

Ol <.

]

» Janela de Algebra

» Janela

K
\

_ (o
eu= (n.n)
—o0.71

v=

® ( n.71)

® A-0.0
B =(0.65, 0.65)

® [ 065%+0.65y=0
C=(-0.69, 0.69)

® 0:0.69x-0.69y=0
D=(-141,-1.41)
h=2
i -0.65x - 0.65y = 1.84

® E=(212,0.7)
i=1

® textol="C"
K: 0.65x - 0.65y = -0.92

® F=(-141,001)
=1

® G=(284-14)
m=1

@ textol, ="B,"

@ textor, - "B

® H=(3.12,03)
n=173

® 1=(112,1.7)
p=173

@ textol,=7F"

@ textot, = F

Entrada

Figura A.22: Elipse Rotacionada: Selecao da construcao de Elipse

Passo 9: Elipse Rotacionada.

Arquivo Editar Exibir Opcles

Janela Ajuda
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®u= (u.n)
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v=

® ( D.?l)

® A-0,0
B =(0.65, 0.65)

® 10.65x+0.65y=0
C=(-0.69,0.69)

® 0:069x-0.69y=0
D=(-141,1.41)
h=2
i: -0.65x - 0.65y = 1.84

® E=(212,07
i=1

@ textol=-C"
k: 0.65x - 0.65y = -0.92

® F=(141,001)
=1

® G=(-284,14)
m=1

@ fexiol, =B,

@ textor,-B*

® H=(3.12,03)
n=173

® 1=(112,1.7)
p=173

@ fextol,=7F"

@ textol, - F*

@ :31.92x7 + 31.88x y + 31.97y* -

@ fexiol, =X~

@ textol - v-

< >

re

Entrada:

Figura A.23: Elipse

Rotacionada: Elipse

Construcao da Parabola Rotacionada no Software GeoGebra.

Janela de visualizagao 2D:

Passo 1: Abrir o GeoGebra e adicionar o vetor ;.
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Arquivo Editar Exibir Opgdes Janela Ajuda
A
ol

el @)

a=2
ol

2N o
» Janela de Algebra » Janela de lizach
q
Entrada: Velor({0,0), (5/sqrt(29), Z/squ(ZB)))‘ [
Figura A.24: Pardbola Rotacionada: Vetor
Passo 2: Adicionar o vetor ;.
Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda .
= = <
B b oo <s=]+ s
» Janela de Algebra » Janelade iizaca
ou=(p) i
4

Entrada: Velor ((0,0), (-2isart(29),

Figura A.25: Pardbola Rotacionada: Vetor s

Passo 3: Selecionar a opcao “Reta”, para a construcao dos novos eixos, X', Y.
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» Janela de Al Il | X
—_— / Reta ‘
_ (0.9 | \l_l
=03
-3 segmento
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ov= ( 5
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4+
o Semireta
S Caminho Poligonal 3
o Vetor A
.;:' Vstor a Partr de um Ponto
| 4

Enfrada:

Figura A.26: Parabola Rotacionada: Construgao dos eixos X', Y’

Passo 4: Selecionar a opgao “Reta -> Segmento com Comprimento Fixo”, para

construcao da Reta Diretriz e do Foco da Parédbola.

Arquivo Editar

Exibir Opghes Janela Ajuda
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C=(0.36,
® g:089x-
® textol =X

@ textol =7
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® D=(013,-
® h=014

® E=(117.13,

‘ & Segmento com Comprimento Fixo

7 Semirsta
S Caminho Poligonal
" Vetor

(; Vetor a Partir de um Ponto

i:0.37x- 093y =0
® [085x-034y=013

® texto2="X'

o texto2 =v-
® F=(0.13,0.05)

® k=014

oE

Entrada.

Figura A.27: Pardbola Rotacionada: Construgao da Reta Diretriz e Foco

Passo 5: Selecionar a opcao “Elipse -> Pardbola”, para a construgao da conica.
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Enfrada:

Figura A.28: Parabola Rotacionada

Passo 6: Parabola Rotacionada.

Arquivo Editar Exidir Opgiies

Janela Ajuda

Selecao da construcao de Parabola

A jr 'éo\, \ a=2 =
ov/{v VD'VQ\,@\, . +\,’$’v =
» Janelade Algebra » Janela de Visualizag
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X 4
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Entrada LIRS

Figura A.29: Parabola Rotacionada: Parabola




