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Resumo

O Trabalho em questao tem como objetivo trazer a luz a discussao sobre as
convengoes nas operacoes matematicas realizadas nos conjuntos numéricos, bem
como abordar o conceito de cardinalidade de conjuntos utilizando uma linguagem
acessivel a alunos do ensino médio.

Palavras-chave: Conjuntos Numéricos; Operacoes; Cardinalidade.

Abstract

This manuscript aims to shed light on the discussion of conventions in mathe-
matical operations performed on numerical sets, as well as addressing the concept
of cardinality of sets at a high school level.

Keywords: Numerical Sets; Operations; Cardinality.
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Introducao

Neste trabalho, faremos uma breve discussao acerca dos conjuntos numéricos
elementares do ponto de vista estrutural. Para tanto, daremos uma atencao es-
pecial as operacoes definidas nesses conjuntos, bem como aos aspectos relativos a
cardinalidade dos mesmos.

Nossa motivacao parte da constatacao de que os estudantes, de modo geral,
veem as operacoes em conjuntos numéricos com meras convencoes, arbitrariamente
definidas e sem justificativa alguma. O caso notoério é a classica regra de multipli-
cagao de nimeros inteiros negativos: “menos por menos da mais”.

Nesse contexto, percebemos também uma auséncia de discussao dos concei-
tos relacionados a cardinalidade de conjuntos numeéricos. Mais especificamente,
ignoram-se certos fatos como a enumerabilidade dos niimeros racionais e a nao
enumerabilidade dos niimeros irracionais.

Nossa proposta, entao, ¢ a de discutir esses importantes aspectos relativos aos
conjuntos numéricos em uma linguagem acessivel a alunos do ensino médio.

O texto é organizado da seguinte forma. Apresentamos, no capitulo 1, alguns
conceitos fundamentais da teoria dos conjuntos. No capitulo 2, introduzimos, jun-
tamente com suas operagoes, os conjuntos numeéricos elementares, quais sejam, o
dos naturais (N), o dos inteiros (Z), o dos racionais (Q) e o dos reais (R). No
capitulo 3, introduzimos o conceito de cardinalidade e enumerabilidade de conjun-
tos, estabelecendo, inclusive, a enumerabilidade de Q e a nao enumerabilidade de
R, citadas acima. Concluimos, entao, com a apresentacao do célebre Teorema de
Cantor, segundo o qual, a cardinalidade do conjunto das partes de um conjunto
arbitrario, A, é sempre maior que a cardinalidade do préprio A.



Capitulo 1

Conjuntos

“O conceito matemético de conjunto pode ser usado como fundamento para toda
a matematica conhecida.”
Paul R. Halmos

Neste capitulo, para futura referéncia, introduziremos as notagoes e conceitos
fundamentais da Teoria dos Conjuntos.

1.1 Conceitos Basicos

Na Matematica existem alguns conceitos ditos primitivos, os quais nao admi-
tem uma defini¢cao formal. Em Geometria, por exemplo, reta, ponto e plano sao
conceitos primitivos.

Na teoria dos conjuntos, conjunto, elemento e pertinéncia sao conceitos pri-
mitivos. Informalmente, um conjunto A é uma colecao qualquer de objetos, ditos
elementos de A. Se a é um elemento do conjunto A, diz-se que a pertence a A e
escreve-se a € A.

Caso a nao seja um elemento de A, dizemos que a nao pertence a A e escrevemos
a¢ A

Ha, pelo menos, duas maneiras de se descrever um conjunto. A primeira, é
simplesmente listar os seus elementos. Por exemplo A = {a,e,1,0,u}.

A segunda é identificar os seus elementos através de uma propriedade que lhes
seja comum. Assim, o conjunto A acima pode ser descrito como

A = {x;z & vogal do alfabeto latino}.

O conjunto que nao possui elementos é dito vazio e é denotamos por 9.
Dizemos que dois conjuntos A e B sao iguais, quando os elementos de A sao
elementos de B e vice-versa. Nesse caso, escrevemos A = B.



Quando todos os elementos de um conjunto A pertencem a um conjunto B,
dizemos que A esta contido em B, e escrevemos A C B, ou, equivalentemente, que
B contém A, e escrevemos B D A.

Quando um conjunto A nao esta contido em um conjunto B, escrevemos A ¢ B
ou B2 A.

Verifica-se facilmente que a inclusao tem as seguintes propriedades fundamen-
tais, as quais sao validas para quaisquer conjuntos A, B e C"-

o Reflexividade: A C A
o Anti-simetria: ACBeBCA&s A=DB

e Transitividade: AC BeBcCc(C = Ac(C

1.2 Operacoes entre Conjuntos

Podemos obter conjuntos a partir de outros, efetuando-se operacoes entre os
mesmos, sobre as quais faremos uma breve discussao.

Uniao e Interseccao

Sejam A e B dois conjuntos quaisquer. A unido entre os conjuntos A e B, AUB,
e a interseccao entre A e B, AN B, sao definidas respectivamente por

AUB={z;z€ Aouz e Bfe ANB={x;x € Aex € B}.
Por exemplo, se A = {a,e,i,u} e B = {i,0,u}, entdo
AUB ={a,e,i,o,u} e AN B = {i,u}.

A unido e a interseccao de conjuntos tém as seguintes propriedades fundamen-
tais, as quais sao validas para quaisquer conjuntos A, B e C-

e JCA
e AU =AeANg =0

Comutatividade: AUB=BUAeANB=BNA

Associatividade: AU(BUC)=(AUuB)UCe AN(BNC)=(ANnB)NC

Idempoténcia: AUA=Ae ANA=A

ACBe® AUB=BeACB&ANB=A



Diferenca

Sejam A e B dois conjuntos quaisquer. A diferenca entre A e B é, por definicao,
o conjunto formado pelos elementos que pertencem a A e nao pertencem a B, a
qual denotamos por A — B. Assim,

A—B={x€ A;x ¢ B}.

Por exemplo, se A = {a,e,i,0,u} e B={a,i,o0}, entao A — B = {e, 0}.
No caso particular que A C B, a diferente B — A é tambem chamada de
complementar de A com relagio a B.

Conjunto das Partes

Dado um conjunto A, o conjunto das partes de A, denotado por P(A), ¢ aquele
formado por todos os subconjuntos de A, isto é

P(A)={X;X C A}
Por exemplo, se A = {a,e,i}, entao

P(A) = {@{a},{e} {1}, {a, e}, {a, i}, {e, i}, {a, e,1}}.

No exemplo acima temos que a quantidade de elementos do conjunto partes de
A ¢ igual a 8 = 23. Através da Analise Combinatoria, pode-se verificar que este
fato é geral, isto é, se um conjunto possuir n elementos, entao o conjunto de suas
partes possui 2" elementos.

Este e outros fatos nos levam a considerar o conceito de cardinalidade de conjun-
tos finitos. Mais precisamente, dizemos que um conjunto A que possui n elementos
tem cardinalidade n, e escrevemos #A = n. Assim, podemos dizer que:

#A =n = #P(A) = 2"

Uma vez que, para todo nimero natural n, a desigualdade n < 2" é verdadeira,
podemos dizer que, para todo conjunto finito A, o conjunto das partes de A tem
cardinalidade maior que a de A. Neste trabalho, estenderemos a nocao de cardina-
lidade (comparativa) para conjuntos infinitos, e verificaremos que essa propriedade
é verdadeira também nesse caso.
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Capitulo 2

Conjuntos Numeéricos

“Deus criou os niimeros naturais; tudo o mais é produto da mao do homem.”
Leopold Kronecker

Neste capitulo, introduziremos os conjuntos numéricos fundamentais junta-
mente com suas operacoes. Nos concentraremos especialmente nas propriedades
dessas operacoes, bem como na sua influéncia na propria maneira como as opera-
coes sao definidas.

2.1 Numeros Naturais

A teoria moderna dos niimeros naturais foi introduzida por Giussepe Peano, a
qual baseia-se em quatro postulados, presentemente conhecidos como Aziomas de
Peano. A partir dos mesmos, constroi-se a estrutura formada pelos niimeros natu-
rais e suas operacoes. Tomaremos essa estrutura, entao, como ponto de partida do
processo de construcao dos outros conjuntos numéricos fundamentais (excetuando-
se 0 dos nimeros complexos).

Dessa forma, consideraremos estabelecido o conjunto

N={1,23,4,..}

dos ntiimeros naturais, juntamente com as suas operagoes de adi¢ao (+) e multi-
plicagdo (-), as quais possuem as seguintes propriedades, validas para quaisquer
naturais a, b e c:

e Comutatividade: a+b=b+aea-b=b-a

e Associatividade: a+ (b+¢) =(a+b)+cea-(b-c)=(a-b)-c

) Peano, G.: Arithmetices principia, nova methodo exposita (Torino: Bocca) — 1889.
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e Elemento neutro: a-1=a
e Distributiva da adi¢do com relagao a multiplicagdo: a- (b+¢)=a-b+a-c

Define-se ainda em N a potenciagao, que nada mais é que uma multiplicacao
na qual todos os fatores sao iguais. Mais precisamente, dados a, n € N, a poténcia
de base a e expoente n é o ntmero natural a™ dado por:

a =a-a-... Q.

n fatores

A potenciacdo em N tém as seguintes propriedades, validas para quaisquer a,
beneN.

e Produto de poténcias de mesma base: a” - a™ = a"t™
e Poténcia de poténcia: (a")™ = a™™

e Poténcia de um produto: (a-b)" = a™ - 0"

2.2 Numeros Inteiros

Dito de forma simples, o conjunto dos nimeros inteiros é obtido a partir do
conjunto dos nimeros naturais, acrescentando-se a esse os nimeros negativos e o
Zero.

Uma longa historia envolve a criacao do zero, o qual desempenha a impor-
tante fungao de digito no sistema numérico decimal e, enquanto ntimero, tem a
propriedade fundamental de ser o elemento neutro da adicao.

Um numero inteiro negativo é representado por —a, em que a € N. Uma
ideia natural associada aos niimeros negativos é a de “divida”, ou “débito”. Nessa
analogia, os niimeros naturais sao ditos positivos, e aos mesmos associa-se a ideia
de “excesso”, ou “crédito”. Assim, a um débito de 5 reais, por exemplo, é associado
o nimero negativo -5, enquanto a um crédito de 10 reais, associa-se o nimero
positivo 10. Nesse contexto, o zero representa uma auséncia de crédito ou débito.

O conjunto dos numeros inteiros é denotado por Z, isto é,

Z={.—-4-3-2-1,0,1,234,..}

Vale ressaltar que, por definicao, N C Z, e também que as relacoes “menor que”
(<) e “maior que” (>) se estendem de N para Z. Mais especificamente, valem as
desigualdades:

o . 4<-3<-2<-1<0<2<3<4---

12



o - 4>3>2>1>0>-1>-2>-3>—-4---.

Dados inteiros a e b, escreve-se a < b (respec. a > b) para indicar que a é menor
que (respec. maior que), ou igual a, b.

Um conceito importante acerca de nimeros inteiros é o de mddulo ou valor
absoluto. Consideremos a situacao em que uma pessoa, Joao digamos, empresta 5
reais a Pedro. Nesse caso, dizemos que “Pedro tem com Joao uma divida de 5 reais”
e nao que “Pedro tem com Jodao uma divida de menos 5 reais”. Assim, podemos
dizer que 5 é o valor absoluto da divida de Joao com Pedro.

Denotamos, entao, o valor absoluto ou, equivalentemente, médulo de um nu-
mero inteiro a € Z por |a|. Por exemplo, | — 3| = [3] = 3.

Retornemos a ideia de associar-se nimeros negativos a dividas (débitos) e nii-
meros positivos a créditos, como numa conta corrente. E natural pensamos que
uma divida de 3 acrescida de uma divida de 4 resultard numa divida de 7, assim,
—3+ (—4) = —7. Por outro lado, uma divida de 3 acrescida de um pagamento ou
crédito de 2 diminuird a divida para 1, isto é, —3 + 2 = —1.

Procedendo-se dessa forma, justificamos as regras usuais de adi¢ao em Z. Assim,
dados numeros inteiros quaisquer a e b, tem-se:

e Se a e btém o mesmo sinal, isto é, se sao ambos positivos ou ambos negativos,
a + b é o inteiro cujo sinal é o sinal comum a a e b, e cujo modulo é igual a
|af 4 0].

e Se a e b tém sinais opostos e, por exemplo, |a| > [b], a + b é o inteiro cujo
sinal é o sinal de a e cujo modulo é igual a |a| — |b].

e Se a e b tém sinais oposto e |a| = |b], a + b é igual a 0.
Sendo a nimero inteiro qualquer, temos que
e a+0=a,isto é 0¢é o elemento neulro da adigao em Z.

Uma vez definida a adicao em Z, a multiplicagao de um inteiro qualquer por um
inteiro positivo pode ser facilmente definida como uma adicao de parcelas iguais.

Mais precisamente, se a e b sdo nimeros inteiros com a > 0 e b # 0, o produto
ab é o inteiro cujo sinal é igual ao sinal de b e cujo modulo é igual a |a||b]. Se a = 0
oub=0,ab=0.

Resta-nos definir a multiplicagdo de dois ntimeros negativos, isto é, uma mul-
tiplicagao do tipo (—2) - (=3).

Observemos inicialmente que nao h& uma situacao real que traduza tal opera-
¢ao, pois nao hé sentido em tomar-se uma adicao de menos duas parcelas iguais a
—3 ou menos trés parcelas iguais a —2. Dessa forma, para definimos essa multipli-
cacao, devemos adotar um ponto de vista teorico, qual seja, o de se considerar a
multiplicagao em Z como uma extensao da multiplicacao em N.

13



Assim, devemos definir a multiplicacao de dois nimeros negativos de uma ma-
neira tal que essa operacao tenha, em Z, as propriedades fundamentais. Isso nos
sugere que, ao multiplicarmos dois ntimeros inteiros quaisquer, em particular dois
inteiros negativos, o produto obtido seja um inteiro com moédulo igual ao produto
dos modulos dos fatores. Dessa forma, para a multiplica¢do (—2) - (—3), teriamos
dois resultados possiveis, 6 ¢ —6, uma vez que estes sao os Wnicos inteiros que tém
modulo iguala | —2[-| —3]=2-3=6.

Vejamos que, se tivéssemos (—2) - (—3) = —6, a propriedade fundamental de
distributividade da adicao com respeito & multiplicacao nao seria valida em Z. De
fato, nesse caso, terfamos

(=2)-34+(=2)-(=3) = -6+ (—6) = —12.

Por outro lado, —2- (34 (—3)) = —2-0 =0, o que nos da
—2-(34+(=3)) #-2-34+(-2)-(-3).
Segue-se que devemos ter (—2)-(—3) = 6. Fica, entao, justificada a regra seguinte:

e Sejam a e b nimeros inteiros negativos. o produto ab é o nlimero inteiro cujo
modulo é |al - [b].

Vimos ainda que, em 7Z, para cada nimero positivo corresponde um negativo
e vice-versa. Esse fato nos permite introduzir o conceito de simetria. Dado um
nimero inteiro a € 7Z, o oposto ou simétrico de a é o inteiro b € Z, tal que
a+ b = 0. Como a adicao é comutativa, se b é o simétrico de a, entao a é o
simétrico de b. Nesse caso, dizemos que a e b sao simétricos.

Assim, 1 e —1 sao simétricos, bem como 3 e —3. Em geral, se a € Z é um inteiro
positivo, entao, o simétrico de a é —a. Para que essa regra seja vélida, quando a é
negativo, convenciona-se, por exemplo, que —(—1) = (=1)-(=1) = +1 = 1. Assim
podemos dizer que o simétrico de a € Z é —a € 7.

Introduziremos a defini¢ao de radiciacdo em Z. Se a e b sao ntimeros inteiros,
tais que a > 0 e a™ = b, n € N, dizemos que a é a raiz n-ésima de b, a qual
denotamos por V/b. Note que a radiciacdo, em geral, nio estd bem definida para
os inteiros negativos. De fato, se b < 0 e n é par, nao existe um inteiro a tal que
a™ = b, pois, nesse caso, a” = 0.

2.3 Numeros Racionais

Introduziremos agora os ntimeros racionais. Para tanto admitiremos conhecidas
e estabelecidas as fracoes de numeros naturais, bem como suas representagoes
decimais.

14



O conjunto dos nimeros racionais, @, é definido como uma extensao do con-
junto das fracoes, da mesma maneira que Z ¢é concebido como uma extensao de
N.

Considera-se, para cada fracdo (positiva) ¢, uma fragio negativa —%, e define-se
Q como o conjunto formado pelas fracdes que sao positivas ou negativas, junta-
mente com 0.

Introduziremos, agora, algumas notagoes que nos permitirao descrever QQ de
uma maneira mais homogénea, bem como estender a esse conjunto os conceitos de
igualdade, adi¢do e multiplicagdo de fracoes.

Uma vez que uma fragao § é interpretada como o resultado de se tomar a vezes
a medida %, é natural definirmos

9 =0,VaeN.

a
Por outro lado, uma fracao % é tida como a medida de cada um dos segmentos
obtidos quando se divide um segmento de comprimento 1 em b partes iguais.
Nesse sentido, nao se pode estender o conceito de fracao de uma maneira tal que
se permitam fracoes de denominador zero, pois estas nao definiriam subunidades,
o que subverteria esse conceito tal como ele é.

Adotando-se entao a convencao

tem-se
D
@:{a;p,qEZeq#O}-

A relacao de igualdade do conjunto das fracoes estende-se naturalmente a Q,
isto &, dados §, ~ € Q, define-se

m
p:—(:)pn:qm.
n

q
Por exemplo, _71 = _TQ e :—g’ = %

Note que, dado p € Z, tem-se p = ?, isto ¢, todo niimero inteiro
ntmero racional. Dessa forma, valem as seguintes relagoes de inclus

é também um
a0

NCZcCQ,

ou seja, Q é também uma extensao de Z.
Num contexto de unidades monetarias, como o real, pode-se pensar em fracoes

como subunidades destas. Por exemplo, 1 = 3% — (5 representaria meio real

2 100

15



ou, equivalentemente, 50 centavos. Sendo assim, como fizemos com os inteiros
negativos, podemos associar fracoes negativas a dividas para , a partir dai, definir
as operagoes de adi¢ao e multiplicacao em Q.

Dados p, ¢, m, n € Z, q, n # 0, definem-se

p _m _pntgm p m _pm
+—= e~ — =

q n an qg n qan

Além disso, a subtracao em Q é definida por

qg n q

p m p 4 ( m) pn —qm
n qn
e a divisao por
n n
p/q U
m/n q¢ m qm
Note que a divisao por zero nao estd definida.

. ~ 1 4 2/3
Determinemos, como exemplo, o valor da expressao —z ( = — /9>.
Pelas definicoes anteriores, temos

1 (-4 2/3 1 (=4 29 1 (-4 6
_3'(7_5/9) - _5'(7_5'5):_3'(7_3):
1 (-4 -6\ 1 [-62\ _ 62
__5'(7+5)__5'<35)_175'

Vale Salientar que, em Q, a adi¢ao e a multiplicacao tém as propriedades funda-
mentais da Aritmética, o que pode ser facilmente verificado a partir das definicoes

dadas.

Convém observar ainda que a adicdo e a subtracao de ntimeros racionais, assim

como a multiplicagdo e a divisao, sao operacoes invernas uma da outra, conforme
as identidades

e (ru)-n=(r-u)ru=tanto

p/a . m _ plg-m/n

m/n n . m/n g’ com g,m,n # 0
Esse fato nos permite resolver, em Q, equacoes do tipo
ar+b=0 abeZ,a+#D0.

Com efeito, para isolamos x no primeiro membro da equacgao dada, basta sub-
trairmos b de ambos os seus membros e, em seguida, devirmos por a, isto ¢,

—b —b
ax+b:O<:>(ax—|—b)—b:0—b<:>ax:—b<:>%:—ﬁw:—-

a a a
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Por exemplo, a equacao 2z + 5 = 0 tem solucao x = —75

Diz-se que uma operacao esta bem definida num conjunto numeérico A, quando,
através dela, ao operarmos dois elementos quaisquer de A, o resultado ainda é um
elemento de A.

Dessa forma, a adicao esta bem definida em N, Z e QQ, enquanto a subtracao
estd bem definida em Z e Q, porém nao em N. Com efeito, 2 e 3 sao numeros
naturais, entretanto, 2 — 3 ¢ N.

Conjuntos como Z e Q, que tém bem definidas as operacoes de adi¢ao e sub-
tracao, juntamente com suas propriedades fundamentais, sao chamados de anéis.

Note que, em Q, além da adicao e da subtracao, estao bem definidas as opera-
coes de multiplicacao e divisao, o que caracteriza esse conjunto com um corpo. Tal
caracteristica é o que diferencia, em termos estruturais, os conjuntos Z e Q. De
fato, embora a adicao, a subtracao e a multiplicacao estejam bem definidas em Z,
a divisao nao esta, pois ao dividirmos dois nlimeros inteiros quaisquer, nem sempre
obtemos um nimero inteiro como resultado. Dessa forma, Z é um anel, mas nao é
um corpo.

Vejamos agora como se define a potenciacdo de nimeros racionais.

Dados p, g € Z, ¢ # 0, e n € N, definimos a poténcia de base § e expoente n
por

Assim, tem-se

3\ _3*_ 9 . (=2)y_ (=2 _ -8
7) T 49 5) 5 125

Observemos agora que, dados, m, n € N e § € Q, vale

<E>m.<?>n:ﬁ.p_nzpm+n:(E)mm (2.1)
q q qn qr gt q ’

isto é, a regra para multiplicacao de poténcias racionais de mesma base é idéntica
aquela para poténcia de niimeros naturais.
Nosso objetivo agora é estender a definicao de potenciacao em Q para poténcias
de expoente negativo ou nulo, de tal forma que a equagao (2.1) permaneca valida.
s o1
Tomaremos, por exemplo, a fragao 5. Temos que

ORON
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Se quisermos entao que seja valida a equacgao (2.1), devemos ter

SOMORORO}

o que nos sugere definir

O mesmo raciocinio poderia ser aplicado a qualquer nimero racional § #0, 0
que nos leva a seguinte definicao:

0
<73> —1,vleq p#o
q q

Note que ndo hd definicao para a poténcia 0°.
Vejamos agora que, dados n € N e § €Q, p#0, tem-se

=(0-0

Entéao, se desejarmos que a equagdo (2.1) permaneca verdadeira, devemos ter

)

q q)

(?)_nz (?)n,vg €Q,p#0.
q p q

Dessa maneira, temos

N2 L, L (3 (s 1 125
2 - \1/) 5 - \=3) 21 27

Vejamos ainda que, se m, n € N, entao,

(-G -5
6 - () - (B0 - () -
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Por exemplo,

() -GV -5« G-

a P ooz . . .. . a\" _p . a g
Se 3 e ; 520 racionais positivos tais que (b) = nE N, dizemos que 7 ¢ a

raiz n-ésima de §, que é denotada por ¢ §~ Note que, neste caso,

Vale a mesma definicao quando ¢ e 2 sdo racionais negativos e n & impar.
b 7 g

Logo,
/36 6 /16 2
25 5 V8 3

Para finalizarmos esta secao, observemos apenas que a representacao decimal
de um racional negativo, —%, a,b € N, ¢é feita acrescentando-se o sinal “menos” (—)
a representagao decimal de §. Por exemplo,

1
——=-0,5 e —52—0,333333"-.

2.4 Numeros Reais

O conjunto dos numeros reais R é obtido pela uniao do conjunto dos nimeros
racionais com o conjunto dos nimeros irracionais, os quais representam medidas
que nao sao realizadas por fracoes.

Pensava-se, na antiguidade, que qualquer medida podia ser representada por
um fragao ou, equivalentemente, que dois segmentos de reta quaisquer era sempre
comensurdveis.

Definicao 1. Dois segmentos de reta AB e C'D sao ditos comensurdveis se existe
um segmento de reta P(Q) que cabe uma quantidade inteira de vezes em AB e CD.

Suponhamos, por exemplo, que AB tem comprimento 1 e C'D tem comprimento
3/2. Entao, AB e C'D sao comensuraveis, pois um segmento P(Q), de comprimento
1/2, cabe duas vezes em AB e trés vezes em CD.

Suponhamos agora que as medidas de AB e C'D sejam respectivamente iguais
a 2/3 e 5/2. E facil ver que um segmento PQ de medida 1/6 cabe quatro vezes em
AB e quinze vezes em C'D. Logo, AB e C'D sao comensuraveis.

19



De modo geral, se AB tem medida a/b e C'D tem medida ¢/d, entdao AB ¢ CD
sdo comensuraveis, pois um segmento P de medida 1/bd cabe ad vezes em AB e
cb vezes em CD.

Dessa forma, se as medidas de todos os segmentos fossem representadas por
fracoes, dois quaisquer deles seriam sempre comensuraveis. Vejamos, agora, que
isso nao é verdade.

Para tanto, consideremos um quadrado ABC D cujos lados tém ambos medida
igual a 1. Provaremos que a diagonal AC' desse quadrado e um qualquer de seus
lados nao sao comensuraveis, isto é, sao incomensurdvens.

Suponhamos, por absurdo, que AC e BC sao comensuraveis. Nesse caso, existe
um segmento P(Q) que cabe um nimero inteiro de vezes em AC bem como em BC.
Denotando-se esses numeros inteiros por m e n, respectivamente, teremos, pela
definigao de frac@o, que o segmento PQ) tem medida 1/n e AC' tem medida m/n.

Podemos supor que a fracgdo m/n esta na forma reduzida, pois, caso contrario,
poderiamos eliminar os fatores comuns a m e n e obter uma fracao reduzida e
equivalente a esta.

Aplicando o Teorema de Pitdgoras ao Triangulo retangulo ABC, obtemos

2
(@) =2 = m? =22 (2.2)
n

Essa equacao nos diz que m? é um mualtiplo de 2, isto é um namero par. E
facil verificar que o quadrado de um ntimero impar é também um ndmero impar.
Sendo assim, concluimos que m é par. Logo, existe um inteiro a tal que m = 2a.

Combinando-se essa igualdade com a equagao (2.2), temos

(2a%) = 2n? = 4a® = 2n* = n? = 24°

Segue-se que n?, e portando n, é um ntimero par. Dessa forma, m e n sio,
ambos, pares. Tal fato, porém, contradiz a hipdtese de que a fracdo m/n esta na
forma reduzida, o que nos leva a concluir que AC e BC' sao incomensuraveis.

Sabemos que segmentos representados por fragoes, isto é, nimeros racionais,
sao sempre comensuraveis. Portanto, a medida de AC nao é um nimero racional.
Chamando-se essa medida de d, temos que d? = 2. Por essa razao, denotamos esse
nimero por V2.

Ntmeros como /2, os quais representam medidas que ndo podem ser realizadas
por fracoes, sao chamados de irracionais, mais especificamente, irracionais positi-
vos. Para cada ntimero irracional positivo, define-se um ntumero irracinal negativo,
que é o oposto daquele. Por exemplo, o oposto do nimero irracional positivo v/2
& o nimero irracional negativo —v/2.

Um outro fato geométrico relacionado aos ntimeros irracionais ¢ o de que
quando se divide o comprimento de uma circunferéncia qualquer pelo seu dia-
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metro, obtém-se sempre o mesmo nimero, o qual é simbolizado pela letra grega
.

Assim como /2, 7 é um namero irracional. No entanto, a demonstracio desse
fato é bastante dificil. Para se ter uma ideia disso, vale salientar que a irraciona-
lidade de 7 s6 foi demonstrada no século XVIII por J. H. Lambert, em contraste
com a de v/2, que, como vimos, foi feita por volta do século IV a.C.

Provaremos, no préoximo capitulo, que o conjunto dos nimeros irracionais é
infinito. No entanto, podemos nos convencer também da veracidade desse fato
através da representacao decimal desses niimeros.

Vejamos o caso de v/2. Uma vez que o quadrado desse niimero ¢ 2, temos que
1 < v2 < 2. Logo, podemos dizer que v2 = 1 4+ o com 0 < a < 1. Tomando-se

e

a € N tal que 3} < a, teremos 1+ a—; Logo,

a2 10+ a1\ (10 + oy)?
1 —) <2= <2=>—"—<2
(1+ % < 10 ) 100 ’

o que nos da
(10 + ay)? < 200. (2.3)

Uma vez que (10 + 4)* = 14% = 196 e (10 + 5)* = 15% = 225, vé-se que 4 é
o maior valor de oy, para o qual a desigualdade (2.3) é verdadeira. Sendo assim,
podemos dizer que 1,4 é o maior namero decimal que é menor que v2 e que tem
uma casa decimal.

Tomemos agora as € N tal que

Procedendo de maneira analoga, conclui-se que 1 é o maior valor de as, para o

qual a desigualdade
4 (%) 2
14+ —4+—= 2
( T 100) =

¢ verdade, isto ¢, 1,41 é o maior namero decimal que é menor que v/2 e que tem
duas casas decimais.

Esse processo pode ser continuado indefinidamente, obtendo-se, a cada etapa,
uma aproximacao decimal de /2 com um ntmero maior de casas decimais. Se
assim o fizéssemos, obteriamos nas cinco etapas seguintes as aproximacoes 1,414;
1,14142; 1,41421; 1,414213 e 1,4142135.

Dessa forma, assim como as fracoes representadas por dizimas periodicas, v/2
é o ltmite de uma soma infinita:

4 1 4 2 1 3 5
2=l —f— 4 — b —— oy 4 =1,4142135---. (24
V2 M T A A T TR TV A TV ’ (2.4)
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A interpretagao da equacgao (2.4) é a seguinte:

. .. . 4 1 4
(7) comegando-se por 1 e adicionando-se sucessivamente 15, 15z 103
etc., nunca se atingira V2, porém, a cada etapa, se estara mais proximo

dele;

(i1) a soma das n primeiras parcelas pode ficar tao proxima de /2
quando se queira, bastando para tanto que se tome n suficientemente
grande.

Como se vé, as propriedade () e (i), que caracterizam /2 como limite de uma
soma infinita, sao as mesmas que caracterizam como tal uma fracao representada
por uma dizima periodica. Observe, porém que na representacio decimal de /2
nao ha um nimero que se repete ao longo desta, de forma a constituir um periodo.
Com efeito, se fosse esse o caso, obteriamos, a partir dessa representagao decimal,
uma fracio igual a v/2, contradizendo o fato de que esse niimero é irracional.

Sendo assim, a representacdio decimal de /2 tem infinitas casas decimais e néo
constitui uma dizima periodica. Neste contexto, essa ¢ a propriedade que distingue
os nimeros irracionais dos racionais.

Assim, um numero € irracional se, e somente se, sua representacao decimal
tem infinitas casas decimais e ndo constitui uma dizima periddica.

Verifica-se, por exemplo, que a representacao decimal de 7 é

T =3,14159 - .

Com o auxilio de computadores, pode-se obter até milhoes de casas decimais
de um nimero irracional como 7. Note que, no entanto, em constaste com o com-
portamento das dizimas periddicas, as casas decimais de um ntmero irracional
distribuem-se de maneira aleatoria, isto é, o conhecimento de uma delas, por si s6,
nao da informacao alguma sobre o valor da préxima.

E facil ver que ha infinitas maneiras de se obter uma representacio decimal
infinita, de tal modo que esta nao seja uma dizima periddica. Assim temos que o
conjunto dos nimeros irracionais € infinito.

Definicao 2. O conjunto dos nimeros reais, denotado por R, é o conjunto for-
mado pela uniao do conjunto dos niimeros racionais com o conjunto dos ntimeros
irracionais, isto é,

R = {z; = é racioanl ou x é irracional}.
Segue-se dessa definicao que

NczZcQcR
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Além disso, no universo dos niimeros reais, o conjunto dos nimeros irracionais
é o complementar de Q, isto é, é o conjunto R — Q.

A propriedade fundamental do conjunto R é que uma medida qualquer é sempre
representada por um ntimero real e reciprocamente. Assim, o comprimento de
qualquer segmento de reta ¢ igual a um ntimero real positivo.

Mais precisamente, se tomamos uma reta r e representarmos nesta o conjunto
R, teremos que, para cada ntmero real corresponderd um unico ponto de r e vice-
versa, isto €, existe uma correspondéncia biunivoca entre R e os pontos da reta r.
Nesse caso, r é dita a reta real.

Como consequéncia dessa propriedade, costuma-se, por economia, fazer referén-
cia aos nimeros reais como pontos de r e vice-versa. Podemos dizer, por exemplo,
“o ponto v/2”, ao invés de “o ponto de r associado a /27,

Neste contexto, introduzem-se as sequéncias de numeros reais. Diz-se entao que
uma tal sequéncia converge para x € R, se a correspondente sequéncia de pontos
de r converge para o ponto associado a z. Diz-se também que x é o limite da
sequéncia dada.

Por exemplo, 7 é o limite da sequéncia

3 3,1 3,14 3,1414  3,14159

Vale salientar que o conceito de limite de sequéncia é mais geral, e que lidamos
apenas com casos particulares, a saber, sequéncias crescentes (cada termo ¢ maior
que o precedente) e limitadas (existe um namero que é maior que todos os termos
da sequéncia). No entanto tomando-se representagoes decimais, mesmo se consi-
deramos apenas esses casos, nao sera dificil nos convencermos de que todo niumero
real € iwgual ao limite de alguma sequéncia de numeros racionais. No caso de um
nimero irracional a,ajasasay - - -, temos que este é limite da sequéncia

(6 a,00 [eNesYe%) a,01 090 Q,01 0930y

Do ponto de vista formal, o fato de R estar em correspondéncia biunivoca
com os pontos de uma reta caracteriza esse conjunto como um espaco completo. A
definicao precisa desse termo envolve conceitos avancados e nao a daremos aqui.
Convém mencionar, entretanto, que essa caracteristica esta relacionada com o fato
de que certos tipos de sequéncias de numeros racionais, dentre as quais as que
mencionamos, sempre tém um limite.

Veja que no universo dos ntimeros racionais a sequéncia

1 1,4 1,41 1,4142  1,41421 1,414213

nao tem limite, pois, como vimos, ela converge para \/5, que nao é um numero
racional. Nesse sentido, diz-se que Q nao é um espaco completo, contrariamente
ao que se pensava antes da descoberta do primeiro ntimero irracional.
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O mddulo, ou valor absoluto, de um nimero real x, denotado por |z|, é definido

por
r se x>0
] = -z se x <0.

Por exemplo, |3,47564738283 - --| = 3,47564738283--- ¢ | — 7| = —(—7) = 7.

Observe que, para todo = € R,
x| >0 e |z|=0<2=0.

Vejamos agora como comparar dois nimeros irracionais a partir de suas repre-
sentacoes decimais.

Se eles tém partes inteiras distintas, é facil ver que o menor deles serd o que
tiver menor parte inteira. Por exemplo,

2,17639685474 - - - < 3,00047648465743 - - -

Consideremos agora os nimeros irracionais, 0,123 --- e 0,124 ---. Temos que
1 2 3 1 2 9 9 9 9
0,123+ = —F—+— < —F+—+—+—+-—+—+---=0,124 < 0,124 - - -.
’ 10+102+103 1O+102+103+1()‘1—'_10‘“’+1()6+ ’ ’

Esse exemplo justifica a seguinte regra.

No caso de as partes inteiras serem iguais, comparamos casa decimal por casa
decimal até encontramos duas distintas, sendo menor o irracional que tiver, dentre
estas, a casa decimal de menor valor.

Por exemplo, dados x = 3,12375658 - - -, y = 3,12377959 - -- e z = 3,123796587 - - - ,
tem-se r < y < z, uma vez que b < 7 < 9.

J& haviamos visto que hé infinitos niimeros racionais entre dois nimeros raci-
onais dados. Vemos que o mesmo acontece com ntimeros irracionais. De um modo
geral, temos que:

Dados dots nimeros reais distintos x ey, existem, entre eles, infinitos
nuimeros racionais, bem como infinitos ndmeros irracionais.

Por esta razao, os conjuntos Q e R — Q sao ditos densos em R. Mais preci-
samente, um subconjunto A C R é dito denso em R, se os elementos de A estao
espalhados por toda a reta, isto é, se entre dois elementos quaisquer de R, nao
importando quao proximos eles estejam, existirem infinitos elementos de A. Note
que N e Z nao sao densos em R.

Vejamos agora como estender as operacoes ja definidas em Q para o conjunto
R. Para isso, resta-nos definir tais operagoes entre nimeros irracionais entre si,
bem como entre racionais e irracionais.
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No que se segue, definiremos alguns resultados de operacoes em R como limi-
tes de certas somas infinitas. Convém observar, entretanto, que estamos supondo
tacitamente a existéncia desses limites, isto é, a convergéncia das sequéncias cor-
respondentes, o que pode ser provado rigorosamente.

Observemos ainda que, assim como em Q, as operacoes de adi¢ao, multiplicacao
e divisao de nimeros reais positivos podem ser feitas geometricamente, o que sugere
a existéncia dos limites mencionados.

Tomemos, uma vez mais, o irracional V2. Uma vez que sua parte inteira é 1, é
razoavel definirmos, por exemplo,

1+vV2=1+1,414213-- = 2,414213 - - -,

isto é, para adicionar-se a um niimero irracional um niimero inteiro, basta adicionar-
se este & parte inteira daquele, deixando-se inalteradas as casas decimais. Assim,

— 347 =—3+3,14159--- = 0,14159--- e 5+(—9,365209---) = —4,365209- - -

Como regra geral, para adicionar-se um irracional a um nimero real qualquer,
deve-se usar o conceito de limite. Por exemplo, para adicionarem-se 7 e v/2, tomam-
se inicialmente suas representacoes como somas infinitas de fracoes decimais

4 1 4 2 1
Q=14+ — 4+ 4~ 4 Z L= .
V2 +10+102+1O3+104+105+
4 1 5 9

1
— 34— =Ty
TSt T T T T T

Define-se entio v/2 + 7 como o limite da soma infinita

N (L I (R N (e 2o (L D)y
10 10/ "\102 " 102) "\10° " 103) \10% " 10%) "\ 105 " 10°

que, por sua vez, é dada por

4+5+5+5+7+10+ —4+5+5—I—5+8+
10 102 © 103 10* 105 10 102 103 104 ’
isto é,
V247 =14,5558 -
Procede-se igualmente quando efetuamos a adicao de um irracional a um raci-
onal. Por exemplo,

1 4 1 D 9 )
10 102 10®  10*  10° 10

1
w+§:3714159---+0,5:(3+—+—+—+—+—+--- +
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Logo,

+ = 3+ 0 + 1 + ! + > + ) + 3,64159
T — = JR— PR RN PR RN e — e,
2 10 102 10®  10*  10° ’

Dados z, y € R define-se a subtracao x — y por
r—y=z+(-y)

De maneira analoga, define-se a multiplicagao de dois nimeros reais quaisquer,
isto é, como limite de somas infinitas, obtidas a partir de suas representacoes
decimais. No caso dos produtos que envolvem niimeros negativos, observam-se as
mesmas regras de produto de sinais, isto é, o produto de dois nimeros reais de
sinais contrarios é negativo, enquanto o produto de reais de mesmo sinal é positivo.
Convenciona-se ainda que x -0 =0 -z = 0, qualquer que seja = € R.

Assim definidas, verifica-se que a adicao e a multiplicacdo de nimeros reais
tém as propriedades fundamentais da Aritmética.

Vejamos agora como se define a divisao em R.

Dado um numero real y # 0, prova-se que existe z € R, tal que yz = 1. Diz-se
entdo que z = 1/y.

Defini¢ao 3. Se z, y € R, y # 0, a divisdo de = por y é denotada por x/y e

definida por
T 1

Z—x. .
Y Y

Note que, se z, y € Q, essa definicao coincide com a que foi dada anteriormente.

No caso em que x ou y ¢ irracional, procede-se como na adicao e na multi-
plicacao, ou seja, tomam-se as representagoes decimais de x e y e, apds algumas
operagoes, obtém-se o resultado como limite de uma soma finita (se este for um nt-
mero racional que nao é uma dizima periodica) ou infinita (se este for um nimero
irracional ou dizima peri6dica).

Em geral, evitam-se os cdlculos com nimeros irracionais, deixando-os apenas
indicados, como

™ — 3\/5, Q, g, T ete.
3771 /2

O importante é sabermos que essas operacoes estao bem definidas, isto é, que
tém como resultado um ntimero real.

Na pratica, opera-se com niimeros irracionais através de aproximacoes destes.
Por exemplo, se considerarmos 7 ~ 3,141 [lé-se, “pi é aproximadamente igual a
3,1417] e /2 ~ 1,414, teremos

T—V2~ 3,141 — 1,414 = 1, 727.
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Uma vez que, em R, estao bem definidas as operacoes de adicao, subtracao,
multiplicacao e divisao, e considerando a relacao de ordem, temos que esse conjunto
¢ um corpo ordenado. Logo, podemos dizer que

R € um corpo ordenado completo.

Essa é a propriedade fundamental de R, e que o distingue dos demais conjun-
tos numeéricos. Lembrando-se de que QQ, apesar de ser um corpo ordenado, nao é
completo.

Dados, € R e n € N, as poténcias x™ e x~" sao definidas como em Q, isto é,

e " =x-x-z-x.x- -z (n fatores);
c =L n A0,
e 20=1,2#0.

Como anteriormente, dessas definicoes segue-se que, dados p, g € Z e x, y € R,
tem-se
2P - p? = 2PT, (2.5)

Além disso,
o (5=
o (zP)1 = xP9.

Relembremos agora que, por definicao, v/2 é o ntiimero real = tal que 22 = 2.
De um modo geral, prova-se que, se n € N e a € R, a > 0, entao, existe um
dnico nimero real positivo x tal que

" = a, (2.6)

o qual simbolizamos por {/a, lé-se raiz n-ésima de a.

Por exemplo, o ntimero real z = v/3 é tal que 2> = 3, enquanto y = /7 satisfaz
y" = .

Prova-se ainda que a equacao (2.6) admite uma tunica solugao, se n é impar e a
& negativo ou nulo. Igualmente, essa solucdo é representada por {/a. Assim, v/—5
é o nimero real x tal que 2® = —5.

Note que, como em Q, uma poténcia de expoente par sempre resulta num
nimero real nao-negativo. Dessa forma, a equacao (2.6) nao admite solugao, se n
€ par e a € negativo.

Vale observar também que, adotando-se um procedimento analogo aquele da
demonstracio da irracionalidade de v/2, prova-se que, se a € N, entdo /a € um
numero inteiro ou irracional.
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Propriedade 1. Sejam a, b niimeros reais nao negativos e m, n n € N. Entao,

i) fa- /b= ab;
i) ¥/¥a= /.

Demonstra¢ao. Sejam x = {/a e y = /b. Temos, entdo, que " = a e y" = b.

Multiplicando-se essas igualdades membro a membro, obtemos (zy)" = ab. Logo,
por definicao, xy = Vab o que prova (7).

A fim de provarmos (i), facamos z = %/ {/a, isto &, 2™ = /a. Essa igualdade,
porém, nos diz que (2™)" = a, o que implica 2" = a. Segue-se, por defini¢ao, que
z = ™a, o que prova (ii). ]

Vejamos, finalmente, como definir a poténcia a?/9 coma € R, a > 0 e p/q € Q,
de tal forma que a equacao (2.5) permaneca valida para expoente racionais.
Consideremos inicialmente a'/?, ¢ > 0. Devemos ter

Yag+1/g+---+1/q

gl/q‘al/q““.al/z:aj q vezes _CLQ/q_a = q.

TV
q vezes

Fazendo-se = a'/%, essa igualdade nos diz que 29 = a, o que nos sugere a
definicao
a1 = Va.

Agora, se p > 0, temos

Yg+1/g+---+1/q

(%)p:gl/‘l,al/Q,”.,al/q:a p vezes :ap/q.
vV
p vezes

Definimos, entao,
aPl1 = (%)p.

Por fim, se p < 0 e a > 0, definimos

abll = 1 — 1 .
a*p/q /a P
Por exemplo,
32=v3 e 7T_2/3:—1 = !
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Uma aplicacio i geometria. Vimos, anteriormente, que v/2 é um namero ir-
racional. De modo analogo, pode-se verificar que v/3 é também irracional. Vejamos,
entao, no teorema e corolario que se seguem, que uma interessante propriedade dos
triangulos equilateros no plano decorre desse fato.

Teorema 1. Seja ABC um tridngulo em R? com todos os vértices em 7> = 7 x 7,
ely, Uy, U3 as medidas de seus lados. Entdo, a drea de ABC' é um nimero racional
e, para cada i = 1,2,3,0? é um nimero inteiro.

Demonstracao. Uma vez que os vértices de ABC estao em Z?2, podemos inscrevé-lo
num retangulo com lados paralelos aos eixos coordenados, conforme indicado na
Figura 2.1. Assim, cada lado ¢; é a hipotenusa de um tridngulo retangulo A; cujos
comprimentos dos catetos sao inteiros. Dai, e do Teorema de Pitagoras, tem-se que
(% é inteiro para todo i = 1,2, 3.

B = (b,a)
(0,a) N (c,a)

.

\»‘ C = (c,d)

A=(0,0) dee (c.0)
Figura 2.1: a, b, ¢, d € Z.

Temos, também, que as areas dos triangulos A; sao ntimeros racionais, bem
como que a area do retangulo circunscrito a ABC' é um ntimero inteiro. Logo, a
area de ABC, sendo a diferenca entre as areas do retangulo e a soma das areas
dos tridngulos 4A;, € um nimero racional. Isso conclui nossa demonstracao. O

Corolario 1. Nao existe um tridngulo equildtero em R? com todos os vértices em
72,

Demonstracao. De fato, se um tal tridangulo existisse, o quadrado de seu lado,
(2, seria inteiro e sua area, 52\/3/4, seria racional, pelo Teorema 1. Isso, porém,
contradiria o fato de que v/3 é irracional. O
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Capitulo 3

Cardinalidade de Conjuntos

“A nocao de infinito, de que é preciso se fazer um mistério
em Matematica, resume-se no seguinte principio:

Depois de cada ntimero inteiro existe sempre um outro.”
J. Tannery

Neste capitulo, introduziremos os conceitos de cardinalidade e enumerabilidade
de conjuntos. Em seguida, estabeleceremos a enumerabilidade de Q, bem como a
nao enumerabilidade de R. Concluiremos, entao, com a demonstracao do Teorema
de Cantor.

Relembremos, inicialmente, o conceito de funcao.

Definicao 4. Dados conjuntos A e B, uma fun¢io f de A em B, denotada por

f: A — B
r = y=f(v),

¢ uma correspondéncia que a cada elemento x, de A, associa um unico y de B.
Nesse caso, os conjuntos A e B sao chamados, respectivamente, de dominio e
contra-dominio da funcao f.

Na definicao de funcao, como se pode observar, nao se impoem condicoes aos
elementos do contra-dominio B, isto é, alguns desses podem ou nao se corresponder
com elementos de A, sugerindo a seguinte defini¢ao.

Definicao 5. Numa funcao f : A — B, o conjunto formado pelos elementos
do contra-dominio B que correspondem a elementos do dominio A é chamado de
conjunto-imagem de f, o qual denotamos por I'm(f). Sey € B é tal y = f(x) para
algum x € A, dizemos que y é a imagem de = (por f). Em simbolos:

Im(f) ={y € By = f(x), v € A}.
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A igualdade y = f(z) que define uma fun¢do f : A — B, chamada de [es
de correspondéncia ou expressao de f, nem sempre é dada por uma expressao
algébrica, mesmo que A e B sejam conjuntos numéricos.

Por exemplo, dado o conjunto dos nimeros naturais N, a funcao

f: N — Nu{0}
n = f(n),

tal que f(n) é igual & quantidade de nimeros primos (positivos) menores que n, esta
bem definida, isto é, para cada natural n, existe um tnico ntmero correspondente
f(n) em NU{0}.

Vimos que o conjunto-imagem de uma fun¢ao pode ou nao ser igual ao seu
contra-dominio. Igualmente, podemos observar que dois elementos distintos do
dominio de uma fun¢ao podem ter imagens iguais.

Essas consideracoes nos levam a concluir que, nem sempre, uma fungao esta-
belece uma correspondéncia biunivoca entre o seu dominio e o contra-dominio.

Veremos agora que quando essa correspondéncia acontece pode-se inverter a
funcao, realizando entdao uma operagao que, num certo sentido, é semelhante a
inversao de nlimeros reais.

Defini¢ao 6. Uma funcio f : A — B é dita sobrejetiva, se Im(f) = B, isto &, se
para todo yy € B existe xy em A tal que f(zo) = yo. Se f(x1) # f(x2) sempre que
1 # xo, f & dita injetiva. Uma fungao que é sobrejetiva e injetiva é dita bijetiva.

Observemos agora que, uma fun¢ao bijetiva f : A — B estabelece uma cor-
respondéncia biunivoca entre seu dominio A e seu contra-dominio B. Nesse caso,
para cada y de B existe um tnico x de A que lhe é correspondente, definindo assim
uma funcdo de B em A, a qual denominamos inversa de f, e denotamos por 1.
Dizemos, entao, que f é uma funcao invertivel.

Note que se f nao for sobrejetiva, a condicao imposta pela palavra “cada”
serd violada, enquanto, se nao for injetiva, a condicao violada serd a imposta pela
palavra “tinica”. Segue-se que:

Uma fungao é invertivel se, e somente se, é bijetiva.

Definicao 7. Diz-se que dois conjuntos A e B tém mesma cardinalidade, quando
existe uma funcao bijetiva f : A — B. Nesse caso, escreve-se #A = #B. A é dito
finito, se, para algum n € N, #A = #{1,...,n}. Caso contrario, A é dito infinito.
A é dito enumerdvel, se #A = #N.

Observemos que se A C N nao é finito ou vazio, entdo é enumeravel. De fato,
temos que A = {ny,ns,...,nk,...}, em que n; é o menor elemento de A, ny é o
menor elemento de A — {n;}, e assim por diante. O mesmo argumento se aplica a
qualquer conjunto X enumeravel, isto é, se A C X é infinito, entao A é enumeravel.
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Teorema 2. Z e Q sao conjuntos enumerdveis.

Demonstracao. Considere a funcao f : N — Z definida por:

| (n—=1)/2, n impar.
f(n) —{ —n/2, n par.

Claramente, f é uma bijecdo, cuja inversa, f~!: Z — N, é dada por:

1 . —2m, m <Q0.
/ (m)_{Zm—i—l, m > 0.

Logo, #7 = #N, donde Z é enumeravel.

Dessas consideragoes, segue-se também que # (N x N) = #(Z x Z). Porém, pela
unicidade da decomposicao de um nimero natural em fatores primos, temos que
a funcao ¢g : N x N — N, dada por g(m,n) = 2".3™, é injetiva. Logo,

#(N x N) = #g(N x N),

isto ¢, N x N tem a mesma cardinalidade que um subconjunto de N. Desta forma,
N x N é enumeravel, j4 que é infinito. Logo, Z x Z é enumeravel. Agora, basta
observarmos que Q tem a mesma cardinalidade de Z x Z* C Z x Z, donde se infere
que Q é enumeravel. O

Teorema 3. O conjunto dos numeros reais ndo é enumerdvel.

Demonstracao. Para demonstrarmos que R nao é enumeravel, basta mostrarmos
que [0, 1] ndo é enumeréavel.

Suponhamos, por absurdo, que o intervalo [0, 1] seja enumeravel. Como esse
conjunto contém o conjunto infinito A = {%,n € N}, vemos que [0, 1] é também
infinito.

Seja {x1, xa, x3, - -+ } uma enumeragao de [0, 1]. Podemos escrever cada z; na
forma decimal infinita fazendo-se, por exemplo, 0,5 = 0,49999 - - - . Assim,
T = 0, a11a12a13 - -
T2 = 0, agagza93 - - -
i = 0, airaina;s - - -
(ai1, azo, az, - € {0,1,2,--- | 9} sdo os algarismos da representacao decimal de

Vamos agora definir o niimero b = 0, b1b3b3 - - - da seguinte maneira:

by =0,sea;; #0eb; =1, se a;; = 0;
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b2:0,sea227é()ebg:1,seaggz()

e assim por diante. Ou seja, b, = 0, se a,, # 0 e b, = 1, se a,, = 0, para cada n.

Vejamos agora que o nimero b ¢é diferente de xq, pois, por construcao, sua
primeira casa decimal é diferente da primeira casa decimal de x; (by # aq1).

O ntmero b também é diferente de x5, pois by # ass, - - - . Para cada n, o nimero
b é diferente de x,,, pois b, # ann.

Mas isso contradiz o fato de {x1, xo, x3, ---} ser uma enumeracao de [0, 1],
ja que encontramos um ntumero b € [0, 1] que nao estava nessa lista. Portanto o
intervalo [0, 1], e por consequéncia R, nao sao enumeréaveis. O

Dados conjuntos A e B, dizemos que a cardinalidade de A é menor que a de
B, e escrevemos #A < #B, quando existe uma funcao injetiva f : A — B, e nao
existe uma funcao bijetiva de A em B.

Teorema 4. Sejam X1, Xo, -+, X,, conjuntos enumerdveis. A uniago X = U>X, X,
€ enumerdvel.

Demonstracao. Primeiramente vamos observar que, como X; C U, U é infinito.
Os elementos de cada X; podem ser colocados em uma lista infinita, ja que X,
é enumeravel. Assim, vamos considerar a matriz

11 T12 o Tin
Xo1 T2z cr Top
Tml Tm2 *°° Tmn

em que a primeira linha é formada por todos os elementos do conjunto X, a
segunda linha, pelos elementos de X5, e assim por diante.

Os elementos da matriz s@o os elementos do conjunto U. Para mostrar que
U é um conjunto enumerével, teriamos que escrever os elementos de U em uma
lista sem repeticoes. Como nao sabemos quais termos se repetem na matriz, vamos
colocar os elementos da matriz em uma sequéncia (que pode ter repetigoes),

S 1 X11,221,012,T31,L22,L13,L41,L32,L23,L14, " **

observe que a sequéncia s tem uma regra de formacao (semelhante ao que realiza-
mos nos racionais): primeiramente comec¢amos com o termo x1;, depois os termos
cuja soma dos indices é 3, a saber, x5, € 12, depois termos cuja soma dos indices
é 4: 131, Too € 113 € assim por diante.

Como conseguimos escrever todos os elementos da matriz em forma de uma
sequéncia, existe uma funcao de N no conjunto U, que associa os nimeros 1, 2, 3,

33



s respectivamente a T11, 21, 12, T31, 22, 13, T41, T32, L23, T14, * " * . Como a
primeira linha da matriz ja é um conjunto enumerével, logo infinito, os termos da
sequéncia s formam um conjunto enumeravel.

Assim, U é um subconjunto infinito do conjunto enumerével formado pelos
termos da sequéncia s. Pelo teorema 3, U é enumeravel. O

Teorema 5. O conjunto dos numeros irracionais nao € enumerdvel.

Demonstracao. Para demonstramos que R — Q nao é enumerével, relembremos
que, pela Definicao 2, o conjunto dos ntiimeros reais é formado pela uniao do con-
junto dos niimeros racionais com o conjunto dos niimeros irracionais.

Suponhamos, por absurdo, que o conjunto dos niimeros irracionais seja enume-
ravel. Como o conjunto dos niimeros racionais é enumeravel, como demonstrado no
Teorema 2, a uniao do conjunto dos nimeros irracionais com o conjuntos dos ni-
meros racionais ¢ enumeravel, como demonstrado pelo teorema 5. Logo o conjunto
dos ntimeros reais ¢ enumeravel.

Mas isso contradiz o fato do conjunto dos ntimeros reais nao ser enumeravel,
como demonstrado no Teorema 3. Portanto R — QQ nao é enumeravel. O

Teorema de Cantor. Seja A um conjunto arbitrdario. Entiao, #A < #P(A).

Demonstragao. Consideremos a fun¢ao que associa a cada a € A o conjunto {a} €
P(A). Claramente, tal funcio ¢ injetiva.

Tomemos agora uma fungdo arbitraria f : A — P(A) e verifiquemos que f
nao pode ser bijetiva. Para tanto, considere o conjunto X = {a € A;a & f(a)}.
Afirmamos que X ¢ Im(f), donde f ndo é sobrejetiva. De fato, suponha, por
absurdo, que exista a € A, tal que f(a) = X. Se a € X, entdo, por defini¢ao,
a & f(a), o que significa que a ¢ X. Se a ¢ X, tem-se que a ¢ f(a), o que implica
que a € X. Assim, ambas as hipoteses, a € X e a ¢ X, levam a uma contradigao.
Logo, f nao é sobrejetiva e, em particular, nao ¢ bijetiva. O]

Segue-se, entao, do Teorema de Cantor, o fato notével de que existem infinitas
ordens de infinito.
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