UNIVERSIDADE FEDERAL DO Piaui
CENTRO DE CIENCIAS DA NATUREZA
POS-GRADUACAO EM MATEMATICA

MESTRADO PROFISSIONAL EM MATEMATICA - PROFMAT

Recorréncias Lineares Aplicadas ao Ensino da

Matematica na Educacao Basica

Raimundo Pio Mendes Vieira Junior

Teresina - 2013



Raimundo Pio Mendes Vieira Junior

Dissertacao de Mestrado:

Recorréncias Lineares Aplicadas ao Ensino da Matematica na

Educacao Basica

Dissertacao submetida a Coordenacao
Académica Institucional do Programa de
Mestrado Profissional em Matematica em
Rede Nacional na Universidade Federal
do Piaui, oferecido em associacao com
a Sociedade Brasileira de Matematica,
como requisito parcial para obtencao do

grau de mestre em Matematica.

Orientador:

Prof. Dr. Gilvan Lima de Oliveira
Co-Orientador:

Prof. Msc. Joao Benicio de Melo Neto

Teresina - 2013



FICHA CATALOGRAFICA
Servigo de Processamento Técnico da Universidade Federal do Piaui
Biblioteca Comunitaria Jornalista Carlos Castello Branco

Vo657r Vieira Junior, Raimundo Pio Mendes.
- Recorréncias lineares aplicadas ao ensino da matematica na
educagdo basica / Raimundo Pio Mendes Vieira Janior. — 2013.
26 1.

Dissertagdo (Mestrado) — Universidade Federal do Piaui,
Centro de Ciéncia da Natureza, 2013.

“Orientador: Prof. Dr. Gilvan Lima de Oliveira”.

“Co-Orientador: Prof. Msc. Jodo Benicio de Melo Neto™.

1. Algebra Cominada. 2. Matematica - Estudo e Ensino.
3. Combinagdes. 4. Permutagdes. 1. Titulo.

CDD 512.1




Dedico este trabalho a minha mae Maria do Clero
Neiva Leal Vieira e minha amada esposa Maria José

Sousa.



Agradecimentos

Agradeco a minha esposa pela compreensao nos momentos em que estive ausente das

atividades rotineiras e pelo apoio incondicional durante todo o curso.
Agradeco a minha mae e familiares, pelo incentivo e apoio em todas as situagoes.
Agradeco aos meus professores que me forneceram os caminhos do conhecimento.

Agradego aos meus orientadores, Prof. Dr. Gilvan Lima de Oliveira e Prof. Msc. Joao
Benicio de Melo Neto, profissionais admirdaveis e sem os quais este trabalho nao seria
uma realidade. Obrigado pela atenc¢ao, desprendimento e paciéncia com que sempre me

atenderam.

Agradego aos meus colegas de trabalho, pela compreensao e incentivo durante todo o

periodo.
Agradeco aos meus colegas de turma, pelos longos dias de estudo que vivenciamos juntos.

Agradeco (a CAPES, ao CNPq, a FAPEPI) pelo apoio financeiro.

i



il

“Algebra ¢é generosa; ela geralmente nos

da mais do que lhe pedimos.”.

D’Alembert.



Resumo

O presente estudo sobre Recorréncia Aplicada ao Ensino Médio, busca produzir um
texto que possa fornecer ferramentas para utilizacao na educagao bésica,bem como, esti-
mular o leitor aprofundar-se e prosseguir com o estudo do tema. As recorréncias lineares
de primeira e segunda ordens, e método geral de resolugao de recorréncia linear homogénea
foram trabalhados visando uma fundamentacao tedrica, para facilitar a aplicacao em pro-

blemas da educacao basica como combinatoria, probabilidade e progressoes.

Abordamos também problemas cldssicos, com objetivos de situar historicamente o
processo de evolucao dessa teoria, contextualizando e demonstrando as motivacoes que le-
varam ao estudo de recorréncia, pois é um tema que aparece com muita frequéncia durante
o desenvolvimento historico da matematica. Concluimos que a recorréncia é um tema fun-
damental para consolidacao de algumas habilidades como construir significados para os
ndmeros naturais, inteiros, racionais, reais e complexos, de maneira sistematizada, facili-
tando assim o processo de ensino-aprendizagem de analise combinatéria, probabilidade,

binomio de Newton e progressoes, assuntos da grade curricular da educagao bésica.
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Abstract

This study Recurrence Applied to High School, seeks to produce a text that can provide
tools for use in basic education, as well as stimulate the reader deepen and continue the
study of the subject. Recurrences linear first and second order, and general method for
solving linear homogeneous recurrence were developed toward a theoretical foundation
to facilitate application to problems of basic education as combinatorics, probability and
progressions.

We also approach the classic problems with goals to situate historically the process of
evolution of this theory, contextualizing and demonstrating the motivations that led to
the study of recurrence, it is a theme that appears quite frequently during the historical
development of mathematics. We conclude that recurrence is a fundamental issue for
some consolidate skills as construct meaning for the natural numbers, integers, rational,
real and complex, in a systematic manner, thus facilitating the process of teaching and
learning combinatorics, probability, binomial Newton and progressions, Affairs of the cur-

riculum of basic education.
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Introducao

Este trabalho tem como campo de discussao recorréncias que esta presente em contetidos
matematicos da educagao basica, como generalizagoes de sequéncias, progressoes, proble-
mas de fungoes, entre outros. Por isso, o mesmo vem sendo abordado no ensino médio,
inclusive aparecendo em alguns livros didaticos, sendo assim uma ferramenta importante
no processo de ensino-aprendizagem da matematica, além de estabelecer o primeiro con-
tato com a nogao de infinito, ajudando assim a consolidar a competéncia de “Construir

significados para os nimeros naturais, inteiros, racionais, reais e complexos”.

O principal foco desse trabalho estd no compromisso de fornecer ferramentas para que
possa ser trabalhado alguns contetidos da grade curricular da Educagao Basica, apoiado
na teoria de recorréncia, facilitando assim a aprendizagem, pois essa teoria ajuda nos trés
estdgios do ensino da matematica defendida por Lucchesi (1991) que sdo: Observacao de
situagoes problemas, ja existentes e a serem solucionadas; Experimentagao com elementos
da matemadtica, onde deve aparecer o aspecto de causa efeito; Formalizagao de aspecto
l6gico-dedutivo da matematica, este é o mais delicado, pois o aluno vai entrar em contato
com o método dedutivo e as demonstragoes. Para demonstrar uma proposicao, ele vai de
uma afirmacdo que supde ser verdadeira (a hipdtese), e através de uma sequéncia légica

de novas afirmagoes, chegar ao que se quer demonstrar (a tese).

No capitulo 1, buscamos uma fundamentagao tedrica através de defini¢oes, propri-
edades e exemplos de forma sucinta sobre a teoria, destacando as recorréncias lineares
de primeira e segunda ordens, bem como um método geral de resolucao de recorréncias
lineares homogeéneas. Em alguns momentos essa teoria serd desenvolvida sobre tépicos da
Algreba Linear, principalmente nas sequéncias determinadas pelas recorréncias, ajudando

assim a generalizacao de alguns resultados.



Sumario 2

No capitulo 2, destacamos trés exemplos classicos da aplicacao da teoria de recorréncia.
O método de Hierao para extrair raizes quadradas, um dos primeiros registros na histéria
da matematica da utilizagdo de nogoes de recorréncia. A Torre de Handi, um jogo in-
ventado pelo matematico frances Edouard Lucas em 1883, onde o nimero minimo de
movimentos necessarios para conseguir atingir o objetivo do jogo, é determinado por uma
recorréncia linear de primeira ordem. Também um problema do livro Liber Abacci, Os
Coelhos de Fibonacci, envolvendo a sequéncia Fibonacci uma das sequéncias mais co-
nhecidas na matematica, onde sua solucao é determinada por uma recorréncia linear de

segunda ordem.

No capitulo 3, mostramos alguns contéudos do ensino médio, Combinatoria, Probabi-
lidade, Binomio de Newton, Progressoes aritméticas e geoméricas que podem ter a apren-
dizagem facilitada com a utilizacao da teoria de recorréncia. Alguns estudiosos, como
Guzmén (1992) defendem a utilizacdo de alguns contéudos da Matematica Discreta na
educacao bésica por considerar conteidos suficientemente elementares, podendo assim fi-

gurar em um programa de matematica da educacao basica, o que ocorre em alguns paises.

Portanto, esse trabalho tem como objetivo principal auxiliar no processo de construgao
da aprendizagem dos conteidos abordados no capitulo 3, de maneira contextualizada,

significativa, proporcionando a interdisciplinaridade.



Capitulo 1

Fundamentacao Tedrica

Daremos inicio a este trabalho explorando algumas defini¢oes béasicas sobre sequéncias,
recorréncias lineares de primeira e segunda ordem, objetivando um embasamento tedrico
para posteriormente, fazer aplicacoes em resolugoes de problemas mateméaticos da educagao

bésica.
1.1 Sequéncias

Uma sequéncia de nuimeros reais pode ser entendida como uma lista infinita e orde-
nada de niimeros reais, ou seja, existirao o primeiro termo, o segundo termo, o terceiro
termo e assim sucessivamente. Uma sequéncia é uma funcao definida no conjunto dos

numeros naturais, que cada n € N associa um nimero x,, € R.

Usaremos a notacao Xx,, para o n-ésimo termo da sequéncia X. Em particular a sequéncia
que é fornecida o primeiro termo (ou sao fornecidos os primeiros termos) e os termos se-
guintes sao dados em funcao dos termos anteriores, sao ditas sequéncias definidas por
Recorréncia.

Alguns exemplos de sequéncias e operagoes definidas por recorréncias:

i) A sequéncia definida por: xg = 3 € Xxn41 = 3xn + 1, para n € IN. Entao, temos a

sequéncia X ={3,10,31,94, ...}
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ii) A famosa sequéncia de Fibonacci que tem a seguinte relagdo de Recorréncia:
Xo = 1,xy = 1 e Xnio = Xni1 + Xn, para n € IN. Logo a sequéncia Fibonacci é

X=1{1,1,2,3,5,8,13,21,34...}

iii) A operagao exponenciacao x™ com x € IR e n € IN, pode ser definida por re-
corréncias, observe:

Xp =X €Xni1 =Xn.X, parax € IR en € IN.

iv) A definigdo da multiplicacdo de dois nimeros naturais m.n por recorréncia:
n=1—-ml=m

mn =m(n—1)+m, para m,n € IN.

v) O fatorial de um nidmero natural n € IN ¢ definido pela recorréncia:
0! = Xo = 1

M+ =%xp = M+1)xn

vi) Segundo Markuchevitch (1985), uma sequéncia periédica é recorrente. Podemos
263
exemplificar com a dizima periédica 105 = 0,5313131.... que representa uma recorréencia

onde: xg =5,%x1 =3, X2 =1, x3 =3, x4 = 1,.... Portanto x,, 2 = x,, para todon > 1.

Uma recorréncia da forma: xn1p = CiXnyp—1+ ...+ Cpxy + f(n), para todo n > p,
Ci é uma funcdo em n com i € {1,2,3,...,p} e C, # 0, corresponde a uma recorréncia

linear de ordem p. Quando f(n) = 0, a recorréncia é dita homogénea.

1.2 Recorréncias Lineares de Primeira Ordem

Quando p = 1, a equagao Xnip = CixXnip_1 + ... + Cpxpn + f(n), tem a forma,
Xnt1 = Cixn + f(n), e é denominada recorréncia linear de primeira ordem. A sua re-

solugao serd dividida em dois casos:
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Primeiro as recorréncias lineares de primeira ordem homogéneas (f(n) = 0), cuja

forma é x 1 = Crxn. Podemos resolver esse tipo de recorréncia da seguinte maneira:

X1 = CU.XO
X9 = C1.%q
X3 = CQ.XQ
X4 = C3.X3

n—1
Multiplicando membro a membro as igualdades acima, obtemos x,, = < Ci> Xg.

i=0
n—1
Exemplo: A solucao da Recorréncia X1 = (N+1)xn, X9 =2, é X = [ A+1)] xo.
i=0
n—1
Como sabemos que H(i +1)=1.2.3...n=nl Portanto, x,, = 2n!.
i=0
n—1
Um caso particular x,,; = Cx,, para C constante, a solucao é x, = [ C] X0,
i=0
n—1
como H C=C.C...C=C" Logo, xn, = C™x,.
i=0

Agora vamos analisar as recorréncias lineares de primeira ordem nao homogéneas
(f(n) # 0), o tipo mais simples dessas recorréncias é x,, 11 = X + f(n). Podemos obter a
solucao da seguinte forma:
x1 = Xo + f(0)
Xo = X1 + (1)
X3 = Xg + (2)
X4 = X3 + (3)

n—1
Adicionando membro a membro as igualdades acima, obtemos x,, = xg + Z f(k)
k=0

Exemplo: Para resolver a recorréncia x, 1 = X, + N e Xg = 2, basta observar:
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O0+n—1n nmn-—1)
2 2

n—1 n—1
Xn =%+ k Como ) k=0+1+2+ .+n—1=
k=0 n=0
—1
xn:2+¥.

, entao

n—1
A solucao da equacao xn,1 = xn, + C para C constante é x, = x¢ + Z C. Como
k=0

3
L

C=C+ C+...4C =n.C, segue que x, = xg + n.C.
0

~
|

Para analisarmos os casos mais complexos de recorréncias lineares de primeira ordem

nao homogéneas, usaremos o seguinte teorema:

Teorema 1: Toda recorréncia linear de primeira ordem nao homogénea pode ser trans-

formada em uma recorréncia do tipo Yni+1 = yn + f(n).

Demonstracao: Seja x, 11 = g(n)x,+h(n), com h(n) # 0, sendo a,, uma solugao nao
nula de X, 1 = g(n).x,, entao a1 = g(n).a, e substituindo x,, = a,yn na recorréncia,
obtemos:

Xni1 = g(M)xn +h(n) = any1Yns1 = ang(n)yn + h(n)
= g(n).anyn+1 = ang(m)yn + h(n), dividido por g(n).a,, temos:

Yni1 = Yn + h(n).lang(n)] 7, fazendo h(n).[ang(n)]~" = f(n), segue:

n—1
Yni1 = Yn + f(n) cuja a solugao corresponde y,, = yo + Z f(k). Portanto a solucao da
k=0
X0

n—1
recorréncia X, +1 = g(n)x, + h(n) é x, = a, (yo + E f(k)) com yg = —.
a
k=0 0
Exemplo: Para resolvermos a recorréncia X, 11 = 2x, + 2™ e xg = 1, observa-se que
a, = 2™ é uma solugao da recorréncia Xn11 = 2x,. Agora substituindo x,, = 2™y,
na recorréncia, obtemos 2™y, ;1 = 2.2™y, + 2", que dividido por 2™*! resulta em
1 - ~ n X0 n n—1
Yn+1 =Yn + 27 cuja solucao é yn, =yo + 5 Note que — =1, logo x,, = 2™ +n2™" .
Qo
Uma recorréncia linear de primeira ordem nao homogéna com coeficientes constantes

tem a seguinte forma: x,,; = ax, + b. Usaremos o Teorema 1 para determinar sua

solugao.
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Uma solugao de x, 11 = ax, é x, = a™. Substituindo x, = a™y, na recorréncia

obtemos a™ 'y, = a.a™y, + b, que dividido por a™*! resulta em yn 1 = yn + prEy
n—1 n
ja solucdo ¢ yn = > j = bl = = yo. Portant
cuja solugdo é yn = yo + kT O SeA: Yn = Yo + P e Xg = Yp. Portanto,

k=0

Esta recorréncia x, 11 = ax, + b, também pode ser analisada em um ponto de vista
de um operador linear, A:R*® — R* no espaco R, cujos elementos sao as sequéncias
x = {X1,X2,...Xn,...}, onde o operador A associa a cada sequéncia x a nova sequéncia

Yy = AX, cOmM Ypn = Xn41 — Xy

Temos o conjunto V = {x € R*; Ax = b}, formado pelas solugoes do sistema linear
Ax = Db, e N(A) é um subespago vetorial de R®. Fixamos ¢ € V| isto é, Ac = b e afirma-
mos que V=c+N(A),comd € N(A) = A(c+d) =Ac+ad=b+0=b=c+deV.
Logo ¢ + N(A) C V. Reciprocamente,
xeEV=x=c+(c+d) =c+d.
=b=Ax=A(c+d)=Ac+Ad=b+Ad
=b=b+Ad
= Ad=0
=x=c+dec+N(A). Entdo V C c+ N(A).

Portanto, a solucao da equacao Ax = b é a soma de uma solucao para um determinado

valor de b (usaremos Ax = 0) com a solu¢ao particular da equacdo Ax =b.
a) A solugdo Ax = 0, é a mesma da recorréncia do tipo X411 = ax, que é X, = a™xo.

b) Sendo ¢ uma solugao particular temos:
c=ac+b, logoc=Db(l—a)!, como c# 1 esendo p o primeiro termo, temos:
Xxn = a™ + (1 —a)"!'b. Note que xo = p+ (1 —a)"'b = p =x— (1 —a)'b
= Xn = a"[xg— (1 —a)~'b] + (1 — a)~'b substituindo segue:

Xn=a"xg—a*(1—a)'b+(1—a)"'b
ab n b
(1—a) (1—a)

X = a™xg —
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b(l—a")

Xn = axg + W

1.3 Recorréncias Lineares de Segunda Ordem

Daremos énfase as recorréncias lineares de segunda ordem com coeficientes constantes,
que tem a forma: Xn 9+ axny1 + bx, = f(n), com b # 0. Inicialmente analisaremos as
recorréncias lineares de segunda ordem com coeficientes constantes homogéneas, ou seja,

recorréncias do tipo: Xn o 4+ axni1 + bx, = 0.

De acordo com Lima (2001), essa equagao pode ser representada pelo sistema:

Xn+1 = Yn
Xn+2 = —bXn — QYn
0 11 . . _ .
onde A = ¢ a matriz correspondente ao sistema. Entao o polinomio ca-
—b —a

racteristico é dado por P(A) = det(A — Al), onde I é a matriz identidade. Portanto,
P(A) =A%+ aA+D.

Os teoremas a seguir, tem como objetivo determinar as solugoes das recorréncias line-

ares de ordem 2 com coeficientes constantes.

Teorema 1: Sendo r uma raiz da equacao caracteristica A2 + aA +b = 0 entdo a

sequéncia R ={1, 7,12, ...,t™, ...} é solucdo da recorréncia Xn2 + aXnt1 + bxn = 0.

Demonstracao: Sendo r # 0 e substituindo x,, = ™ na recorréncia X, 12 + QXny1 +
bx, = 0, obtemos: ™2 + ar™ ™ +br* =1 (r2 +ar+b) =1™.0 = 0, ou seja, X, =T é

solugao da recorréncia X, 1o + axni1 + bxy, =0

Para determinar o espaco das solucoes, definimos S como conjunto das sequéncias
numéricas que satisfazem a recorréncia X,,s + axn41 + bx, = 0 e consideramos x, =
(x1,X%2,...) €Yn = (Y1,Y2,...) em S e x € R. Entao:

Xn +Yn = (—aXn_1 — bxn_2) + (—ayn_1 — byn_s)
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Xn + Yn = —(1(an1 + ynfl) - b(xnf2 + ynf2)

e Xn = &(—axn_1 —bxn ) = —aloxn 1) — blaxn_2)

Para todo n # 2 o que vem provar que S é sub-espago vetorial de R*.

Teorema 2: Sejam x,, a solugao da recorréncia X, 9+ axn11 +bxn, =0 e 11 € 79, com
T1 # To, raizes reais da equagao caracteristica. Entao, 3 = {{r]'}, {r}'}} é uma base de S e

neste caso, existem ¢, d € R, tais que x,, = cr{* +dry, n € IN.

Demonstragao: As sequéncias R ={1,7,13,..., 11, ...} e S={1,19,73,..., 70, .. .} sao
solugoes da equagao Xn o2 + aXni1 + bx, = 0, como 11 # T3, 08 vetores inicias (1,711) e
(1,79) sao linearmente independentes em RR?, logo R e S s@o linearmente independentes
em R*. Entao toda solucao desta equacao se exprime, de modo tinico, como combinagao

linear. Assim a solucao geral da recorréncia X, 1o + axn41 + bx,, = 0 é portanto,

Xn = Cr' +dry

Logo, B = {{rT'},{r}}} ¢ uma base de S.

Exemplo: Seja a seguinte recorréncia: Xnio = 6Xpi1 — 8Xn, onde xg = x; = 1. O
polindomio caracteristico dessa equacio serd: A2 — 6A + 8 = 0, cujas raizes sao 1} = 2 e
19 = 4. Pelo Teorema 2, temos que{(2™), (4™)} é uma base para as solucoes da recorréncia.
logo existem c, d tais que: x,, = crl* 4+ dr}. Entao:
xo=1=c¢(2)+d4)’=1=c+d=1
xi=1=c2)'+d4)=1=2c+4d =1

3 —1
Resolvendo este sistema, obtemos ¢ = 5 ed= -5 Assim a solugao geral da equagao é
3 1
n==(2") —=(4").
Xn = 5(27) = S(47)

Teorema 3: Sejam x,, a solugdo da recorréncia X, 2 + aXny1 + bxn =0 e 1T # 0 a raiz
real dupla da equacao caracteristica, isto é, 2r + a = 0. Entao, f = {{r"},{n.rv™}} é uma

base de S e, neste caso, existem ¢, d € R, tais que x, =cr™ 4+ dnr™, n € IN.

Demonstracao: Temos que R = {1,7,7%,...,1™,...} é solucao da recorréncia Xn o +
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aXn41 + bxn = 0 e veja que a sequéncia S = {0,r,2r%,...,nr", ...}, ou seja, x, = nr*

também é solucao da recorréncia, pois:

Xnio + QXny1 +bxp = M+ 22 fan+ 1) b = M n(r? +ar +b) +
r(2r+ a)] = ™Nn.0+r.0 = 0. Observe que os vetores (1,r) e (0,7) sdo linearmente
independentes, logo a solucao geral da recorréncia tem o formato:

Xn = cr™ 4+ dnr™ =0, assim, = {{r"},{nr"}} é uma base de S.

Exemplo: Seja a seguinte recorréncia: X9 = 6Xn 11 — 9%y, onde xg = x; = 1. O
polindémio caracterfstico dessa equacao serd: A2 — 6A +9 = 0, cuja a raiz é T = 3. Pelo
Teorema 3, temos que {(3™),n(3™)} é uma base para as solugdes da recorréncia. Logo
existem c, d tais que: x,, = cr™ + dnr™. Entao:
xo=1=¢(3)+d0B3)°=1=c=1

—2
x1:1:>c(3)1+d.1.(3)1:1:>3c+3d:1:>d:?

Resolvendo este sistema, obtemos ¢c =1e d = %2 Assim a solucao geral da equacao é
Xn = 1.(3™) — gn(S“) =3"— gn(B“).

Teorema 4: Sejam x,, a solucao da recorréncia X, 2+ aXn1+bx, =0er=a+pi=
plcos(0) +isen(0)] (B # 0 e i =+/—1) raizes complexas da equacdo caracteristica.
Entao, f = {pcos(nO), psen(nd)} é uma base de S e neste caso, existem c¢,d € R, tais

que X, = p"lc.cos(nd) +1i.d.sen(nd)].

Demonstracao: Sendo Z = plcos(0) + i.sen(0)], pelo Teorema 1 temos que R =
{1,z,22,...,2", ...} é solucao Xnio + axXni1 + bxn = 0, logo p™cos(nd), p"sen(nd), e as
sequéncias R = {1, pcos(0), p?cos(20),...,p"cos(nd),...} e
S =10, psen(0), p?sen(20),...,p"sen(n0d), ...} sao também solucao da recorréncia.

. Note que (1, pcosB) e (0, psend) sao vetores linearmente independentes, logo a solugao

geral da recorréncia tem a forma:
Xn = p"[c.cos(mB)+i.d.sen(n0O)]. Assim, p = {pcos(nO), psen(nO)} é uma base de S.

Exemplo: Seja a seguinte recorréncia: Xni;2 = —9x,, onde xg = x; = 1. O po-
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linbmio caracteristico dessa recorréncia sera: A% + 9 = 0, cujas rafzes: z; = 3i =
3lcos(Z) + i.sen(Z)] e z, = —31 = 3lcos(3F) + i.sen(2F)] . Pelo Teorema 4, temos
que {3cos(n7),3sen(n7} ¢ uma base para as solugoes da recorréncia. Logo existem c, d
tais que: x, = 3"[c.cos(n%) +1i.d.sen(nF). Entao:

xo=1= 3% c.cos0+dsenl] =1=c=1

x1 =1=3'ccosT+dsenf]=1=d=

Wl =

. Assim a solugao geral da equagao é x, = 3™[cos(n7) + i.g.sen(ng)].
Agora analisaremos as recorréncias lineares de segunda ordem nao homogéneas, ou

seja, Xni2 + aXny1 + bxy = f(n).

Teorema 5: Seja a,, uma solucao da recorréncia X, 2 + axXn41 + bx, = f(n), substi-

tuindo x,, = an 4+ Y, na recorréncia obtemos yn 2 + ayn1 + by = 0.

Demonstracao: substituindo x, = a,, +yn na recorréncia obtemos: (a2 +a.an1+
ban)+ (Yni2+ a.yni1+byn) = f(n). Como a, é solugao da recorréncia X 12+ axn41+
bx, = f(n), temos an, 2 + a.any1 + ba, = f(n). Logo an,2 + a.any; +ba, =0e

Yni2 + aYny1 + by =0.

Para Lima et al. (2006), esses tipos de recorréncias tem solucao formada por duas
parcelas, uma solucao qualquer da nao-homogénea e a solucao da homogénea. A solucao
da homogénea foi trabalhada anteriormente, e por tentativa encontraremos a solugao da

nao-homogeénea.

Exemplos: Resolvendo a recorréncia X, 1o — 5Xn 11 + 6X,, = 1 + 3.4™, obtemos:

A equacao caracteristica 12 — 51+ 6 = 0, cujas rafzes sao 1 = 2 e T, = 3, entdo a solucao
da homogénea X, 19 — HXny1 + 6x, =0, é Yy, = C12™ + Co3™. Agora para determinar a
solucao particular S,,, da recorréncia X, 12 — 5Xn 41 + 6xn = 1+ 3.4™, devemos substituir
Snhem Xpi2 — 5Xny1 + 06X, para encontrarmos 1 + 3.4™.

Supomos que S, seja S, = An+ B + C.4™. Substituindo na recorréncia: X, 19 —5Xni1 +
6x, = 1+ 3.4™, temos:

AM+2)+B+C4™2 —5AM+1)+B+C4A™" ] +6(An+B+C4™) =1+ 34"
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An +2A + B 4 16.C.4™ — 5An — 5A — 5B — 20.C.4™ 4+ 6An + 6B + 6.C.4™ = 1 4 3.4™
2An —3A 4 2B 4 2.C4™ = 1 4 3.4™.
Logo: 2An=0=A=0,—3A+2B=1=>B=1¢2C=3=C=3.

13

Spo== 4 oyn
273

Portanto, a solugao da recorréncia é a soma y,, com S0 Xy, =yn +Sn = C12™ + Co3™ +

1 3
=+ -.4™
2 * 3

1.4 Solucao para Recorréncias Lineares Homogéneas

Dada a recorréncia: apXn4p + Qp—1Xn4p—1+...+aoxn =0,n >0 em que ag, ..., ap
sao constantes, e os valores de x; sd@o conhecidos para i = 0,...,p — 1. Supondo que a
recorréncia admite uma solucao do tipo x,, = A™, em que A # 0 é um parametro inteiro.

Temos o seguinte polindémio caracteristico: a,AP + ap,_1AP 1 + ... 4+ oA’

O polinémio caracteristico tem as raizes complexas Aq,...,A, com multiplicidades
®q, Ko, ..., € N, respectivamente. Segundo Moreira (2007), as raizes da recorréncia
OpXnip + Ap—1Xnip—1 + ... + QoXn = 0 s@o exatamente as sequéncias (xn) da forma
Xn = Qi1(M)AT + Q2(M)AY + ... + Q+(n)AT, onde Qq,..., Q, sdo polindomios com grau

(Qi) < i, 1 < i< r. Por exemplo, se A; é uma raiz simples entao Q; é constante.

Sendo P(x) = apXP + a1 XP~! + ... 4+ ap um polinémio, podemos afimar que uma
sequéncia (xn)nen satisfaz Rec(P(x)), ou seja, a recorréncia cujo polinémio caracteristico

é P(x) se apXnip + Ap—1Xnip—1 + ...+ QX =0, para todo n € N.

Observe as seguintes afirmagoes:
a) Se as sequéncias (Xy) e (Yy) satisfazem Rec(P(x)) e ¢ € C entdo (Z,) = X;, + ¢cYn
satisfaz a Rec(P(x)).
Se as sequéncias (Xy) e (Yy) satisfazem Rec(P(x)) temos, apXnip + Qp_1Xnip_1+ ...+
AoXn = 0 € QpYnyp + Qp—1Ynsp—1 + ... + aoyn = 0. Note que (Z,) = Xy + ¥y =
OpXntp + Ap—1Xnip—1 + ... + AoXn + C(ApYnip + Ap—1Ynip—1 + ... + AQoYn) = 0 =

ap (Xntp + CYntp) + Ap—1(Xnip—1 + CUnip—1) + ... + ao(Xn +cyn) = 0. Assim (Z,) =
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Xn + cYy satisfaz a Rec(P(x)).

b) Se Q(X) = b, X"+b, X" 1+...+bge (X,) satisfaz Rec(P(x)) entao, (X,,) satisfaz
Rec(P(X)Q(X)).
Pois, Se (Xn) satisfaz Rec(P(x))entdo, apXnip + Qp—1Xnip—1+ ...+ aoxn = 0.
Como P(X).Q(X) = (apXP + ap 1 XP 1+ ...+ ag) (b X"+ by X" 1+ ...+ by),
este polinomio gera a recorréncia
(apXnip + AQp—1Xnip—1+ ...+ ApXn ) (brXnpr +br1Xngr1 + ...+ boxn) = 0.(brXp iy +
br1Xnir—1 + ...+ boxn) = 0. Concluimos que (X;,) satisfaz Rec(P(X)Q(x)).

c) (Xy) satisfaz Rec(P(x)) se e sé se (Yn) = % satisfaz Rec(P(AX)). Para concluir

P
este fato, basta substituir X,,;j = ?\““Ynﬂ- em Z ajXn4; = 0.
=0
d)Se S, = Z Xp entao (x ) satisfaz Rec(P(x)) se e s6 se (Sy) satisfaz Rec((x-1)P(x)).

p=0
n
Para provar é necessdrio apenas substituir Xn4j11 = Snqj41 —Snyj em Z AjXntjr1 = 0.
=0
Agora, provaremos por indugao que Y, = Q(n) satisfaz a Rec((x — 1)™), de fato:
(i) Para m = 1, temos que Y, = Q(n), com Q(n) = C constante, satisfaz a Rec(x-1),
pois Vo1 —Yn=0=Qn+1)—Qn)=0=C—-C=0.

(ii) Por hipétese de indugao: Y, = Q(n) satisfaz a Rec((x — 1)™!). Entao usando o

item (d) S,, = Z Q(1i) satisfaz a Rec((x — 1)(x — 1)™ 1), ou seja, S,, = Z Q(1) satis-

faz a Rec((x —1)™). Note que, pelo item (c) podemos afimar que Z Q(i)A™ satisfaz a

i=1

Rec((x —A)™).

Observe que (x —A)™ = (x — A)* . (x — A2)*2 ... (x — A,)* = P(x) pelo o item (b),

Xn = Z Qi(n)A, com o grau Q; < o4 para 1 <1 < 1, satisfaz Rec(P(x)).
i=1

Contudo, a solugao geral da recorréncia linear homogénea com coeficientes constantes

é xn = Qu AN + Qa(UAR + ... + Q, (M)A
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Problemas Classicos

2.1 O método de Hierao para Extrair raizes quadra-
das

Segundo Hodgson (2008), Hierao apresenta no inicio do livro I da sua obra Métricas

um problema que utiliza a férmula para o cédlculo de area de um triangulo cujos trés

at+b+c
2

é o semi-perimetro do triangulo. Neste problema, Hierao aplica sua formula ao triangulo

lados sdo conhecidos (a, b e ¢), A = y/p(p —a)(p —b)(p —c). No qual p =

cujos lados medem, respectivamente, a = 7, b = 8 e ¢ = 9. Neste caso, é necessario

calcular v/12.5.4.3 = v/720. Entéo ele afirma como 720 ndo é um quadrado perfeito, e
sugere a extragao da raiz quadrada de 720, da seguinte maneira: Como o primeiro nimero
quadrado perfeito maior que 720 é 729, cuja raiz é 27, divida 720 por 27, e o resultado é
2 . 2 L L1 -
26+ 3’ adicione 27 e obtemos 53+ 3’ tome a metade, que € igual a 26+ 5 + 3 multiplicado

1
por ele mesmo da 720 + 36 de modo que a diferenca (dos quadrados) é TR Para tornar

1
esta diferenca menor do que 36’ colocaremos 720 + 36 achado héa pouco no lugar de 729
e, repetimos o processo, acharemos que a diferenca (sobre os quadrados) é muito menor
1
do que —.
47 36
Hierao trabalha a ideia de repetir o cédlculo, a partir do valor obtido anteriormente,

afim de aproximar a raiz quadrada procurada tanto quanto quisermos. Temos assim um

14
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dos mais antigos exemplos de um algoritmo de recorréncia. Obtemos, pela interagao
do processo de Hierdo, uma sucessao infinita, {an} de nimeros a;, as, as,..., tal que

limy 0o an = Vk. Nesta sucessdo, cada termo estd relacionado com o anterior por

1 k
A1 =3 (an+a—n>.

Temos portanto uma sucessao definida por recorréncia, um método poderoso para de-

finir sucessoes (ou, equivalentemente, fungoes f: IN— IR).

2.2 A Torre de Hanoi

E um jogo bastante conhecido que pode ser encontrado em lojas de brinquedos de
madeira ou ainda facilmente fabricado. O jogo é composto por n discos de diametros
distintos com um furo no seu centro e uma base onde estao fincadas trés hastes. Numa
das hastes, estao enfiados os discos, de modo que nenhum disco esteja sobre um outro de

diametro menor.

A

O objetivo do jogo consiste em transferir a pilha de discos para uma outra haste,

deslocando um disco de cada vez, de modo que, a cada passo, nenhum disco esteja sobre
um outro de didmetro menor. Alguns questionamentos surgem naturalmente como: O
jogo tem solucao para cada n € IN? Em caso afirmativo, qual é o nimero minimo J,, de
movimentos para resolver o problema com n discos?

Para responder a primeira pergunta usamos indugao: Loégico que P(1) é verdade, pois
para um disco basta um movimento (J; = 1). Suponha que P(n) seja verdadeiro, para
algum n; ou seja, que o jogo com n discos tem solucao. Vamos provar que o jogo com
n + 1 discos também tem solugao. Para isso, por hipétese o problema para os n discos

superiores da pilha, transferindo-os para uma das hastes livres possui solugao J,.
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Agora, transfira o disco que restou na pilha original (o maior dos discos) para a haste vazia:

[ 1 (_ij

Feito isto, resolva novamente o problema para os n discos que estao juntos, transferindo-os

para a haste que contém o maior dos discos: Isso mostra que o problema com n + 1 discos
também possui solugao, e, portanto, por Indugao Matemadtica, que P(n) é verdadeira para

todo n € IN.

|'_!

B R

Para resolver a segunda questao basta observarmos que para resolver o problema para
n + 1 discos com o menor nimero de passos, temos, necessariamente, que passar duas

vezes pela solucao minima do problema com n discos. Logo Jn+1 = 2], + 1.

Para achar uma férmula fechada para o termo de ordem n da sequéncia, note que
uma solugao nao nula de Jn.1 = 2J4 é Jo = 2™ ! | fazendo J, = 2™ 'x, obtemos
2™"Xny1 = 2™xn + 1, ou seja, Xni1 = xn + 277, logo:

Xo = X1 + 21

X3 = X9 + 272

Xn—1 = Xn—2+ 22

Xn = Xn-—1+ 2l

Adicionando as igualdades acima, obtemos X, = x; +2 1427242734 2 nF2 9t
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Como 271 +272 4273+ 4272 4 271+ & yma progressao geométrica de razao
21 temos:
271'[(271)n71 _ 1]
2-1—1 '
Xn =X — 2+ 1.

Xn = X1 +

Mas Jon = 2" !, e J1 = 1, segue que x; = 1 e x, = 2 — 2'"™. Portanto, J, =
gn—l(g —9l-m) —on _ 1
Entao a féormula do nimero minimo J,, de movimentos para resolver o problema com n

discos é: J,, =2™ — 1 para n € IN.

2.3 Os Coelhos de Fibonacci

Segundo Lopes (2006), um problema classico do matematico italiano Leonardo de Pisa,
cujo enunciado é “Quando casais de coelhos podem ser produzidos a partir de um nico
casal durante um ano se: a) cada casa originar um novo casal em cada més, o qual se

torna fértil a partir do segundo més; e b) nao ocorrerem mortes?”. Apresenta a seguinte

solucao:
meés | Numero de casais | nimero de casais | total
do meés anterior recém-nascidos

1° 0 1 1
2° 1 0 1
3° 1 1 2
4° 2 1 3
5° 3 2 5
6° 5 3 8
7° 8 5 13
8° 13 8 21
9° 21 13 34
10° 34 21 55
11° 55 34 89
12° 89 55 144

Portanto, o nimero de casais de coelhos num determinado mes é igual ao nimero
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total de casais dos dois meses anteriores. Se denotarmos o nimero de coelhos existentes
no enésimo mes por X,_1, temos, entao, que Xni2 = Xni1 + Xn; Xg = X1 = 1, ou seja,
uma recorréncia linear de ordem 2 homogénea, que determina uma sequéncia de niimeros
naturais, chamada de sequéncia de Fibonacci, cujos elementos, chamados de ntimeros de
Fibonacci, possuem propriedades aritméticas notaveis, que ainda hoje sao objetos de in-

vestigacao.

Uma recorréncia do tipo Xn 12 = Xn41 + Xn 8O permite determinar o elemento X, 9
se conhecermos os elementos anteriores X,, 1 € X, que, para serem calculados, necessi-
tam do conhecimento dos dois elementos anteriores, e assim por diante. Fica, portanto,
univocamente definida a sequéncia quando sao dados xg e x;. A sequéncia de Fibonacci

corresponde a recorréncia, onde xg = x; = 1.

Para obtermos a férmula fechada para o termo geral da sequéncia, é necessario obser-

1++/5
9

varmos que a equacao caracteristica é r> = r+1 e as suas rafzes sao dadas por 1; =

1—+5
€ To =

Xo =0 (155)" 4 oo(155)"

. Entao,

Para determinar C; e C,, basta usar xg = x; = 1, teremos o seguinte sistema:

Ci+C=1
c (545) s (45 =1

Ch O
NN

temos que ¢, =

o595 ()

Entao a féormula do termo geral da sequéncia de Fibonacci é:
L<1+\/5)n+1_i(1—\/5
V5 2 V5 2

n+1
Xn = ) para todo n € IN.
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Aplicacoes de Recorréncia no Ensino

Médio

3.1 Combinatoria

Na maioria dos materias didaticos do Ensino Médio é comum a presenca do problema
classico de combinatoria que busca determinar a quantidade de blocos distintos que po-
dem ser formados utilizando as letras a, b e ¢, onde a quantidade de letras de um bloco
¢ denominado comprimento. Por exemplo, a quantidade de blocos de comprimento 3, é:
(aaa), (aab), (aba), (baa), (aac), (aca), (caa), (abb), (bab), (bba), (acc), (cac), (cca),
(abc), (ach), (bac), (bca), (cab), (cba), (bbb), (bbc), (beb), (cbb), (bec), (cbe), (ccb) e
(cce), ou seja, 27 blocos. Poderiamos ter utilizado o principio fundamental da contagem,

3.3.3 =27.

Agora, vamos calcular quantos blocos de comprimento 3, podemos formar, tal que a le-
tra a ndo ocupe posicoes adjacentes: (aba), (aca), (abb), (bab), (bba), (acc), (cac), (cca),
(abc), (ach), (bac), (bca), (cab), (cba), (bbb), (bbc), (beb), (cbb), (bcce), (cbe), (ccb) e
(cee), ou seja, 22 blocos. Poderiamos ter utilizado o principio fundamental da contagem,
3.3.3 = 27 retirando , (aaa) 1 possibilidade, (aay) com y € {b, c} 2 possibilidades, (yaa)
com y € {b, c} 2 possibilidades, um total de 5 possibilidades, entao temos 27 —5 = 22 .

Usaremos a notacao f(n) para uma funcao f : N — N, onde f(n) representa o nimero

de blocos de comprimento 3 que posso formar com as letras a,b,c tal que a letra a nao

19
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ocupe posicoes adjacentes. Note que:
f(1) = 3, pois os blocos de comprimento 1 sao (a), (b), (c).

f(2) = 8, pois os blocos de comprimento 2 sao (ab), (ac), (ba), (b,c), (b,b), (c,a), (¢,b),
(c,c).

Para generalizar, analisaremos os problemas dos blocos de comprimento n da seguinte

forma, a ultima posicao de cada bloco pode ser ocupada de duas maneiras, veja:

(i) Se a ultima posigao for ocupada pela letra a, temos que a peniltima posi¢do nao
pode ser ocupada pela letra a, logo podemos usar b e ¢, duas possibilidades. Para a
ocupacao das posicoes restantes (n—2), é a mesma situacao de determinarmos o nimero
de blocos de comprimento n— 2, ou seja, f(n—2). Entao o nimero de blocos com a letra

a na ultima posicao é 2f(n — 2).

(ii) Se a ultima posigao for ocupada pela letra b ou ¢, temos 2 possibilidades. Para a
ocupacao das posicoes restantes (n— 1), é a mesma situacao de determinarmos o nimero
de blocos de comprimento n — 1, ou seja, f(n — 1). Logo o nimero de blocos com a letra

b ou ¢ na ultima posicao é 2f(n — 1).

Portanto, o nimero de blocos de comprimento n que podemos formar com as letras
a,b,c tal que a letra a nao ocupe posicoes adjacentes é f(n) = 2f(n — 1) + 2f(n — 2),
uma recorréencia linear de segunda ordem do tipo Xni2 — 2Xny1 — 2X,, = 0 onde x; =

3423 n
1 4+v3 e xo = 1 —V/3. Resolvendo a recorréncia obtemos x,, = (+T\/_) (1 +\/§) +

(2=22) 0-va)"

Podemos usar a formula da solugcao geral para resolver o seguinte problema: Quantos
blocos de comprimento 4 posso formar com as letras a,b,c tal que a letra a nao ocupe

posicoes adjacentes é:

X = (%) (1+v3)" + (#) (1-v3)".
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Xn = (3+2f> (28 +16/3) + ( 2\/_) (28 —16/3).

6
180 + 1044/3 180 — 1044/3
Xn=|——— |+ [ ——).
6 6
X = 320 Assim, temos 60 blocos.

3.2 Probabilidade

Um problema bastante explorado nos livros do ensino médio sao lancamentos con-
secutivos de uma moeda honesta (experimentos independentes). Adotaremos a seguinte
notacao: k quando o resultado do lancamento for cara e ¢ para coroa. Verificamos que
os possiveis resultados deste experimento podem ser representados por blocos formados
pelas letras k e ¢ de comprimento n. Um total de blocos de n langcamentos é 2™, agora
vamos considerar que em n lancamentos nao possa ficar duas caras consecutivas, ou seja,
determinar o numero de blocos onde as letras k nao fiquem adjacentes, basta analisar
as possibilidades para a tultima posicao de cada bloco, que pode ser ocupada de duas

maneiras, veja:

Usaremos a notagao f(n) para uma fungao f : N — N, onde f(n) representa o niimero
de blocos de comprimento n que posso formar com as letras ¢,k tal que a letra k nao ocupe
posicoes adjacentes.

(i) Se a ultima posigao for ocupada pela letra k, temos que a peniltima posi¢ado nao
pode ser ocupada pela letra k, logo podemos usar apenas ¢, uma possibilidade. Para a
ocupacao das posicoes restantes (n—2), é a mesma situacao de determinarmos o nimero
de blocos de comprimento n— 2, ou seja, f(n—2). Entao o nimero de blocos com a letra

k na tltima posicao é f(n — 2).

(ii) Se a ultima posigao for ocupada pela letra c¢. Para a ocupagao das posicoes res-
tantes (n — 1), é a mesma situacao de determinarmos o numero de blocos de compri-
mento N — 1, ou seja, f(n — 1). Logo o numero de blocos com a letra ¢ na iltima
posicao é f(n — 1). Portanto, o nimero de blocos onde as letras k nao fiquem adja-

f(n)

centes é f(n) = f(n — 1) + f(n — 2). Agora dividindo f(n) por 2™ obtemos o =
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fln—1) N f(n—2)

, como a probabilidade de que em n lancamentos nao tenhamos

2n 2n
f filn—1
duas caras consecutivas é dado por P(n) = %, segue que P(n — 1) = % e
fln—2 1 1
Pn—2) = (;ln—2)’ Concluimos que P(n) = §P(n —1)+ ZP(n — 2), uma recorréncia
3 )

linear de segunda ordem do tipo: 4xny2 = 2Xn41 + Xn, com P(2) = 1°¢ P(3) = 3 cuja
olucio é . — (BT3B (145 “+ 5—3v5\ (1—V5\"

R T 1 10 i)

Usando a férmula da solugao geral, podemos resolver o seguinte problema: probabili-

dade de que em 4 lancamentos nao tenhamos duas caras consecutivas é:

(SO () () )

10 4 10 4
L 5+43v5Y\ (56 + 2445 N 5—3v5Y (56 —244/5
T 10 256 10 256
L 640 + 2884/5 N 640 — 288y/5
T 2560 2560
1280
X4 = ——=
2560
1
X4—§.

3.3 Progressoes Aritméticas

Podemos definir uma Progressao Aritmética (P.A) como sendo uma sequéncia de
numeros (a,) tal que, a partir do segundo termo, cada termo a, é igual ao anterior
a,_1 somado a uma constante r chamada de razao. Portanto, é dado o primeiro termo ag
e define-se a,, = an_1 + 1; se n > 1, ou seja, recorréncia linear de primeira ordem. Para
achar uma féormula fechada para o termo de ordem n da sequéncia, observe que:
a,=aqy+r
a =a;+7
as =Qas + 71
Qn-1 =0Qpn-2+7T

an =0n—1 +7T

Adicionando membro a membro as igualdades acima, obtemos a, = ag + n.r
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Entao a férmula do termo geral de um progressao aritmética é: a,, = ag + n.r para

todo n € IN.

Podemos também representar uma Progressao Aritmética através de um outra re-
corréncia, basta observar que an, o = Any1 + 7T € Any1 = an + T, eliminando o valor
de r nas igualdades obtemos an 2 — any1 = Any1 — An, logo anio = 2an41 — an, OU
seja, uma recorrencia linear de ordem 2. Note que a equagao caracteristica da recorréncia
Onio = 20an41 —an 6 72—2r+1 = 0, onde 1 é raiz dupla, entao a solucao da recorréncia é

xn = C.1™"4dnl"™, logo xg = c e x; = c+d, segue d = x;—xo = r. Portanto, x,, = xg+mn.71.

3.4 Progressoes Geométricas

Uma Progressao Geométrica (P.G) é uma sequéncia de niimeros (a,) tal que, a partir
do segundo termo, cada termo a, ¢ igual ao anterior a,_; multiplicado por uma cons-
tante q chamada de razao.

Portanto, é dado o primeiro termo ay e define-se a,, = an_1.q; se n > 1, uma re-
corréncia de primeira ordem. Para achar uma férmula fechada para o termo de ordem n

da sequéncia, observe que:

a; = ap.q
a; = a;.q
as = aq.q

Multiplicando membro a membro as igualdades acima, obtemos a, = ag.q™

Entao a férmula do termo geral de um progressdao geométrica é: a,, = (ag).q™ para

todo n € IN, uma recorréncia linear de primeira ordem.
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3.5 Binomio de Newton

Considere o binomio (a + b)™, onde n é um ntmero natural, tal que seu desenvolvi-

mento tem a seguinte férmula:

(a+b)" = (g) a™ + (111) a™ b + (g) a™ % 4 .+ (2) b".

Sabemos que, se (p j_ 1) = k(g), entao k = u. Para achar uma férmula fe-

p+1
chada para o termo de ordem k+1 do desenvolvimento do binoémio (a+b)™ onde 0< k < n,

observe que:

T1=ClTL

(n—0) b n.b
T, =T. —=T.—
T 0+ a Y a

- n=1)b _ (n—-1)b

T3_T2.(1+1).Q_T2. o

m—2) b (n—2).b
T, =T, — =Ty
T2+ ) e T 3a
........... e S
T, T, = =T
TR 14+ 1) e K ka

Multiplicando membro a membro as igualdades acima, obtemos
Lmbn—1b (m—2)b (n—k+1)b

T =a

a 2a¢ 3a ka
- _atb*nn—1)(n—-2)...(n—k+1)
T gk 11.2.3.2..k o
o a2 DT E

Como nn—-1)n—-2)...nm—k+1) _ (n

temos que:
Kl k) ’ q

n
Ty = a“_k.bk.( k) Entao a férmula do termo geral do desenvolvimento de um
binémio (a + b)™ é:

Tei1 = (2) a™ *.b* para todo n,k € IN e 0< k < n.



Capitulo 4

Consideracoes Finais

Este trabalho contempla um estudo inicial de Recorréncias Lineares, abordando aspec-
tos tedricos e aplicacoes em situacoes-problema da educagao bésica. Apresentando uma

linguagem acessivel e objetiva aqueles que estao tendo o primeiro contato com o tema.

Este estudo permite a utilizacao de novas ferramentas, a fim de auxiliar no processo
ensino-aprendizagem dos seguintes conteidos de Matematica da Educagao Basica: Combi-
natoria, Probabilidade, Progressoes e Binomio de Newton, conteidos no qual é observado
um desinteresse por parte de alguns alunos, justificado pelo elevado grau de dificuldade na
resolucao de problemas, fenomeno vivenciado em sala de aula. Dessa forma, Recorréncia
podera ajudar a solucionar tal dificuldade, pois esse conteido torna-se atraente devido
a possibilidade de unificar solugoes através de uma solucao geral, além de motiva-los a
aplicar essa teoria em outras areas da Matematica, como: Geometria, Fungoes, entre

outras.

25



Referéncias Bibliograficas

[10]

[11]

Lima, E. L. et al. - A Matemdtica do Ensino Médio. 2 vol. SBM, 2006.
Lima, E. L. - /[lgebm Linear. Colegao Matematica Universitaria - IMPA, 2001.

Markuchevitch, A. - Sequéncias Recorrentes. Iniciacdo na Matematica, Editora Mir

Moscou 1985.

Callioli, A.C., Domingues, H.H. - Algebra Linear e Aplicacoes. Editora Atual, 1990.
Feller, W.- An Introduction to Probability and its Applications. 2 vol. J.Wiley.
Graham, R.L., Knuth.D.E. - Matemdtica Concreta. LTC Ed. 1995.

Lucchesi,D.C. - Metodologia do Ensino da Matemdtica.Cortez. Sao Paulo, 1995.

Guzman, M. - Tendencias Innovadoras en Educacion Matemdatica Bulleti de la Soci-

etat Catalana de Matematiques - nium 7, 7-33. Barcelona, 1992.

Moreira, C.G. - Sequéncias Recorrentes. Revista da Olimpiada Regional de Ma-

tematica de Santa Catarina - n° 4, pp 55-69. 2007.

Hodgson, B. - Uma Breve Historia da Quinta Operacoes. Departamento de Ma-

tematica e Estatistica - Universidade de Laval, Québec, 2008.

Lopes, A.K.T. et al. - Matemdtica. SEED-PR. 2006.

26



