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RESUMO

KONAGESKI, Dionatan Miguel Fiorin. Experiéncias Concretas na Aritmética Modular. 128
p. Dissertacdo - Programa de Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional - PROF-
MAT, Universidade Tecnolégica Federal do Parand. Curitiba, 2019.

A Aritmética Modular possui inimeras aplicacdes na educacdo bésica. E para isso faz-se
necessdrio o entendimento dos conceitos basicos da Aritmética Modular. Este trabalho tem como
objetivo aplicar de forma ludica o contetido desta teoria nos Chryzodes, no quebra-cabega de
boliche médulo 6 e médulo 10, no jogo de dardos, entre outros. Com essas aplicagdes procuramos
mostrar uma maneira diferente de trabalhar a Aritmética Modular em sala de aula, maneira
esta que ird proporcionar ao educando participar de forma mais atrativa das aulas. Acreditamos
que tais aplicagdes deveriam ser abordadas na educagio bdésica, visto sua importancia e sua

aplicabilidade no cotidiano como podemos perceber neste trabalho e em muitos outros.

Palavras-chave: Aplicacdes da Aritmética; Chryzodes; Quebra-Cabeca de Boliche; Jogo de
Dardos.



ABSTRACT

KONAGESKI, Dionatan Miguel Fiorin. Concrete Experiences in Modular Arithmetics. 128
p. Dissertation - Programa de Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional - PROF-
MAT, Universidade Tecnoldgica Federal do Parand. Curitiba, 2019.

Modular arithmetic has numerous applications in basic education. For that, it is necessary to
understand the basic concepts of Modular Arithmetic. The aim of this work is to playfully
apply the content of this theory in Chryzodes, the module 6 and module 10 bowling pin puzzle,
darts game, among others. With these applications we seek to show a different way of working
Modular Arithmetic in the classroom, which will provide the student with an attractive way to
participate in classes. We belive that such applications should be addressed in basic education,

given their importance and applicability in daily life as we can see in this work and many others.

Keywords:Arithmetic Applications; Chryzodes; Bowling Pin Puzzle; Darts Game.
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INTRODUCAO

A motivacao da escolha do tema e os assuntos abordados se deu pela falta do conheci-
mento sobre a Aritmética Modular antes de ingressar no PROFMAT. Ao realizar a disciplina
de MA-14 (Aritmética) fiquei impressionado com o que estava estudando. Com destaque aos
conteidos de Equacdes Diofantinas Lineares, Congruéncias e Teorema Chinés dos Restos, que
tinham aplicacdes diretas no cotidiano. Essa motivacdo me fez questionar: "Por que esses con-

teddos nao sdo enfatizados na educagdo basica?"

Partindo dessa pergunta apresentamos esse trabalho sobre Aritmética Modular, com
enfoque em aplicacdes lddicas que podem ser realizadas na educacgdo bdsica, estimulando o
desenvolvimento mental e fazendo com que o aluno construa o conhecimento de uma forma
mais prazerosa. Além de apresentar os conteidos em sala de aula de forma contextualizada nas

situacdes do cotidiano do aluno. O que € afirmado nos Pardmetros Curriculares Nacionais (PCN):

As necessidades cotidianas fazem com que os alunos desenvolvam capacidades
de natureza pratica para lidar com a atividade matemadtica, o que lhes permite
reconhecer problemas, buscar e selecionar informacdes, tomar decisdes. Quando
essa capacidade € potencializada pela escola, a aprendizagem apresenta melhor
resultado. (BRASIL, 1998, p.37)

E ainda:

A institui¢do social escola passa a ser um dos espagos privilegiados de for-
macdo e informacdo, isto é, onde a aprendizagem dos contetidos deve estar
relacionada ao cotidiano dos alunos. Assim, ela, além de possibilitar aos alunos
a apropriac@o dos contetdos de maneira critica e construtiva, precisa valorizar a
cultura de sua prépria comunidade, contribuindo para o exercicio de cidadania.
[(BRASIL, 1997, p.45-46) apud (OLIVEIRA, 2014, p. 44)]

E por isso que um dos principais objetivos deste trabalho é fornecer ferramentas que
permitam que os alunos aprendam e visualizem a importancia da Aritmética Modular em suas
vidas cotidianas. Para isso existem vdrias atividades que podem ser usadas para se trabalhar em
sala de aula, como por exemplo a congruéncia que existe no reldgio e nos Chryzodes, quantos
dias se passam no calendario Maia, a congruéncia no quebra-cabeca de boliche, como descobrir
a quantidade de vezes que iremos adicionar ou subtrair dois ndmeros dados e assim chegar no
resultado desejado e como a precisdo e a resolu¢do de uma equagdo diofantina nos ajudam a

ganhar um jogo de dardos.
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Com este tipo de atividades procuramos mostrar uma maneira diferente de trabalhar
Aritmética na sala de aula, uma maneira que motive e faca com que o aluno participe das aulas.
Além de proporcionar uma visdo ampla acerca dos conteidos e mostrar que existem elementos

de ligacdo entre os mesmos, conforme € dito nos Parametros Curriculares Nacionais (PCN):

- muitas vezes os conteidos matematicos sdo tratados isoladamente e sdo
apresentados e exauridos num dnico momento. Quando acontece de serem
retomados (geralmente num mesmo nivel de aprofundamento, apoiando-se nos
mesmos recursos), € apenas com a perspectiva de utilizd-los como ferramentas
para a aprendizagem de novas nocdes. De modo geral, parece ndo se levar em
conta que, para o aluno consolidar e ampliar um conceito, ¢ fundamental que ele
0 veja em novas extensdes, representacdes ou conexdes com outros conceitos.
(BRASIL, 1998, p.22 e 23)

Desta forma, o professor pode propor aos alunos atividades que estdo no contexto co-
tidiano de maneira ludica afim de potencializar a aprendizagem e tornar as aulas mais ricas e

atraentes.

A seguir, vamos descrever o trabalho de forma mais detalhada.

OBJETIVO GERAL DO TRABALHO

Apresentar conceitos basicos da Aritmética, bem como algumas aplicacdes do cotidiano

na educacio bdsica.

OBJETIVOS ESPECIFICOS DO TRABALHO

Relacionar Aritmética com Geometria e Algebra;
» Apresentar aplicagdes da Aritmética;

* Destacar a importancia de aplica¢des para o ensino-aprendizagem:;

Salientar a importancia do lidico para o ensino-aprendizagem:;

Estudar as propriedades dos nlimeros inteiros junto com suas operagoes.

ESTRUTURA DO TRABALHO

No capitulo 1, abordamos os principais conceitos da Aritmética Modular, e alguns de
seus aspectos histéricos, que sdo necessarios para o entendimento dos demais capitulos. Damos

destaque neste capitulo para o Algoritmo Bindrio de Euclides [1.4] e a Equagdo Diofantina
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Linear com trés varidveis [1.8], conteddos que ndo sdao abordados em (HEFEZ, 2016a).

O capitulo 2 visa mostrar vdrias aplica¢des dos conceitos trabalhados no capitulo 1, entre
eles: Reldgios [2.1], Calendério Maia [2.2], Chryzode [2.3], Quebra-Cabeca [2.4], Enigmas de
descobertas [2.5] e Jogo de Dardos [2.6]. Todas essas atividades podem ser usadas no ensino dos

conceitos do capitulo 1 na educacdo bésica.

O capitulo 3, € destinado a apresentar propostas de atividades no ensino basico que
servem para revisar ou fixar os conceitos basicos da Aritmética. Dentre as propostas temos a do
Chryzode [3.1], a qual foi realizada com uma turma do 9° ano do ensino fundamental e o resultado
dos trabalhos podem ser conferidos no Apéndice do trabalho; proposta de atividade do Quebra-
cabeca do boliche médulo m [3.2]; atividade de Nimeros Cruzados [3.3]. Uma observagao para
esta ultima atividade € que ela pode ser adaptada para qualquer conteido da matematica e nao
sO para conteudos relacionados com Aritmética. Por fim, sabendo da dificuldade que as vezes
o professor enfrenta em criar ou encontrar exercicios para suas aulas resolvemos propor uma
atividade de Resolucdo de Exercicios [3.4] de diferentes niveis de dificuldade para a educacgao

basica sobre Aritmética.
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1 CONCEITOS PRELIMINARES DA ARITMETICA

Antes de iniciar nossos estudos, € preciso destacar alguns conceitos bdsicos presentes na
Aritmética que serdo de grande valia e de suma importancia para o entendimento deste trabalho.
No decorrer deste capitulo utilizamos as seguintes referéncias (HEFEZ, 2016a), (SANTOS,
2014) e (DOMINGUES, 2009).

1.1 DIVISIBILIDADE

Sejam a e b dois nimeros inteiros. Diz-se que a divide b, ou que a € divisor de b, ou
que b é divisivel por a, ou ainda que » € multiplo de a, se existir um nimero inteiro k tal que

b = a - k. Usaremos a | b para indicar que a divide b.

Por outro lado, quando ndo existir nenhum nimero inteiro k tal que b = a-k, diz-se que a

ndo divide b. Neste caso utilizaremos a notagéo a 1 b.

Exemplo 1.1. Observe os exemplos:
1. 3]27;
2. 4415.

A seguir estabeleceremos algumas propriedades da divisibilidade.

Proposicao 1.2. Dados os niimeros a, b, ¢ € 7, temos que:

—

. 1l]a,alaeal0;

2. 0| a se, e somente se, a = 0;
3. a| b se, e somente se, |a| | |b];
4. sea|beb|c,entioa | c;

5.seb#0ea|b,entio |a| < |b];

@)

. sea|beb|a,entdo |a| =|b|.
Demonstracao:

1. Decorre imediatamente das igualdadesa=1-a,a=a-1e0=a - 0;
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Suponha que O | a. Entdo existe k € Z tal que a =0 - k. Como k - 0 = 0, para todo inteiro

k, entdo a = 0. Reciprocamente, observamos que 0 | 0, o que foi provado no item anterior;

. Sejam a, b € Z. Temos que se a | b, entdo b = k - a, para algum k € Z. Aplicando médulo

a ambos os membros da igualdade, obtemos |b| = |k- a| = |k| - |a|. Agora fazendo |k| = ki,

(com k; € Z), temos |b| = ky - |al, que nos dd que |a] | |b].

Reciprocamente, se |a| | |b], entdo |b| = k- |a| para algum k € Z. Logo, b = +ka. De onde

temos que a | b.

Suponha que a | b e b | c. Portanto existem k; e ky € Z, tais que b = ki-a e ¢ = ko-b.

Substituindo o valor de b da primeira equagdo na segunda equacdo, obtemos:
c=ky-b=ky-(ky-a)=(ka-k1)-a

0 que mostra que a | c.

. Se a | b, entdo existe um inteiro k; tal que b = k;- a. Como b # 0, temos que nem a € nem

ki podem ser zero. Dai, |k;| > 1. Assim:

bl = k1 - al = [k |]a] Z]al.

Portanto, |a| < |b|.

. Suponha a = 0. Como a | b, devemos ter b = 0, logo |a| =0 = |b|.

Por outro lado, suponhamos a # 0, logo b # 0, pois b | a. Pelo item 5, como b | a e a | b,
segue que |b| < |a| e |a| < |b], 0 que mostra que |a| = |b].
O

Exemplo 1.3. 1. 1|(-3);4|4e7]0;

2.

3.

4.

5.

6.

0]0;

2 | 4, assim como (-2) | 4, (-2) | (-4) e 2 | (-4);
7|14 e 14 |28,1logo 7 | 28;

-5 | 15, temos que |5| < |15];

(-11) | 11 e 11 | (-11), entdo |(-11)| = [11].

Proposicdo 1.4. Dados os niimeros a, b, ¢, d € Z. Se a | b e ¢ | d, entdo a-c | b-d.
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Demonstracdo: Sea | be c | d, entdo existem ky, ko € Z tais que b = ky-a e d = ky-c. Sendo

assim, temos que:
b-d = (ky-a)(ka-c) = (k1-k2)(a-c).

Logo, a-c | b-d.

Exemplo 1.5. Se 3| 6¢e (-2) | 4, entdo 3 - (-2) | 6 - 4, ou seja (-6) 24.

Proposicao 1.6. Sejam os niimeros a, b, ¢ € Z, tais que a | (b + c). Entdo a | b se, e somente se,

alec.

Demonstracdo: Suponha que a | (b - ¢). Portanto, existe ky € Z tal que b - ¢ = a-k;.

Se a | b, entdo existe ko € Z tal que b = a-ky. Desta forma, a -k =b—c=a-ky — ¢,

donde segue-se que ¢ = a-ky - a-ky = ¢ = a-(ks - k1). Logo a | c.

Reciprocamente, se a | ¢ entdo existe k3 € Z tal que ¢ = a-ks. Desta forma, a - k; =

b—c=0b—a- ks, donde segue que se b = a-(k; + k3). Logo a | b.

Se a | (b+c¢), o resultado segue do caso anterior. L]
Exemplo 1.7. Sabemos que 3 | (12 - 15), como 3 | 12 temos que 3 | (-15).

Proposicao 1.8. Sendo a, b, ¢ € 7, se ac | bc entdo a | b, para todo ¢ € Z*.

Demonstracdo: Como a - c | b- ¢, segue-se que existe k € Ztalque b- ¢ = a - ¢ - k. Sendo que
c é diferente de zero, pela lei do corte, segue que b = a - k. Dai, a | b.
O

Exemplo 1.9. Se3-5|9-5,entdo 3 | 9.

Proposicdo 1.10. Sejam os nimeros a, b, ¢ € Z, tais que a | b e a | c. Entdo para todo

xey € Z, temos que a | (x-b + y-c).

Demonstracdo: Suponha que a | b e a | c. Portanto, existem k; e ko € Z tais que b = a-k; e

¢ = a-ky. Sendo assim:

x-b+y-c=x(aky)+y(aks)=a(xky+yks),
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0 que prova o resultado.
O

Exemplo 1.11. Sejam os nimeros 3,6 ¢ 9, taisque 3 |6 e 3 | 9. Entdo 3 | (6 -z + 9 - y) e assim
parax = 110ey = —2,temos que 3 | (6 - 110 + 9 - (—2)).

1.2 DIVISAO EUCLIDIANA

Euclides era um matemadtico grego, que viveu aproximadamente em 365-300 a.C. Os
matematicos geralmente se referem a ele simplesmente como "Euclides"”, mas as vezes ele é

chamado de Euclides de Alexandria para evitar confusdo com o filésofo Euclides de Megara.

Figura 1 — Euclides de Alexandria

o

Fonte: (WIKIPEDIA, 2018)

Muito pouco se sabe sobre a vida de Euclides, exceto que ele ensinou em Alexandria,
no Egito. Ele pode ter sido educado na Academia de Platdo, em Atenas, ou possivelmente por
alguns dos alunos de Platdo. Ele ¢ uma figura histérica importante porque a maioria das regras
que usamos hoje em geometria sdo baseadas nos escritos de Euclides, especificamente no livro

intitulado "Os Elementos". Por isso ele € considerado o pai da geometria.

No livro "Os Elementos", reuniu tudo o que se sabia sobre matematica em seu tempo.
Assim, recolheu as obras de grandes matematicos que o precederam. E sua contribui¢do ndo era
na solucdo de novos problemas, mas na ordenacao de todos os métodos conhecidos, formando

um sistema que permitia reunir tudo que era conhecido para descobrir e provar novas ideias.

Um equivoco que se comete com frequéncia é pensar que os Elementos sdo uma
obra apenas sobre Geometria. Na verdade, hd muito de Aritmética e Algebra em
vérios dos livros dos Elementos. O que € verdade - e isso explica, pelo menos
em parte, a origem do equivoco - € que a Matematica grega, na época em que
Euclides comp0s sua obra, era toda ela geometrizada. (AVILA, 2001, p.2)

Para demonstrarmos o Algoritmo da Divisdo de Euclides, que diz que € sempre possivel

efetuar a divisdo de a por b e obter um resto, precisamos antes definir o Principio da Boa
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Ordenacdo e a Propriedade Arquimediana. Assim:

Principio da Boa Ordenacao

Todo conjunto nao-vazio de inteiros positivos contém um elemento minimo.

Propriedade Arquimediana

Sejam a, b € Z, com b diferente de zero. Entdo existe n € Z tal que n - b > a.

Agora, usaremos esses resultados, para demonstrar esse importante instrumento na obra

de Euclides, que € um resultado central da teoria dos nlimeros.

Teorema 1.12. Dado a,b € Z, b # 0, existem uinicos inteiros q, r chamados respectivamente de

quociente e resto, tais que:
a=bq+r,com0<r<|b|

Demonstracao: Sejaoconjunto M ={x=a-bylyecZ } N ((NU {0}).

Existéncia: Pela propriedade Arquimediana, existe n € Z, tal que n(-b) > -a. Portanto,
a —nb > 0, o que mostra que M € ndo vazio. Note que o conjunto ) é limitado inferiormente
por 0. Sendo assim, pelo Principio da Boa Ordenagdo, temos que M possui um menor elemento
r. Suponhamos que 7 = a - bg. E claro que r > 0, mostremos que r < | b |. Suponha, por absurdo,
, 0 qual contradiz

que 7 > | b |. Desta forma, existe m € NU {0}, talque r=|b| +me 0 <m<|r
o fato de r ser o menor elemento de M, poism = a - (¢ = 1)b € M. Logo, a = bg + r, com

0 <r <|b|,oque prova a existéncia de g e r.

Unicidade: Suponha que a = bq + r = bg; + 71, onde ¢, q1,7,71 € Z,0 < r < |b| e
0 < r; < |b]. Assim, temos que -|b| < —r < r; —r < r; < |b|. Portanto, |r; — 7| < |b|. Por

outro lado, b - (¢ — q1) = r1 — r, 0 que implica que |b| - |¢ — ¢1| = |r1 — 7| < |b], 0 que é possivel

quandoq = q er = ry. [

Observacao 1.13. O algoritmo acima é chamado Algoritmo da Divisdo de Euclides.
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1.3 MAXIMO DIVISOR COMUM E O ALGORITMO DE EUCLIDES

1.3.1 MAXIMO DIVISOR COMUM (MDC)

Diremos que um ndmero natural d > 0 é o mdximo divisor comum (mdc) de a, b € Z

(com a # 0 ou b # 0) se possuir as seguintes propriedades:

(1) d é um divisor comum de a e de b;

(ii) Se ¢ é um divisor comum de a e b, entdo c | d.

Portanto, se d € o mdc de a, b e ¢ € um divisor comum desses ndmeros, entio ¢ < d. Isto
mostra que o maximo divisor comum de dois niimeros € efetivamente o maior dentre todos os

divisores comuns desses nimeros.

Em particular, isto nos mostra que, se d e d’ s@o dois maximos divisor comum de um
mesmo par de ndmeros, entdod > d’ e d’ > d, logo, d = d’. Ou seja, o mdc de dois nimeros é

dnico.

O maximo divisor comum de a, b € Z € denotado por (a, b). Assim, podemos observar

ainda que:

i) (a,b) = (b,a);
ii) (a,b) = (—a,b) = (a,—b) = (—a, —b).

Exemplo 1.14.

i) (4,8) = (8,4) = 4;
i) (5,15) = (=5,15) = (5,—15) = (=5, —15) = 5;
iii) (3,7) = 1.

Exemplo 1.15. Seja D(a) o conjunto dos divisores inteiros de um nimero inteiro a, entdo temos
que:

D(40) = {£1, £2, £4, 5, £8, £10, £20 e £40}.

D(48) = {£1, £2, £3, +4, £6, £8, 12, £16, £24 e £48}.

Observando os conjuntos dos divisores de 40 e de 48, verifica-se que estes apresentam
nimeros comuns, que sdo: {+1, +2, +4, +8 }. Assim, o (40,48) = 8.
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A nocdo de médximo divisor comum entre dois nimeros inteiros pode ser generali-
zada para n inteiros. Assim, um numero natural d serd dito mdc de dados nimeros inteiros

ai, as, ..., a, todos ndo nulos, se possuir as seguintes propriedades:

1) d é um divisor comum de ay, as, . .., a,;
ii) Se ¢ é um divisor comum de ay, as, . . ., a,, entdo c | d.

Observacao 1.16.

1. (al)=1;

2. (a,0) =la

, se a é diferente de zero;

>

3. a| b se, e somente se, (a,b) = |a

4. Se (a,b) = 1, entdo a e b sdo denominados primos entre si.

Exemplo 1.17.

1. 42,1)=1;
2. (2018,0) = 2018;
3. (7,14) =7, pois 7 é divisor de 14;

4. (5,9) =1, entdo 5 e 9 sdo primos entre si.

Na continuacdo apresentaremos algumas propriedades do mdc.

Teorema 1.18. (Teorema de Bezout): Dados a, b € Z, seja d = (a,b). Entdo existem my, ng

€ Z, tais que amgy + bng = d.

Demonstracdo: Considere o conjunto P de todos os nimeros inteiros positivos am + bn, com
m, n € Z, o qual é diferente do vazio, ja que se m = a e n = b temos que a® + b? é positivo e

portanto pertence a esse COl’lqultO.

Pelo principio da Boa Ordenacdo, existe um menor inteiro positivo ¢ = amg + bng
pertence a P. Inicialmente vamos provar que ¢ | a. Assim, suponha por absurdo que ¢ { a. Entéo,

pelo Teorema 1.12, existem g e r, taisque a = cq + r, isto é, r = a - c¢q, com 0 < r < c¢. Portanto:

r=a-cq=a-(amg+ bng)q = a(l - gmgy) + b(gny).
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Isso mostra que r pertence a P. Mas isto € uma contradi¢do, pois 0 < r < ¢, e pela hipdtese
¢ é o menor elemento positivo do conjunto, logo ¢ | a. Analogamente, provamos que ¢ | b.
Agora, sé resta provar que ¢ = d. Como (a,b) = d, temos que existem k1, ko € 7Z, tais que a = dk;
e b = dky. Entéo:

c=amg+ bng = dk1m0 + dl{/’gno = d(k1m0 + kgno).

E isso implica que d | ¢. Portanto, como ¢ e d sdo positivos e d | ¢ entdo d < ¢, note que
d < c é impossivel pois (a,b) = d, assim temos que d = ¢ = amy + bnyg.
[

Observacio 1.19. A reciproca do Teorema 1.18 ndo é vdlida, pois 3-2+5-1 = 11eo0 (3,5) # 11.

Exemplo 1.20. A equacio 60m + 42n = 6 possui solucdo? Se sim, encontre os valores de m e

n que tornam essa equagdo verdadeira.

Calculando o méximo divisor comum de 60 e 42, obtemos 6. Assim pelo Teorema
1.18 temos que a equagdo 60m + 42n = 6, possui solucao no conjunto dos ndmeros inteiros,
60-(—2)+42-3 =6.

Teorema 1.21. Se a |bc e (a,b) = 1, entdo a | c.

Demonstracao: Da hipdtese, temos que (a,b) = 1, e pelo Teorema 1.18 existem dois nimeros
nem € 7, tais que na + mb = 1. Multiplicando os dois lados desta igualdade por ¢, temos
n(ac) + m(bc) = c. Como a | ac e da hipétese a | be, entdo pela Proposigdo 1.10, temos que a | c.

O]

Exemplo 1.22. Como 2 | 3-8 ¢ (2,3) = 1, temos pelo Teorema 1.21 que 2 | 8.

Teorema 1.23. Seaeb e Z ea=qb + rondere q € Z, entdo (a,b) = (b,r).

Demonstracao: Da relacdo a = bg + r, segue que » = a — bg. Assim, seja ¢ um nimero inteiro
tal que ¢ | a e ¢ | b. Sendo assim, da Proposi¢do 1.10, tem-se que ¢ | r. Portanto, ¢ é um divisor
comumde ber.
Reciprocamente, como a = bq + r, segue-se que todo divisor comum de b e r também € divisor
de a. Logo, o conjunto dos divisores comuns de a e de b € igual ao conjunto dos divisores comuns
de b e de r. Portanto, (a,b) = (b, ).

[

Exemplo 1.24. Sabemos que 16 = 7 - 2 + 2, entdo temos pelo Teorema 1.23 que (16,7) =
(7,2) = 1.
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Proposicao 1.25. Quaisquer que sejam a, b € 7", e ¢ € N, tem-se que

(ca,cb) = c(a,b)

Demonstracdo: Sejam, a e b inteiros, ndo nulos, ¢ um nimero natural e (a,b) = d. Assim
comod | aed | b,entdo dc | ac e dc | be. Portanto, dc | (ac,bc). Agora vamos demonstrar
que dc € divisivel por todo divisor comum de ac e be. De fato, seja k& um ndmero inteiro, tal
que k | ac e k | be. Assim tomando os inteiros = e y, tais que ax + by = d, temos entdo que
cax + cby = c¢d. Ecomo k | ac e k | be, entdo k | cd. Logo, (ac, be) = de, e consequentemente
(ac,bc) = dc = c- (a,b).

O

Exemplo 1.26. Sendo (15,10) = (5 - 3,5 - 2), entdo pela Proposi¢cdo 1.25, temos que
(15,10) =5-(3,2) =5 -1 = 5.

Proposicao 1.27. Dados a, b € 7, tem-se que:

a b
(wm)zl

Demonstracao: Se (a,b) = 1, entdo a demostragdo segue diretamente.
Suponha que (a,b) = d, comd # 1 e d € N*. Suponha que (g, g) = k. Entdo pela Proposicao
1.25, segue que d = (a,b) = (d.%, d.g) = d.k. Portanto, temos que k = 1.

[

Exemplo 1.28. Aplique a Proposi¢do 1.27, paraa = 20 e b = 16.

Temos que (20, 16) = 4, logo:

((202,016)’ (201,616)> - @07 T) =(5,4) =1L

1.3.2 O ALGORITMO DE EUCLIDES

O Algoritmo de Euclides € um método que usamos para calcular o maximo divisor
comum entre dois ou mais nimeros inteiros. Enunciando em forma de regra, o algoritmo de
Euclides € o seguinte: Divida o maior dos dois niimeros inteiros positivos pelo menor e entdo
divida o divisor pelo resto. Continue este processo de dividir o uiltimo divisor pelo iiltimo resto,

até que a divisdo seja exata. O divisor final serd o mdximo divisor comum procurado.

Teorema 1.29. Algoritmo de Euclides Sejam a, b € 7, com a > b > 0. Se o algoritmo da divisdo
euclidiana for aplicado sucessivamente, entdo o iiltimo resto ndo nulo r, é igual ao (a,b), com
n e N*.
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Demonstracao:

Seb=1,0ub=a,oub | a,sabemos que (a,b) = b. Suponhamos que b é diferente de

e que b ndo divide a. Pelo algoritmo de Euclides existem inteiros ¢; e 71, tais que:
a=>bg +7r,0<r <b;

Se 1 | b, entdo (b,r1) = r;. Pelo Teorema 1.23, temos que (a,b) = (b,71) = r1. Se 11 1 b,

aplicamos o algoritmo de Euclides para b e ;. Assim, existem inteiros ¢, e ry tais que:
b=r1g2 + 12,0 <1y <7y

Que também nos da duas possibilidades.

Se ry | 11, entdo (r1,73) = ro. Pelo Teorema 1.23, segue que (b, r1) = (r1,re) = ry. Logo:
(a,b) = 1rs.

Se r5 ndo divide 1, entdo aplicamos novamente o algoritmo de Euclides para r; e 7. Portanto,

existem inteiros ¢s e rs, tais que:
T :TQQ3+T3,0§T’3 <Tro <M < b.

Este processo € finito, pois pelo Principio da Boa Ordenacdo a sequéncia de niimeros naturais
b>ry >1ry>rs>--- possui um menor elemento. Desta maneira, temos que r,, | 7,_1, para
algum n, implicando assim que (a, b) = r,,.

O]

Ilustrando a demonstragdo acima, obtemos a seguinte tabela:

q1 | 492 | 43 | 44 | --- | Qn—1 An qn+1
a | b |ri|re|r3| ... | Tho Tn_1 T
71 T2 T3 T4 Tn T’n+1=0

Exemplo 1.30. Determine o mdc de 372 e 162, pelo algoritmo de Euclides.

Pelo Algoritmo de Euclides, temos:

372 | 162 | 48 | 18 | 12
48 | 18 |12 6 | O

Logo, (372,162) = 6.
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1.4 ALGORITMO BINARIO DE EUCLIDES

O algoritmo € conhecido como bindrio porque, ao contrdrio do original, ele
ndo usa divisdo geral dos inteiros, mas apenas divisdo por 2. J4 que em um
computador os nimeros sdo representados pelo sistema Bindrio, vocé€ ndo
deve se surpreender ao saber que existe uma instru¢iio de maquina especial que
implementa a divisdo por 2 de uma maneira altamente eficiente. Isso é conhecido
como o deslocamento a direita, em que o bit mais a direita é descarregado, os
bits restantes sdo deslocados para a direita e o bit mais a esquerda é definido
como 0. (BOGOMOLNY, 2018)

O algoritmo bindrio de Euclides foi descoberto por R.Silver e J.Tersian em 1962 mas foi
publicado pela primeira vez pelo fisico e programador israelense Josef Stein em 1967, por isso
também € conhecido como algoritmo de Stein. Este € um algoritmo que calcula o méximo divisor
comum (mdc) de dois nimeros inteiros positivos, ao qual usa operagdes aritméticas mais simples
que o convencional (1.3.2). Desta forma escreveremos essa se¢do da adaptacdo de (MARTfNEZ,
2013).

De modo geral, esse algoritmo opera pela alteracdo do mdc de dois nimeros inteiros
positivos pelo mdc de dois nimeros possivelmente menores que os anteriores, porém desta vez
subtraimos e dividimos por 2. Vejamos agora, os trés Teoremas ao qual o algoritmo bindario de

Euclides opera:

Teorema 1.31. Dados a,b € N, tais que a e b sdo niimeros pares, entdo:
b
mde(a,b) = 2 - mdc 27 — .
22

Demonstracao: Decorre imediatamente da Proposi¢ao 1.25.

Teorema 1.32. Dados a,b € N, tais que a é par e b é impar, entdo:
a
mdc(a, b) = mdc (2, b) :

Demonstracio: Seja d = mdc(a,b) e d” = mdc($,b). Comod | b e b & impar, entdo d & fmpar.
Sendo que a = k - d para algum k € Z, temos que k € par, pois a € par e d € impar, entiao
g= g -d.Portantod | 5 ed | b,logo d < d'. Agora, como d’
isto é a = 2k'd’, portanto d’ | a,entdo d' | ae d' | b, assim d’ < d, o que nés dd que d = d'.

= k'd' para algum k' € Z,

Ex
272
[

Teorema 1.33. Dados a,b € N, tais que a e b sdo niimeros impares, entdo:

—b —b —b
mdc(a,b):mdc<|a2 |,a>:mdc<’a2 |,b>:mdc<|a2 |,Min{a,b}>.
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Demonstracdo: Seja d = mdc(a,b) e d’ = mdc ('“;b| ,b).Comod |aed|bentdod | |a — b|.

Logo | a — b |= kd para algum k € Z, k deve ser par ja que a, b e d sdo nimeros impares. Dai
@ = g - d. Portanto, temos
que d | (@) ed | b, entdo d < d'. Por outro lado, se b = k'd' e |a — b| = 2k”d’, substituindo b

na dltima equag@o, obtemos que d’ | a. Portanto d’ < d o que prova a igualdade d = d'.

podemos dividir ambos os termos da igualdade por dois, ou seja

A demonstracdo das outras igualdades € anéloga.

O algoritmo bindrio de Euclides prossegue assim: Suponha que a, b € Z, tais que a >
0eb>0. Se aebforem nimeros pares, aplicamos o Teorema 1.31, digamos x vezes, até que
um dos nimeros seja impar. No final vocé tem que multiplicar por 2* como compensagdo por
ter usado o Teorema 1.31, x vezes. Se ainda a ou b for par, aplicamos agora o Teorema 1.32
até que ambos os nimeros sejam impares. Quando os dois nimeros forem impares, aplicamos
o Teorema 1.33. Feito isso alternamos os Teoremas 1.32 e 1.33 conforme for o quociente da

la—b]

divisao (T) se for par ou se for impar. Vamos calcular trés mdc por esse algoritmo, sendo o

primeiro igual ao exemplo 1.30 da se¢do anterior.

Exemplo 1.34. Determine o mdc de 372 e 162, pelo método do algoritmo binario de Euclides.

mdc (372,162) =2 -mdc (186,81), Pelo Teorema 1.31
=2 - mdc (93,81), Pelo Teorema 1.32
=2 - mdc (6,81), Pelo Teorema 1.33
=2 - mdc (3,81), Pelo Teorema 1.32
=2 - mdc (39,3), Pelo Teorema 1.33
=2 - mdc (18,3), Pelo Teorema 1.33
=2 -mdc (9,3), Pelo Teorema 1.32
=2 -mdc (3,3), Pelo Teorema 1.33
=2 - mdc (0,3), Pelo item 2 da Observacgado 1.16
=2-3
=6

Exemplo 1.35. Determine o mdc de 22 e 89, pelo método do algoritmo bindrio de Euclides.

mdc (22,89) =mdc (11,89), Pelo Teorema 1.32
=mdc (39,11), Pelo Teorema 1.33
=mdc (14,11), Pelo Teorema 1.33
=mdc (7,11), Pelo Teorema 1.32
=mdc (2,7), Pelo Teorema 1.33

=mdc (1,7), Pelo item 1 da Observagdo 1.16
=1
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Exemplo 1.36. Determine o mdc de 4 e 24, pelo método do algoritmo bindrio de Euclides.

mdc (4,24) =2 -mdc (2,12), Pelo Teorema 1.31
=4 -mdc (1,6), Peloitem 1 da Observagdo 1.16
=4.1
=4

Diante disso, percebemos que o calculo do mdc termina quando obtemos mdc(0, d) = d,
conforme o item 2 da Observagdo 1.16 ou mdc(1, d) = 1, de acordo com item 1 da Observagio
1.16.

1.5 MINIMO MULTIPLO COMUM (MMC)

Diremos que um nidmero natural m # 0 é minimo miiltiplo comum (mmc) de a,b € Z*, se

possuir as seguintes propriedades:

(i) m € um maultiplo comum de a e b;

(ii) Se ¢ é um multiplo comum de a e b, entdo m | c.

Portanto, o mmc de a, b € Z, tal que a, b > 0 € o menor ndmero inteiro positivo que €
divisivel por a e por b. Ao qual denotaremos por [a,b]. E pelo Principio da Boa Ordenacao, o

conjunto dos multiplos comuns de a e b sempre possui o0 menor elemento e ele € tnico.

Por outro lado, se [a, b] = m e ¢ € um miiltiplo comum de a e b, entdo m | c. Logo, se ¢ é

positivo, temos que m < ¢, mostrando que m € o menor mdltiplo inteiro positivo comum de a e b.

Exemplo 1.37. Seja M(a) o conjunto dos miiltiplos inteiros de um niimero inteiro a, entdo temos
que:

M(40) = { 0, £40, +80, £120, 160, +200, £240, +280 - - - }.

M(48) = { 0, 148, £96, £144, 192, +240, +288, - - - }.

Observando os conjuntos dos multiplos de 40 e de 48, temos que o menor multiplo
comum de 40 e 48 € 240. Assim, [40,48] = 240.

Diremos também, que um nimero natural m € mmc dos nimeros inteiros nao nulos
ay, g, ,ay, se m éum multiplo comum de aq, as, - - - , a, €, se para todo multiplo comum m/

desses nimeros, tem-se que m | m’.
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Observacao 1.38.

1. [a,1] = a;
2. [a,b] = 0 se, e somente se, a = 0 oub = 0;

3. Sea

b, entdo [a,b] = b;
4. Se |a,b] =1, entdoa =0b=1.

Exemplo 1.39.

1. [14,1] = 14;
2. [12,0] = 0;
3. [3,6] = 6;
4. [1,1] = 1;

O seguinte Teorema fornece uma relacdo entre o mdc e o mmc.

Teorema 1.40. Dados a,b, N*, entdo:

[a,b].(a,b) = |ab|.

ab
(a;b)’

m. Seja ¢ € Z, um multiplo comum entre a e b, entdo existem ky, ky € Z, tais que ¢ = ak; e

Demonstracdo: Definindo m =

queremos provar que m = [a,b]. Temos que a | me b |

¢ = bk,. Segue que: ki %5 = kTﬁ e pela Proposicdol.27, sabemos que ((a‘fb), (Tbb)> =1.

divide kyb, ou seja, m | c.

a a

(a,b) (a,b)
Portanto, m € o menor dos multiplos entre a e b, ou seja, m = [a,b].

Assim,

divide k5, ou seja, ﬁb divide kyb. Logo m = b

O
Exemplo 1.41. Sejam a = 40 e b = 48. Pelo Teorema 1.40, temos que [40, 48] - (40,48) =|
40 - 48 |= 1920. Como (40, 48) = 8, segue que [40, 48] = 240.

1.6 TEOREMA FUNDAMENTAL DA ARITMETICA (TFA)

Um ndmero natural n > 1 é chamado primo se seus tnicos divisores positivos sdo 1 e

ele préprio. Caso contrario, € chamado composto.

Proposicao 1.42. Se p | ab, onde p é primo, entdop | aoup | b.
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Demonstracdo: Se p { a, entdo (a,p) = 1, logo pelo Teorema 1.21, temos que p | b. Analoga-
mente, se p 1 b, entdo p | a.
O]

Todo niimero inteiro maior do que 1 ou € primo ou é um nimero composto e pode ser
representado de maneira tnica (a menos da ordem dos fatores) como um produto de niimeros
primos. Por exemplo, 1260 € escrito de maneira tnica, a menos pela ordem dos fatores, como
22.32.5.17.

A ordem dos fatores, pela propriedade comutativa da multiplicacdo € irrelevante. O que
torna o Teorema interessante, pois garante uma representacao tnica para qualquer nimero inteiro.

Vamos entdo ao Teorema:

Teorema 1.43. Todo niimero inteiro maior do que 1 ou é primo ou é um niimero composto e
pode ser representado de maneira vinica (a menos da ordem dos fatores) como um produto de

nimeros primos.

Demonstracao:

Existéncia: Supondo por absurdo, ou seja, que existe pelo menos um inteiro maior do
que 1 que ndo possa ser representado por fatores primos. Seja A o conjunto de todos esses
nimeros. Como A € um subconjunto dos inteiros, certamente ele possui um elemento minimo.
Assim, pelo Principio da Boa Ordenacao, chamamos x esse elemento. Como x € maior do que 2
(pois 2 é primo, e tem fatoracdo em fatores primos), entdo existem a e b, tais que x = ab, com a
<xeb<x,ecomoa¢ Aeb ¢ A, eles possuem fatoracdo e, portanto, x = ab, possui fatoracéo,
logo um absurdo, pois x € A. Portanto, A ndo pode ter elemento minimo, logo A = @. O que

prova a demostracao da existéncia.

Unicidade: Da generalizacdo do Teorema 1.42, temos que p | ajaqag. . . a,, com p
primo, entdo p divide pelo menos um fator a; do produto, com i € {1,2,--- ,n}. Assim, sejam
Y =piPa. .- Pk = q1Q2- - - q,, duas fatoracdes de y, tal que k, n € N (k > 1 e n > I). Da igualdade e
da defini¢do de divisibilidade, verificamos que p1|q1¢s. . . ¢, €, portanto, pela generaliza¢do da
Proposic¢do 1.42 acima, temos que existe r tal que, p; | ¢, portanto, p; = ¢,, ji que ambos sdo
primos. Por extensdo, para qualquer j < k, existe um i < n tal que p; | ¢;, logo, p; = ¢;. Por tltimo,
basta provar que n = k, o que € trivial, ja que, se n > k, terfamos que: ¢1Gs. . . k- - - Gn = P1P2- - - Pk
= (1G> - - Gk, 0 que € um absurdo, ja que os ¢’s sdo maiores que 1. Ou seja, o conjunto de ¢; deve

ser idéntico ao conjunto de p;, 0 que prova a demostracdo da unicidade.
]
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Contudo, denotando d(n) o nimero de divisores positivos do nimero natural n, segue que

se n=pi* p3? ps® ... p&r,onde py, ..., p, s80 nimeros primos e oy, . .., a, € N, entdo temos:

dn)= (a1 + )(ag +1) ... (a, +1).

Exemplo 1.44. Encontre o nimero de divisores positivos do nimero natural 360.

Decompondo o ndmero 360 temos que 360 = 2% - 3% - 5!, logo o nimero de divisores é
d(360) = B+1)2+1)(1+1) =4-3-2 = 24.

Assim 360 possui 24 divisores, ao qual sdo eles: {1, 2, 3,4, 5,6, 8,9, 10, 12, 15, 18, 20,
24, 30, 36, 40, 45, 60, 72, 90, 120, 180, 360}.

Proposicao 1.45. Seja n = pi"p52p5®. .. p& um niimero natural. Se ny é um divisor positivo de

n, entdo:
ni = py ey,
onde 0< B, < g, parai=1,2,...,r.

Demonstracdo: Seja n; um divisor positivo de 7 e seja p” a poténcia de um niimero primo p
que pertence a decomposi¢do de n; em fatores primos. Como p” | n, segue que p” | p*, por ser
primo com os demais pjo-‘j , € consequentemente, p=p; e 0 < [ < «.

[

Proposiciao 1.46. Se a = p{'p3°ps®...pi»eb = pf1p§2p§3. ..pP, onde p1, py, 3, - .., pu SGO

o0s primos que ocorrem nas fatoragoes de a e b, entdo:

[a,b] = p71nax{a1,,6’1}pgnal{azﬁz}p?ax{asﬂza}. N pz’l(lm{an,ﬂn}

Demonstracdo: Da definicdo de mmc nenhum fator primo p; deste minimo podera ter um
expoente que seja inferior nem a o; e nem a 3;, comi € {1,2,--- ,n}. Assim, tomando o maior
destes dois para expoente de p; teremos, ndo apenas um multiplo comum, mas o menor possivel
dentre todos.

[

Exemplo 1.47. Calcule o [18,24].

Escrevendo os nimeros como um produto de niimeros primos, assim 18 =2! - 3224 =23.3% ¢
pela Proposi¢do 1.46, temos que:

[18,24] =23-32 =8-9 =T72.

O que também pode ser comprovado encontrando os multiplos positivo de cada nlimero:
Multiplos de 18 = {0, 18, 36, 54, 72, ... }.
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Muiltiplos de 24 = {0, 24, 48,72, ... }.
Logo o [18,24] =72.

1.7 EQUACOES DIOFANTINAS LINEARES COM DUAS VARIAVEIS

Uma equagdo diofantina € linear se ela tiver a forma:
aX +bY =c

com a, b, c € Z. Tais equacdes sdo chamadas equacoes diofantinas lineares em homenagem a

Diofanto de Alexandria (aproximadamente 300 d.C.).

Figura 2 — Diofanto de Alexandria

Fonte: (MORGANA, 2012)

Diofanto foi um matematico e fildsofo grego e € considerado o maior algebrista grego,
verdadeiro precursor da moderna teoria dos nimeros € visto por alguns como pai da dlgebra,
devido a sua inovagdo com notagdes, € por ser o primeiro a usar simbolos na resolucao de
problemas algébricos. Mostrou interesse por uma grande variedade de equacdes indeterminadas
que admitem infinitas solugdes.

A resolucdo de muitos problemas de aritmética depende da resolucdo das equacdes
diofantinas na forma a X + 0Y = ¢, onde a, b, c € Z sao dados e X e Y sdo incdgnitas a serem
determinadas em Z.

Nem sempre estas equacdes possuem solucdes. E portanto necessdrio estabelecer condi-
coes para que tais equacgdes possuam solugdes e, caso tenham, e preciso saber como determina-las.

Para isso, precisamos mostrar as duas proposi¢des a seguir:
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Proposicao 1.48. Sejam a, b, ¢ € 7, com a e b ambos ndo nulos, e d = (a,b). A equagcdo

diofantina
aX+bY=c
admite solucdo nos niimeros inteiros se, e somente se, d | c.

Demonstracao: Suponhamos que a equagdo a X + bY = c admite solu¢do em niimeros inteiros,
isto &, existem xg e yo € Z tais que axy + byy = ¢. Como d = (a,b), temosqued | aed | be
pela Proposigdo 1.10 segue que d | c.
Reciprocamente, se d | ¢, entdo existe [ € 7Z, tal que dl = c. Pelo Teorema 1.18, existem z € yo
€ Z,com d = axg + byy. Disso segue que ¢ = a(lxg) + b(lyo), o que implica que [z e lyg é
uma solugdo particular de a X + bY = c.

[

Proposicao 1.49. Suponha que d | c e seja x e yo uma solugdo particular da equagdo diofantina
aX +bY = ¢, em que a # 0 e b # 0. Entdo qualquer solucdo dessa equacdo é dada pelo par de

inteiros:
x:$0+§t,y:yo—%t,comt€Z
onde d = (a,b).

Demonstracao: Sendo x e y, uma solucdo particular e ¢ € Z, iremos provar que r = x( + gt
ey = yo — 5t € uma solug@o da equag@o.

De fato, a X +0Y =a (a;o + 51&) +0b (yo — %t) =axry+ gat + by - %at = axo + byy = c.
Reciprocamente, seja x e y uma solucio qualquer de a X 4+ bY = c. Temos entdo que axg+byy =

¢ = az + by, ou seja:

a(x —x0) = b(yo — y)-

Como d = (a, b), temos que existem r, s € Z, tais que a = rd e b = ds e da Proposi¢io
1.27 que (r,s) = (4, %) =1.
Segue que dr(x — xp) = ds(yo — ), ou seja:

r(x — o) = 5(yo — y),

pois d # 0.

Assim, supondo que a # 0, concluimos que 7 | s(yo — y), dai r | yo — y, pois (1, s) = 1.

Portanto, existe ¢ € Z, tal que rt = yo — y de onde vem que y = yo — 1t = yo — 5t.
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Segue que 7(z — x¢) = s(yo — y) = srt e entdo x — x¢ = st, pois r # 0, assim, z = xy + st =

Logo, temos que:
r=x9+ gt,y = yo — gt, para algum t € Z.

]

Corolario 1.50. Se d = (a,b) = 1 e xy, yo € Z é uma solugdo particular da equacdo diofantina
linear aX + bY= c, entdo todas as outras solucoes desta equacdo sdao dadas por:
xr=ux9+ bty =yo— at, comt € 7.

Exemplo 1.51. (ENQ 2018/2) Considere a equagdo diofantina 5z + 3y = 2018.

(a) Calcule a solugdo geral em Z.
(b) Quantas solucdes existem em N U {0}?
Solucio
(a) Temos que
5-(-1)+3-(2) =1,

logo
5-(—2018) + 3 - (4036) = 2018.

Fazendo a divisdo euclidiana de -2018 por 3,
—2018 =3 - (—673) + 1
Substituindo na equagdo acima, obtemos:
5-(=3-673+1)+3-(4036) = 2018
5-(1) 4 3(4036 — 5 - 673) = 2018
5-(1)+3-(671) = 2018
Portanto, x¢ = 1 e yy = 671 € a solucdo minimal e a solucdo geral em Z é dada por:
r=1+43t,y =671 — 5¢,
comt € Z.
(b) A solugdo geral em N U {0} é dada por
r=1+43t,y =671 — 5¢,

ondete NU {0} e0 <671 -5t,logo0 <t <134,

Portanto, existem 135 solugdes em N U {0}.
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1.8 EQUACOES DIOFANTINAS LINEARES COM TRES VARIAVEIS

Uma equagdo diofantina linear de trés varidveis € escrita da forma:
ar + by +cz =,

onde a, b e ¢ sdo nimeros inteiros nao nulos.

Na Proposi¢ao 1.48, vimos que uma equacgdo diofantina do tipo ax + by = ¢ possui
solugdo se, e somente se, (a,b) | c. E de forma similar, as equagdes diofantinas lineares de trés
varidveis admitem solugdes se, e somente se, mdc(a,b,c) divide r. Enunciamos esse resultado na

Proposicao abaixo:

Proposicao 1.52. Seja ax + by + cz = 1, com a, b e c niimeros inteiros ndo nulos e v um niimero

inteiro qualquer. Assim a equacdo admite solugdo se, e somente se, r* = mdc(a,b,c) | .

Demonstracdo: Seja r* = mdc(a,b,c) = mdc(mdc(a,b),c), entdo r* | mdc(a,b) e r* | c. Logo

r |a,r* | ber*|c.

Suponhamos agora, que a equagdo admite solucdo, isto é, existem xg, Yo, 20 € Z, tais

que axg + byg + czo = 7.
Como r* | a, 7* | be r* | ¢, segue que 7* | 7.

Reciprocamente, seja r; = mdc(a,b). Entdo existem k;, ky € Z, tais que ak; + bky = 1.
Entdo r* = mdc(r,c) e existem k, zg € Z, tais que r* = kry + czg = (aky + bka)k + czo =
a/ﬁk + bk‘gk’ + c2y.

Sejam xg = k1k e yo = kok, temos que:

r* = axy + byy + c2p.

E como r* | r, temos que existe ¢ € Z, tal que r = r* - ¢. E multiplicando a equag@o

anterior por ¢, segue que:
r=1r"q = a(zoq) + b(yoq) + c(209).

O que mostra que (x0q, Yoq, 20q) ¢ uma das solugdes particulares da equacdo ax + by +
CZ =T.

]
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Para obter a solucdo geral da equagdo ax + by + cz = r, reduzimos essa equacio para
uma equacao de duas varidveis, considerando ax + by = p, temos p + cz = r que possui solugdo,
pois (1,¢) = 1 e 1 divide r. Assim, pela Proposi¢do 1.49 a solugdo geral da equagdo p + cz =r
¢ dada por:

{(po+ct1,20 — t1) | t1 € Z}.

Dessa solucdo geral, escolhemos um valor arbitrdrio para t¢;, que satisfaga,
ro =mdc(a,b) | (po + ct1) e continuamos a encontrar a solugéo geral da equagio ax + by = p =
po + cty, e a partir dessa, a solugdo geral da equacdo original. Agora, basta analisar a equacao

gerada pela substituicao feita, ax + by = p = pg + ct; que possui solugdo geral igual a:

b a
T+ —to, Yo — —ta | [to €Z .
T ()

Assim, a solugdo geral da equacdo original é:

b a
o+ —ta, Yo — —ta, 20 — t1 | [t1,t2 EZ .
T2 T2

Logo para encontrarmos a solucdo geral de uma equacdo diofantina de trés varidveis,

devemos seguir 0s passos abaixo:

* Reduzir a equagdo original a uma equacido com duas varidveis, por meio de uma substitui-

¢ao, e resolvé-la;

* Dessa solucdo, retornamos na substituicdo acima e resolvemos outra equacao com duas

varidveis. Obtendo assim a solucdo geral da equacao.

Exemplo 1.53. Determine a solucdo geral da equacgdo diofantina de trés varidveis 56x + 72y +
21z = 317.

Solucao: Agora vamos resolver por partes, para encontrar a solugao geral da equacao
diofantina 56z 4 72y 421z = 317. Considere p = 56x + 72y, que gera a equacdo p+21z = 317,
que também possui solugdo, pois mdc(1,21) = 1 e 1 | 317. Entdo, conseguimos encontrar uma

solucdo particular da equacdo p + 21z = 317, fazendo:

1=1-(—20)+1-21 =317 =1-(=20-317) +317-21 = 317 = 1- (—6340) + 317 - 21.

que nos leva a solugdo geral de p + 21z = 317, que é:

{(—6340 + 21t1, 317 — t,), |t € Z}
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Para encontrar a solugdo geral da equacgdo diofantina 56x + 72y + 21z = 317, devemos
encontrar a solucdo geral da equacdo 56x + 72y = p = —6340 + 21¢,. E para que essa equacao
possua solugdo, o mdc(56,72) = 8 deve dividir —6340 + 21t;.

Satisfazendo a condicao acima, basta encontrar a solugdo geral, assim pelo algoritmo de
Euclides, temos que 8 =4 - 56 - 3 - 72. Portanto:

=56-4+72-(-3) =

—6340 + 21t —6340 + 21t —6340 + 21¢
8'<6308+1):56'4(%%M)”z'(_?’)'(%o;l)i

—2 4t 19020 — 63t
—634O+21t1:56-< 2360+ 8 1)+72.<900631)

8 8
Assim temos que a solucdo geral de 56z + 72y = p = —6340 + 21¢; é:

—925360 + 84, T2, 19020 — 631, 56t
{< 8+ -+ 82’ 8 : 82>|t1’t262}

Com isso, concluimos que a solucdo geral da equacdo diofantina de trés varidveis €:

{(—25360 + 84t 19020 — 63t

. —7t,317—t)t,t ez}.
3 + 9to 3 2 1) [t te

1.9 CONGRUENCIAS

O conceito de congruéncia, assim como a notacdo da qual se torna um dos instrumentos
mais fortes da teoria dos nimeros, foi introduzida por Johann Carl Friedrich Gauss (1777-1855)

em um trabalho publicado em 1801 intitulado de Disquisitiones Arithmeticae.

Figura 3 — Johann Carl Friedrisch Gauss

\ st

Fonte: (WIKIPEDIA, 2019)
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No livro, Gauss introduz a nocdo de congruéncia; desenvolve a teoria dos residuos
quadréticos, demonstrando a Lei da Reciprocidade Quadrdtica; estuda as formas quadréticas

bindrias, deduzindo dentro de um quadro bem mais geral, o Teorema de Fermat.

Definicao 1.54. Se a e b sdo inteiros, dizemos que a é congruente a b médulo m, para m > 1, se

m | (a — b). Ao qual denotamos por a = b (mod m).

Por outro lado, se m 1 (a - b), dizemos que a é incongruente b modulo m. E denotamos

pora Zb (mod m).
Exemplo 1.55.

* 15 =3 (mod 2), pois 2 | (15-3);

¢ 19 % 7 (mod 5), pois 51 (19-7).

Observacdo 1.56. Se a,b € Z, entdo a = b (mod m) se, e somente se, a e b possuem o mesmo
resto na divisdo euclidiana por m.
Portanto, uma outra maneira de verificar que 15 = 3 (mod 2) é vendo que os restos da divisdo

de 15 e de 3 por 2 sdo iguais a 1.

Os seguintes resultados demonstram algumas propriedades elementares das Congruén-

cias.

Proposicao 1.57. Se a, b € 7, temos que a = b (mod m) se, e somente se, existe k € 7, tal que

a=b+ km.

Demonstracdo: Se a = b (mod m), entdo m | (a - b), o que implica na existéncia de um

nimero k € Z, tal que a - b = km, ou seja, a = b + km.

Reciprocamente, temos que da existéncia de um niimero k € 7Z, o qual satisfaz a = b+km,
segue que km = a — b,ou seja, m | (a - b),isto é a = b (mod m).
O]

Exemplo 1.58. Como 63 = 3 + 12 - 5, temos pela Proposi¢do 1.57 que 63 = 3 (mod 5).

Proposicao 1.59. Se a, b, d, m € 7Z, com m > 0, entdo:

1. a=a (mod m),
2. Sea=b (mod m), entdo b = a (mod m);

3. Sea=b (mod m)eb=d (mod m), entdo a = d (mod m).
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Demonstracao:

1. Como m | 0, entdo m | (a - a), implicaem a = a (mod m);

2. Suponhamos que a = b (mod m), isto é, m | @ — b. Logo, m | —(a — b), o qual implica

que b = a (mod m);

3. Sea=b (mod m)eb=d (mod m), entdo existem k; e ko € Z taisque a - b=kyme
b - d = kam. Somando, membro a membro, estas duas equagdes, obtemos a - d = (k; +
ko)m, que implica em a = d (mod m).

O

Exemplo 1.60.

1. 7=7 (mod 9);
2. 9=3 (mod 6), assim como 3 =9 (mod 6);

3. 73 =13 (mod 5) e 13 =3 (mod 5), assim como, 73 = 3 (mod 5).

Observe que a Proposi¢ao acima afirma que a relacdo de congruéncia satisfaz as pro-
priedades reflexiva, simétrica e transitiva. Ou seja, a relacao de congruéncia, no conjunto dos
numeros inteiros é¢ uma relagdo de equivaléncia em Z. Note também que podemos descrever as

classes de equivaléncia assim: dado 0 < a < m, a inteiro,
a={r€Z|r=a (modm)}

€ igual ao conjunto de inteiros cujo resto dividido por m € igual a a.

Teorema 1.61. Se a, b, ¢, d, m € Z, com m>1, tais que a = b (mod m) e ¢ = d (mod m),

entdo:
1. a+c=b+d (mod m);
2. a—c=b—d (mod m);
3. ac = bd (mod m).
Demonstracao:
l. Dea=b (mod m)ec=d (mod m)temosa-b=kymec-d=kym,comky, ky € Z.

Somando-se ambos os lados da igualdade, obtemos (a + ¢) - (b + d) = (k1 + ko)m ¢ isto

implicaa +c=b+d (mod m).
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2. Subtraindo as igualdades a - b = kym e ¢ - d = kom, obtemos (a - b) - (¢ - d) = (ky - ka)m,
que implicaem, a — ¢ = b — d (mod m).

3. Multiplicando a igualdade a - b = kym por c e ¢ - d = kom por b, obtemos ac - bc = ckym
e bc - bd = bkom. Agora somando as duas igualdades obtemos ac - bc + bc - bd = (ck; +
bks)m, que implica em, ac = bd (mod m). O

Exemplo 1.62.

1. Sendo 19 =4 (mod 5)e 12 =2 (mod 5), segue do Teorema 1.61 (1) que 19412 = 442
(mod 5), ou seja, 31 =6 =1 (mod 5).

2. Vistoque 19 =4 (mod 5) e 12 =2 (mod 5), temos do Teorema 1.61 (2) que 19 — 12 =
4 —2 (mod 5), ouseja, 7 =2 (mod 5).

3. Noteque 19 =4 (mod 5)e 12 =2 (mod 5), temos do Teorema 1.61 (3) que 19-12 = 4-2
(mod 5), ou seja, 228 =8 = 3 (mod 5).

Alguns casos particulares do Teorema 1.61 € dado pela Observagao abaixo:

Observacdo 1.63. Se a, b, ¢, k, m € 7Z, tais que a = b (mod m), entdo:

1. a+c=b+c (mod m);
2. a—c=b—c (mod m);
3. ac = be (mod m).

Exemplo 1.64.

1. Sendo 10 = 3 (mod 7), da Observagdo 1.63 (1), temos que 10 +2 =3+ 2 (mod 7), ou
seja, 12 =5 (mod 7).

2. Visto que 10 = 3 (mod 7), da Observagdo 1.63 (2), temos que 10 —2 =3 — 2 (mod 7),
ouseja, 8 =1 (mod 7).

3. Note que 10 = 3 (mod 7), da Observagdo 1.63 (3), temos que 10 -2 =3 -2 (mod 7), ou
seja, 20 = 6 (mod 7).

Teorema 1.65. Se a, b, c e m € Z, com m > 1, temos que:
ac =bc  (mod m)

se, e somente se,
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Demonstracdo: Se ac = bc (mod m) temos ac - bc = km, com k € 7Z. Dividindo por (¢,m),

temos:
em = e T em  em Y

Sendo que

((c,m)’ (c,m)) =L
temos que

) | (a — D).

Dai

a=b (mod (c,m))'

Exemplo 1.66. Note que 144 = 36 (mod 12) e (9, 12) = 3. Pelo Teorema 1.65,

144 36 12 )
9 )

— d
9 (mod =53
ou seja, 16 = 4 (mod 4).
Proposicdo 1.67. Sea, b, m € Z, comm > 1 e a = b (mod m), entdo tem-se que:

a”=b" (mod m),
para todon € N.

Demonstracio: Vamos provar essa Proposicdo, pelo principio de Indu¢do Finita sobre n.
Para n = 1 a propriedade € valida pela hipétese.

Suponhamos que a propriedade é valida para um certo n = k, isto é, a* = b* (mod m).

Mostremos que a**1 = b**1 (mod m).

Pelo Teorema 1.61, item 3, o fato que @ = b (mod m) e a hipétese indutiva ak = bk
(mod m) obtemos o resultado.

O

Exemplo 1.68. Vamos determinar o algarismo das unidades de:
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° 101101
Para encontrarmos o algarismo das unidades de um nimero, basta encontrarmos a con-
gruéncia, modulo 10 desse nimero. Assim, sabemos que o algarismo das unidades de 101
é 1, pois 101 = 1 (mod 10). Logo, para sabermos o algarismo das unidades de 101'%!, va-
mos usar a Proposi¢do 1.67 na congruéncia 101 = 1 (mod 10), ou seja, 10111 = 1191 = 1

(mod 10). Entdo, o dltimo algarismo de 101'% € 1.

° 99101

Sabendo que 99 = —1 (mod 10), pela Proposi¢do 1.67, temos que 99'0! = (—1)101

—1=9 (mod 10). Assim, o dltimo algarismo de 99'% é 9.

Proposicao 1.69. Seja m um niimero inteiro maior do que 1. E sejam a e b niimeros inteiros

quaisquer. Temos que, se a = b (mod m) e se n | m, entdo a = b (mod n).

Demonstracdo: Se a = b (mod m), entdo m | b — a. Como n | m, segue-se que n | b — a.
Portanto, a = b (mod n).
O

Exemplo 1.70. Se 35 = 7 (mod 14), temos que 7 | 14, entdo da Proposi¢do 1.69 temos 35 = 7

(mod 7).
Teorema 1.71. Se a = b (mod m;), a = b (mod my), ..., a = b (mod m,,), onde a, b, m,
Mmo,..., My € Z, comm; > 1 parai =1,2,---  n. Entdo

a=b (mod [my,ma,...,myl),
onde [my,ms, ..., my,] € 0 mmc dos niimeros my, ma, ..., M.
Demonstracdo: Se a = b (mod m;), ¢ = 1,2,--- ,r, entdo m; | b — a para todo i. Sendo
b — a um mdltiplo de cada m;, segue-se que [mq,---,m,] | b — a, o que prova que a = b
(mod [myq, -+, my]).

O

Exemplo 1.72. Sendo 45 =9 (mod 2); 45 =9 (mod 3)e 45 =9 (mod 4).

Temos também que [2, 3, 4] = 12, logo pelo Teorema 1.71, 45 = 9 (mod 12).

1.10 CONGRUENCIA LINEAR

Definicao 1.73. A forma da congruéncia linear é:

aX =b (mod m),
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onde a, bm € 7, com m > 1, sdo dados.

Exemplo 1.74. Resolva a congruéncia 6X = 3 (mod 15).

Por tentativa e erro, ou seja, variando o valorde X = 1,2, -- -, temos que uma solugdo

para a congruéncia 6X = 3 (mod 15) é X = 8.

Exemplo 1.75. Resolva a congruéncia 2X =7 (mod 4).

Podemos escrever a congruéncia acima na forma 2X — 7 = 0 (mod 4), a qual ndo
possui solugdo pois para qualquer X temos que 2X — 7 é um nimero impar que nao € divisivel

por 4.

A Proposig¢do, a seguir, fornece um critério que nos permite decidir se uma congruéncia

linear admite ou nao solugoes.

Proposicao 1.76. Dados m € N, ea e b € Z, com m > 1, a congruéncia aX = b (mod m)

possui solucdo se, e somente se, (a,m) | b.

Demonstracdo: Suponha que aX = b (mod m) tenha uma soluc¢do x, logo temos que
m | ax — b que equivale a existéncia de k, com k € Z, tal que ax — mk = b, o que im-

plica que a equagdo a X +mK = b admite solugdo e pela Proposicdo 1.48, temos que (a,m) | b.

Reciprocamente, suponha que (a, m) | b. Da Proposi¢do 1.48, a equagdo a X + mK = b
admite uma solugdo {x, k; }. Portanto, ax = b — mk; e, consequentemente, = é uma solucéo de
aX =b (mod m).

O

Observacao 1.77. A equacdo aX =1 (mod m), tem solugdo se, e somente se, mdc(a, m) = 1.

Isto é, a tem um "inverso"mdédulo m se, e somente se, mdc(a, m) = 1.

Proposicao 1.78. Sejam d = (a,m) comm € Nea, b € Z, comm > 1. Se d | b, entdo
aX = b (mod m), possui d solugdes incongruentes entre si médulo m. Se xo € 7 é uma

solucdo particular (solugdo minimal), entdo as d solucdes incongruentes sdo obtidas por:
2 3 m(d—1
To, To + 7, To + =, o + T, ...,xo+%.

Demonstracdo: Toda soluc¢do = da congruéncia aX = b (mod m) é congruente, médulo m, a

xo +1°y para algum 0 < ¢ < d. Assim, se = € uma solugdo qualquer da congruéncia, entéo,

ar = axy (mod m).
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Logo, do Teorema 1.65, temos que:

r=u1x9 (mod T).

d

Portanto, x — xg = %". E pela divisdo euclidiana, existe 0 < ¢ < d tal que k = qd + ¢ e, assim:

.m .m
x:x0+qm+zg Ex0+zg (mod m).

Reciprocamente, temos que os numeros zo + 2, com 0 < ¢ < d, sdo solucdes da congruéncia
0 d

aX = b (mod m), pois substituindo, temos que:

a- (mo + z?) = axg + igm =azro=b (mod m).

Por fim, esses nimeros sdo dois a dois incongruentes médulo m, pois se, para 0 < 7, 7 < d,

obtemos:
.m .m
xo + i =1 —1—]3 (mod m),
entao
z% Ej% (mod m).
Sendo que 0 <7, j < d, obtemos 0 < 17, 7% < m, e como m divide |z% —Jja |, segue-se que

m em o
i = j%, ouseja, i = j.

]

Exemplo 1.79. Resolva a congruéncia 6X = 3 (mod 15), encontrando todas as solugdes intei-

ras.

Observe que d = (6,15) = 3 e 3 | 3. Portanto, a congruéncia tem d = 3 solugdes

incongruentes modulo 15.

Do exemplo 1.74, temos que zy = 8 € uma solucao.

Logo, as solu¢des incongruentes médulo 15 sao:

15 15
8,8+ —,84+2 - —.
; +3, + 3

Assim, todas as solugdes inteiras sdo dadas por:

8 + 15¢,13 + 15¢, 18 + 15¢,

ondet € Z.
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1.11 SISTEMAS DE CONGRUENCIAS

Agora, podemos pensar em resolver sistemas de congruéncias lineares que possuem a

seguinte forma genérica:

a1 X = by (mod my)
as X = by (mod my)

a, X = b, (mod m,)

onde a;,b;,m; € Z,comm,; > 1,parats = 1,2,--- ,r.

Uma solucdo desse sistema de congruéncias € um inteiro z, tal que seja solugdo para
cada uma das congruéncias que dele fazem parte. Assim, se uma de suas congruéncias nao

admite solu¢@o, 0 mesmo ocorrerd com o sistema de congruéncias.

Proposicao 1.80. Se a congruéncia linear do tipo aX = b (mod m) admite solugdo, entdo ela

é equivalente a uma congruéncia da forma

X =c¢ (mod n).

Demonstracdo: Se aX = b (mod m) tem solugdo, ou seja, d = (a,m) | b. Fazendo

a b m
a/:—’b/:—n:

d " d’
tem-se que a congruénciaaX = b (mod m) é equivalente aa’ X = V' (mod n). Como (a’,n) =

Y

1, a’ é invertivel, ou seja, existe um a” tal que @’ - a” = 1 (mod n). Dai, multiplicando a

congruéncia a’X = b’ (mod n) por a”, tem-se a’'a” X = ba” (mod n), isto é,
X =c¢ (mod n),

onde ¢ = ba”, com a” o inverso multiplicativo de a’ médulo n.

Os sistemas de congruéncias lineares do tipo
a; X =0b; (mod m;),
parai = 1,---  r, possuem solu¢do quando (a;, m;) | b;, paratodoi =1,--- | r.
Nesse caso, pela Proposi¢do 1.80, o sistema € equivalente a um sistema reduzido escrito

na forma
X =¢ (mod n;),
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parat =1,--- 7.

A partir dessa equivaléncia dos sistemas de congruéncia, apresentaremos o Teorema

Chinés dos Restos, que fornece um método de resolucdo dos Sistemas de Congruéncias.

1.11.1 TEOREMA CHINES DOS RESTOS

A mais antiga declaracdo conhecida desse Teorema é do matemaético chinés Sun-Tsu, no

século 3 d.C. Entao, vamos ao Teorema:

Teorema 1.81. Sejam my, ms, ..., m, niimeros inteiros maiores que um e tais que (m;, m;) =
1, sempre que i # j, com i, j € N*. Sejam M = mimsy ... m, e by, bs, ..., b, respectivamente,

solucoes das congruéncias lineares:

M
—0b; =1 (mod m;).
m;

Entdo o sistema:

r=a; (mod my)

r=ay (mod my)

r=a, (modm,)

admite uma tinica solu¢do modulo M e as solucoes sdo dadas por

M M M
T = a1by— + agby— + - + a;b,— + tM.
my mo m,

Demonstracdo: Notemos que, como (m;, m;) = 1, parai # j, com 1, j € N*, entdo:

M\ _
O que implica na existéncia de solu¢des para cada congruéncia linear:
My —

mb=1 (mod m;),

as quais estamos indicando por b;. Assim:

My —

mijbj =1 (IIlOd mj).
Portanto,

mMjajbj = (lj (mod TTI,]').
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Por outro lado, se ¢ # j, temos que:

M =0 (mod m;) = a;b;2L =0 (mod m;).

mi

Logo, temos que:

alblmﬂl—l—~--+ajbjmﬂj—|—~~+arbrM

my

= a; (mod m;),
para todo 7, tal que 1 < 5 < r. Assim,

_ N7 m
Ty = Zi:l a;b

Zmi7

€ uma solucdo particular do sistema.

Para demonstrar a unicidade desta solu¢do, suponhamos que x’ é outra solugdo qualquer
do sistema considerado, entao
r=2a2" (mod m;)

paratodoi =1,--- ,r.

Como (m;, m;) = 1, para todo i # j, segue-se que [my,--- ,m,] =my---m, = M e,
consequentemente, pelo Teorema 1.71, temos que = = 2’ (mod M).
L]

Agora vamos resolver um exemplo que abrange algumas defini¢des vistas acima.

Exemplo 1.82. (ENQ 2018/1) O objetivo deste problema é encontrar o nimero natural x, menor
do que 1700 e que deixe restos 2, 2, 1 e 0 quando dividido por 5, 6, 7 e 11, respectivamente. Para

tanto, faca os itens a seguir:

(a) Escreva um sistema de congruéncias que tenha x como uma solugdo.
(b) Determine a solugdo geral do sistema do item (a).

(c) A partir da solugdo geral do sistema, calcule o valor de x.
Solucio

(a) Temos que 0 < x < 1700 é uma solugdo do seguinte sistema de congruéncias:
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(b) Como 5, 6,7, 11 sdao coprimos dois a dois, usaremos o Teorema 1.81 para determinar a

solucdo geral do sistema.

Tomamos M =5-6-7-11 = 2310, M; =6-7-11 = 462, My = 5-7-11 = 385,
M;=5-6-11=330e My, =5-6-7=210. Continuando, temos a1 =2, a3 =2,a3=1¢

as =0, temos que a solucdo geral do problema é dado por:
X = M1b1a1 + M262a2 + M3b3a3 + M4b4a5 (HlOd M),

onde cada b; é solugéo de M;-b; = 1 (mod m;),i =1,2,3,4.

Como a4 = 0 precisaremos determinar apenas by, b e bs, onde:

6-7-11-by=1 (mod 5)
5.-7-11-bg=1 (mod 6)
5:6-11-b3=1 (mod 7)

O que equivale ao sistema:

2-by=1 (mod 5)
1-bo=1 (mod 6)
1-b3=1 (mod 7)

Que possui solugdo para, by =3, by = b3 =1 e, assim:

X =462-3-2+4385-1-24330-1-1=3872 (mod 2310).

(¢) Temos que X =3872 +2310t, com t € Z. Como 0 < x < 1700, obtemos x = 3872 - 2310 =

1562, tendo assim solugdo unica.

Os conceitos acima descritos nos dao o suporte que desejamos para o melhor entendi-
mento do trabalho proposto a partir de agora. Além de acreditar que essa drea da matemaética

seja de fundamental importancia na educagdo bdésica.

A existéncia de uma Aritmética da rua e uma Aritmética da escola permite
verificar um campo de grande tensdo e conflito nesse espaco aberto. O que
se v€ é que os algarismos tratados na escola sdo da escola e mecanismo que
possibilitam fazer as contas nas ruas s@o das ruas. [...]. Dessa forma, ndo se
pode pensar o ensino de Matemadtica de acordo com o sistema tradicional de
Educacgdo, o mundo € outro, os recursos tecnoldgicos estdo af, muitos deles
inclusive acessiveis. E, um ensino voltado para a repeti¢cdo e verbalizagdo de
conteddo, € algo que nao deve mais pertencer a este tempo. (SANTANA, 2016,

p-3)
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Destacamos a pratica demonstrativa nesta unidade, pois ela tange as habilidades referen-
tes a argumentacao matematica, que € de suma importancia na pratica docente e na utilizacio das
demonstracdes matematicas como uma abordagem metodoldgica contribuindo tanto no processo

de formacgdo académica como na potencializacdo profissional.

Resolver situa¢des-problemas, sabendo validar estratégias e resultados, desen-
volvendo formas de raciocinio e de processos, como deducio, inducdo, intuicio,
analogia, estimativa, e utilizando conceitos e procedimentos matematicos, bem
como instrumentos tecnolégicos disponiveis. (BRASIL, 1998, p.48)

Sendo assim, prosseguimos com a proposta do trabalho.
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2 ALGUMAS APLICACOES DA ARITMETICA

Neste Capitulo, apresentaremos algumas aplicacdes cotidianas para os conceitos da
Aritmética, que vimos no primeiro capitulo. Assim aplicaremos o contetido de Aritmética na pro-
gramacao das horas do rel6gio e na elaboragdo do calendédrio Maia. Essas duas aplica¢des foram
adaptadas de (MEDRANO, 2013). Também aplicamos na constru¢cdo de Chryzodes, adaptado
de (BELLO, 2011); na ludicidade do jogo Puzzle (Quebra-cabecas), adaptado de (DELGADO,
2019); no descobrimento da quantidade de niimeros com equagdes diofantinas lineares, adaptado
de (MATHEMATICS; COMPUTING, 2012); e por fim na aplicagdo do jogo de dardos, contetido
adaptado de (CHOW, 2009).

2.1 ARITMETICA DO RELOGIO

O tempo € um conceito presente no cotidiano didrio de todas a pessoas pois € através do
tempo que nos organizamos nas tarefas do dia-a-dia. Ou seja, vivemos correndo contra o tempo,
cada vez com mais tarefas a serem realizadas e com menos tempo para as realizar. E um dos
aparelhos usado para medir o tempo € o relégio analégico que serve para indicar horas, minutos

e segundos.

Figura 4 — Rel6gio Analdgico

Fonte: O autor

Sabendo dessa importancia iremos relacionar o conceito de congruéncia com o relégio

analdgico. Por exemplo, 15 é congruente com 3 médulo 12 (15 = 12 + 3), ao qual representamos
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do seguinte modo:

15=3 (mod 12).

Se pensarmos no dia como 24 horas poderemos fazer médulo 24. Por exemplo, 74 é

congruente com 2 médulo 24 (74 = 24 + 24 + 24 + 2), ao qual representamos:

74=2 (mod 24).

Podemos usar a Figura 5 para entender a aritmética do reldgio. Observe que ela nos ajuda
a enxergar quais nimeros tém a mesma posi¢ao no relégio. Por exemplo: 26, 50 e 74 possuem a

mesma posicao no relégio de 24 horas.

Figura 5 — Exemplo de rel6gio analdgico de 24 horas com a sua continuagao

3 /

Fonte: O autor

Se pensarmos nos dias da semana, faremos médulo 7; dias do més comercial, faremos
moédulo 30; dias do ano comercial, faremos médulo 360. Esses sao alguns exemplos de "aritmé-
tica médulo n". Abordaremos somente a aritmética com o relégio médulo 12, devido aos outros
exemplos serem resolvidos de maneira andloga. Denominaremos este estudo de "Aritmética do

Relogio".
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Vamos verificar algumas situacdes interessantes que acontecem na aritmética do reldgio,
ou seja, as congruéncias modulo doze. Se forem 5 horas e tiver decorrido 9 horas, entdo o
relégio marcard 2 horas (5 + 9 = 2 (mod 12)). Isso significa que cada vez que passam 12 horas

comecamos a contagem novamente.

De fato, em um relégio analégico ha apenas 12 horas, entdo basta usar os nimeros 0, 1,
2,3,4,5,6,7,8,9, 10 e 11 para informar as horas. Assim o 12 passa a ser o 0, o 13 passa a ser o

1, e assim sucessivamente. Ao qual representamos da forma de congruéncias:

12=0 (mod 12),13=1 (mod 12),14=2 (mod 12), ...

Generalizado, diremos que dois niimeros inteiros a e b sdo congruentes médulo 12, e
escreveremos da seguinte forma
a=b (mod 12).

Na aritmética do rel6gio podemos somar, subtrair e multiplicar os nimeros (horas). Em
alguns casos podemos até mesmo dividir os nimeros (horas). Em todas as operacdes vamos

considerar a, b e ¢ € Z e ¢ compreendido entre O e 11.

Adicdo: Se a + b = 12¢ + ¢, para algum ¢ € Z, entdo (a + b) = ¢ (mod 12). Assim,
para somar 8 e 10 horas, comecaremos em zero hora, em seguida avancamos 8 horas e depois as

outras 10 horas. Isto € 8 + 10 = 18 = 12 + 6, logo o resultado € 6.

(84+10) =6 (mod 12).

Subtracéio: Possui a seguinte propriedade (a — b) = ¢ (mod 12). Assim para subtrair 7
e 9 horas, comecgaremos em zero horas, em seguida avangamos 7 horas, para logo depois atrasar
9 horas. Isto dard 7 - 9 =-2 =10 - 12, logo o resultado € 10.

(7—9)=-2=10 (mod 12).

Podemos dizer que o sinal negativo significa que devemos atrasar o reldgio.

Multiplicacdo: Possui a seguinte propriedade (a - b) = ¢ (mod 12). A multiplicagdo é
uma soma repetida vérias vezes, entdo sabendo somar, vocé também sabe como multiplicar na
aritmética do rel6gio. Se vocé€ quiser calcular, na aritmética do relégio 7 - 14, vocé pode primeiro
fazer a multiplicagdo 7 - 14 =98, e pelo Teorema 1.12, temos que 98 = 12 - 8 + 2. Que € 0o mesmo
que dar 8 voltas no sentido horario, parando no zero e em seguida avancar as 2 horas restantes.
Assim:

(7-14) =2 (mod 12).
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Também podemos resolver da seguinte forma:
(7-14)=7-(12+2)=(7-12) + (7-2) (mod 12).
Como dar 7 voltas completas no relégio € o mesmo que ndo avangar nenhuma hora, temos que:
(7-14) = (7-2) (mod 12).

Assim,
(7-2)=14=(1-12)+2=2 (mod 12).

Divisdo: Se (b, 12) = 1, entdo pela Observagio 1.77 temos que ¢ - b~' = a (mod 12).
Assim, sendo a divisdo a operacdo inversa da multiplicag@o e considerando o valor de 5 = 7 na
aritmética do reldgio, o que queremos fazer é encontrar o nimero ¢, compreendido entre O e 11,
tal que

(c-7)=5 (mod 12).

Uma maneira de resolvermos essa congruéncia € resolver os 12 possiveis valores de ¢, observe:

(0-7)=0 (mod 12);
(1-7)=7 (mod 12);

—
N}
~J

~—
Il

14=2 (mod 12);

(3-7)=21=9 (mod 12);

(4-7)=28=4 (mod 12);

(5-7)=35=11 (mod 12);

eSS
-

S~— N~— N~— S~— N~—
11l
ot
>
Il
oo

Assim, percebemos que ¢ € igual a 11.

Outra forma de resolvermos a congruéncia

(c-7)=5 (mod 12)
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¢ através da Definicdo 1.73, Congruéncia Linear.

Assim seja:
(c-7)=>5 (mod 12) & 7X —12Y =5

Como (7,12) =1 e 1 | 5, entdo a equacdo admite solugdo. Vamos achar uma solug@o particular

Zo, Yo € Z desta equagdo. Assim, pelo Algoritmo de Euclides, temos:

121715

De onde temos:

5=12-7-1
2=7-5-1
1=5-2-2

Substituindo as equagdes acima uma nas outras, obtemos:

1=3-12-5-7,

portanto, multiplicando por 5, temos:

5=15-12-25-7.

Logo, z¢ = -25 e yy = -15 € solugdo particular da equagdes, consequentemente, as solucdes sao:

X =-25—-12¢t
Y=-15-Tt

comt € Z.

Como c estd compreendido entre 0 e 11, entdo X estd compreendido entre O e 11, logo:

Set=-1, entdo X =-13;
Set=-2,entdo X =-1;
Set=-3,entdo X =11.

Logo c éiguala 11.
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2.2 CALENDARIO MAIA

O calendario consiste em um conjunto de unidades de tempo, como dias, meses € anos.
Através dessas unidades podemos dividir o ano em quatro estacdes (Outono, Inverno, Primavera
e Verdo). De uma maneira geral podemos dizer que o calendério teve origem da necessidade de

medir e registrar eventos ao longo de pequenos e grandes periodos.

Segundo alguns especialistas o calenddrio teve origem com os sumérios - povo da Meso-
potamia - em 2700 a.C.. Abaixo adaptamos de (NETWORKS, 2000) um pouco da histéria de
alguns calendarios, que introduzird a nossa proposta de aplicacdo de congruéncias no calendario,
mais especificamente no Calendario Maia. Visto que os outros calendarios ja foram objeto de

estudo em outras dissertacOes de mestrado deste mesmo programa.

Calendario Solar: Esse calendario foi criado pelos egipcios e possui 12 meses de 30
dias cada, ou seja um total de 360 dias por ano acrecidos de mais 5 dias no final do ano, isso
para trazé-lo mais de acordo com o ano solar. Nao havia ano bissexto pois em vez de ter um
Unico dia bissexto a cada quatro anos para dar conta do dia fracionado (como fazemos agora),
eles deixavam acumular o dia e depois de 1460 anos solares, ou quatro periodos de 365 anos,
tinham passado na verdade 1461 anos egipcios. Isto significa que, como o passar dos anos, 0s
meses egipcios caiam fora de sincronia com as estacdes do ano, de modo que os meses do verdo,
eventualmente, caiam durante o inverno. Assim, somente a cada 1460 anos o seu calendario

coincide precisamente com o ano solar.

Figura 6 — Calendério Solar

Fonte: (EUGENESERGEEYV, 2012)
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Calendario Romano ou Juliano: Quando Roma emergiu como uma poténcia mundial,
as dificuldades de fazer um calenddrio eram bem conhecidas, mas os romanos complicaram suas
vidas por causa de sua supersticao de que até os nimeros eram infelizes. Assim, seus meses
foram de 29 ou 31 dias, com excecao de fevereiro, que teve 28 dias. No entanto, quatro meses
de 31 dias, sete meses de 29 dias e um més de 28 dias somaram apenas 355 dias. Por isso,
0s romanos inventaram um més extra chamado "Mercedonius"de 22 ou 23 dias. Ao qual foi

adicionado a cada dois anos.

Aconselhado pelo astronomo Sosigenes, Juilio César ordenou no ano de 46 a.C. uma re-
forma radical no calendério, foi refeito com 445 dias por decreto imperial, trazendo o calendério
de volta em sintonia com as estagdes do ano. Entdo o ano solar (com o valor de 365 dias e 6
horas) foi feito a base do calendario. Os meses tinham 30 ou 31 dias de duracdo, e para cuidar
das 6 horas, a cada quatro anos era feito um ano de 366 dias. Além disso, César decretou que o

ano comegasse no dia primeiro de janeiro, € ndo mais no final de marco.

Este calendério foi nomeado como Calendério Juliano, depois de Jilio César, e continua
a ser usado por igrejas ortodoxas orientais para cdlculos de feriados. No entanto, apesar da

correcdo, o Calenddrio Juliano ainda € 111/2 minutos a mais que o ano solar.

Calendario Cristao ou Gregoriano: No século XV, o calendario Juliano havia se atra-
sado em torno de uma semana em relacao ao calendério solar, de modo que o equindcio vernal
caia por volta de 12 de mar¢o, em vez de 20 de margo. O Papa Sisto IV (que reinou de 1471 a
1484) decidiu que outra reforma era necessario e chamou o astronomo alemao Regiomontanus a
Roma para aconselha-lo. Regiomontanus chegou em 1475, mas infelizmente ele morreu pouco

depois, e os planos do Papa para a reforma morreram com ele.

Entdo, em 1545, o Concilio de Trento autorizou o papa Paulo III a reformar o calen-
dario mais uma vez. A maior parte do trabalho matemaético e astronomico foi feito pelo Padre
Christopher Clavius, S.J. A corre¢do imediata, aconselhada pelo padre Cldvio e ordenada pelo
papa Gregorio XIII(por esse motivo também € conhecido como calendario gregoriano), era que
a quinta-feira, 4 de outubro de 1582, seria o dltimo dia do Calendério Juliano. O dia seguinte
seria sexta-feira, 15 de outubro. Para uma precisao de longo alcance, uma férmula sugerida pelo
bibliotecério do Vaticano Aloysius Giglio foi adotada: o ano ao qual € acrescentado um dia extra,
ficando ele com 366 dias, um dia a mais do que os anos normais de 365 dias, ocorrendo a cada
quatro anos (exceto anos multiplos de 100 que nao sao mdltiplos de 400). Essa regra elimina trés

anos bissextos em quatro séculos, tornando o calenddrio suficientemente preciso.

A contagem dos anos deveria ser iniciada por um acontecimento de grande valor, de

modo que, como cristdos foi considerado que o ano 1 deveria ser o ano do nascimento de Jesus
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Figura 7 — Calendério Juliano para o Gregoriano

[ Sib_
T4 ||5 16
21 22 23
128 29,30

B

| As ser o calenddrio Juliano corrigide pelo Papa chmdn em
(1582, foram dele eliminados dex dias, como ai s ve. O dia que terda
sido sexta-feirn, 5, ficou sendo sexta-feira, 15. A continuidnde dos
s da semmana nio fol altersda nem interrompida, nem o foi e al-
{teragio nenhuma do calendiirio.

Fonte: (AMILMIUQ, 2013)

Cristo. Esse € o calendario usado atualmente no Brasil e em grande parte do mundo.

Mas estes calendarios, ja foram estudadas em outras dissertacdes de mestrado do PROF-
MAT. Assim, vamos inovar os estudos e aplicar os conteddos de aritmética, mais precisamente o

Teorema Chinés dos Resto no Calendario Maia.

Calendario Maia: E composto por dois calenddrios: o Haab, que é o calendrio civil, e
o Tzolk’in, que € o calenddrio sagrado, ou calendario religioso. Enquanto o Haab conta com 365
dias divididos entre 18 meses com 20 dias cada um, num total de 360 (5 dias ndo pertencem a
meés algum), o Tzolk’in conta com 260 dias divididos em treze periodos de 20 dias cada um, em

que cada dia é contado de 1 a 13.

O sistema matemdtico Maia é formado por 20 digitos, de 0 a 19. Por isso, € de base
vigesimal. Os digitos maias sdo representados a partir de um sistema de ponto e barra, em que
um ponto representa uma unidade, e uma barra significa cinco unidades. Assim, o nimero 4 é
representado por quatro pontos (4 - 1), enquanto o numero 17 € representado por trés barras e

dois pontos (3 - 5 + 2).
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Na figura 8, € possivel ver a representacdo digitos Maias, acompanhados pelos seus

nomes em lingua maia Yukateka.

Figura 8 — Representacdo dos 20 digitos maias
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15- JOLAJUN 16 - WAKLAJUN 17 - WUKLAJUN 18 - WAXAKLAJUN 19 - B'OLONLAJUN

Fonte: (CAVALCANTI, 2014, p.52)

E importante comegar a falar do calendério de 260 dias [...], uma vez recorrido o
percurso “cldssico” de introducdo a matematica e sua aplicacao calenddrica mais
objetiva, a conta longa. A ilustragcdo de que nimeros também sdo pessoas (sejam
humanas ou ndo-humanas) para xs maias ¢ fundamental para compreender a
prépria matematica do tempo maia e mesoamericana, seja — por exemplo —
aquela dxs maias cldssicxs, dxs mexicas ou dxs maias de hoje.(CAVALCANTI,
2014, p.64 e 65)

Figura 9 — Glifos dos 20 dias do Tzolk’in

0- AJAW 1 - IMIX

5- CHIKCHAN 6- KIMI 7 - MANIK*

10-0K 11 - CHUWEN 12-EB'

15 - MEN 16 - KIB' 17 - KAB'AN 18- ETZ’'NAB' 19 - KAWAK

Fonte: (CAVALCANTI, 2014, p.64)

O calendario de 260 dias deve ser entendido como oriundo de permutagdes ou
interseccdes entre dois ciclos distintos: precisamente os de 13 e de 20 dias. Ha
pouco, viu-se que estes (mais o zero) t€m centralidade na cosmovisao maia, e é
exatamente no Tzolk’in que isto se demonstra com maior forca.[...]

Diga-se que os 20 glifos aqui expostos sdo também vinte faces, rostos, identida-
des dos dias. E que cada um dos 260 dias tém uma identidade especifica que,
por sua vez, combina um dos 13 nimeros com um dos 20 glifos. Como 260 é
o minimo multiplo comum (doravante MMC) entre os dois ciclos, esta é uma
razao matemadtica para sua duracdo.(CAVALCANTI, 2014, p.65)
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A Figura 10 mostra a sequéncia dos 260 dias do Tzolk’in, contada com o inicio em 1

Imix.
Figura 10 — Os 260 dias do Tzolk’in
Dia1 Dvia 27 Dia 53 Dia 73 Dia 105 Dia 131 Dia 157 Dia 183 Dia 209 Dia 235
1 Imix 1 Manik' 1 B'en 1 Kawak | 1 Chikchan | 1 Chuwen 1 Kab'an 1 Akbal 1 Mk 1 Men
Dia 2 Dvia 28 Dia 54 Dia 80 Dia 108 Dia 132 Dia 158 Dia 184 Dia 210 Dia 238
2K 2 Lamat 20x 2 Alaw 2 Kimi 2 Eb’ 2 Elz'nab’ 2 K'an 2 0% 2 Kib
Dia 3 [¥ia 29 Dia 55 Dvia 81 Dia 107 Dia 133 Dia 159 Dia 185 Dia 211 Dia 237
3 Akb'al 3 Mtk 3 Men 3 Imix 3 M dJ8en 3 Kawsaw 3 Chikchan | 3 Chuwen 3 Kab'an
Dia 4 D¥ia 30 Dia 56 Dvia 82 Dia 108 Dia 134 Dia 160 Dia 186 Dia 212 Diia 238
4 K'an 4 Ok 4 K" 4 4 Lamal 4 lx 4 Alaw 4 Kimi 4 Eb' 4 Elznab”
Dia 5 Dia 3 Dia 57 Dia 83 Dia 108 Dia 135 Dia 161 Dia 187 Dia 213 Dia 239
5 Chikchan | 5§ Chuwen 5 Kab'an 5 AkDal 5 Mulun 5 Men 5 Imix 5 Manik' 5 8en 5 Kawak
Dia B Dvia 32 Dia 58 Dia 34 Dia 110 Dia 138 Dia 162 Dia 188 Dia 214 Dia 240
B Kimi 5 Eb’ & Elznab & K'an 6 O% & Kib' 6 &' & Lamat 5 lx & Ajow
DiaT Dvia 33 Dia 58 Dia 85 Dia 111 Dia 137 Dia 163 Dia 189 Dia 215 Diia 241
7 Manik' 7 Blan T Kawak 7 Chikchan | 7 Chuwen T Kab'an 7 Akbal 7 Muluk 7 Mean T imix
Dia 8 Dvia 34 Dia 60 Dia 88 Dia 112 Dia 138 Dia 164 Dia 180 Dia 216 Dia 242
§ Lamat 8 ilx 8 Ajew 8 Kimi & Eh' a8 Etz'nab’ § K'an 5 Ok g Kb’ 8 ik
Dia 9 D¥ia 35 Dia 61 Dia 87 Dia 113 Dia 138 Dia 165 Dia 181 Dia 217 Dia 243
O Muiluik 9 Men 9 imix o Manik” 8. 8%en O Kowsk | 9 Chikchan | 8 Chuwen 8 Kab'an 9 Axb'al
Dia 10 Dia 38 Dia 62 Dia 88 Dia 114 Dia 140 Dia 166 Dia 182 Dia 218 Dia 244
10O 10 Kip' 10K 10 Lamsd 10 ix 10 Afaw 10 Kirm 10 Eb’ 10 Erznab 10 K'an
D¥ia 11 D¥ia 37 Dia 63 Dz 89 Dia 115 Dia 141 Dia 167 Dia 133 Dia 218 Dia 245
11 Chuwen 11 Kab an 11 Akb &l 11 Mtk 11 Men T1 dmix T1 Mamk” 11 Sen 11 Kawak | 11 Chikchan
Dvia 12 D¥ia 38 Dia 64 Dia 90 Dia 116 Dia 142 Dia 168 Dia 194 Diia 220 Diia 246
12Eh 12 Eiznab 12 K'an 12 0w 12 Kib" 12 ik 12 Lamal 12 Ix 12 Alaw 12 Kirm
Dia 13 Dia 39 Dia 65 Dia 91 Dia 117 Dia 143 Dia 168 Dia 185 Dia 221 Dia 247
i3 8en 13 Kawak | 13 Chikchan | 13 Chuwen | 13 Kab'an 13 Akb'al 13 Muut 13 Men 13 hmix 13 Manik’
Dvia 14 Dvia 40 Dia 68 Dia 82 Dia 118 Dia 144 Dia 170 Dia 196 Diia 222 Dia 243
1idx 1 Ajaw 1 Kimi 1Eb" 1 Eiznab’ 1 Kan 10k 1 Kib 11k 1 Lamat
Dria 15 Dvia 41 Dia 67 Dhia 33 Dia 1192 Dia 145 Dia 171 Dia 137 Diia 223 Dia 243
2 Men 2 Imix 2 Mank” 2 B'en 2 Kewsk | 2 Chikchan | 2 Chewen 2 Kab'an 2 Akh'al 2 Mk
Dvia 16 Dvia 42 Dia 68 Dia 84 Dia 120 Dia 148 Dia 172 Dia 198 Diia 224 Dia 250
3 Kib ik 3 Lamat 3ix 3 Afaw 3 Kirmi JEb’ J Elznab’ 3 Kan 3 Ok
Dia 17 Dvia 43 Dia 69 Dvia 95 Dia 121 Dia 147 Dia 173 Dia 198 Diia 225 Diia 251
4 Kab'an 4 Akb'sl 4 Muiluk 4 Men 4 Imix 4 Manik 4 B'an 4 Kawak 4 Chikchan | 4 Chuwen
Dia 18 Dia 44 Dia 70 Dia 98 Dia 122 Dia 148 Dia 174 Dia 200 Dia 228 Dia 252
S Elznab’ S5 K'an 50k S Kib 51K S5 Lamad Six 5 Alow 5 Kirm 1=
Dvia 18 Dia 45 Dia 71 Dvia 87 Dia 123 Dia 148 Dia 175 Dia 201 Diia 227 Dia 253
5 Kawak 6 Chikchan | & Chuwen & Kab'an 6 Akbal B Muluk B Men 5 Imix 6 Mamk 5 B'en
Dia 20 Dria 48 Dia 72 Dvia 28 Dia 124 Dia 150 Dia 176 Dia 202 Dia 228 Dia 254
T Alaw T Kimi TED T Elz'nab’ T Kan 7Ok T Kib T 7 Lamal Tlix
Dvia 21 Dvia 47 Dia 73 Diia 99 Dia 125 Dia 151 Dia 177 Dia 203 Diia 228 Dia 255
& imix 8 Manik’ & B'en & Mawak | § Chikchan | § Chuwen 8 Kab'an g Akb'al 8 Ml & Men
Dvia 22 Dvia 43 Dia 74 Dia 100 Dia 126 Dia 152 Dia 178 Dia 204 Dia 230 Dia 256
o 8 Lamat Oix 9 Alaw 2 Kimi g Eb' 9 Erz'nab’ 5 K'an =g 8 Kb
Dia 23 D¥ia 49 Dia 75 Dia 101 Dia 127 Dia 153 Dia 179 Dia 205 Dia 231 Dia 257
10 Akb sl 10 Mk 10 Man 10 Iimix 10 Mank” 10 Een 10 Kewak | 10 Chikchan | 10 Chuwen | 10 Kab'an
Dvia 24 D¥ia 50 Dia 7B Dia 102 Dia 128 Dia 154 Dia 180 Dia 206 Dia 232 Dia 253
11 Kan 11 Ok 11 Kl i1 Ik 11 Lamat 11 Ix 11 Ajaw 11 Kim 11 Eb 11 Etz'nab’
Dvia 25 Dvia 51 Dia 7T Dia 103 Dia 128 Dia 155 Dia 181 Dia 207 Diia 233 Dia 259
12 Chikchan | 12 Chuwen 12 Kab'an 12 Akb gl 12 Muluk 12 Men 12 Iimix 12 Manik 12 B'&n 12 Kawak
Dia 26 Dia 52 Dia 7B Dia 104 Dia 130 Dia 158 Dia 182 Dia 208 Dia 234 Dia 260
13 Kiml 13 Ep’' 13 Efz'nad’ 13 Kan 13 Ok 13 Kb 13 Ik’ 13 Lamat 130 13 Alaw

Fonte: (CAVALCANTI, 2014, p. 68)

E preciso observar, aqui, uma dindmica da matematica mesoamericana do
tempo: todos os ciclos sempre estdo correndo paralelamente. Dito de outra
forma, o dia de hoje ndo € apenas um dia no Tzolk’in, mas também um dia no
Ja’ab’, na conta longa e em todas as outras contas calenddricas. Por conseguinte,
também todos os ciclos “encontram-se” em alguma altura, o que é constatado
mais sistematicamente a partir da marcagdo de pontos de partida especificos (e
aqui se d4 uma forma de marcag¢do da diferenca a partir do calendério).

No caso do Junab’, isto significa dizer que sua duracdo, 18.980 dias, é na
verdade o MMC entre 260 e 365. Constatei, anteriormente, que a propria razao
matematica para o Tzolk’in ter 260 dias estd no fato de que ele € efetivamente
o0 MMC entre 13 e 20. Assim, posso concluir que a observacao do MMC entre
dois ciclos € uma prética antiga que remonta aos tempos de oralidade primdria
e que contribuiu para a posterior construcdo do registro infinito — e escrito
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— do tempo. Cada novo ciclo engendrado a partir da combinacdo de ciclos
menores gera um ciclo maior, e este ciclo maior por sua vez é sempre passivel
de ser combinado com outros ciclos (sejam previamente oriundos ou ndo do
MMC entre dois ou mais ciclos), tornando impossivel definir o “maior ciclo
mesoamericano”.

O ciclo de 52 anos faz coincidir os calenddrios de 260 e 365 dias a partir da
marcacdo de uma data especifica, composta pelo encontro entre um determinado
dia entre os 260 e outro dia oriundo dos 365. Entretanto, é preciso compreender
de que maneira isto ocorre e qual € o significado do Junab’. Por isso, vou
adentrar aspectos da relagdo entre os dois calenddrios. Para efeito de ilustracdo,
a interacdo entre o Tzolk’in e o Ja’ab’ é mostrada a partir de rodas dentadas na
Figura 11.

Assim, entende-se ainda melhor que o primeiro dia de cada ano no Ja’ab’
sempre equivalerd a um dos 260 dias do Tzolk’in, uma vez que os ciclos correm
paralelamente. No contexto das sociedades mesoamericanas que combinaram o
uso dos calenddrios de 260 e 365 dias, o dia da conta ritual torna-se algo além
de um dia que apenas acompanha e compde a data, tornando-se um dia que
simbolicamente pode influenciar todo o ano de 365 dias em questdo, ou parte
dele. (CAVALCANTI, 2014, p. 80)

Figura 11 — Roda calendérica mostrando a interacdo entre o Tzolk’in (com as duas rodas menores,
uma dos 20 glifos e a interna de 13 nimeros) e o Ja’ab’. O dia aqui ilustrado € 1
K’an 2 Pop, terceiro dia de um ano 12 Ik’.

Fonte: (CAVALCANTI, 2014, p. 80)

Observando a Figura 11 percebemos que a roda maior aparecem os 20 dias que corres-
pondem ao calendario Tzolk’in e na roda pequena que estd dentro do interior aparecem nimeros
de um a treze (escrita Maia). Na figura aparece no primeiro dia do calendério correspondente ao
primeiro Imix , no segundo dia as duas rodas giram na mesma dire¢@o, no sentido horario, entdo

o segundo dia € o segundo de Ik’. Ou seja, para cada dia seguinte, o dia € 0 més mudam.
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Um problema que surge no calendario Tzolk’in seria: Quantos dias se passaram desde
0 7 MANIK” até o 5 KIMI? Em geral, devemos encontrar o nimero de dias x desde Tzolk’in
(d,p),onde 1 <d<20e1<p<13paraTzolk’in (d’,p’),onde 1 <d’<20e 1 <p’< 13, sendo p

e p’ os periodos e d e d’ os dias.

Devido ao comportamento ciclico dos periodos, o problema pode ser colocado como

uma congruéncia do tipo:
r=(p —p) (mod 13).

E devido ao comportamento ciclico dos dias, a congruéncia pode ser escrita:

r=(d —d) (mod 20).

Para responder a pergunta, devemos ter em mente que no 7° dia MANIK ¢€ o casal (7,7) e

no 5° dia o KIMI € representado como o casal (6,5), assim podemos escrever as congruéncias:

= —2 (mod 13)
r = —1 (mod 20)

8
I

Como (13,20) = 1, podemos resolver a congruéncia pelo Teorema Chinés dos Restos. Que neste
caso temos que M = 13 x 20 = 260, M; =20 e M, = 13. Por outro lado y; =2 e y, = 17 sdo

solugdes, respectivamente, das congruéncias 20y;=1 (mod 13) e 13y, =1 (mod 20), logo:

2 =20-2-(=2)+13-17- (=1) + 260t, € Z.

Do qual obtemos:
xr = 219+ 260t,t € Z.

O que responde a pergunta, pois quer dizer que entre o sétimo dia MANIK’ e quinto dia
KIMI, transcorrem 219 dias.

2.3 CHRYZODES

A palavra Chryzode deriva do grego "Chrysos"(escrito em ouro) e "zooide"(circulo), ou
seja, escrita de ouro em um circulo e s@o as representagdes geométricas e graficas de nimeros e
operacdes aritméticas modulares por meio de um circulo dividido em arcos iguais. Tal represen-
tacdo permite dar uma visao alternativa (fato artistico) as classes de congruéncias e as operacoes

entre elas.

Assim uma maneira de construirmos um Chryzode € dividir uma circunferéncia em m

pontos equidistantes, ordenados e numerados de 0 a m — 1. Feito isto, escolhemos um nimero
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natural a, que multiplicard a sequéncia de nimeros 1, 2, 3,4, 5, - - -, m-1. Em seguida, resolvemos
as congruéncias modulo m para essa sequéncia de numeros. Por fim, para obter o Chryzode,
basta ligar a sequéncia de nimeros 1, 2, 3,4, 5, - - -, m-1 com o resultado de seu médulo. Ou
seja:

a-1=b (mod m);
a-2=by (modm);

a-3=bs (mod m);

)
P
3
|
DO
N—
I

=by,_2 (mod m);

a-(m—1)=b,_1 (modm).

a-i=b; (modm)

parai=1,2,---,m — 1.

Resolvendo as congruéncias e ligando os pontos 1 com by, 2 com by, 3 com b3, € assim
sucessivamente, teremos um conjunto de linhas desenhadas no circulo inicial, do qual forma o
Chryzode.

Entao o Chryzode pode ser representado desenhando as linhas, ou (quando o nimero
de linhas for muito grande), plotando com um computador apenas os pontos de intersec¢ao
entre as linhas (para essa finalidade podemos utilizar o software Chryzodus, disponivel em:
<https://chryzodus-a-chryzode-explorer.soft] 12.com/>). Assim podemos desenhar diferentes

Chryzodes, para isso basta variar o valor de a e de m.

Através de um exemplo vamos criar um Chryzode, utilizando a explica¢do acima.

Exemplo 2.1. Vamos desenhar o Chryzode representando a multiplica¢do por 2 no médulo 11.

Assim, temos que a =2 e m = 11. Logo:
2:-1=2 (mod 11);
2:2=4 (mod 11);
2-3=6 (mod 11);
2-4=8 (mod 11);


 https://chryzodus-a-chryzode-explorer.soft112.com/
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2:8=16=5 (mod 11);
2:-9=18=7 (mod 11);
2:10=20=9 (mod 11)
Por outro lado, desenhamos uma linha de cada ndmero da sequéncia 1, 2, 3,4, 5, - - -, m-1

com o seu médulo, ou sejauma linhade 1 a2,de2a4,de3a6,ded4a8,deS5al0,de6al,de

7a3,de8aS,de9a7ede10a9. Oresultado da construcdo do Chryzode € mostrado na figura 12.

Figura 12 — Chryzode, produto por 2 no médulo 11, em linha.

Fonte: O autor

No software Chryzodus, obtemos o resultado conforme a figura 13.
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Figura 13 — Pontos de intersecao das linhas do Chryzode, produto por 2 no médulo 11 obtido
pelo software Chryzodus

Fonte: O autor

Para uma melhor visualiza¢do vamos "esconder"a circunferéncia e variar o valor de m
(do médulo). Assim teremos os Chryzodes para médulo 10, 11, 12, 13, 14, 15, 20, 30, 40, 50 e

70. Conforme podemos visualizar nas figuras 14 a 24.

Figura 15 — Chryzode, pro-
duto por 2 no
modulo 11

Figura 14 — Chryzode, pro-
duto por 2 no
modulo 10

8]

9

8

Fonte: O autor Fonte: O autor



Figura 16 — Chryzode, pro-
duto por 2 no
modulo 12

10 8
9

Fonte: O autor

Figura 18 — Chryzode, pro-
duto por 2 no
modulo 14

Fonte: O autor

Figura 20 — Chryzode, pro-
duto por 2 no
modulo 20

Fonte: O autor
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Figura 17 — Chryzode, pro-
duto por 2 no
modulo 13

9

Fonte: O autor

Figura 19 — Chryzode, pro-
duto por 2 no
modulo 15

Fonte: O autor

Figura 21 — Chryzode, pro-
duto por 2 no
modulo 30

Fonte: O autor
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Figura 23 — Chryzode, pro-
duto por 2 no

Figura 22 — Chryzode, pro-
duto por 2 no
médulo 40 modulo 50

Fonte: O autor

3

2
23130202

Fonte: O autor

Figura 24 — Chryzode, produto por 2 no médulo 70

Fonte: O autor

Quanto maior o valor de m mais a curva se parece com um coracdo (o que fica mais
visivel, conforme a pintura da Figura 24), por esse motivo esse tipo de Chryzode recebe o nome

de Cardioide, que aparece em muitos lugares do cotidiano, tais como as Figuras 25, 26 e 27.

Figura 25 — Conjunto de Mandelbrot'do tipo 2% + ¢

Fonte: O autor

Foge do escopo desse trabalho, relatar e demonstrar propriedades desse conjunto. Mas para agugar o interesse
do leitor, definimos por Conjunto de Mandelbrot um fractal definido como o conjunto de pontos ¢ no plano

1
complexo para o qual a sucessdo € definida por 2,41 = z;, + c. Ou pode ser consultado (REIS, 2016)
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Figura 26 — Espuma do café no formato de um Cardioide

Fonte: (IMAGENS, 2018)

Figura 27 — Microfone Cardioide

Fonte: (IMAGENS, 2019)

No software Chryzodus quanto maior o valor de m e com as cores certas, mais bonito e

definido o Chryzode se parece com um cardioide, conforme podemos ver na Figura 28.

Figura 28 — Chryzode (Cardioide), produto por 2 no médulo 1499

Chryzodus - a chryzode explorer = Ex

Fonte: O autor

Agora em vez de fazer a tabela de multiplicacdo por 2, conforme todos os exemplos
acima, analogamente, vamos fazer a tabela da multiplicacao por 3. E da mesma forma, iremos
"esconder"a circunferéncia e variar o valor de m (do mddulo). Assim teremos os Chryzodes para
modulo 10, 11, 12, 13, 14, 15, 20, 30, 40, 50 e 70, conforme as Figuras abaixo:



Figura 29 — Chryzode,
produto por
3 no médulo

10

Fonte: O autor

Figura 31 — Chryzode, pro-
duto por 3 no
modulo 12

1"

Fonte: O autor

Figura 33 — Chryzode, pro-
duto por 3 no
modulo 14

Fonte: O autor
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Figura 30 — Chryzode,
produto
por 3 no
modulo 11
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Fonte: O autor
Figura 32 — Chryzode, pro-

duto por 3 no
modulo 13
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Fonte: O autor
Figura 34 — Chryzode, pro-

duto por 3 no
modulo 15
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Fonte: O autor



Figura 35 — Chryzode, pro-
duto por 3 no
modulo 20

Fonte: O autor

Figura 37 — Chryzode, pro-
duto por 3 no
modulo 40

g 9 1011 4»
1

Fonte: O autor
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Figura 36 — Chryzode, pro-
duto por 3 no
modulo 30

Fonte: O autor

Figura 38 — Chryzode, pro-
duto por 3 no
modulo 50

11121314
10 1545

Fonte: O autor

Figura 39 — Chryzode, produto por 3 no médulo 70

Fonte: O autor
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Assim variando o valor de m, obtemos outra curva parecida com um Rim, por esse motivo
esse tipo de Chryzode recebe o nome de Nefroide, cujo nome significa forma de rim, ao qual

podemos visualizar na pintura da Figura 39.

Generalizando no conjunto de Mandelbrot, temos a equagio 2 + ¢, diferente do conjunto
anterior que tinha expoente dois. Como agora estamos falando da tabela de multiplica¢iao por
trés, entdo mudamos o expoente para trés. O que de fato nds dé o bulbo principal do conjunto de

Mandelbrot como um Nefroide, conforme podemos visualizar na Figura 40.

Figura 40 — Conjunto de Mandelbrot do tipo 23 + ¢

Fonte: O autor

No software Chryzodus, também € possivel construir o Nefroide, conforme podemos ver
na Figura 41.

Figura 41 — Chryzode (Nefroide), produto por 3 no médulo 1499

Chryzodus - a chryzode explorer o= En

Multiplication chrycode of med im mel999, from root rel | oo

Fonte: O autor
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Observando os Chryzodes quando multiplicamos por dois, percebemos que o mesmo
possui uma "pétala”, quando multiplicamos por trés forma duas "pétalas". Seguindo esse padrao,
temos que: Multiplicando por quatro, teremos trés "pétalas". Multiplicando por cinco, teremos

quatro "pétalas", etc, o que podemos verificar nas Figuras 42 e 43.

Figura 42 — Chryzode, produto por 4 no médulo
1499

Chiry: a chryzode explorer - HEl

File GChruzode goom He

=4 in mel49%,

Fonte: O autor

Figura 43 — Chryzode, produto por 5 no médulo
1499

Chryzodus - a chiyzode explorer - o IEl
File Chruzode Zoom fwle o o

Hultiplication ohruzode of n=3 in W=l49%, frow e

Fonte: O autor

Para visualizarmos o que acontece de uma forma mais tecnoldgica e lidica, foi cri-
ado o video que varia o valor de a e o valor de m dos Chryzodes, o que estd disponivel em:
<https://www.youtube.com/watch?v=sSq3DCkpS-g&t=12s>.

Ja no Conjunto de Mandelbrot observamos exatamente esse tipo de padrdo, sendo que se

tendermos o expoente n da férmula z,,.; = 2] + ¢, para o infinito positivo o conjunto tende a


https://www.youtube.com/watch?v=sSq3DCkpS-g&t=12s
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virar um grande circulo. O que pode ser visualizado no software FRAQTIVE, disponivel em:

<https://fraqtive.mimec.org/>, ao qual foi variado o valor real de n, para o infinito positivo.

Para um maior entendimento do software e da criagdo dos Conjuntos de Mandel-
brot, foi desenvolvido um breve video disponivel em: <https://www.youtube.com/watch?v=
t31ulWRs4mY>.

2.4 QUEBRA-CABECA DE BOLICHE MODULO 6 E 10

Ouvimos falar que a matemdtica € uma matéria de dificil aprendizagem e temida por
grande parte dos alunos. Por esse motivo cabe ao professor inovar a maneira de ensinar. E
a pratica lidica pode ser uma maneira de estimular o desenvolvimento mental, fazendo com
que o aluno construa o conhecimento de uma forma mais prazerosa. Além de tornar as aulas
menos cansativas e mais atraentes, aproximando o professor do aluno o que por si acaba com os

bloqueios e medos dos alunos em relacao a matematica. Segundo (MENDES, 2011):

O educador deve priorizar o ato de encorajar a criancga a pensar autonomamente
em todos os tipos de situagdo. Cabe a ele buscar formas diddticas diferenciadas
para ensinar, que estimulem as formas de pensamento das criangas, fazendo
com que elas pensem por si. Ndo apenas limitando a um mesmo raciocinio, mas
propiciando atividades diferenciadas para estimular a mente da crianga, que
estd em pleno desenvolvimento, para que a crianga sinta o desejo de pensar logi-
camente. [- - - ] Pois no momento do jogo as criangas ndo se sentem intimidadas
e sentem maior desejo de participar da brincadeira, porque durante a aplicacio
das atividades elas se sentem iguais acabando com os medos, deixando transpa-
recer apenas a vontade de brincar, e acabam por aprender de forma que nem
imaginavam.

Pensando nisso, este topico serve para ensinar/aprender de uma maneira lidica a aritmé-
tica modular, através do quebra-cabe¢a modular. Vamos comecar com a piramide médulo 6, que
consiste em 6 blocos empilhados como piramide: trés blocos na linha inferior, dois blocos na

linha do meio e um bloco no topo. Conforme podemos perceber na Figura 44.

Figura 44 — Piramide mod 6.

Fonte: O autor


https://fraqtive.mimec.org/
https://www.youtube.com/watch?v=t31ulWRs4mY
https://www.youtube.com/watch?v=t31ulWRs4mY
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A resolucdo da piramide se d4 pelo preenchimento de todos os blocos da piramide com
nimeros, tal que a regra da piramide segue de um tridngulo reverso de Pascal, isto é, qualquer
bloco € a soma dos dois blocos diretamente abaixo dele mod 6. O objetivo € usar todos os

numeros 0, 1, 2, 3, 4 e 5 exatamente uma vez tal que eles satisfacam a regra da piramide.

O seguinte exemplo mostra como funciona a regra da pirimide, mas ndo € uma solugdo

do quebra-cabeca.

Exemplo 2.2. Vamos completar a pirdmide da Figura 45, pela regra da piramide.

Figura 45 — Exemplo de piramide mod 6.

Fonte: O autor

Solucdo: Primeiramente vamos colocar incégnitas nos blocos ao qual queremos solugdo,

assim obtemos uma piramide conforme a Figura 46.

Figura 46 — Exemplo de piramide mod 6.

(s JC

Fonte: O autor

Agora basta pensarmos na congruéncia 2 + x = 5 mod 6, ao qual possui a solu¢do

minimal igual a 3. Analogamente, temos que 5 +y = 0 (mod 6), logo y = 1.

Assim, completamos a piramide, conforme a Figura 47.
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Figura 47 — Resolugdo pela regra da piramide mod 6.

Fonte: O autor

Agora, vamos tentar resolver o quebra-cabeca usando as propriedades dos inteiros médulo
6. O zero deve estar no topo da pirdmide, caso contrario ndo poderiamos garantir que os nimeros
0, 1, 2, 3,4 e 5 sejam usados exatamente uma vez. Isto implica que na préxima linha teremos
um nuimero a e seu inverso —a. Na linha de baixo, vamos deixar o bloco inferior esquerdo ser
outro nimero, digamos b, em seguida, pelas regras do tridngulo, o préximo bloco deve ser a — b

e o bloco da direita deve ser b — 2a. O que podemos melhor visualizar na Figura 48.

Figura 48 — Quebra cabeca mod 6, resolvido por dlgebra com duas incégnitas.

Fonte: O autor

Assim os possiveis valores dos blocos (mod 6), sdo 0, 1, 2, 3, 4 e 5. Suponha que
cada bloco possua um desse valores. Se somarmos os valores de todos os blocos, obtemos
5+44+34+2+14+0=05+0)+(4+1)+(3+2)=5-3=15=3 (mod 6). Por outro
lado, somando os valores dos blocos 0 + a + (—a) + b+ (a — b) + (b — 2a), fica b — a. Logo,
b — a = 3 médulo 6. Assim, a = b — 3 mddulo 6 ou ¢ = b + 3 médulo 6. Substituindo a = b+ 3

na piramide, temos a piramide conforme a Figura 49.

Figura 49 — Quebra cabeca mod 6, reduzido a uma incognita.

Fonte: O autor
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Observe que podemos mudar o —3 pelo +3 no bloco a direita da segunda linha e —6 pelo
0 no ultimo bloco (da esquerda para a direita) da terceira linha, conforme podemos visualizar na

Figura 50.
Figura 50 — Quebra cabeca mod 6, resolvido por algebra.
e )
= =)
D @D G

Fonte: O autor

Substituindo b= 1, 2, 4 e 5 obtemos quatro solu¢des diferentes contando reflexdes.

Figura 51 — Quebra cabeca mod 6, com b =1 Figura 52 — Quebra cabeca mod 6, com b = 2

Fonte: O autor Fonte: O autor

Figura 53 — Quebra cabeca mod 6, com b = 4  Figura 54 — Quebra cabeca mod 6, com b = 5

Fonte: O autor Fonte: O autor

De maneira semelhante, podemos encontrar um padréo para o quebra-cabe¢ca (mod 10),
aumentando assim um pouco o nivel de dificuldade. Essa € uma boa maneira para os alunos da
educacdo bdsica se familiarizarem com a aritmética modular, pois faz com que todos os alunos
se envolvam com o jogo, o que acabam pensando que estdo jogando, mas na verdade estio

revisando conceitos matematicos disfar¢cados do jogo de quebra-cabecga.
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A seguir, vamos obter as solucdes do quebra-cabecas médulo 10. O raciocinio € andlogo

ao quebra-cabecas modulo 6.

Sabendo que o zero tem que estar no topo da piramide obtemos a seguinte configuragao:

Figura 55 — Piramide mod 10, com trés variaveis.

Fonte: O autor

Como cada bloco possui um dos valores entre 0 € 9, sem repeti¢gdes, segue que 9 + 8 +
7T+6+5+4+3+2+1+0=(04+9)+B8+1)+(74+2)+(6+3)+(5+4)=9-5=45=5
(mod 10) ao somarmos todos esses valores. De outro modo, somando os valores dos blocos
O+a+(—a)+b+(a-b)+(b—-2a)+c+(b—c)+ (a+c—2b)+ (—c—3a+3b), fica
3-(b—a). Assim, 3- (b —a) =5 (mod 10). Sendo 7 o inverso de 3 médulo 10, temos que
b—a=35 (mod 10) oub—a =5 (mod 10). Substituindo b = a + 5 na pirdmide, obtemos

uma piramide conforme a Figura 56.

Figura 56 — Piramide mod 10, com duas varidveis.

Fonte: O autor

Note que podemos mudar —5 por +5 na piramide, assim obtemos a piramide conforme

a Figura 57.
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Figura 57 — Piramide mod 10, reescrita com duas varidveis.

Fonte: O autor

Agora, analisaremos as possiveis solucdes da piramide, variando os valores de a entre 1
a9, pois se a for igual a zero teremos que a = —a = 0 e esse valor aparece mais de uma vez na

piramide. E variando os valores de ¢, entre 0 2 9. Assim:

Para ¢ = 1, temos:

Figura 58 — Piramide mod 10, para a = 1.

Fonte: O autor

Ao qual percebemos que ndo tem solugdo, pois ndo existe c tal que os nimeros 0, 1,2,3,4,5,6,7,8

e 9, aparecam exatamente uma vez.

Para a = 2, temos:

Figura 59 — Piramide mod 10, para a = 2.

Fonte: O autor

Ao qual temos solugdo para ¢ = 1, e podemos perceber na Figura 60.
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Figura 60 — Piramide mod 10, paraa = 2e c = 1.

Fonte: O autor

E temos solugdo para ¢ = 6, ao qual notamos na Figura 61.

Figura 61 — Piramide mod 10, paraa = 2 e c = 6.

Fonte: O autor

Para a = 3, temos:

Figura 62 — Piramide mod 10, para a = 3.

Fonte: O autor

Ao qual também percebemos que nao tem solugdo, pois ndo existe ¢ tal que os nimeros

0,1,2,3,4,5,6,7,8 ¢ 9, aparecam exatamente uma vez.

Para a = 4, temos:



Figura 63 — Piramide mod 10, para a = 4.

Fonte: O autor

O que tem solugdo para ¢ = 2, e notamos na Figura 64.

Figura 64 — Piramide mod 10, paraa =4 e c = 2.

Fonte: O autor

E também temos solucdo para ¢ = 7, ao qual também notamos na Figura 65.

Figura 65 — Piramide mod 10, paraa =4ec = 7.
C )

D D

D G G

D D (D G

Fonte: O autor

Para a = 5, é visivel que a piramide nao tem solucao pelo fato de a = —a = 5.

Para a = 6, temos:
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Figura 66 — Piramide mod 10, para a = 6.

Fonte: O autor

Note que existe solucdo para ¢ = 3, o que pode ser notado na Figura 67.

Figura 67 — Piramide mod 10, paraa = 6 e c = 3.

Fonte: O autor

E também existe solu¢do para ¢ = 8, o que também pode ser notado na Figura 68.

Figura 68 — Piramide mod 10, paraa =6 e c = 8.

Fonte: O autor

Para a = 7, temos:
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Figura 69 — Piramide mod 10, paraa = 7.

Fonte: O autor

Aqui também percebemos que ndo tem solugao, pois nao existe ¢ tal que os nimeros

0,1,2,3,4,5,6,7,8 ¢ 9, aparecam exatamente uma vez.
Para a = 8, temos:

Figura 70 — Piramide mod 10, para a = 8.

Fonte: O autor

Que possui solucdo para ¢ = 4, e percebemos na Figura 71.

Figura 71 — Piramide mod 10, paraa = 8 e ¢ = 4.

Fonte: O autor

E solugdo para c = 9, ao qual € possivel perceber na Figura 72.
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Figura 72 — Piramide mod 10, paraa =8 e c = 9.
)
= =)
D D
D D G e

Fonte: O autor

E por fim, para a = 9, temos:

Figura 73 — Piramide mod 10, para a = 9.

Fonte: O autor

Novamente percebemos que ndo tem solugdo, pois ndo existe c tal que os nimeros

0,1,2,3,4,5,6,7,8 e 9, aparecam exatamente uma vez.

Observacao 2.3. Para o quebra-cabeca de boliche modulo 15, ndo encontramos solugao.

2.5 APLICACAO DE EQUACOES DIOFANTINAS LINEARES COM DUAS
VARIAVEIS - DESCOBRINDO A QUANTIDADE DE NUMEROS

Nessa se¢do abordaremos uma aplicagdo de Equagdo Diofantina Linear com duas varié-
veis. Essa aplica¢do tem como objetivo descobrir a quantidade de vezes que iremos adicionar

ou subtrair dois nimeros dados e assim chegar no resultado desejado. Entdo vamos aos exemplos:

Exemplo 2.4. Comece do nimero 0 e, a cada passo, vocé pode adicionar ou subtrair o nimero 5

ou o nimero 17. E possivel chegar como resultado no nimero 1? Se sim, descreva os passos

utilizados.

0 +5 5 +17 929
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Solucao: Para resolvermos esse problema, devemos verificar se existe solu¢ao para a

equacao diofantina linear 5z + 17y = 1.

Assim da Proposicao 1.48, a equagdo admite solucdo se o mdc(5, 17) | 1. E pelo algoritmo

de Euclides (Teorema 1.29), temos:

17

Logo, temos que o mdc(5, 17) = 1. Dai a equagao diofantina possui solu¢ao. Entao:
17=3-54+2=2=17-3-5
5=2-241=1=5-2-2
Assim substituindo a primeira igualdade na segunda igualdade, temos:

1=5-2.2=5-2.(17-3.5)=5—-2-17+6-5=7-(5) — 2- (17).

Oquenosddal=7-(5)-2-(7).

Portanto, g = 7 e yg = —2 € uma solugdo particular e a solu¢do geral em 7Z é dada por:
r="T417t,y = —2 — bt,

comt € Z.

Portanto é possivel chegar ao ndmero 1. O processo de adicionar ou subtrair 0 nimero
5 ou o numero 17 pode ser feito de varias formas. Os diagramas, a seguir, sdo exemplos de

visualizagdes do processo.

Para t = 0, temos:

—-17 —17

025 510515 22520295 2530235 =18 =1
Outra forma de chegar no resultado é parat = —1
017 034 M 51 2046 —5 41 —>5 36 —

-5 5,91 0162511 2 6

31 26
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Exemplo 2.5. Comece do nimero 0 e, a cada passo, vocé€ pode adicionar ou subtrair o nimero
4 ou o nimero 6. E possivel chegar como resultado no nimero 3?7 Se sim, descreva os passos

utilizados.

Solucgao: Para resolvermos esse problema, devemos verificar se existe solu¢ao para a

equacao diofantina linear 4z + 6y = 3.

Entdo da Proposi¢do 1.48, a equagdo admite solucdo se o mdc(4, 6) | 3. E pelo algoritmo

de Euclides (Teorema 1.29), temos:

Assim, temos que o mdc(4, 6) =2 e 2 1 3. Logo a equagio diofantina ndo possui solucéo

e consequentemente a adicdo e a subtracdo dos numeros 4 € 6 nunca terdo como resultado o

nimero 3. O que € valido, pois considere a e b, nimeros pares, tal que a = k; e b = ko, assim
a—b=2ky —2ky =2 (k1 — k) = 2ks.

O

2.6 APLICACAO DE EQUACOES DIOFANTINAS LINEARES COM TRES
VARIAVEIS - JOGO DE DARDOS

Vivemos em um pais em que o Jogo de Dardos ndo é um jogo popular e conhecido entre
a populacdo. Mas entdo, porque tornid-lo um objeto de estudo? A resposta dessa pergunta é
simples. Para o jogador de dardos ganhar uma partida ele deve resolver uma equacao diofantina
linear. Portanto, nessa se¢do abordaremos uma aplicacio de equagdo diofantina linear com duas

e trés varidveis através do jogo de Dardos.

Antes de mais nada, vamos explicar a forma de como funciona para aqueles que ndo
conhecem o jogo de dardos. O principio do jogo é jogar um pequeno projétil pontudo em um

quadro de destino enumerado, conforme a figura 74.

Percebemos que o tabuleiro de dardos € redondo e € dividido em 20 setores, ao qual
cada setor vale de 1 a 20 pontos. Esses setores sdo divididos em quatro partes. Ao qual cada
parte possui uma pontuacdo: O anel externo do setor vale o dobro do valor do setor (Dou-

ble 2X Single) e o anel do meio do setor vale o triplo do valor do setor (Treble 3X Single).
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Figura 74 — Tabuleiro do jogo de dardos

Fonte: <www.walmart.com.br/jogo-de-dardos-western-tabuleiro-alvo-duplo/4419471/pr>

As outras duas partes valem o valor normal do setor (Single). O circulo central do tabuleiro
chamado Bulls Eye (olho de touros) vale 50 pontos e o anel ao redor do Bull Eye € chamado

de Outer Bull (Touro exterior) ao qual vale 25 pontos. Conforme podemos visualizar na figura 75.

Figura 75 — Pontuagdo do tabuleiro do jogo de dardos

Double 2x Single
Single
Treble 3x Single

Single

Quter Bull {25)

Bulls Eye (50)

Fonte: <https://flordoexilio.wordpress.com/tag/dardos/>

Cada jogador inicia com zero pontos e ganha o jogo quem somar primeiro 501 pontos. O

jogo € dividido em rodadas, sendo que em cada rodada o jogador tem trés dardos para serem


www.walmart.com.br/jogo-de-dardos-western-tabuleiro-alvo-duplo/4419471/pr
https://flordoexilio.wordpress.com/tag/dardos/

87

jogados. Um dardo que cai em um determinado setor no tabuleiro obterd essa pontuacdo. No
entanto, se voc€ pousar no anel do meio, voc€ ganha o triplo da pontuacao do setor e se vocé
pousar no anel externo vocé recebe o dobro da pontuacdo. Assim, o nimero mdximo de pontos

para um dardo € o triplo de vinte, ou seja 60 pontos.

Como cada jogador lanca trés dardos por rodada, o niimero méximo de pontos por rodada
¢ 180 pontos. Além disso, o jogador deve acertar o Double 2X Single ou o Bulls Eye pelo menos

uma vez na ultima rodada para ganhar o jogo.

Nas primeiras rodadas, eles buscam o triplo de vinte, de modo que, em cada rodada se
consiga 180 pontos. Supondo que isso se concretize, teriamos 180 pontos na primeira rodada,
mais 180 pontos na segunda rodada o que restaria 141 pontos para a dltima rodada. Isso poderia
ser feito por exemplo com um triplo de 19 para obter 57 pontos, um triplo de vinte, que chega a
117 pontos, e finalmente um duplo 12 para chegar a 141 pontos. (Observe que foi acertado em
Double 2X Single, no caso o dobro de 12). Note que nove dardos é o nimero minimo para se
ganhar uma partida, ja que a pontuacdo maxima com 8 dardos € 480 (8 x 60). Assim, um jogo de

dardos perfeito termina em trés rodadas e 9 lancamentos dos dardos.

Observacao 2.6. Nos torneios de jogos de dardos (ou em partidas) existe um narrador que
aponta o niimero de pontos somados em cada rodada. E quando o mdximo de 180 pontos é

atingido, é como se o jogador tivesse marcado um gol.

Mas o que isso tem a ver com Matemadtica? Ou melhor onde usamos Equagdes Diofanti-
nas Lineares? A resposta estd na ultima rodada, ao qual a resolucdo de uma equacao diofantina e

a precisio na mira dardo a vitéria ao jogador.

Assim, suponha que eles precisem marcar n pontos para vencer. Entdo eles precisam
resolver a equagdo 2X +aY +bZ =n,ondeaebec {0,1,2,3}eX,Y,Zec{1,2,...,20}.
Observe que o dobro de X aparece na equacgao devido o critério da ultima rodada. Dai vocés me
perguntardo e se eu acertar um Bulls Eye na tltima rodada? Neste caso a equacdo se reduz a uma
equacdo diofantina de duas varidveis do tipo a.X + bY = nj, onde n; sdo os pontos faltantes e a,
be{0,1,2,3}eX,Y,Zc{1,2,...,20 }.

Exemplo 2.7. Suponha que em um jogo de dardos o jogador tenha feito 360 pontos nas duas
primeira rodadas, ou seja, para ganhar o jogo o jogador precisa de 141 pontos na terceira rodada.

Encontre as possiveis combina¢des que dardo a vitdria ao jogador.

Solucao: Devemos resolver a equagdo diofantina do tipo 2X + aY + 0Z = 141 onde
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a,be{0,1,2,3}eX,Y,Zc{1,2,...,20 }. Vamos resolver a equacao de tal maneira
que o jogador consiga um "Double 2X Single"e dois "Treble 3X Single", ou seja, a equagao
2X +3Y + 37 = 141.

Sendo o mdc(2,3,3) = 1 e que 1 | 141, entdo conforme a Proposi¢do 1.52 essa equagéo
diofantina de trés varidveis possui solugdo. Por outro lado o mdc(2,3) = 1, pois 2 e 3 sdo pri-
mos entre si € mdc(mdc(2,3),3) = mdc (1,3) = 1. Fazendo as devidas substituicdes temos que
1=2-(=1)+3-(1)+3-(0). Assim, (—1-141,1-141,0- 141) = (-141, 141, 0) € uma solucdo

particular da equacdo dada.

Agora vamos resolver por partes, para encontrar a solucdo geral da equagdo diofantina
2X +3Y + 37 = 141. Assim, considere p = 2.X + 3Y’, que gera a equacdo p + 32 = 141, que
também possui solucdo, pois mdc(1,3) = 1 e 1 | 141. Entdo, conseguimos encontrar uma solugio

particular da equagdo p + 37 = 141, fazendo:

1=1-(—2)+3-1=141=1-(—2-141) + 141 -3 => 141 = 1 (—282) + 3 - 141.

que nos leva a solucdo geral de p 4+ 37 = 141, que é:

Sy = {(—282+3t,, 141 — t1)|t, € Z}

Para encontrar a solu¢do geral da equagdo diofantina 2X + 3Y + 37 = 141, devemos
encontrar a solucdo geral da equacdo 2X + 3Y = p = —282 + 3¢;. E para que essa equagao
possua solugdo, o mdc(2,3) = 1 deve dividir —282 + 3t4, o que € valido.

Logo:

1=2-(-1)+3-(1),

multiplicando por (—282 + 3t ), temos:

1- (=282 +3t)) =2 (=1) - (=282 4 3t;) +3- (1) - (—282 + 3t;) —>

—282 + 3t; = 2- (282 — 3t1) 4+ 3 - (—282 + 3t).

Assim temos que a solugdo geral de 2x + 3y = p = —282 + 3t4 é:

Sy = {(282 — 3ty + 3ta, —282 + 3ty — 2y)|t1, 1y € Z}.

Com isso, concluimos que a solucdo geral da equacgao diofantina de trés varidvies é:
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S = {(282 — 3ty + 3ta, —282 + 3t — 2ty, 141 — t1)|t1, 12 € Z}.

Por outro lado, sabendo a solugdo geral da equagdo e considerando a pontuacdo maxima e
minima, temos que:

Entdo, 121 < ¢; < 141.

Da mesma forma temos:

982 + 3¢
282 — 3t + 3ty > 0 = 3ty > —282 L 3t; = 1y > ;1

—262 + 3ty

282 — 3t + 3ty <20 = 3t < —26243t; =ty < 3

—282 + 3t

—302 + 34
5 .
Na tabela abaixo, vamos variar ¢; nas desigualdades acima e descobrir quais os valores podemos

=282 + 3t — 2ty <20 = =302+ 3t; < 2y =ty >

ter para ts.



72822+3t1 73022+3t1 72823+3t1 72623+3t1
121 40,5 30,5 27 33,66 - -
122 42 32 28 34,66- - -
123 43,5 33,5 29 35,66- - -
124 45 35 30 36,66 - -
125 46,5 36,5 31 37,66- - -
126 48 38 32 38,66- - -
127 49,5 39,5 33 39,66- - -
128 51 41 34 40,66- - -
129 52,5 42,5 35 41,66- - -
130 54 44 36 42,66- - -
131 55,5 45,5 37 43,66- - -
132 57 47 38 44,66- - -
133 58,5 48,5 39 45,66- - -
134 60 50 40 46,66- - -
135 61,5 51,5 41 47,66- - -
136 63 53 42 48,66- - -
137 64,5 54,5 43 49,66- - -
138 66 56 44 50,66- - -
139 67,5 57,5 45 51,66- - -
140 69 59 46 52,66- - -
141 70,5 60,5 47 53,66- - -
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Observe que variando ¢, nas desigualdades obtemos intervalos validos para t; € Z,

apenas para 121 <¢; < 126. Para ¢; maior que 126, temos que ndo existe um ¢o que satisfaga o

mesmo intervalo. Assim, o problema tem solucao, conforme a tabela abaixo:

th to S

121 | 31,32 e 33 | (12,19,20), (15,17,20) e (18,15,20)
122 | 32,33 e 34 | (12,20,19), (15,18,19) e (18,16,19)
123 34 ¢35 (15,19,18) e (18,17,18)

124 35e36 (15,20,17) e (18,18,17)

125 37 (18,19,16)

126 38 (18,20,15)

Portanto, se quisermos um "Double 2X Single"e dois "Treble 3X Single"para chegarmos

na pontuacdo igual a 141, temos essas doze possiveis solugdes de acertos no jogo de dardos. Ob-

viamente para outras configuragdes de acertos teriamos que calcular outras equacdes diofantinas
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lineares.

Existem alguns sites que disponibilizam o jogo de dardos para se praticar, um deles estad
disponivel em: <https://www.transum.org/Maths/Game/Darts/>.

Com essa aplicacdo, ficam algumas indagagoes:

* Serd que os jogadores de dardos resolvem a equacgdo diofantina em suas cabecas en-
quanto jogam ou apenas lembram das combinacdes necessarias? Pois analisando os jogos

percebemos que eles parecem fazer essas contas instantaneamente;

* Os jogadores se adaptam em tempo real, porque se eles perderem um alvo pretendido em

um lance, eles teriam que resolver uma equacgado diofantina linear com duas varidveis;

* Por fim, se os jogares de dardos ndo memorizam as combinagdes possiveis no jogo, entao
ao que tudo parece esses jogadores sao melhores em aritmética do que os que ndo sdo
jogadores de dardos. Portanto, essa atividade € um 6timo estimulo para comecar a encorajar

as pessoas a jogar dardos.


https://www.transum.org/Maths/Game/Darts/
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3 PROPOSTAS DE ATIVIDADES NO ENSINO BASICO

Neste capitulo, daremos enfoque ao ensino dos conteddos de Aritmética, através de
Planos de Aula, focados para a Educacao Basica (ou seja, Ensino Fundamental e Médio) que

seguem os Parametros Curriculares Nacionais (PCN’s) .

Mas e onde surgiu a palavra Aritmética? E quais sdo os contetidos que a Aritmética

abrange?

Conforme (MORAES, 2018, p. 38):

A etimologia do termo Aritmética procede do latim arithmetica, com origem
na palavra grega aritmetikos, que por sua vez € composta por arithmos que se
refere a niimero,e por tiko que se remete a ciéncia, portanto, Aritmética significa
ciéncia dos niimeros. A Aritmética surgiu naturalmente pela necessidade do
homem de contar, esta é a base de toda a Matematica, nela se estabelecem
conceitos importantes, como os sistemas de base posicional, representa¢des dos
algarismos, operacdes, estudo de fracdes, conceitos sobre multiplos e divisores,
dentre outros.

Estando estes conteudos nos PCN’s, pretendemos aborda-16s de modo que os alunos
tenham mais interesse e curiosidade sobre o assunto e que percebam a presenca da matemética

no cotidiano ou aprendam de maneira lidica.

Essas propostas pedagégicas, terdo como publico alvo os alunos da educagio basica,
levando a esses alunos a oportunidade de aplicar conhecimentos matemaéticos adquiridos em sala
de aula em situacdes do cotidiano, ou aprender e revisar esses conhecimentos de forma lddica,
pois, em concordancia com (BRASIL, 1998, p. 24): “A Matematica caracteriza-se como uma
forma de compreender e atuar no mundo, e o conhecimento gerado nessa drea do saber como um
fruto da constru¢do humana na sua intera¢do constante com o contexto natural, social e cultural”.

Assim vamos aos planos:

3.1 ATIVIDADE 1 - CHRYZODE

CONTEUDOS:

Congruéncias, Comprimento de uma circunferéncia e Arco de uma circunferéncia.
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OBJETIVO GERAL:

Exercitar ou revisar conteidos matemaéticos através de representacdes (Chryzodes) que

permitem dar uma visdo alternativa (uma imagem artistica).

OBJETIVO ESPECIFICO:

—_—

. Calcular o perimetro de uma circunferéncia;

2. Reconhecer arco de circunferéncia e calcular seu comprimento;

(98]

. Dividir uma circunferéncia em m partes iguais;

4. Calcular diferentes congruéncias;

)

. Familiarizar-se com régua e compasso;

N

. Potencializar a concentracio;

\]

. Provocar/estimular a criatividade.

MATERIAIS NECESSARIOS:

Cartolina ou papel A4, A3, A2, Al;
* Régua e compasso;

* Ladpis, caneta, lapis de cor, giz de cera, canetinhas coloridas;

Calculadora (opcional);

Barbante.

METODOLOGIA:

Distribuir para os alunos ou grupos o Chryzode a ser desenhado, ou seja, multiplicagdo

por a no mddulo m. Em seguida seguir os passos abaixo:

* Com o compasso desenhar uma circunferéncia em um papel do tamanho que desejar;

e Calcular o comprimento'da circunferéncia pela férmula C' = dr, onde C' é o comprimento

da circunferéncia e d é o didmetro da circunferéncia;

' Foge do escopo desse trabalho, relatar e demonstrar esse célculo. Mas o leitor interessado podera consultar

(MARANGON, 2017)
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Dividir o comprimento da circunferéncia por m;

Medir o barbante com o resultado acima e corta-lo;

Estipular o ponto 0 na circunferéncia e com o barbante cortado determinar os (m — 1)

pontos;

* Resolver as congruéncias:

a-1=0b; (mod m);
a-2=by (modm);

a-3=b; (modm);

a-(m—=2)=bp o (modm);
a-(m—1)=byp_1 (modm).

* Ligar os pontos 1 com by, 2 com by, 3 com b3, - -- € m — 1 com b,,_, formando assim o
Chryzode.

* Depois de construido o Chryzode, preenche-lo da maneira que a criatividade mandar.

Abaixo construiremos em uma tédbua cortada em forma circular, o Chryzode do Exemplo

2.1,onde a éiguala2 eméigualall.

Assim, medimos o diametro da tdbua que deu 48,6cm, calculando a circunferéncia en-
contramos 152,68cm, dividindo esse valor por 11, encontramos que cada comprimento de arco é
igual a 13,88cm. Apds isso cortamos um barbante com essa medida e fizemos as marca¢des na

tdbua e em seguida pregamos um prego em cima de cada marcagao.

Logo conforme os cdlculos do Exemplo 2.1, amarramos um barbante de 1 a 2, de 2 a 4,
de3a6,ded4a8 de5al0,debal,de7a3,de8as5de9a7edel0an.

O passo a passo e o resultado final pode ser conferido na Figura 76 a 85.

Na mesma tdbua, porém no lado contrério construimos outro Chryzode com a igual a 25

e migual a 20. O resultado final pode ser visualizado na Figura 86.

Nos apéndices, podemos visualizar alguns Chryzodes construidos por alunos do 9° ano,

ao qual sou o professor regente.
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Figura 76 — Linha de 1 a 2. Figura 77 —Linha de 2 a 4.

Fonte: O autor Fonte: O autor

Figura 78 — Linha de 3 3 6. Figura 79 — Linha de 42 8.

Fonte: O autor Fonte: O autor

Figura 80 — Linha de 5 2 10. Figura 81 - Linha de 6a 1.

Fonte: O autor Fonte: O autor
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Figura 82 — Linha de 7 a 3.

Figura 83 — Linha de 8 a 5.

Fonte: O autor Fonte: O autor

Figura 84 —Linhade 934 7. Figura 85 — Linha de 10a09.

Fonte: O autor Fonte: O autor

Figura 86 — Chryzode multiplicacdo por 25 médulo 20

Fonte: O autor
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3.2 ATIVIDADE 2 - QUEBRA-CABECA DE BOLICHE MODULO M

CONTEUDOS:
Congruéncias.
OBJETIVO GERAL:

Propor de forma lddica a resolugdo de problemas sobre congruéncia, com um conjunto
de habilidades.

OBJETIVO ESPECIFICO:

1. Estimular a aprendizagem:;

2. Desenvolver a aten¢do e o pensamento 16gico;

3. Revisar e ou exercitar os conceitos de congruéncias de maneira lidica;
4. Modelar problemas com élgebra;

5. Desenvolver diferentes habilidades do pensamento como: observar, comparar, analisar e

sintetizar.
6. Trabalhar o espirito competitivo;

7. Resolver exercicios de maneira ludica.
MATERIAIS NECESSARIOS:

* Folhetos de quebra-cabega (um por grupo);
* Lapis;
* Calculadora e papel de rascunho (opcional).

METODOLOGIA:

* Entregar para cada grupo um folheto por "rodada";
* Vence a rodada o grupo que entregar primeiro e corretamente o quebra-cabeca;

* Cada "rodada"valerd uma pontuacdo de acordo com o nivel de dificuldade do quebra

cabeca;
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* Vence a equipe que conseguir mais pontos em todas as rodadas.

Abaixo segue alguns exemplos de pirdmides e quebra-cabegas de boliche médulo 6 e 10.
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1. Encontre o valor de x e de v, na pirdmide abaixo:

]

g

5 | y l
)

Solucio: x=3ev=1.

2. Generalize algebricamente a pirdamide abaixo, com uma incognita. Tendo

no topo da pirdmide o nimero zero.

i

_J

Solucio:

!

il

o)
D S [
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3. Encontre o valor de x, ¥ e de z na piramide abaixo:

e JC = J
y J s e )

s )

Solugdo: x=4d. y=lez=2.

4. Generalize algebricamente a pirdmide abaixo, com duas incognitas. Tendo

no topo da pirdmide o numero (.

__J )

Solucio:

c a-ct5 c-a J | -ct+5 J
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3.3 ATIVIDADE 3 - NUMEROS CRUZADOS

Todos nés conhecemos os enigmas das palavras cruzadas, usando pistas escrevemos
palavras na horizontal e na vertical, onde preenchemos uma letra em cada quadradinho dentro de
um quadrado grande. Assim, cada vez que se preenche uma palavra corretamente, vocé€ descobre

letras de outras palavras que se cruzam.

Nesta atividade, em vez de preencher palavras, os alunos resolverdao problemas de mate-

matica e preencherdo nimeros nos quadradinhos, um algarismo por caixa. Entdo vamos l4.

CONTEUDOS:

Numeros primos, Multiplos, Divisores, MDC, MMC e Algoritmo de Euclides.

OBJETIVO GERAL.:

Propor uma maneira lidica a resolucao de exercicios.

OBJETIVO ESPECIFICO:

1. Estimular a aprendizagem:;

2. Desenvolver a aten¢do e o pensamento 16gico;

3. Despertar o raciocinio dedutivo;

4. Revisar e ou exercitar diferentes conteidos de maneira ladica;
5. Fixar conteudos;

6. Desenvolver diferentes habilidades do pensamento como: observar, comparar, analisar e

sintetizar.
7. Trabalhar o espirito competitivo;

8. Resolver exercicios de maneira ladica.
MATERIAIS NECESSARIOS:

* Folhetos dos nimeros cruzados a serem preenchidos (um por aluno ou um por grupo);

* Folhetos com os problemas para preencher os nimeros cruzados (um por aluno ou um por

grupo);
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* Lépis (um por aluno);

* Calculadora e papel de rascunho (opcional).

METODOLOGTIA:

Esta atividade pode ser feita em grupos ou individual. Cada grupo ou estudante deve ter
uma folha de problemas para resolver o quebra-cabeca. A medida que os alunos resolvam os
problemas, eles vao preenchendo o quebra-cabeg¢a numérico. Cada problema que eles solucionam
lhes dara pelo menos um digito da resposta de outro problema, assim os alunos saberao que
possuem um erro se duas respostas que se sobrepdem possuem digitos distintos no mesmo
espaco. Se os alunos nio conseguirem resolver algum problema (e consequentemente encontrar

um numero), eles poderdo tentar alguns algarismos, descobrindo os nimeros que se cruzam.

Cada quebra-cabeca possui um conjunto com vdarios problemas de diferentes niveis de
dificuldade. Na nossa proposta de atividade temos um conjunto com 18 problemas, mas isso

pode ser adaptado, assim como os conteidos a serem abordados.

Abaixo segue uma atividade sobre Numeros Cruzados envolvendo os contetidos vistos

neste trabalho.



Numeros Cruzados

HORIZONTAIS * VERTICAIS '
A -Dados os mimeres A=2° 310 5 P eB=2" 3 11, | A- Qual ¢ o minimo miltiplo comum de 2, 3,4, 5,6, 7, 8ed
encontre o mgs(AB). mais um?
B — Qual é o ltimo algarismo do mimers 2°°7 B — Dados oz mimeros A =28 5. 7e B =27 3. 5, encontre o
mmelAB).

A nnoa

C - Qual & o miltiple de 15 que mais se aproxima de 20097

D - Qual & o inico prime de trés algarizmos ao qual o primeiro
& 0 ultimo algarismo sdo iguais e esta compreendido entre 100 &

1507

D — Encontre o resto da divis#o de 2% por 37

E - Encontre um nimero de quafro algansmos que € um
quadrado perfeito, onde os dols primeires alzarismos 30 Iguais

e 0% dois Gltimos algarsmos também sdo ignals.

F - Qual € o maior produto possivel de quaizquer dois

nimeros primes distinfos menores de 407

G — Qual & o dobro do minimo miltiple comum de 10 e 157

H - Qual & a soma dos dois maiores fatores de 2317

L - A soma de guatro mimeros inteiros consecutivos pares € 594,

Qual é o produte do menor & do maier desses mimeros mteiros?

I - Qual é o menor inteiro positivo que & divisivel por 2, 3,

6e9?

K - Qual & o maior nimero de quatro digitos divisivel por 127

J - Euclides escolhe um mtetro positive de dois digitos,
adiciona 200 2 eleva ao quadrade o resultade. Qual é o

maior nimero que Euclides pode obter?

M - Qual € o maior nimero primeo de tr8s digitos que pode ser
formado usando cada um des digitos 1, 2 e 7 exatamente wma

o

Vez!

M — Qual & o triple de S000 mais o triplo de 337

N — O mimero primo entre 62 e 70, multiplicado pelos dois

primeiros primos & igual a quanta?

A atividade acima possui como solucdo o seguinte quebra-cabeca:

103
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3.4 ATIVIDADE 4 - RESOLUCAO DE EXERCICIOS

CONTEUDOS:

Numeros primos, Divisibilidade, MDC, MMC, Algoritmo de Euclides e Equagdes dio-

fantinas lineares.
OBJETIVO GERAL:

Estudar e fixar as propriedades dos ndimeros inteiros junto com as suas operacdes, enfati-
zando as questdes relacionadas com a divisibilidade. Definir as equagdes diofantinas lineares e

desenvolver o método de tentativa e erro e encontrar suas solugdes gerais.

OBJETIVO ESPECIFICO:

1. Perceber as diferentes formas de utilizacdo dos nimeros no cotidiano;
2. Perceber a importancia dos nimeros na vida do ser humano;
3. Utilizar o dispositivo pritico para encontrar 0 m.m.c. entre dois ou mais nimeros;

4. Economizar tempo e célculos utilizando os critérios de divisibilidade;
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5. Conceituar o nimero primo;

6. Encontrar divisores de um namero natural e o m.d.c. entre os dois ou mais nimeros

naturais, aplicando esse conhecimento na resolucao de problemas;
7. Escrever nimeros naturais como produto de fatores primos;
8. Identificar o menor nimero que é multiplo de dois outros e suas aplicagdes;
9. Registrar conclusdes usando a linguagem matematica adequadamente;
10. Conceituar equagdes diofantinas lineares;
11. Fazer com que o aluno pense nas possiveis solugdes das equagdes apresentadas;
12. Resolver equagdes com duas incognitas;
13. Analisar se uma equagao diofantina linear tem solugao;
14. Encontrar as possiveis solucdes das equacdes diofantinas lineares;
15. Encontrar a solu¢do minimal das equacdes diofantinas lineares;
16. Resolucdo de exercicios com aplicacdo das equagdes diofantinas lineares;

17. Generalizar uma forma de resolver equacdes diofantinas lineares.

METODOLOGIA:

O professor deverd iniciar sua aula motivando os alunos a quererem aprender matematica,
mais especificamente a Aritmética. Depois que o aluno estiver motivado, empolgado e curioso
o professor deve abordar os conteddos de nimeros primos, multiplos, divisores, MDC, MMC,
algoritmo de Euclides e equacdes diofantinas lineares. Tais contetidos podem ser definidos

conforme foi visto no primeiro capitulo deste trabalho.

Definidos e entendidos estes conceitos, os alunos terdo conhecimento para resolver os

exercicios abaixo da melhor maneira que o professor julgar.

Exercicio 1. Encontrar os divisores dos nimeros 15, 18 e 40.

Exercicio 2. Encontrar o mdximo divisor comum entre 32 e 58.

Exercicio 3. Encontrar o quociente e o resto da divisao de 550 por 20.
Exercicio 4. Escreva os niimeros 24, 120 e 169 na forma de fatores primos.

Exercicio 5. Quais sdo os 10 primeiros miiltiplos de 12.
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Exercicio 6. Determinar o minimo multiplo comum entre 64 e 80.

Exercicio 7. Verifique se 189 é divisivel por 8.

Exercicio 8. Qual é o maior miiltiplo de 13 menor que 500?

Exercicio 9. Achar os elementos do conjunto A = {1;2;3;4;5} que sdo primos com 15.
Exercicio 10. O niimero 923 é um niimero primo?

Exercicio 11. Decomponha o niimero 432 em fatores primos.

Exercicio 12. A fatoracdo completa do niimero 1800 é 2° - 3° - 5¢. Qual é o valor de a + b + ¢?

Exercicio 13. Seja o conjunto A = {1,2;3;4;5;6}. Enumerar os elementos do conjunto X =
{z € Almdc(z;12) = 1}.

Exercicio 14. Em uma viagem da turma do 6° ano, para o Instituto de Matemdtica Pura e
Aplicada (IMPA) no RJ, podemos contar os alunos de 8 em 8 ou de 10 em 10. Quantos alunos

haviam na viajem?

Exercicio 15. O reldgio de Luiz bate a cada 15 minutos, o relogio de Mariana a cada 25 minutos,
e o relogio de Carlos bate a cada 40 minutos. Qual é, em horas, o menor intervalo de tempo

decorrido entre duas batidas simultdneas dos trés relogios?

Exercicio 16. Para fazer uma bandeira, Jair precisa de 30 m de fita verde e 24 m de fita amarela.
Porém ele quer cortar essas fitas de modo que os pedacos tenham o mesmo tamanho, que sejam
o maior tamanho possivel e que ndo sobre pedacos da fita. Quantos metros deve ter cada pedaco
de fita?

Exercicio 17. Achar o maior inteiro positivo pelo qual se devem dividir os inteiros 160, 198 e

370 para que os restos sejam respectivamente 7, 11 e 13.

Exercicio 18. Usando o método de tentativa e erro, encontre algumas solugdes para as equacoes

a seguir:

1. X +3Y =5;

2. 12X +7Y =9;
32X +Y =6

4. 4X +6Y = 3;

5. 30X 4+ 17Y = 201;

6. 2X +3Y +57Z =11
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Exercicio 19. Maria e Jodo receberam R$ 10,00 de seus pais para comprar picolés. Cada picolé
de dgua custa R$2,00 e cada picolé de creme custa R$3,00. Quais sdo as possiveis combinagcdes

de picolés que eles podem comprar gastando todo o dinheiro? E se tivessem recebido R$15,00?

Exercicio 20. Uma sorveteria vende sorvetes de uma bola por R$2,00 e de duas bolas por
R$3,00. Se as sobrinhas de dona Maria comprarem R$48,00 em sorvetes, quais as possiveis

combinagoes dos sorvetes de uma bola e dos sorvetes de duas bolas?

Exercicio 21. Uma caixa contém formigas e aranhas. Sabendo que existem 46 patas na caixa,
quantos sdo as formigas e quantas sdo as aranhas, sabendo que as formigas tém seis patas e as

aranhas tém oito patas?

Exercicio 22. Divida R$100,00 em 2 parcelas, de modo que uma seja miiltiplo de sete e a outra

de onze .

Exercicio 23. Verificar se as equagoes abaixo apresentam ou ndo solugoes inteiras.

1. X +3Y =5;
2. 2X +53Y =§;
3. 8X +13Y = 23.

Exercicio 24. Encontrar as solucdes particulares e gerais para a Equacdo Diofantina 69X +
111Y = 9000.

Exercicio 25. Explique porque as equacoes podem ou ndo ter solucdes inteiras, e caso tenham

solucdo, encontrd-las.

1. 15X +27Y =1;

2. 5X —6Y =—-1;

3. 15z — 51y = 41;

4. 5X +6y=1;

52X +3Y =4;

6. 3X +5y=17;

7. 3X —12Y =7;

8. 1900X — 173Y = 11;

9. 21X +48Y =6
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Exercicio 26. Determinar todas as solugoes inteiras e positivas das seguintes Equacoes Diofan-

tinas Lineares:

1. 15z + 16y = 17;
2. 6z + 15y = 51.

Exercicio 27. Suponha que existam notas de R$10,00 e de R$13,00. Como podemos pagar uma

conta de R$107,00 com essas notas?

Exercicio 28. (Retirando de (VANSAN, 2014)) Encontrar todos os niimeros inteiros N, tais que
o resto da divisao de N por 37 é 9, e o resto da divisdo de N por 52 ¢ 15.

Exercicio 29. (Retirando de (VANSAN, 2014)) Determinar o menor inteiro positivo que dividido

por 8 e por 15 deixa os restos 6 e 13, respectivamente.

Exercicio 30. (Retirado de (HEFEZ, 2016b)) Resolva o sistema de equacdes diofantinas:
6X —-Y +52=3
2X+Y —-Z2=9

Exercicio 31. (Retirando de (VANSAN, 2014)) Um pato pode ser comprado por 5 reais, uma
galinha por 1 real, e 20 codornas por 1 real. Vocé possui 100 reais e deseja comprar 100 aves.

Quantas aves de cada tipo vocé pode adquirir?

Exercicio 32. (Retirando de (VANSAN, 2014)) Quando 100 quilogramas de grdos sdo distri-
buidos entre 100 pessoas de modo que cada homem recebe 3 quilogramas, cada mulher recebe
2 quilogramas, e cada crianga recebe meio quilograma, quantos homens, mulheres e criangas

haviam?
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4 CONSIDERACOES FINAIS

Este trabalho teve como objetivo, apresentar aplicagdes da Aritmética Modular na edu-
cacdo basica, conforme nos sugere a Base Nacional Comum Curricular, que tem como uma de
suas finalidades, no ensino/aprendizado da matematica, o despertar da curiosidade dos alunos

com problemas interessantes e que estejam relacionadas de situa¢des concretas do seu dia-a-dia.

Assim, sabendo das diversas dificuldades presentes no ensino da matemadtica, procuramos
desenvolver técnicas de aulas mais atrativas, através de assuntos relacionados com a Aritmética
Modular que provoquem a curiosidade ou que estejam ligados diretamente no cotidiano dos
alunos como € o caso do Reldgio, Chryzodes e Quebra-Cabeca (que sao aplica¢des de Congruén-
cias), Calenddrio (que é uma aplicacdo do Teorema Chinés dos Restos), Enigmas (que € uma
aplicacdo de Equacdes Diofantinas Lineares com duas varidveis) e Jogo de Dardos (que € uma
aplicacdo das Equagdes Diofantinas de duas e trés varidveis). Além de propor um método de
atividade que visa despertar o interesse dos alunos na resolu¢do de exercicios que € o caso dos

numeros cruzados, que podem ser adaptados para qualquer contetido matematico.

Também fo1 apresentada outra técnica para se calcular o Médximo Divisor Comum (MDC)
pelo Algoritmo Bindrio de Euclides, que se utiliza de operacdes aritméticas mais simples para o

calculo do MDC de dois nimeros inteiros.

Foram usadas e indicadas ferramentas computacionais para desenvolver a atividade dos
Chryzodes. Ao qual serviram para dar uma noc¢ao de como a tecnologia pode nos ser ttil em sala
de aula. Sendo assim, sugere-se ao professor que busque outros softwares para que possa, de
maneira eficaz, estimular o ensino/aprendizagem da matematica através da sua interacdo com

outras areas do conhecimento.

Espera-se que as atividades propostas neste trabalho, sejam o ponta-pé inicial para que o
professor busque outras formas de explanacio dos contetidos relacionados a Aritmética Modular,

pois ao inserirmos novos métodos de ensino, a matemadtica se torna cada vez mais atrativa.

- € preciso tornar os alunos pessoas capazes de enfrentar situacdes e con-
textos varidveis, que exijam deles a aprendizagem de novos conhecimentos
e habilidades. Por isso, os alunos que hoje aprenderem a aprender estardo,
previsivelmente, em melhores condi¢des de adaptar-se as mudangas culturais,
tecnoldgicas e profissionais que nos aguardam na virada do milénio. (POZO,
1998, p.9)

Diante de tudo, percebemos a importancia da Aritmética Modular e por isso acreditamos
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que esse ramo da Matematica, poderia ser enfatizado na educagdo bdsica, pois permite exercitar o
raciocinio l6gico-dedutivo, com diferentes graus de dificuldade. Abrindo espaco a cada atividade
proposta, a introducao de outras atividades com um grau mais elevado de dificuldade, dessa
forma o aluno € instigado a pensar e rever estratégias para tentar resolver estas atividades, as quais
podem desenvolver potencialidades tanto na interpretacdo de situacdes problema, como na or-

ganizacao dos dados o que acarreta uma melhora no seu desempenho dentro e fora de sala de aula.

Portanto, esperamos que este trabalho sirva como material de apoio para os professores
no ensino/aprendizagem da Aritmética Modular em suas aulas. Entendemos e sabemos da
dificuldade de se mudar a estrutura curricular do ensino basico, mas a ideia é que esses assuntos

da Aritmética Modular possam ter maior €nfase no curriculo da educacao basica.



111

REFERENCIAS

AMILMIUQ. Mensagens Biblicas Redentoras. 2013. Disponivel
em: <https://mensagensbiblicasredentoras.wordpress.com/2013/12/02/
o-sabado-no-calendario-juliano-e-gregoriano/>. Acesso em: 17 dez. 2018. 58

BELLO, M. G. LA ARITMETICA MODULAR Y ALGUNAS DE SUS APLICACIONES.
Dissertacao (MAESTRIA EN ENSENANZA DE LAS CIENCIAS EXACTAS Y NATURALES)
— Universidad Nacional de Colombia, 2011. 51

BOGOMOLNY, A. Binary Euclid’s Algorithm. [S.1.], 2018. Disponivel em: <https:
/Iwww.cut-the-knot.org/blue/binary.shtml>. Acesso em: 28 fev. 2019. 27

BRASIL, S. d. E. F. Parametros curriculares nacionais - Apresentacio dos temas
tranversais e ética. Brasilia: MEC/SEF, 1997. Disponivel em: <http://portal.mec.gov.br/seb/
arquivos/pdf/livro081.pdf>. Acesso em: 16 maio 2019. 14

BRASIL, S. d. E. F. Parametros curriculares nacionais - Matematica. Brasilia: MEC/SEF,
1998. Disponivel em: <http://portal.mec.gov.br/seb/arquivos/pdf/matematica.pdf>. Acesso em:
10 out. 2018. 14, 15, 50, 92

CAVALCANTI, T. J. B. “La Zona Maya no es museo Etnografico, sino pueblos en marcha'':
Introducao ao "Calendario Maia''e a diversidade Pan-Maia na Mesoamérica. Dissertacao
(Curso de Graduagao em Antropologia) — Universidade Federal Fluminense, 2014. Disponivel
em: <http://acervomesoamericano.org/bitstream/handle/ AM/38/CAVALCANTI2014.pdf?
sequence=3&isAllowed=y>. Acesso em: 11 Dez. 2018. 59, 60, 61

CHOW, C. C. Darts and Diophantine equations. 2009. Disponivel em: <https:
/Isciencehouse.wordpress.com/2009/10/24/darts-and-diophantine-equations/>. Acesso em: 04
abril. 2019. 51

DELGADO, J. Math Circle Lesson Bowling Pin Puzzle. [S.1.], 2019. Disponivel em:
<http://math.sfsu.edu/cm2/papers/JessicaDelgado_termpaper_Final.pdf>. Acesso em: 30 jan.
2019. 51

DOMINGUES, H. H. Fundamentos de Aritmética. Florin6polis: UFSC, 2009. 17

EUGENESERGEEV. Calendario Solar. 2012. Disponivel em: <https://pt.dreamstime.com/
foto-de-stock-calend%C3% A Irio-solar-antigo-image28296700>. Acesso em: 17 dez. 2018. 56

HEFEZ, A. Aritmética. Rio de Janeiro: SBM, 2016. 16, 17
HEFEZ, A. Exercicios Resolvidos de Aritmética. Rio de Janeiro: SBM, 2016. 108

IMAGENS, G. Café em forma de coracao. 2018. Disponivel em: <https://pt.depositphotos.
com/88814800/stock-photo-a-cup-of-coffee-with.html>. Acesso em: 31 jan. 2019. 68

IMAGENS, G. Microfone Cardioide. 2019. Disponivel em: <https://www.google.com/search?
g=microfone+cardioide&rlz=1C1GCEA_enBR757BR757&source=Inms&tbm=isch&sa=
X&ved=0ahUKEwiC90yio5bg AhVNLLKGHROSAyAQ_AUIDigB&biw=1366&bih=657>.
Acesso em: 17 dez. 2018. 68


https://mensagensbiblicasredentoras.wordpress.com/2013/12/02/o-sabado-no-calendario-juliano-e-gregoriano/
https://mensagensbiblicasredentoras.wordpress.com/2013/12/02/o-sabado-no-calendario-juliano-e-gregoriano/
https://www.cut-the-knot.org/blue/binary.shtml
https://www.cut-the-knot.org/blue/binary.shtml
http://portal.mec.gov.br/seb/arquivos/pdf/livro081.pdf
http://portal.mec.gov.br/seb/arquivos/pdf/livro081.pdf
http://portal.mec.gov.br/seb/arquivos/pdf/matematica.pdf
http://acervomesoamericano.org/bitstream/handle/AM/38/CAVALCANTI2014.pdf?sequence=3&isAllowed=y
http://acervomesoamericano.org/bitstream/handle/AM/38/CAVALCANTI2014.pdf?sequence=3&isAllowed=y
https://sciencehouse.wordpress.com/2009/10/24/darts-and-diophantine-equations/
https://sciencehouse.wordpress.com/2009/10/24/darts-and-diophantine-equations/
http://math.sfsu.edu/cm2/papers/JessicaDelgado_termpaper_Final.pdf
https://pt.dreamstime.com/foto-de-stock-calend%C3%A1rio-solar-antigo-image28296700
https://pt.dreamstime.com/foto-de-stock-calend%C3%A1rio-solar-antigo-image28296700
https://pt.depositphotos.com/88814800/stock-photo-a-cup-of-coffee-with.html
https://pt.depositphotos.com/88814800/stock-photo-a-cup-of-coffee-with.html
https://www.google.com/search?q=microfone+cardioide&rlz=1C1GCEA_enBR757BR757&source=lnms&tbm=isch&sa=X&ved=0ahUKEwiC9oyio5bgAhVNLLkGHR0SAyAQ_AUIDigB&biw=1366&bih=657
https://www.google.com/search?q=microfone+cardioide&rlz=1C1GCEA_enBR757BR757&source=lnms&tbm=isch&sa=X&ved=0ahUKEwiC9oyio5bgAhVNLLkGHR0SAyAQ_AUIDigB&biw=1366&bih=657
https://www.google.com/search?q=microfone+cardioide&rlz=1C1GCEA_enBR757BR757&source=lnms&tbm=isch&sa=X&ved=0ahUKEwiC9oyio5bgAhVNLLkGHR0SAyAQ_AUIDigB&biw=1366&bih=657

112

MARANGON, M. D. O nimero II. Dissertacio (PROFMAT) — Universidade Federal de
Juiz de Fora, 2017. Disponivel em: <https://sca.profmat-sbm.org.br/sca_v2/get_tcc3.php?id=
160390774>. Acesso em: 23 abril. 2019. 93

MARTINEZ, A. R. Niimeros y hoja de calculo: Algoritmo de Euclides binario. [S.1.], 2013.
Disponivel em: <http://hojaynumeros.blogspot.com/2013/03/algoritmo-de-euclides-binario.
html>. Acesso em: 28 fev. 2019. 27

MATHEMATICS, T. C. for EDUCATION in; COMPUTING. Intermediate Math Circles.
2012. Disponivel em: <https://cemc.math.uwaterloo.ca/events/mathcircles/2011-12/Winter/
Intermediate_Feb29-Solns.pdf>. Acesso em: 25 mar. 2019. 51

MEDRANO Alvaro A. El maravilloso mundo de las congruencias modulares y sus
aplicaciones. Costa Rica: [s.n.], 2013. Disponivel em: <https://pt.calameo.com/books/
002628221ee0ab06cf7f1>. Acesso em: 13 Dez. 2018. 51

MENDES, L. M. da C. A IMPORTANCIA DO LUDICO NO ENSINO DA MATE-
MATICA. [S.1.], 2011. Disponivel em: <http://www.lambaridoeste.mt.gov.br/secretarias/
educacao-e-cultura/artigos-dos-professores/59/view/630>. Acesso em: 28 jan. 2019. 73

MORAES, M. M. de. Analise de Erros em Problemas de Aritmética:: Uma abordagem na 2a
fase da obmep no oeste do para. Dissertacio (PROFMAT) — Universidade Federal de Sao

Joao Del Rei, 2018. Disponivel em: <https://sca.profmat-sbm.org.br/sca_v2/get_tcc3.php?id=
160040897>. Acesso em: 05 fev. 2019. 92

MORGANA, N. e. a. Diofato de Alexandria. 2012. Disponivel em: <http://amatematicagrega.
blogspot.com/2012/01/diofanto-de-alexandria.html>. Acesso em: 10 nov. 2018. 33

NETWORKS, I. S. History of the Calendar. [S.1.], 2000. Disponivel em: <https:
/Iwww.infoplease.com/calendar-holidays/calendars/history-calendar>. Acesso em: 10 Dez. 2018.
56

OLIVEIRA, F. G. de. Psicologia da educacio e da aprendizagem. Indaial: Uniasselvi, 2014.
14

POZO0, J. 1. A Solucao de problemas: Aprender a resolver, resolver para aprender. Porto
Alegre: [s.n.], 1998. 109

REIS, M. V. dos. Conjunto de Mandelbrot. Dissertacio (PROFMAT) — Universidade Federal
de Goias, 2016. Disponivel em: <https://sca.profmat-sbm.org.br/sca_v2/get_tcc3.php?id=
95006>. Acesso em: 17 jan. 2019. 67

SANTANA, N. A. d. S. Pensamento aritmético e sua importancia para o ensino de
matematica. Minas Gerais, 2016. Disponivel em: <http://www.ufjf.br>. Acesso em: 10 out.
2018. 49

SANTOS, J. P. d. O. Introducio a Teoria dos Niimeros. Rio de Janeiro: IMPA, 2014. 17

VANSAN, A. H. EQUACOES DIOFANTINAS: UM PROJETO PARA A SALA DE AULA
E O USO DO GEOGEBRA. Dissertacao (PROFMAT) — UNIVERSIDADE ESTADUAL DE
MARINGA, 2014. Disponivel em: <https://sca.profmat-sbm.org.br/sca_v2/get_tcc3.php?id=61>.
Acesso em: 11 fev. 2019. 108


https://sca.profmat-sbm.org.br/sca_v2/get_tcc3.php?id=160390774
https://sca.profmat-sbm.org.br/sca_v2/get_tcc3.php?id=160390774
http://hojaynumeros.blogspot.com/2013/03/algoritmo-de-euclides-binario.html
http://hojaynumeros.blogspot.com/2013/03/algoritmo-de-euclides-binario.html
https://cemc.math.uwaterloo.ca/events/mathcircles/2011-12/Winter/Intermediate_Feb29-Solns.pdf
https://cemc.math.uwaterloo.ca/events/mathcircles/2011-12/Winter/Intermediate_Feb29-Solns.pdf
https://pt.calameo.com/books/002628221ee0ab06cf7f1
https://pt.calameo.com/books/002628221ee0ab06cf7f1
http://www.lambaridoeste.mt.gov.br/secretarias/educacao-e-cultura/artigos-dos-professores/59/view/630
http://www.lambaridoeste.mt.gov.br/secretarias/educacao-e-cultura/artigos-dos-professores/59/view/630
https://sca.profmat-sbm.org.br/sca_v2/get_tcc3.php?id=160040897
https://sca.profmat-sbm.org.br/sca_v2/get_tcc3.php?id=160040897
http://amatematicagrega.blogspot.com/2012/01/diofanto-de-alexandria.html
http://amatematicagrega.blogspot.com/2012/01/diofanto-de-alexandria.html
https://www.infoplease.com/calendar-holidays/calendars/history-calendar
https://www.infoplease.com/calendar-holidays/calendars/history-calendar
https://sca.profmat-sbm.org.br/sca_v2/get_tcc3.php?id=95006
https://sca.profmat-sbm.org.br/sca_v2/get_tcc3.php?id=95006
http://www.ufjf.br
https://sca.profmat-sbm.org.br/sca_v2/get_tcc3.php?id=61

113

WIKIPEDIA. Euclides. 2018. Disponivel em: <https://pt.wikipedia.org/wiki/Euclides>. Acesso
em: 30 jan. 2019. 20

WIKIPEDIA. Carl Friedrich Gauss. 2019. Disponivel em: <https://pt.wikipedia.org/wiki/
Carl_Friedrich_Gauss>. Acesso em: 30 jan. 2019. 38

AVILA. Euclides, geometria e fundamentos. Revista do Professor de Matemitica, 45, 2001.
Disponivel em: <http://www.educadores.diaadia.pr.gov.br/arquivos/File/2010/veiculos_de_
comunicacao/RPM/RPM45/RPM45 _01.PDF>. Acesso em: 13 out. 2018. 20


https://pt.wikipedia.org/wiki/Euclides
https://pt.wikipedia.org/wiki/Carl_Friedrich_Gauss
https://pt.wikipedia.org/wiki/Carl_Friedrich_Gauss
http://www.educadores.diaadia.pr.gov.br/arquivos/File/2010/veiculos_de_comunicacao/RPM/RPM45/RPM45_01.PDF
http://www.educadores.diaadia.pr.gov.br/arquivos/File/2010/veiculos_de_comunicacao/RPM/RPM45/RPM45_01.PDF

114

5 APENDICES

Aqui veremos alguns trabalhos sobre Chryzodes desenvolvidos por alguns alunos do 9°
ano do ensino fundamental. Neles podemos perceber a importancia das habilidades com régua,

compasso e ldpis além das habilidades de concentracdo e criatividade.

Podemos perceber também que alguns erros acontecem e cabe ao professor corrigir
antes que seja tarde de mais. Que € o caso das figuras 96, 97 e 98, onde os alunos dividiram a
circunferéncia de 0 a 72, e o correto seria de 0 a 71, e na figura 99, em que os alunos ligaram
erroneamente o ponto 0 ao ponto 5. Mesmo erro que ocorre na figura 100, a qual os alunos ligam

o nimero 22 com o nimero 24. Erros que ndo comprometem a beleza dos trabalhos.

Figura 87 — Multiplica¢do por 2 médulo 39
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Figura 88 — Multiplicacdo por 16 médulo 50




Figura 89 — Multiplicag@o por 16 médulo 50
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Figura 90 — Multiplicag@o por 16 médulo 50




118

Figura 91 — Multiplicagdo por 2 médulo 30

O
94 f




119

Figura 92 — Multiplica¢do por 4 médulo 40
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Figura 93 — Multiplicagdo por 3 médulo 10




121

Figura 94 — Multiplicag@o por 3 médulo 10
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Figura 95 — Multiplicag@o por 2 médulo 20
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Figura 96 — Multiplicacdo por 5 médulo 73
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Figura 97 — Multiplicacdo por 5 médulo 73




125

Figura 98 — Multiplicacdo por 5 médulo 73




126

Figura 99 — Multiplica¢do por 5 médulo 20
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Figura 100 — Multiplica¢do por 3 médulo 30
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