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RESUMO

A Matemadtica vem ao longo dos anos se modificando em consondncia com as exigéncias
impostas pelo homem. Com o avanco da Matematica como Ciéncia torna-se cada vez mais
importante a busca por instrumentos que despertem o interesse dos estudantes. Nesse sentido,
varias Olimpiadas de Matematica sdo aplicadas no mundo todo com o intuito de incentivar e
descobrir novos talentos. Porém, muitas vezes a forma como os alunos siao preparados para
essas Olimpiadas ou mesmo para vida escolar ndo desperta interesse porque as metodologias
aplicadas ndo condizem com o mundo tecnoldgico no qual estdo inseridos. Desta forma, este
trabalho busca oferecer uma ferramenta que auxilie o entendimento da resolugdo algébrica de
problemas por meio da construcdo e visualizagdo dos elementos envolvidos colocando-os em
movimento e tornando os exercicios dindmicos fazendo uso do Software GeoGebra. Essa
ideia tem como foco o estudo de sequéncias matematicas formadas por figuras geométricas
inseridas nas provas da Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas (OBMEP),

mas que pode ser estendida para o estudo de outros conteudos Matematicos.

Palavras-chave: Ensino, Aprendizagem, OBMEP, GeoGebra, Metodologia.



ABSTRACT

Mathematics has been changing over the years in line with the requirements imposed by man.
With the advancement of Mathematics as Science, it becomes increasingly important to
search for instruments that arouse students' interest. In this sense, several Mathematical
Olympiads are applied worldwide to encourage and discover new talents. However, often the
way students are prepared for these Olympics or even for school life does not arouse interest
because the applied methodologies do not fit the technological world in which they are
inserted. In this way, this work seeks to offer a tool that helps to understand the algebraic
resolution of problems by means of the construction and visualization of the elements
involved, putting them in motion and making the dynamic exercises using GeoGebra
Software. This idea has as its focus the study of mathematical sequences formed by geometric
figures inserted in the tests of the Brazilian Mathematics Olympiad of Public Schools
(OBMEP), but that can be extended to the study of other Mathematical contents.

Keywords: Teaching, Learning, OBMEP, GeoGebra, Methodology.
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1 INTRODUCAO

Ha centenas de anos o homem ja buscava formas de compreender fendmenos
matematicos inseridos no seu dia a dia com o intuito de procurar descobrir e desenvolver
métodos para auxilid-lo a modificar o ambiente em que se encontrava. Dentre muitos temas
abordados em Matematica, o estudo de Sequéncias também ja era ponderado. Podemos

comprovar essa ocorréncia mediante os seguintes comentarios de Filho (2014, p.19):

A historia da matematica mostra que, os homens sempre procuraram observar ao seu
redor e procurar entender a periodicidade dos fendmenos naturais. Isso se dava em
fungdo da propria sobrevivéncia. Procuravam entender o ciclo das cheias dos rios
para o melhor cultivo dos alimentos, entender as fases da lua e de outros fendmenos.
Desenvolveu calendarios que serviam de quantificadores do tempo afim de
padronizar o transcurso de um ciclo. Para isso passou-se a criar ¢ desenvolver
sequéncias numéricas ao longo da historia.

Com relacdo, principalmente, a periodicidade e a regularidade de fendmenos naturais
observados pelo homem, D’Ambrosio (1996, p.34) realiza um comentéario, em particular,
sobre a civilizagdo egipcia:

A civilizagdo egipcia floresceu cerca de 5.000 AP (antes do presente), com base na
sustentacdo na agricultura nas margens do Nilo, que se fertilizavam periodicamente.
A sociedade egipcia, organizada em torno desse recurso, estava subordinada a uma
ordem hierarquica encabecada por um farad legitimado por divindades identificadas
com os astros, obviamente associadas a regularidade do Nilo. A distribuicdo de

recursos ¢ a repartigdo das terras férteis deram origem a formas especiais de
matematica.

Filho (2014, p.21) comenta que escritas antigas realizadas em papiro comprovam a
existéncia de experiéncias com o estudo de Sequéncias Matematicas esclarecendo que
membros da Escola Pitagérica ja se debrucavam sobre o estudo de fendmenos naturais por
meio de padroes numéricos obtidos a partir da construcdo de figuras geométricas, buscando
interligar a geometria e a dlgebra mediante apresentagao de sequéncias.

Essa procura por padrdoes numéricos pode ser constatada nos dias atuais por meio da
construcdo de mosaicos, confecgdes de tapetes em que se observa sequéncias de poligonos,
através de construgdo de fractais ou até mesmo na observagdo de uma pilha de produtos em
um supermercado seguindo determinado padrdo de armazenamento. No entanto, a busca por
esses padroes ja era observada pelo homem ha milhares de anos, visto que “A preocupacgao do

homem pré-histérico com configuragdes e relacdes pode ter origem em seu sentimento
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estético e no prazer que lhe dava a beleza das formas, motivos que muitas vezes propelem a
matematica de hoje.” (BOYER, 1974, p.5).

Diante de tal relevancia, estudos da Matematica buscam avaliar o comportamento
dessas sequéncias e determinar os padroes numéricos ligados a elas. Exemplo disto ¢ a
Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas (OBMEP), que desde sua primeira
edicao, procura explorar o assunto tanto na aplicagao de suas provas como nos Bancos de
Questdes (BQ) que sdo desenvolvidos anualmente.

Os problemas da OBMEP nem sempre sdo tdo simples de resolver, por serem
desafiadores e que diferem bastante de questdes abordadas nos livros didaticos adotados nas
escolas por terem um nivel de dificuldade mais acentuado, pois a OBMEP tem como um dos
seus objetivos “revelar talentos na area” (PEREIRA, 2016, p.4). Embora as questdes das
provas e dos Bancos de Questdes estejam presentes nas escolas e serem de facil acesso na
pagina da internet da institui¢do, diversos professores nao costumam utiliza-los em sala de
aula em virtude desse nivel de complexidade. Portanto, alunos e professores necessitam de
uma orientacdo especifica para que se sintam mais preparados e motivados para obter um
melhor desempenho nessas olimpiadas e consequentemente elevar o nivel da qualidade de
ensino em Matematica.

Segundo Moran (2006, p.14-15) comenta-se muito sobre ensino de qualidade em que
dentre muitas variadveis se tenham alunos motivados e preparados intelectualmente. Assim
como professores bem preparados tanto intelectual como emocionalmente, com boas
remuneracoes e excelentes condi¢des de trabalho interligados a uma infraestrutura adequada,
com recursos e tecnologias acessiveis. Contudo, diante de tantas exigéncias e solicitagdes
dirigidas aos professores, na verdade o que percebemos sdo salas barulhentas, com excessivo
numero de alunos, professores mal remunerados, mal preparados e pouco motivados a
buscarem novos métodos de trabalho. No entanto, “Muitas formas de ensinar hoje ndo se
justificam mais.” (MORAN, 2006, p.11)

Mesmo diante dessa realidade, D’ Ambrosio (1996, p.58) afirma que a matematica, por
ser também afetada pela diversidade cultural, vem passando por transformagdes e que nao ha
como fugir da existéncia da utilizagdo da informdtica atrelada as comunicagdes. Neste
sentido, Moran (2006, p.27) comenta que as tecnologias nos norteia no que almejamos
realizar e que se estivermos abertos a mudangas e a propostas inovadoras, elas nos ajudam a
expandir a nossa comunicacao e facilitam as transformagoes.

Diante dessa problematica, realizamos uma pesquisa sobre sequéncias focando

problemas inseridos nesses instrumentos da OBMEP e, posteriormente, depois de analisarmos
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as resolucdes desses problemas procuramos realizar a constru¢do dessas sequéncias com 0
software GeoGebra como forma de oportunizar mais um recurso para auxiliar professores e
estudantes na preparagdo para a OBMEP.

A escolha de trabalhar com Sequéncias Matematicas formadas por figuras geométricas
surgiu da observagdo de que varios problemas propostos na OBMEP requerem a andlise do
participante de tal maneira que o problema seja visualizado de forma dinamica, ou seja, a
situacdo-problema exige que o individuo observe uma figura estatica no papel e a partir dai
represente-a “mentalmente” como se ela estivesse em movimento com o objetivo de afirmar,
por exemplo, o perimetro ou a area da milésima figura baseado apenas na observagao dos
elementos iniciais dessa sequéncia.

Dai, refletindo sobre o periodo de preparagdo para as Olimpiadas, imaginamos que, se
os estudantes tivessem como confrontar ideias da visualizagdo “mental” com a resolucdo
algébrica e depois poder confirma-las por meio da visualizacdao real do problema proposto,
seria bem interessante. Assim, pensamos no GeoGebra como instrumento auxiliar nessa
ligacdo entre visualizagdo, interpretacdo e resolu¢do do problema.

Outro fator que motivou a escolha dessa pesquisa foi que ao cursar a disciplina de
Recursos Computacionais no Ensino de Matematica (RCEM) do PROFMAT, foi
desenvolvido com a turma um trabalho em que os mestrandos selecionavam problemas
diversos de Matematica que tinha como proposta visualizar e analisar o comportamento
desses problemas de forma dindmica com o auxilio do GeoGebra.

Sendo assim, mesmo se tratando de OBMEP e sabendo que ela exige uma formacgao
especifica para professores e alunos devido ao grau de complexidade apresentado por varios
problemas propostos, o objetivo deste trabalho ¢ oferecer a professores e estudantes uma
ferramenta auxiliar a resolucdo algébrica, ndo apenas como forma de preparacdo para a
OBMEP, mas que possa ser utilizada em outros ramos da Matematica e que a ideia aqui
aplicada também possa ser estendida ao estudo de outros contetidos Matematicos como forma
de buscar “fraternizar a geometria e a algebra” (FILHO, 2014, p.21), bem como uma forma de
desviar-se do ensino focado apenas nas resolucdes repetitivas de exercicios e aplicagdes de
féormulas matemadticas, pois, como afirma Pereira (2016, p.4), “A visualizagdo e a
representacdo sdo elementos essenciais para a formacao do pensamento geométrico™.

Nesse sentido, no Capitulo 2 avaliaremos o uso da tecnologia no ensino, em especial, a
utilizagdo do software GeoGebra nas aulas de Matematica, pois sendo o GeoGebra um objeto
tecnoldgico, entendemos que sua inser¢do no ensino de Matematica permite que o aluno

produza suas proprias ideias e construa suas conjecturas e dedugdes. Faremos ainda um breve
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comentario sobre a OBMEP como também ao estudo de sequéncias encontradas nas Provas e
nos Bancos de Questdes. No Capitulo 3 trataremos sobre Sequéncias, em especial, as de
recorréncia de primeira ordem, expondo defini¢des e método de resolugdo para determinar a
formula fechada de algumas delas. No Capitulo 4 faremos a exposicdo da metodologia
utilizada na pesquisa. J4 no Capitulo 5 faremos a apresentagdo de algumas questdes
encontradas nas Provas e nos Bancos de Questoes da OBMEP seguidas da resolugao algébrica

e da constru¢ao desses problemas com o auxilio do GeoGebra.
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2 TECNOLOGIA, OBMEP E SEQUENCIAS

O ensino da Matematica exige cada vez mais o uso de novas metodologias e
aplicagdes praticas como ferramentas que venham interferir positivamente na aprendizagem,
levando o estudante a compreender de diversas formas as situagdes-problemas que lhes sdo
propostas. No entanto, segundo Moran (2006, p.15) temos “um ensino em que predominam a
fala massiva e massificante”.

Diante desse fato ¢ necessario que se busque meios para que o estudo da Matematica
ndo fique apenas na mera resolu¢do de problemas atrelada a aplicacdo de formulas e a
resolucao de exercicios tomados como modelos em que o professor mostra como resolver um
problema, muitas vezes de forma mecanica, e depois propde exercicios idénticos para que os
alunos tentem resolvé-los. Ainda segundo Moran (2006, p.16) “boa parte dos professores €
previsivel, ndo nos surpreende; repete formulas, sinteses”. Esta pratica, de maneira geral, ndo
leva o aluno a questionar, a indagar sobre o porqué da aplicacdo de determinadas formulas,
bem como nao o leva a discutir, a propor conjecturas € nem buscar novas estratégias de
resolucdes de problemas.

Concordando com tal colocagdo, Oliveira (2017, p.252) condiciona que “se o
estudante conhece e utiliza formas de raciocinar, possivelmente produzird argumentos na
resolugdo de problemas no qual possa se deparar”’. Comenta ainda que a escola deve
proporcionar aos estudantes possibilidades para que aprendam Matematica, e para que isso
ocorra ¢ fundamental que o professor busque recursos e métodos que direcionem as atitudes
do aprendiz, embora considere que o estudo da Matematica nao seja facil.

Nesse sentido, Valmorbida (2018, p.19) expde que:

Somente os nimeros e as operagdes nao bastam numa aula de Matematica. A aula
tradicional, onde os conceitos sdo apresentados e praticados por meio de exercicios,
pode ser complementada com uma extensdo ao contetido quando este ¢ aprofundado
e discutido através de aplicagdes, partindo da observacdo, construgdo ou estudo de
um fato.

Para que haja esse aprofundamento, uma das alternativas ¢é ter acesso a recursos que
possam ser aplicados como ferramentas auxiliares no ensino da Matematica como, por
exemplo, a utilizacdo de softwares. Em concordancia com o que foi exposto, Pacheco e
Barros (2013, p.8) comenta que “os softwares matematicos surgem como alternativa que
amplia os conceitos teoricos dos contetidos em sala de aula e de recurso dindmico que pode
atrair o interesse e a intuicdo dos alunos e incentivar o estudo dos conceitos de forma

inovadora”. Porém, afirma ainda que a utilizacdo de softwares educativos nem sempre ¢
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aplicada no ambiente escolar por dois motivos: pela disponibilidade destes recursos como
também pelo preparo dos professores no que diz respeito ao uso didatico dos softwares, ou
seja, os docentes ndo compreendem ou ndo estdo familiarizados a manipulagido dos programas
computacionais.

Contudo, a utilizagdo de aparelhos tecnoldgicos pode tornar o estudo da Matematica
mais interessante, pois muitos estudantes vivem em contato com smartphones que carregam
diversos aplicativos e jogos desafiadores. Muitos deles tém um bom conhecimento em
informatica e até conseguem desenvolver aplicativos. Para ratificar o que foi dito, Barros

(2013, p.6) coloca que:

Os alunos se utilizam diariamente de uma variedade de tecnologias e buscam o
entretenimento através do computador, e este pode servir como suporte escolar para
a realizagdo de atividades em sala de aula que possibilitam a aprendizagem ativa do
aluno ao permitir-lhe se sentir mais envolvido com os conceitos a medida que estes
fazem uso da informatica educativa para desenvolver suas teorias.

Mesmo diante dos dois motivos comentados anteriormente por Pacheco e Barros com
relagdo a ndo utilizacdo de Softwares educativos, Moran (2006, p.28) fala que “Podemos
modificar a forma de ensinar”. E para que isso ocorra depende de cada um, depende dos
nossos interesses, da motivacdo clara e de desenvolvermos agdes e costumes que facilitem o
processo de aprendizagem. Em outras palavras, Moran procura nos mostrar que mesmo que
ndo estejamos familiarizados com a utilizacdo e manipulacdo de determinados aparelhos e
programas tecnologicos, podemos buscar formas e métodos que promovam a melhoria na

aprendizagem dos estudantes.

2.1 GeoGebra e Dinamismo

Markus Horenwarter, da Universidade de Salzburg, foi o desenvolvedor do GeoGebra.
Este software ¢ livre, esta disponivel para download gratuitamente para véarias plataformas. O
GeoGebra tem foco principal no estudo da geometria, mas ¢ utilizado para estudos em varios
ramos da Matematica. Ao falar em dinamismo, Petla (2008, p.18) afirma que “A caracteristica
dindmica aparece pela possibilidade de se passar de um desenho a outro pelo deslocamento
quase continuo dos objetos livres”. O GeoGebra possui o efeito “Animar” que ao ser ativado
permite que o objeto escolhido e todos os objetos dependentes ao objeto escolhido se
movimentem de acordo com o que foi pré-estabelecido. Logo, o GeoGebra permite ir além da

visualiza¢ao e da manipulagdo de objetos. Ao realizar a construgdo de um objeto matematico
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no software, ao utilizar os comandos do programa, o usudrio entra em contato com conceitos
matematicos. Exemplo disto, ocorre quando ao “repousar” o cursor do mouse sobre um dos
icones na barra de ferramentas, o proprio programa emite uma mensagem orientando o que o
usuario deve fazer para utilizar o comando selecionado.

As questdes da OBMEP ja sdo consideradas desafiadoras e, em combina¢do com o
GeoGebra podem se tornar ainda mais, pois ao visualizar um problema estatico e sentir-se
incitado a posteriormente transforma-lo em um objeto dindmico torna-se bem mais
desafiador. Assim, combinar o GeoGebra com questdes da OBMEP proporciona visualizar e
explorar outras maneiras de analisar fatores inseridos no problema proposto.

Um dos recursos do GeoGebra ¢ o GeoGebra Tube. Este ¢ um banco online no qual se
pode compartilhar construcdes, videos e outros materiais relacionados ao aplicativo que sejam
do interesse do usuario. E um ambiente onde se tem acesso as construcdes compartilhadas por
diversos usuarios, portanto, ¢ um ambiente interessante para quem quer buscar materiais para
utiliza-los ou adapta-los para serem trabalhados durante as aulas. Outro recurso ¢ o GeoGebra
Pre-Release onde se tem acesso ao programa online, sem necessidade de instalar o programa

no computador. Para isso, basta que se tenha um computador com acesso a internet.
2.2 OBMEP e Sequéncias

A OBMEP teve sua primeira edi¢do realizada no ano de 2005. Ela ¢ processada em
duas fases, sendo que cada uma delas ¢ dividida em 3 niveis: a primeira fase ¢ realizada por
meio de uma prova escrita composta por 20 questdes objetivas; a segunda fase € realizada por
meio de uma prova escrita contendo 6 questdes subjetivas onde o aluno deverd descrever a
resolucdo de cada um dos problemas propostos. Na segunda fase participam apenas os alunos
classificados na primeira fase. Os alunos que se destacam sdo direcionados para programas
que buscam trabalhar o desenvolvimento de conhecimentos matematicos. Um desses
programas ofertados € o Programa de Inicia¢do Cientifica (PIC) onde o participante ¢ levado a
ver a Matematica ndo como uma mera disciplina estudada nas escolas, mas que trata a
Matemética como Ciéncia. O Orgao responsavel pela organizagdo e realizagio da OBMEP ¢ o
Instituto Nacional de Matematica Pura e Aplicada (IMPA) e tem apoio da Sociedade
Brasileira de Matematica (SBM).

Todos os anos, tanto nos Bancos de Questdes como nas Provas, a OBMEP procura
abordar problemas que envolvam o estudo de sequéncias. Muitos desses problemas envolvem
situacdes com sequéncias numéricas e sequéncias de poligonos ou figuras como ¢ o caso a

seguir da questdo 131 do BQ do ano de 2010 referente ao Nivel 1 da OBMEP.
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Figura 1: Questdao 131 do Banco de Questdes da OBMEP 2010

Sequéncia de figuras — As figuras /A, &, {, #, O e O sao repetidas indefinidamente
na sequéncia

AN e, O, Q0 A e O,M O O,

(a) Que figura aparecera na 10002 posi¢ao da sequéncia?

(b) Em qual posi¢io aparece o milésimo {7

Observe que a Figura 1 apresenta um problema em que a sequéncia de figuras ¢
ciclica, ou seja, o bloco das seis primeiras figurinhas comeca a se repetir indefinidamente, na
mesma ordem em que aparecem no primeiro bloco. Porém, durante as pesquisas realizadas
nas questdoes da OBMEP que envolvem sequéncias, observamos que o padrdo numérico de
algumas dessas sequéncias pode ser obtido por meio de uma relacdo de recorréncia linear.
Mais a frente buscamos mostrar os padrdes numéricos desses problemas nas resolugdes

algébricas usando o método para equagdes de recorréncias lineares.
3. RECORRENCIAS LINEARES DE PRIMEIRA ORDEM

Conforme Hefez (2012, p.16), uma sequéncia “trata-se apenas de elementos de um
conjunto etiquetados com os numeros naturais”. Assim, uma sequéncia composta por
elementos de um conjunto R ¢ uma fun¢do a em que o dominio ¢ representado pelo conjunto

dos niimeros naturais e que o contradominio ¢ R, como podemos observar a seguir.
3.1 Sequéncias

Defini¢ao 3.1.1. Uma sequéncia de nimeros reais ¢ uma fun¢do a: N — R, que para cada
n € N associa um niimero a,, pertencente aos numeros reais chamado n-ésimo termo.

As sequéncias podem ser finitas ou infinitas. Ela ¢ denominada finita quando possui
um numero restrito de termos. Caso contrario, a sequéncia ¢ dita infinita. Habitualmente
representamos uma sequéncia finita por (aq,a,,as,..,a,) € uma sequéncia infinita por
(aq,ay,0a3,...,ay, ...).

Caso uma sequéncia tenha uma regra definida, ela pode ser representada das seguintes
formas:

Por uma propriedade que identifique os termos da sequéncia. Exemplo: a sequéncia dos
nimeros naturais quadrados perfeitos maiores do que 1, (a,) = (4,9, 16, 25, 36, ...).
Por uma expressdo matemadtica que transforma cada valor de n em um valor de a,.

Exemplo: a,, = 2n + 1, com n pertencente aos naturais: (a,) = (1,3,5,7,9, ...).
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Por uma relacdo de recorréncia que, a partir de certo termo, d4 origem a cada termo
seguinte em funcdo dos termos anteriores. Exemplo: a sequéncia em que o primeiro
termo € a; = 1 e cada termo a partir do segundo ¢ dado por a, = 2a,,_; + 1, (a,) =
(3,7,15,31, ...).

Lembramos que uma sequéncia nem sempre apresenta uma regra ou lei de formagao

definida.
3.2 Recorréncias

Defini¢ao 3.2.1. Uma relacdo de recorréncia ¢ uma relacdo que determina cada termo de uma
dada sequéncia, a partir de certo termo, em fungao dos termos anteriores.

Uma relagdo de recorréncia em que cada termo depende exclusivamente dos anteriores
¢ chamada de homogénea. Caso tenhamos uma sequéncia que, além dos termos anteriores,
cada elemento dessa sequéncia estiver também em fun¢do de um termo independente, a
recorréncia ¢ chamada de ndo homogénea. Vale salientar que uma sequéncia seja
completamente definida por uma relacdo de recorréncia, se faz necessario que sejam
informados os primeiros elementos, pois, a partir deles os demais elementos da sequéncia
serdo determinados.

Defini¢ao 3.2.2. Uma relagdo de recorréncia é chamada de linear se a funcdo que relaciona
cada termo aos termos anteriores for linear, ou seja, ela ¢ linear se, e somente se, essa funcao
considerada for do primeiro grau.

Definicao 3.2.3. Uma relagdo de recorréncia ¢ chamada de primeira ordem quando expressa o
termo a, 4, em funcao de a,,.

Definicdo 3.2.4. Resolver uma relagdo ou equagdo de recorréncia significa encontrar uma
formula fechada para a recorréncia, ou seja, uma expressao que forneca cada termo a, da
sequéncia em fun¢do apenas de n e ndo dos termos anteriores. Tal expressdo ¢ chamada

solucdo da recorréncia.
3.3 Resolvendo recorréncias lineares homogéneas

Uma recorréncia linear homogénea ndo possui o termo independente de a,. Uma

recorréncia linear homogénea de primeira ordem ¢ do tipo,
Anyr = f(M).ay
onde f(n) e a, sdo ndo-nulos. Dai, obtemos:

a; = f(1).a4



az = f(2).a,

as = f(3).a3

ape1 = f(M).ay
Efetuando-se a substituicdo de cada termo na expressdo seguinte, temos:

Upi1 = @ f(D) - f(2) - fB) .. f(0),

isto é,
n
aa=al | fO)
j=1

3.4 Resolvendo recorréncias lineares nao homogéneas

As recorréncias lineares ndo homogéneas de primeira ordem sdo do tipo
ani1 = f(n) - an + g(n),
em que f(n) e g(n) sdo fungdes nao-nulas.
Se tomarmos, em particular, f(n) = 1, obtemos
Uns1 = an + g(n),

Assim, podemos escrever,

a, =a, +g(1)
az =a; +g(2)
as =az+9g(3)

Api1 = ap + g(n)

Somando-se todos os termos de ambos 0os membros, temos:

20

(1)

a,taztas+-+ay=a,ta,tazt+a,++a,+g(1)+g2)+gB)+--+gn)

Agora, adicionando-se —(a, + a3 + a4 + -+ a,) a ambos os membros da equagao,

obtemos
Apr =a; +g(1) +g@2)+g@3)+ -+ g),

isto é,

n
py1 = A4 +zg(j)
=1

(2)
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4 METODOLOGIA

Dada a importancia ao estudo de sequéncias na OBMEP, foi realizada uma pesquisa
nos bancos de questdes e nas Provas da OBMEP a procura de problemas que apresentassem
questionamentos sobre sequéncias. O critério utilizado para escolha dos problemas se deu por
meio da observagdao de que nas provas, em todos os niveis, figuram diversas questdes que
recaem no estudo de sequéncias. Utilizamos a busca na propria pagina da OBMEP na internet
em todos os Bancos de Questdes e Provas desde o ano de 2005 até 2018 utilizando palavras
chaves no portal tais como “sequéncias”, “sequéncia de figuras” e “recorréncia”.

A partir dai, diante de varios problemas encontrados passamos a dar énfase aqueles
que apresentavam sequéncias com figuras geométricas e que também apresentassem um perfil
em que cada nova figura da sequéncia a ser construida dependesse da construg¢do das figuras
anteriores, ou seja, fizemos uma busca por sequéncias de figuras geométricas em que 0s seus
padrdes numéricos pudessem ser obtidos por recorréncia como forma de delimitar o tema
estudado, j4 que eram tantos os questionamentos sobre sequéncias encontrados. Vale salientar
que alguns dos problemas encontrados poderiam ser adaptados para serem trabalhados suas
construgdes com o auxilio do GeoGebra.

O proximo passo foi verificar se utilizando as fungdes do GeoGebra os problemas
selecionados eram passiveis de se conseguir a movimentacao desejada dos elementos como
estava propondo o enunciado. Para isto, buscamos pesquisar ¢ estudar mais sobre as fungdes
do GeoGebra por meio de videos como também através da andlise de construgdes prontas no
GeoGebraTube que pudessem nos auxiliar nas constru¢des dos problemas selecionados.

Posteriormente, verificamos a possibilidade de obtermos os mesmos resultados
apresentados nas resolugdes das provas e bancos de questdes da OBMEP, porém, por meio da
aplicabilidade do estudo de recorréncias lineares (em especial de primeira ordem) para
obtermos as solugdes algébricas dos problemas e depois compararmos com as construgdes

desenvolvidas no software. Vejamos a seguir os resultados obtidos.
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5 PROBLEMAS DA OBMEP QUE ENVOLVEM SEQUENCIAS COM FIGURAS
GEOMETRICAS

Inicialmente, vale salientar que todas as construgdes com o auxilio do GeoGebra
realizadas neste trabalho foram desenvolvidas utilizando a Versao 5.0.533.0-d do GeoGebra
Classic. Alertamos para este fato porque caso o passo a passo dos problemas que seguem seja
realizado em uma versdo inferior ou superior do GeoGebra poderd ocorrer algumas
divergéncias nas construcdes.

Também ¢ importante deixar registrado que foram utilizados cursos e video-aulas
disponiveis na internet, identificados nas referéncias que ajudaram no entendimento da
construgdo dos problemas envolvendo sequéncias, como por exemplo, o material intitulado
por Sequencia de Poligonos de autoria de Sergio Dantas, acessado pela primeira vez em
10/11/2018.

Agora, apresentaremos alguns problemas encontrados nas Provas e nos Bancos de

Questoes da OBMEP que apresentam sequéncias com figuras geométricas.
5.1 Problema 1 — Bloco de quadradinhos sobe e desce

Vamos considerar a questao 13 encontrada na prova da 1* fase da OBMEP 2016 —
Nivel 1. Veja o enunciado:

Figura 2: Recorte da Questdao 13 da OBMEP 2016 - Nivel 1 - 1* Fase

13. Abaixo temos uma sequéncia de figuras formadas por
quadradinhos de 1 cm de lado. Cada figura da sequéncia,
a partir da segunda, € formada acrescentando-se a figura
anterior um retangulo igual ao da Figura 1, deslocando-o
de um quadradinho, ora para cima, ora para baixo, como
mostra a ilustragcdo. Qual € o perimetro da figura com 1000
quadradinhos?

A) 220cm - ] | _|_|[_|r
B) 380 cm ] 2 i A L]
C) 400 em L] |
D) 414 cm =] = _"“Tl_
E) 418 cm - . + 1

[l 1

i i - el B B -

Figura 1 Figura 2 Figura 3 Figura 4

O problema apresenta os valores dos 4 primeiros termos que representam os
perimetros de cada figura. Para construir uma figura a partir da anterior, na sequéncia, basta
acrescentar uma coluna com 10 quadradinhos. Observe que a cada vez que isto ¢ feito, 9 lados

dos quadradinhos de uma figura coincidem com 9 quadradinhos da figura anterior.
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5.1.1 Resolucio algébrica do Problema 1

Ao observarmos os valores das 4 primeiras figuras em relacdo ao perimetro p,,

podemos €SCrever

p1=22
p, =p1 +4
ps =p; +4
Py =p3+4
Pn = Pn-1+4

Somando-se ambos 0os membros, temos:

Pr+PetP3tpat Py =P+ Pt P3Pt ot t4-(n—1) + 22
Adicionando —(pl +p,+p;tp, + ot pn_l) a ambos os membros, vem que

Pn=4(n—1)+22 (3)
Dai, temos que para obter uma figura com 1000 quadradinhos ¢ necesséario que
tenhamos uma figura com 100 colunas, ou seja, devemos considerar n = 100.
Substituindo em (3), temos

Proo = 4(100 — 1) + 22 = 4(99) + 22 = 396 + 22 = p,qp = 418.

Portanto, a figura que possui 1000 quadradinhos ¢ a figura de numero 100 que

consequentemente terd perimetro medindo 418.
5.1.2 Resoluc¢ao do Problema 1 com auxilio do GeoGebra

Agora, vamos realizar a constru¢do da figura do Problema 1 com o auxilio do
GeoGebra. Siga os passos e acompanhe as Figuras seguintes para entender o processo de
construc¢ao.
Passo 1: Crie um controle deslizante t com intervalo minimo: 0.1; intervalo maximo: 1 ¢
Incremento: 0.1;
Passo 2: Coloque o valor de t = 0.5 e oculte-o desmarcando o “pequeno circulo” que aparece
ao lado de t na janela de 4lgebra;
Passo 3: Crie um controle deslizante n com intervalo minimo: 1; intervalo maximo: 100 ¢
incremento: 1;

Para verificacao de como esta ficando a construgao, insira o valor de n = 4.

Passo 4: Digite no campo de entrada do GeoGebra:

poll = Sequéncia(Transladar (Poligono((0,0), (t,0), (t,t), (0,t)), Vetor(i » Vetor((0,t)))),i,0,9)
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Tecle “Enter”.
Fazendo isso vocé criard uma sequéncia de poligonos como mostra a Figura 3.

Figura 3: Sequéncia de poligonos ap6s realizar o passo 4

©F GeoGebra Classic 5

Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

[l A~ Pl Sl <o === 2]

» Janela de Algebra >< | = Janela de Visualizagio
t-0.5 O~

® n=4a

® pol1 - {0.25, 0.25, 0.25, 0.25, 0.0

n=4
-

Entrada:

Agora, oculte “poll” (clicar na bolinha azul).
Passo 5: Crie a sequéncia L/ digitando no campo de entrada o seguinte:

L_1 = Sequéncia(Transladar(poll, Vetor(Se(Resto(i,2) £ 0,Vetor((i — 1) * Vetor((t,0)) +
Vetor((0,t))),Vetor((i — 1) * Vetor((t,0)))))),i,1,n)

Escolha a cor cinza para a lista L.

Figura 4: Sequéncia de poligonos apo6s realizar o passo 5

IS o= EANE

» Janela de Algebra ~ Janela de Visualizag&o
t=0.5 n Cv
® n=4 —a
pol1 = {0.25, 0.25, 0.25, 0.25, 0. "=
® L, - {{0.25,0.25,0.25,0.25 02 | @

Passo 6: Crie a lista Sy/; digitando no campo de entrada:

S_{V1} = Sequéncia(Transladar(Segmento((0, 0), (0,t)), Vetor(i Vetor((0,t)))),i,0,9)

Ponha a cor vermelha em Sy, para destaca-la;
Passo 7: Crie outra lista, Sy, digitando:

S_{H1} = Sequéncia(Transladar(Segmento((0,0), (t,0)),Vetor(Se(Resto(i,2) = 0,
Vetor((i — 1) * Vetor((t, 0)) + Vetor((0,t))),Vetor((i — 1) * Vetor((t,0)))))),i,1,n)

Destaque-a na cor azul;
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Passo 8: Agora, crie a lista L, _;;,n, digitando:

L{1 - Linha} = L_1

Oculte a lista L1_;inna-
Passo 9: Crie a lista Sy,

S_{H2} = Sequéncia(Transladar(Segmento((0,10t), (t, 10t)), Vetor(Se(Resto(i,2) £ 0,
Vetor((i — 1) = Vetor((t,0)) + Vetor((0,t))),Vetor((i — 1) * Vetor((t,0)))))),i,1,n)

Destaque a lista Sy, também na cor azul;
Passo 10: Crie a lista Sy,
S_{V2} = Sequéncia(Transladar(Segmento((n = t,0), (n * t, t)),Vetor(Se(Resto(n,2) £ 0,i + 1,i)

Vetor((0,t)))),i,0,9)

Destaque a lista Sy, na cor vermelha;
Passo 11: Crie um nimero a, para isso digite no campo de entrada:

a = Comprimento(S_{H1})

Passo 12: Crie o nimero b da mesma forma que o passo anterior digitando:

b = Comprimento(S_{H2})

Passo 13: Crie um ntimero c, digitando:

¢ = Comprimento(S_{V1})

Passo 14:Crie o numero d, digitando:

d = Comprimento(S_{V2})

Passo 15: Crie uma lista N:

N = Sequéncia({Segmento((i * t,0), (i *t,t)),Segmento((i * t,10t), (i xt,11t))},i,1,n— 1)

Destaque-a na cor verde. A construcdo ficard idéntica a mostrada na Figura 5.

Figura 5: Destacando os segmentos novos

A - T - - a=3
o o e |7 @ = e ==
> Jansla de Sigebra > - Janela de Visualizacao

t=0.5 N

n =4

poll = {0.25, 0.25, 0.25, 0.25, 0.
+— {40.25, 0.25, 0.25, 0.25, 0.2 | @

n=4

eee 0
-

= {0.5, 0.5, 0.5, 0.5}

1 -binne = {025, 0.25, 0.25, 0.2
= {0.5, 0.5, 0.5, 0.5}

- DS 5 o -

H1

I
N

s hh
-eo

ZENED # 0 M 0

L
4
4
4
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Passo 16: Clique no décimo comando do GeoGebra e selecione a ferramenta “Texto”.

Depois, dé um clique na janela de visualizagdo e na aba que se abrird digite no campo

“Editar” o seguinte:
Novos =

Depois clique na aba “Objetos” e selecione N (o N refere-se a lista N criada

anteriormente). Observe que ao lado do texto “Novos =" aparecera um pequeno quadrilatero

com o N escrito em seu interior.

Agora, clique no interior desse quadrilatero e substitua o N pelo seguinte texto:

2Comprimento(N)
Veja a Figura 6:
Figura 6: Caixa “Texto” do GeoGebra
T Texto =
Editar
Novos:zcamprimento[N)|
[ Férmula LaTeX | Simbolos « | Objetos ~
[T T T T T T T T°1
Visualizar
Movos=8
¥ Ajuda OK Cancelar
Clique em “OK”.

Agora, com o botdo direito do mouse clique no texto criado na janela de visualizacao
(ou na janela de algebra), depois clique em propriedades. Na janela que abrira, clique na aba
“Texto” e escolha um tamanho para o texto caso deseje e depois clique na aba “Cor” e escolha
a cor verde (de preferéncia o verde que vocé escolheu para o valor da lista N criada no Passo

15). A construcao devera ficar como mostra a Figura 7.

Figura 7: Determinando o niimero de segmentos novos

» Janela de Algebra | | = Janela de Visualizagdo

t=0.5 | A C~
n=4

pol1 = {0.25, 0.25, 0.25,0.25,0..| "= *
L, - {{0.25,0.25,0.25,0.25.02 | @

={0.5, 0.5, 0.5, 0.5, 0.5, 0.5,
={0.5, 0.5, 0.5, 0.5}

Novos=6

®
L
® vy
® 1
tinna = {10.25,0.25,0.25,0.2

,=10.5,0.5,0.5,0.5} [ | [ |
= {0.5,0.5,0.5,0.5,0.5, 0.5,

H
H

\F

L3
5
L
5
5
a=4
b=4
c=10
d=10

N = {{0.5, 0.5}, {0.5, 0.5}, {0.5, 0
texto1 = “Novos=6"
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Movimente o controle deslizante n e perceba que o texto, “Novos” apresentara o valor

da contagem das arestas destacadas em verde na sequéncia de poligonos. Ao colocar o valor

de n = 16 observa-se uma construgdo idéntica a Figura 8.

Figura 8: Construgao para o valor do controle deslizante n = 16

-

t=05
n=186

ee0 o
-,

1-Linha
iz = {0.5,0.5,

®
n

L]
-

Fzanowe

Jansia de Algedtra

pol1 = {0.25, 0.25, 0.25, 0.25, 0..
L, = {{0.25, 0.25, 0.25, 0.25, 0.2

0.5, 0%, 0.5, 0.5
4 = 105,05,
= {{0.25,0.25,0.25,0.2

> | = Janela de Visualizagdo

fACe

n=186

0.5, 0.5,

0.5,0.5,05, 05,

0.5, 0.5, 0.5, 0.5,

Agora, vamos fazer com que o GeoGebra nos diga qual o perimetro de cada Figura

formada ao movimentar o controle deslizante n. Para isso, faga o seguinte:

Passo 17: No décimo comando do GeoGebra, selecione a ferramenta “Texto”. Depois, dé um

clique na janela de visualizagdo. Na caixa que se abrira digite na aba “Editar” o seguinte:

Horizontal =

Depois clique na aba “objetos” e selecione S_{H1}, depois digite “+” (externo ao

quadrilatero). Novamente, clique na aba “objetos” e clique em S_{H2} e digite “=" (externo

ao quadrilatero). Mais uma vez clique na aba “objetos” e clique em S_{H1}. Observe que

ficardo trés quadrilateros com as escritas S_{H1} e S_{H2} em seus interiores € 0s sinais “+” ¢

69

Figura 9:

separando-os, como mostra a Figura 9.

Construindo o texto com a palavra “Horizontal”
©F Texto >

Editar

Horizontal=S_{H1} +S_{H2} =5_4{H1} |

[] Féarmula LaTeX | Simbolos - | Objetos

[T T T T T T T T 1

Visualizar

Horizontal={0.5, 0.5, 0.5, 0.5, 0.5 05, 05 05 05,05

o Ajuda OK Cancelar

Agora, clicando no interior de cada quadrilatero, reedite as escritas deles: no primeiro,

digite “Comprimento(S_{H1})”; no segundo, digite “Comprimento(S_{H2})”; no terceiro,
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digite “Comprimento(S_{H1}) + Comprimento(S_{H2})”. Ampliando a caixa “Texto” do

GeoGebra, veja na Figura 10 como ficardo essas escritas:

Figura 10: Contagem das arestas horizontais
0 Texto

X
Editar

Horizontal= Comprimenta(S_{H1}) + Comprimento(S_{H2}) = Comprimenta(S_{H1})+*Comprimento(S_{HZ2})

[ Férmula LaTeX ‘ Simbolos ‘ Objetos *

for \ [

Visualizar

Horizontal=16+16=32

o Ajuda oK Cancelar

Perceba que no campo ‘“Visualizar” serd apresentado a contagem de arestas
horizontais da construcdo. Agora, clique em “OK” e selecione a cor do texto obtido em azul
(mesma cor escolhida para as listas Sy; e Sy, construidas nos passos 7 e 9, respectivamente).

Movimente o controle deslizante n e observe que o texto “Horizontal” calcula o
perimetro de todas as arestas horizontais formadas.

Figura 11: Identificando o nimero de segmentos horizontais

~ Janela de Visualizacdo

(Rl

n=13

Novos = 24

Horizontal =13 + 13 = 26

Faremos o mesmo para contarmos os segmentos verticais (destacados em vermelho).

Passo 18: Com a ferramenta “Texto” ativa, digite no campo “Editar”:

Vertical =

Clique na aba “Objetos” e selecione S_{V1} (o S_{V1} refere-se a lista S_{V'1} criada

anteriormente). Proceda como no Passo 17. O texto devera ser digitado no campo “Editar”
como mostra a Figura 12.



Figura 12: Texto para o calculo dos segmentos verticais
7 Texto

X
Editar

Vertical = Comprimento(S_{V1}) + Comprimento(S_{V2}) = Comprimento(S_{V'1}) + Comprimento(S_{V2})

O Fémula LaTeX | Simbolos ~ | Objetos ~

no ! ! ! ! ! ! | |
Visualizar
Vertical=10 +10 = 20

2 Ajuda

OK Cancelar

Clique em “OK”.

Modifique a cor do texto para a cor vermelha (mesma cor dos segmentos verticais) e

movimente o controle deslizante » e analise 0 comportamento da construcgdo realizada.

Figura 13: Célculo do niimero de segmentos verticais

n="13

Novos = 24
Horizontal =13 + 13 = 26

Vertical=10 +10 = 20

Assim, vamos determinar o perimetro da figura construida.
Passo 19: Com a ferramenta “Texto” ativa digite no campo “Editar” o seguinte:
Perimetro =
Depois clique na aba “Objetos” e selecione um objeto qualquer. Troque o texto que

aparece no interior do quadrilatero (ao lado do texto “Perimetro =) pelo seguinte:

Comprimento (S{Hl}) +C omprimento(S{Hz}) +C omprimento(S{Vl}) +

Comprimento(S_{V2}) + 2Comprimento(N)
Veja a Figura 14.

Figura 14: Texto com comando para o calculo do Perimetro
©F Texto

*
Editar

Perimetro =| Comprimenta(S_{H1})}+Comprimento(S_{H2}}+Comprimento(S_{V1})+Comprimento(S_{V2}}+2Comprimento(i)

[ Férmula LaTex

| simbolos = | Objetos ~
L \ |

Visualizar

Perimetra = 70

o Ajuda

OK Cancelar
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Modifique a cor e o tamanho do texto criado, caso deseje. Movimente o controle
deslizante n e analise o comportamento da constru¢do final realizada.

Figura 15: Constru¢ao quando o valor de n = 100

n=100

) Novos = 198
Horizontal =100 + 100 = 200

Vertical =10 +10 = 20

Perimetro = 418

JAnnnnnnnnnnnnnnannnnannnnnannnannnnnnAnnnnAnnnn

Perceba que o valor do Perimetro apresentado na Figura 15 € o valor que corresponde

a resposta do problema proposto na Figura 2.
5.2 Problema 2 - Sequéncia de Pentigonos alternados

O segundo problema que trataremos aqui foi retirado da Questdo 7 do Nivel 2 da
Prova da 1* Fase da OBMEP do Ano de 2017.
Figura 16: Recorte da questdo 7 da OBMEP 2017 —Nivel 2 — 1* Fase

7. Com pentagonos regulares com 1 cm de lado, formamos
uma sequéncia de poligonos como na figura. O perimetro
do primeiro poligono é 5 cm, o perimetro do segundo & 8 cm,
e assim por diante. Quantos pentagonos s3o necessarios
para formar um poligono com perimetro igual a 1736 cm?

A) 570

B) 572
C) 574 O

D)

576
E) 578

5.2.1 Resolugao algébrica do Problema 2

Observando a sequéncia de Pentagonos verifica-se que o perimetro da primeira figura
¢ igual 5, da segunda figura ¢ 8, da terceira figura é 11 e da quarta figura ¢ 14. Assim, vamos
considerar p; = 5, p, = 8, p3 = 11, p, = 14 ¢ p,, 0 perimetro da n-ésima figura.

Percebe-se que cada termo sdo 3 unidades maiores do que o termo anterior, ou seja,

Pn = Pn—1 + 3. Assim, podemos escrever:

p1=5
p2=p1+3
Ps =pz +3
Ps =p3+3

Pn =DPn-1+3
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Somando-se ambos os membros, temos:
P1+P2+P3+pst+ - +pp=p1+p2+P3+pPst+tppi+3-(n—1)+5.
Adicionando —(pl +p,+p;+p,+ ot pn_l) a ambos os membros, obtemos:

L, =3(n—1)+5 (4)
Como p,, representa o perimetro da figura de numero n, temos que o problema propde

que determinemos o valor de n para p,, = 1736. Substituindo o valor de p,, em (4), temos:

1736 -5
n=3(n—1)+5=1736=>n—1=T=577+1:n=578.

Logo, para que o perimetro da sequéncia de pentdgonos seja 1736 cm devemos ter a
578* figura.

5.2.2 Resoluc¢ao do Problema 2 com auxilio do GeoGebra

Vamos considerar novamente o Problema 2. Faremos a construcao dessa sequéncia de
pentagonos com o auxilio do GeoGebra. Acompanhe os passos a seguir.
Passo 1: Construa um pentdgono de lado medindo uma unidade. Para isso, usando a
ferramenta “Ponto” (no segundo comando do GeoGebra) crie um Ponto A(0,0) e crie um
ponto B(1,0); depois, o ferramenta “Poligono Regular” (localizado no quinto comando)
clicando sobre os pontos A e B (nessa ordem); uma nova caixa se abrira e nela digite 5 e dé
“OK”. Assim, acabamos de criar o poligono “poll” (pentagono ABCDE), como mostra a
Figura 17.

Figura 17: Construc¢ao usando a ferramenta “Poligono Regular” do GeoGebra

Argquive Editar Exibir Opcies Ferramentas Janela Ajuda

N /j_,fG) )|

~ Janela de Algebra » Janela de Visualizagéo
- | -~ fa

® A=(0,0) a

® B-=(1,0)

- =1

® pol1=1.72 3

Passo 2: Crie outro pentdgono usando também a ferramenta “Poligono Regular” clicando
sobre os pontos D e C (nessa ordem). Agora, clique no icone “Objetos Auxiliares” situado
abaixo do nome “Janela de Algebra” do GeoGebra para que ele exiba todos os elementos

pertencentes a construgdo realizada. A construgdo ficard como mostra a Figura 18.
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Figura 18: Constru¢ao do poligono “pol2”
B Jf o~ ML~ 3SR O E Dl o

Janela de Algebra > * Janeila de Visu alizacao

1

| - fuw
@ 4
® B=(1,0)

- -1

. i=1 a
® h=1

& E=(-0.31, 0.95)

® D= (0.5, 1.54) 2
® C={1.31,0.85)

® g=1

- r=1

® polt = 172

-® p=1

® n=1

® m=1 =
® H={(0.81,2.49)

® G=(1.81,2.49)

® F={212 1545 =%
- =1

. k=1

® pol2 =172 -2

Agora, vamos criar sequéncias a partir dos poligonos criados anteriormente de modo
que essas sequéncias nos permitam visualizar de forma alternada o surgimento de pentagonos,
ora ao lado de “pol1”, ora ao lado de “pol2”. Para isso, sigamos 0s passos:

Passo 3: Crie um controle deslizante » com intervalo minimo: 1; intervalo maximo: 50 e
Incremento: 1. Digite o valor de n =5 para melhor acompanhamento da constru¢do nos
proximos passos.

Passo 4: No terceiro comando do GeoGebra use a ferramenta “Vetor” e crie o vetor u
clicando em E e C, respectivamente.

Passo 5: Crie uma lista L;. Para isso digite no campo de entrada do GeoGebra o seguinte:

L_1 = Sequéncia(Se(Resto(i,2) £ 0, Transladar(poll,Vetor(i *u/2)),0),i,0,n — 1)

Fazendo isto o GeoGebra apresentara uma sequéncia de pentagonos de “poll” apenas
quando o valor de n for impar (devido a letra i variar de 0 a n — 1 na sequéncia). A letra i
apresentada representa uma variavel e € utilizada em alguns comandos do GeoGebra. No caso
acima, a utilizagdo da condi¢do “Resto(i,2) = 0” fara com que o GeoGebra translade “poll”
na mesma dire¢do e comprimento da metade do vetor u quando n for impar, caso contrario ele
ndo apresentara o proximo poligono desta sequéncia. Veja a Figura 19.

Figura 19: Sequéncia de pentdgonos “poll” paran = 5
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Passo 6: Agora vamos criar uma lista L, de sequéncias de pentdgonos “pol2” para quando n

for par (para isso a variavel 7, neste caso, deve variar de 0 a n-2). No campo de entrada do
GeoGebra digite:
L_2 = Sequéncia(Se(Resto(i,2) £ 0, Transladar(pol2,Vetor(i * v/2)),0),i,0,n — 2)

Veja a Figura 20.
Figura 20: Sequéncia de pentagonos “poll” e “pol2” paran = 5
~ Janeta de Algebra > » Janela de Visualizagao
| - fuow n=5
® A=(00) a "&
® B-(1,0)
® j=1
® i=1
® h=1
@ E=(0.31,095)
® D- (0.5 1.58)
® C-={1.31,095)
® g=1
® =1
® poit =172
- n, =1
® p=1
® m=1
® H-=(0.81, 2.49)
® G=(1.81,249)
® F=(2.12, 1.54)
- =1
. k=1
® polz =172
e - =)
® v = (102)
® n-s >
- L1 ={1.72, 7, 1.72, 2, .72}
® L,=01.72 721727}

Movimente o controle deslizante n e perceba que as sequéncias de poligonos
apresentadas dao o efeito desejado ao que propde o enunciado do problema. Alternadamente,
ao modificar o valor de n, o GeoGebra mostra uma sequéncia de translagdes do pentagono
“pol1” quando # ¢ impar e uma sequéncia de translagdes do pentagono “pol2” quando 7 € par.

Nos proximos passos, buscaremos destacar todas as arestas dos poligonos de cada
figura apresentada ao movimentar o seletor n para posteriormente efetuarmos o calculo do
perimetro de cada uma delas.

Passo 7: Oculte o vetor u, os pentdgonos “poll”, “pol2”, os eixos ¢ a malha do plano
cartesiano caso estejam ativos. Modifique a cor de L; e L, para a cor cinza caso queira que a
construgdo fique com tom idéntico a figura apresentada no enunciado do problema.

Passo 8: Crie uma lista L que translada o segmento AB do pentagono “poll” digitando no
campo de entrada:

L_3 = Sequéncia(Se(Resto(i,2) £ 0, Segmento(Transladar(A,Vetor(i x u/2)),
Transladar(B,Vetor(i *u/2))),0),i,0,n—1)
Passo 9: Crie uma lista L, que translada o segmento HG do pentagono “pol2” digitando no

campo de entrada:

L_4 = Sequéncia(Se(Resto(i,2) £ 0, Segmento(Transladar(H,Vetor(i *x u/2)),

Transladar(G,Vetor(i xu/2))),0),i,0,n —2)
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Altere as cores de L3 e L4 para a cor azul. Veja na Figura 21 como ficara a constru¢ao
até o passo anterior:

Figura 21: Destacando os segmentos horizontais dos pentagonos

« lanela de Algetra X | = Janela de Visualizacio
| “1e faw [ R
w B=(1,0) e
j=1 n=%
i=19
ol -
® E=(-0.31,0.95)
® D=(05, 154)
@ C={1.31,095 H G
=1
f=1
poll =172
p=1
=4
m=1
® H=(0.81,249) a |
® G=(181,249)
® F={212.154)
=1
k=1

Vamos criar outras listas seguindo os mesmos procedimentos dos passos anteriores
para obtermos sequéncias de translagdes de outros lados de “poll” e “pol2”.
Passo 10: Crie uma lista Ls que translada o segmento AE do pentdgono “poll” digitando no
campo de entrada:

L_5 = Sequéncia(Se(Resto(i,2) £ 0,Segmento(Transladar(A,Vetor(i * u/2)),
Transladar(E,Vetor(i *u/2))),0),i,0,n — 1)
Passo 11: Crie uma lista L¢ que translada o segmento BC do pentidgono “poll” digitando no

campo de entrada:

L_6 = Sequéncia(Se(Resto(i,2) £ 0,Segmento(Transladar(B,Vetor(i *x u/2)),
Transladar(C,Vetor(i *u/2))),0),i,0,n — 1)
Passo 12: Crie uma lista L; que translada o segmento DH do pentigono “pol2”:

L_7 = Sequéncia(Se(Resto(i,2) £ 0,Segmento(Transladar(D,Vetor(i * u/2)),
Transladar(H,Vetor(i * u/2))),0),i,0,n — 2)
Passo 13: Crie uma lista Lg que translada o segmento FG do pentigono “pol2”:

L_8 = Sequéncia(Se(Resto(i,2) = 0,Segmento(Transladar(F,Vetor(i *x u/2)),
Transladar(G,Vetor(i *u/2))),0),i,0,n — 2)
Modifique as cores das listas Ls, L, L7 e Lg para a cor vermelha. Veja na Figura 22

como ficara a construcao.

Figura 22: Construg@o apds o passo 13
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Agora, vamos destacar apenas os lados que sdo comuns a dois pentagonos. Estes sdo
os lados que ndo serdo contabilizados para obtengdo do perimetro de cada figura formada
(perimetro pedido no enunciado de problema). Para isso, vamos obter sequéncias de
translacdes dos segmentos DC e CF seguindo os passos a seguir.

Passo 14: Crie uma lista Ly que translada o segmento DC:
L_9 = Sequéncia(Se(Resto(i,2) £ 0,Segmento(Transladar(D,Vetor (i * u/2)),
Transladar(C,Vetor(i *u/2))),0),i,—1,n — 2)
Passo 15: Crie uma lista Ly que translada o segmento CF:

L_{10} = Sequéncia(Se(Resto(i,2) £ 0,Segmento(Transladar(C,Vetor(i * u/2)),
Transladar(F,Vetor(i * u/2))),0),i,—1,n — 3)

Destaque as listas Lo e Lo na cor verde claro e veja se a construgao ficou como mostra

a Figura 23.
Figura 23: Destacando os segmentos comuns aos pentdgonos
¥ Janela de Algebra > | * Janela de Visualizagao
:| - j:v B~ - | *
h=1 A nzs
® E=(.031,095) =
® D-(05154) >
C=(1.31,0.95)
g=1
=1
poll =172 H G
p=1
n, =1
m=1
® H=(0.81,2.49) £ @
® G=(1.81,249)
® F=(212,154)
1=1 A
k=1
pol2 =172

Perceba que ficaram apenas dois segmentos ndo destacados, que é o segmento ED e o
segmento localizado a direita da construgao (segmentos na cor preta). Assim, percebe-se que
o perimetro de cada figura formada ¢ dado pela soma de todos os segmentos na cor azul (listas
L; e L4), mais a soma de todos os segmentos na cor vermelha (listas Ls, Lg, L7 € Lg), mais os
dois segmentos na cor preta, ou seja, o perimetro de cada figura formada na construcao ao
movimentarmos o controle deslizante n ¢ dado pela soma dos elementos de L3 + Ly + Ls + L¢
+L;+Lg+2.

Entdo, precisamos fazer com que o GeoGebra nos dé essa soma. No entanto, se
observarmos as listas criadas na Janela de Algebra do GeoGebra podemos notar que alguns
elementos estdo escritos como ponto de interrogacdo (?) indicando que esses elementos sdao
indefinidos (veja a Figura 24). Isso ocorre devido a constru¢do dos elementos acontecerem
alternadamente, que ora sao apresentados quando o valor de n € par, ora sdo apresentados

quando o valor de n ¢ impar ou vice-versa.
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Figura 24: Listas com elementos indefinidos no GeoGebra

L, ={1.72,2,1.72,2,1.72}
L,={1.72,2,1.72,7}
L,={1,2,1,2,1}
L,={1,2,1,2}
L,={1,2,1, 72,1}
L,=11,2,1,2,1}
L,={1,2,1,7}
Lg={1.2,1,7}
={7,1,7,1, 7}

={7,1, 2,1}

9

10

Dai, necessitamos retirar dessas listas esses elementos indefinidos. Para isso, iremos
utilizar o comando “RemoverIndefinidos(<lista>)”. Basta proceder como os passos seguintes:
Passo 16: Crie as listas L;; a L;g, digitando no campo de entrada do GeoGebra, uma por uma,
0s seguintes textos:

L_{11} = RemoveriIndefinidos(L_3)
L_{12} = RemoverIndefinidos(L_4)
L_{13} = RemoveriIndefinidos(L_5)
L_{14} = RemoveriIndefinidos(L_6)
L_{15} = RemoverIndefinidos(L_7)
L_{16} = RemoverIndefinidos(L_8)
L_{17} = RemoverIndefinidos(L_9)
L_{18} = RemoverIndefinidos(L_{10})

Observe que as novas listas criadas (L;; a Lig) possuem os mesmos elementos das

listas L3 a Ly, respectivamente, excluindo-se os elementos apresentados por “?”’.

Passo 17: Oculte as listas de Lz a Lg

Passo 18: Escolha a cor azul para as listas L;; e Ljy; depois, escolha a cor vermelha para as
listas L3, L4, Lis € Li; € a cor verde claro para as listas L7 e Lis.

Desta forma, agora ¢ possivel calcular o perimetro das figuras formadas ao efetuar a
soma Lj; + Lip + Lz + Lis + Lis + Lig + 2. Pode se fazer isso usando o comando
“Comprimento( <Objeto> )” do GeoGebra seguindo os seguintes passos:

Pass019: Crie um texto com o nome “Perimetro =". Depois, clique com o botdo direito do
mouse e escolha “Propriedades”. Na aba “Objetos” escolha um objeto qualquer e substitua-o
no quadrilatero que aparecera pelo seguinte texto (ver Figura 25):

Comprimento(Lg113) + Comprimento(Lgy2;) + Comprimento(Ly3;) +

Comprimento(L_{14}) + Comprimento(L_{15}) + Comprimento(L_{16}) + 2
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Figura 25: Inserindo os comandos para o calculo do perimetro de cada figura obtida

€7 Texto x

Editar

Perimetro =|C _{113)+C _{12})+Ci _{13})+C _{143)+Ci _{15})+C: _{16})+2 ‘

[ FormulalaTeX | Simbalos = | Objetos =

[ I I

Visualizar

Permetro=17

) Auda oK Cancelar

Observe que a aba “Visualizar” ja mostra o perimetro da figura obtida para quando o
valor de n = 5.
Passo 20: Oculte os pontos A, B, C, D, E, F, Ge H.
Passo 21: Aumente o tamanho e escolha uma cor para o texto criado, caso queira.

Movimente o controle deslizante n e observe que automaticamente o valor do
perimetro ¢ calculado para cada sequéncia de pentdgonos formada.

Agora, vamos criar um texto para identificar cada figura n formada. Siga os passos:
Passo 22: Crie um texto com o nome “Figura” e na aba “Objetos” escolha o objeto “n” e tecle
“Enter”. Apo6s a palavra “Figura” dé uns dois espacos no teclado (ver Figura 26).

Figura 26: Criando texto para identificar o nimero da Figura

T Texto >

Editar

Figura |n ‘

[ FérmulaLaTex | Simbolos v | Objetos
[ I I

Visualizar

Figura &5

) Ajuda oK Cancelar

Observe que a aba “Visualizar” ja mostra como se apresentara o texto na Janela de

visualizacdo do GeoGebra, conforme mostrado na Figura 27.

Pronto, caso queira aumentar o tamanho do texto e mudar a cor € s6 prosseguir como

das outras vezes.

Figura 27: Exibicao da constru¢do com o texto “Figura”

~ Janela de Algebra | [ = Janela de Visualizagéo
=]l faw | R
A=1(0,0) -

B=(1,0) n=95

-

Figura 5
-0.31, 0.95)

0.5, 1.54)
1.31, 0.95)

IvgranomI
= Rl
Rl ™ 3

i
-
~
I

3B = 4

81, 2.49)
81, 2.49)
12, 1.54)

L
5=

Perimetro = 17

oNa=
I
-
5
I

sgx—-maz3
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5.3 Problema 3 — Sequéncias de Nimeros Triangulares

Consideraremos agora a Questdao 2 do Nivel 3 da Prova da 1* Fase da OBMEP do ano
de 2012.

Figura 28: Recorte da Questdo 2 da OBMEP 2012 — Nivel 3 — 1* Fase

2. Renata montou uma sequéncia de Mmangulos com
palitos de fosforo, seguindo o padrao indicado na figura. Um
desses tridgngulos foi construido com 135 palitos de fésforo.
Quantos palitos tem um lado desse tridngulo?

A) &
B) 7

C) 8
LS At - N
E) 10 ,v_’ "_\ i )

i Y, 2 4 i i -

5.3.1 Resolugao algébrica do Problema 3

Dada a sequéncia de figuras, nota-se que os “palitos” representam os lados de
tridngulos. A primeira figura da sequéncia ¢ dada por 3 “palitos”, a segunda figura ¢ dada por
9 “palitos” e a terceira figura da sequéncia ¢ dada por 18 “palitos”. Sendo assim, vamos
representar o nimero de “palitos” da primeira figura por a4, por a, a quantidade de “palitos”
da segunda, por a; a quantidade da terceira e por a, a quantidade de “palitos” da n-ésima
figura. Desta forma, temos que a; = 3,a, = 9e az = 18.

Percebe-se que para obter a figura 2 devemos acrescentar 6 “palitos” na figura 1, para
construir a figura 3 devemos acrescentar 9 “palitos” a figura 2. Ao desenhar a figura 4,
percebe-se que devemos acrescentar 12 “palitos” a figura 3, ou seja, partindo da segunda
figura o tridngulo que ocupa a posi¢ao 7 na sequéncia ¢ formado acrescentando » triangulos
iguais ao primeiro ao tridngulo precedente. Assim, para n > 2 devemos acrescentar
3.2,3.3,3.4,---,3.n “palitos” a figura anterior para obter a figura seguinte.

Entdo, podemos escrever:

al = 3.1
a2 = a1 + 32

a3 = a2 +33

ap = ap_1 +3.1n
Somando-se ambos 0s membros, temos:
a+a,+az+a,++a,=a;+a,+az+a,++a, 1 +@B1+32+33+-4+3.n).
Adicionando —(a; + a, + a3 + a4 + - + a,,_;) a ambos os membros ¢ colocando o 3

em evidéncia, obtemos:
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a,=3.(1+2+3+--+n)
Sendo 1 + 2 + 3 + -+ + n a soma dos termos de uma progressao aritmética de razao 1,

vem que:

n(l+n
a =320 (5)
Vamos agora responder ao que o problema nos propoe. Sabendo-se que a expressao

(5) calcula o nimero de palitos usados para construir o n-ésimo tridangulo com n palitos em
cada lado, basta que fagamos a,, = 135.

1+
135 = 3 M+

Multiplicando ambos os membros da equagdo por 2, teremos:

3n? 4+ 3n =270

Multiplicando ambos os membros da equagdo por 1/3 e depois somando-se (— 90)
também a ambos 0s membros, obtemos:
n2+n—-90=0
n+10)(n—9)=0
>n=—-10oun=9
Portanto, ao construir um tridngulo com 135 palitos de fosforos temos que um lado

desse triangulo terd 9 palitos, poisn > 1.

5.3.2 Resoluc¢ao do Problema 3 com auxilio do GeoGebra

Siga os passos para obter a constru¢do desejada para o problema em questao.
Passo 1: Crie os pontos A(0,0) e B(1,0)
Passo 2: Crie um triangulo equilatero digitando no campo de entrada:
Poligono(A, B, 3)
Passo 3: Crie dois vetores u e v usando a ferramenta “Vetor” clicando em A e B; depois,
clicando em 4 e C. A construgdo fica como a mostrada na Figura 29.

Figura 29: Trlangulo regular “pol1”

~ Janela de Algebra - Janela de Visualizagdo
=|=ly fiv fAC~

A= (D, D) a3
B=(1,0)
=1

pol1 =0.43

=)

_ (o5
Y= (0.3?

poll
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Passo 4: Insira um controle deslizante » com intervalo minimo:1, intervalo maximo: 20 ¢
Incremento: 1
Passo 5: Crie uma lista L; que mostra uma sequéncia de translagdes de “poll” na direcao de
u. Para isso, digite:
L_1 = Sequéncia(Transladar(poll,Vetor(u x i)),i,0,n — 1)
Destaque L; com a cor vermelha. Veja a construgdo na Figura 30.

Figura 30: Sequéncia do poligono “poll” na dire¢ao do vetor u

* Jlansla de »édgebra X | = Janela deVlsuiliug&o
| 1= fiw ACy
® A=(0,0)
® B=(1,0) n=45
® =1 et
@ poll =043 3
)
u =
ou=(y
‘0.5
= 2
v (u.ar)
® n=5
et 43,043,043, 042, 0.4
1 ]
v
. g
i 2
o ki 2 3 4 s

Passo 6: Crie uma lista L, que mostra uma sequéncia de transla¢des de L; na direcdo de v de
maneira que essa sequéncia tenha sempre um tridngulo a menos do que a linha anterior (como
mostra a Figura 28). Para isso, digite:

L_2 = Sequéncia(Transladar(ParteDalLista(L_1,1,n —i),Vetor(i * v)),i,1,n—1)

Coloque a cor cinza na lista L, e oculte o poligono “poll”, os vetores u e v, como
também oculte os pontos A, B, C, os eixos € a malha. Veja como ficou a construgao quando o
valor de n = 5.

Figura 31: Constru¢ao da sequéncia de triangulos

w Janela de Nge:\ra X | = Janela de Visualizagio

- fi~ [ #cC~

A=(0,0) n=5
B=i1.0) —‘_
t=1
poll =0.43

_ 1
el (uj

_ (05
Y= (u.ar)

® n=5
@ Ly=d
@ L,={(0.43,0.43,0.43 043}, (0

043, 0.4, 04, 041,043

Passo 7: Agora, vamos fazer com que o GeoGebra expresse o nimero da figura obtida na

constru¢do ao movimentar o controle deslizante n. Usando a ferramenta “Texto” digite a

€c__9

palavra “Figura”, dé um ou dois espacos e clique na aba “Objetos” para escolher o objeto “n”.



Figura 32: Criando o texto que indica a numeragao da figura formada

wF Texto

Editar

=

Figura [n

[ Farmula LaTeX

| simbolos ~ | Obietos =

[ 1 I I

wisualizar

Figura =

0 Ajuda

O Cancelar

Passo 8: Crie uma lista L3 digitando no campo de entrada o seguinte:

L_3 = Sequéncia(Comprimento(Elemento(L_2,1)),i,1,n — 1)
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Perceba que os valores mostrados na lista L3 sdo os valores referentes a quantidade de

triangulos destacados na cor cinza formados pelos elementos da lista L,.

Passo 9: Agora, vamos determinar quantos “palitos” foram utilizados em cada figura usando

novamente a ferramenta “Texto”. Digite no campo “Editar” da caixa “Texto” do GeoGebra o

conteudo mostrado na Figura 33.

Figura 33: Determinando o nimero de “palitos” da constru¢do do Problema 3

TF Texto

Editar

>

M® de Palitos Utilizados = | 3Comprimento(L_1) + 3Soma(L_3)

[] Férmula LaTex | simbolos ~ | Objetos ~

[ ] I I [

Visualizar

M° de Palitos Wilizados = 63

¢ Ajuda

O Cancelar

Modifique o tamanho e a cor do texto, caso deseje. Veja na Figura 34 como ficard a

construcado final quando n = 6.

Figura 34: Construgado final do Problema 3

n=g6

Figura 6

N° de Palitos Utilizados = 63

5.4 Problema 4 — Construindo escadas

Considere a Questao 30 do Nivel 1 do Banco de Questdes do Ano de 2013.
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Figura 35: Recorte do enunciado do Problema 4
Vamos consiruir escadas

Utilizando-se gquadradinhos de 1 ¢cm de lado sdo construidas escadas conforme a
figura abaixo:

lcm

Dl cm

o o dH d S

12 escada 22 escada 32 escada 42 escada etc

a) Caleule a Area total e o perimetro da quinta escada construida.
b) Precisamos de uma escada de 78 em? de drea. Qual escada devemos escolher?

¢) Precisamos de uma escada de 100 cm de perimetro. Qual escada devemos esco-
lher?

5.4.1 Resolugao algébrica do Problema 4

Observando a sequéncia de figuras percebemos que o perimetro da primeira figura ¢
igual 4, da segunda figura é 8, da terceira figura ¢ 12 e o da 4* figura ¢ 16. Assim, vamos
considerar p; = 4,p, = 8,p; = 12,p, = 16 e p,, o perimetro da n-ésima figura.

Percebe-se que cada termo ¢ 4 unidades maior do que o termo anterior, ou seja,
DPn = Pn_1 + 4, paran > 1. Assim, podemos escrever:

p1 =4
p2=p1t+4
Pz =p; t+4
Py =p3+4

Pn=Pn-1t4
Somando-se ambos os membros, temos:
PrtP2tP3+Pat P =pi+ptp3tpst - +ppgtin
Adicionando —(pl +p,+p;+p,+ ot pn_l) a ambos os membros, temos:
Pn = 4n (6)

A expressao (6) nos fornece o perimetro de uma “Escada” n, para n > 1. Agora
vamos analisar a area de cada “Escada” formada. Percebe-se que a cada “Escada” formada, a
area corresponde a soma dos n primeiros nimeros naturais, ou seja, a “Escada” 1 possui 1
quadradinho, a “Escada” 2 possui 1+ 2 quadradinhos, a “Escada” 3 possui 1+ 2+ 3
quadradinhos, a “Escada” 4 possui 1+ 2 + 3 + 4 quadradinhos, e assim por dia diante.
Portanto, a area S da n-ésima “Escada” é dada por:

Sp=14+2+34+4+-+n
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_(n+hn (7)
" 2
A expressao (7) nos fornece a area de uma “Escada” n, para n = 1. Assim, pode-se

analisar e responder os itens pedidos no Problema 4.

a) A area total da quinta “Escada” ¢ calculada substituindo n = 5 em (7).

(5+1)-5
W=
S, =15

Logo, a area total da quinta “Escada” ¢ de 15 cm?. Para determinarmos o perimetro da
quinta “Escada” substituimos n = 5 em (6). Logo,
P,=4-5 = 20.
Portanto, o perimetro da quinta “Escada” ¢ de 20 cm.
b) Como precisamos de uma “Escada” de 78 cm? de area, calculamos o valor de n em (7)
para S;, = 78. Assim:
_(n+1):n
2
Multiplicando ambos os membros da equacao por 2, temos:

(n+1)-n=156.

78

Aplicando a propriedade distributiva da multiplicagdo e depois adicionando (—156) a

ambos os membros, vem que:
n?+n—156 =0
n+13) - n—12)=0>n=-130un = 12.

Portanto, como n > 1, temos que escolher a 12* “Escada” para que tenhamos uma area

de 78 cm?.
¢) Como precisamos de uma “Escada” de 100 cm de perimetro, calculamos o valor de n
em (6) para P, = 100. Desta forma:
4n =100
Multiplicando ambos os membros da equagdo por 1/4 , temos
n=25

Portanto, a 25* “Escada” ¢ a que tem 100 cm de perimetro.
5.4.2 Resoluc¢ao do Problema 4 com o auxilio do GeoGebra

Siga os passos para construg¢ao da sequéncia proposta no Problema 4.
Passo 1: Crie os pontos A(0,0) e B(1,0)

Passo 2: Crie o Poligono “pol1” usando a ferramenta poligono regular ou digitando:
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Poligono(A,B,4)
Passo 3: Insira um controle deslizante n com intervalo minimo: 1; maximo: 25 e incrementol.
Passo 4: Insira os vetores u e v digitando no campo de entrada:

u =Vetor(4,B)
v = Vetor(4,(C)
Passo 5: Crie as listas L; e L, digitando no campo de entrada:

L_1 = Sequéncia(Transladar(poll,Vetor(i * u)),i,0,n — 1)
L_2 = Sequéncia(Transladar(ParteDalLista(L_1,1,n —i),Vetor(i * v)),i,0,n — 1)
Atribua a cor cinza para L,. Oculte a lista L;, os vetores u, v € os pontos 4, B, Ce D
Passo 6: Crie a lista Ls:
L_3 = Sequéncia(Segmento(Transladar(4, Vetor(i x u)),
Transladar(B,Vetor(i *u))),i,0,n-1)

Coloque L3 na cor azul.
Passo 7: Insira um controle deslizante t com intervalo minimo: 0; maximo: 1 e incremento:

0.1
Passo 8: Crie as listas L3, Ly, Lse Lg:

L_4 = Sequéncia(Transladar(Segmento((n * t,0),(n x t,t)),Vetor(i * Vetor((0,t)))),i,0,n — 1)
L_5 = Sequéncia(Segmento(Transladar(A,Vetor(i * v)), Transladar(D,Vetor(i * v))),i,0,n — 1)
L_6 = Sequéncia(Segmento(Transladar(C,Vetor(i * v)), Transladar(D,Vetor(i * v))),i,0,n — 1)

Atribua a cor azul a elas. Veja como deve ficar sua construcao na Figura 36.

Figura 36: Construgdo da “escada” paran = 5

w Janela de Algebra > | = Janela de Visualizagao

=l =i A~ [~ v
A=(0,0)
B=(1,0)
i=1
h=1 hes
D=(0, 1) =
c=(1,1) @
a=1
f=1
pol1=1
® n=5
— 1
«= ()
v = ﬂ

Ly=41,1,1,1,1

® L2:{{1‘1,1,1,1},{1,1,1,1},{1,1,1},{1,1},{1}}
® L,={1,1,1,1,1}

t=1

® L,—-{1,1,1,1,1

®

®

L={1,1,1,1,13} |
Lg={1,1,1,1,1}

Passo 9: Vamos inserir o texto para identificar o nimero de cada “Escada” a que se refere o
enunciado do problema em questdo. Para isso, use a ferramenta “Texto”; clique em “Objetos”
e clique em “n” (observe que no quadro “Editar” aparecera o “n” escrito num quadrilatero).
Agora digite “ESCADA” (sem aspas e externo ao quadrilatero) e observe se fica como

mostrado na Figura 37.
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Figura 37: Criando texto para identificar a “escada”

TF Texto =

Editar

n = ESCADA

[1 Férmula LaTeX | simboles ~ | Objetos ~
[ ] f f f f f f I I

Visualizar
10° ESCADA

Modifique o tamanho e a cor do texto, caso deseje.
Passo 10: Vamos inserir o texto para identificar o Perimetro de cada “Escada”. Perceba que ja
destacamos o perimetro na constru¢ao com a cor azul como mostra a Figura 36. Assim, basta
efetuarmos a soma dos elementos das listas L3, Ls, Ls e L¢. Para isso, no quadro “Editar” da
ferramenta “Texto” digite Perimetro = .

Depois, clique em “Objetos” e selecione L_3. Substitua o “L_3” localizado dentro do
quadrilatero pelo seguinte texto:

Comprimento(L_3) + Comprimento(L_4) + Comprimento(L_5) + Comprimento(L_6)
Veja na Figura 38.

Figura 38: Texto para identificar o perimetro da construcao

7 Texto =

Editar

Perimetro= comprimenta(L_3) ~ Comprimento(L_4) + Comprimento(L_5) + Comprimento(L_6)

[ FormulaLaTex | Simbolos ~ | Objetos ~
[ I I I

Visualizar

Perimetro=20

Modifique o tamanho e a cor do texto, caso deseje.

Construiremos agora o texto que vai nos dizer a area das construg¢des obtidas para cada
valor de n. Como cada quadrado que forma a “Escada” mede 1 unidade de comprimento,
temos que cada quadrado tem 1 unidade de 4rea. Portanto, basta contarmos a quantidade de
quadrados que formam cada figura obtida para determinarmos o valor da érea.

Observe que se conseguirmos descobrir a soma do comprimento (nimero de
elementos da lista) de cada elemento da lista L, (os elementos estdo separados por chaves),

conseguiremos determinar a area da constru¢do formada. Observe a Figura 39.
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Figura 39: A lista L, € composta por 5 elementos

L1=-[1;1.,1,1,1}
e L ={1.1111{1,1,1,1{1.1,1}{1.1}, {1}
e L={L1111}

t

o
[

e L=01L1111}
e L ={1.1111}
e L={1L1111}

Assim, a area pode ser obtida da seguinte forma:

Passo 11: Digite no campo de entrada do GeoGebra para criar uma lista L7:
L_7 = Sequéncia(Comprimento(Elemento(L_2,1)),i,1,n)

Fazendo isto, o GeoGebra apresentara uma lista L; composta pelos nimeros que sao
resultados da soma dos nimeros que compdem cada elemento de L,, ou seja, quando o valor
de n =5 alista L7 = {5,4,3,2,1}. Desta forma, basta determinarmos apenas o comprimento
de L;. E s6 aplicar o passo a seguir:

Passo 12: Digite no quadro “Editar” da ferramenta “Texto” do GeoGebra o seguinte Area = .

Agora clique em “Objetos” e selecione “L_7”. Substitua “L_7” que fica interno ao

quadrilatero que aparece por Soma(L_7).

Veja a Figura 40.
Figura 40: Criando texto que indica o valor da area de cada “Escada”
TF Texto >
Editar
AREA = |Somail_7)
[0 Férmula LaTeX | Simbolos ~ | Objetos
=T T T T T T T T 1
Wisualizar
AREA=15
¥ Ajuda (el Cancelar

Clique em “OK” e modifique o tamanho e a cor do texto, caso deseje.
A construc¢ao final do Problema 4 com o auxilio do GeoGebra para n = 8 ¢ mostrado
na Figura 41.

Figura 41: Construgao final do Problema 4 com auxilio do GeoGebra

82 ESCADA

Perimetro=32 AREA = 36
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5.5 Problema 5 - Sequéncia de pentagonos por homotetia

Vamos analisar a Questdo 14 da Prova da OBEMEP da 1* Fase do Ano de 2015 —

Nivel 3.
Figura 42: Recorte do enunciado do Problema 5
14. Abaixo temos trés figuras pentagonais a primeira
com 5 pontos, a segunda com 12 pontos e a lerceira com
22 pontos Continuando esse processo de construcdo, a

vigésima figura pentagonal tera 651 pontos. Quantos pontos
tera a vigésima primeira figura?

A) 656
B) 695 /\
C) 715 . ,
D) 756 ¢ /
E) 769 "Q /

5.5.1 Resolugao algébrica do Problema 5

Tomando o niumero de pontos observados nas primeiras figuras da sequéncia, vamos

considerar a; =5, a, =12, az; =22 ¢ a, = 35 (caso desenharmos a quarta figura da

sequéncia). Desta forma, podemos escrever:

a; =5
a, =a; +7
a; =a, + 10
a, =az +13

Dai, percebe-se que os valores da sequéncia 7, 10, 13, ... (a partir da segunda linha na
situacdo acima) formam uma progressao aritmética de razdo 3, ou seja, a diferenca de cada
elemento dessa sequéncia pelo elemento imediatamente anterior resulta em 3. Assim,
considerando que b; = 7, b, = 10, b; = 13,... (indo até b,,_, pois teremos n — 1 em virtude
de b, iniciar na segunda linha), podemos reescrever a situacao anterior da seguinte forma:

b1 = 7
a; —a; =by
a3 —ay; = b2
a, —az = bs

Ap — Ap_1 = by
Somando-se membro a membro os termos das equagdes, obtemos:
a, = 5+(b1+ b2+ b3+"‘+bn_1)

Sendo b; + b, + b; + -+ b,_; a soma dos termos de uma progressao aritmética

comn — 1 termos e com b; = 7, temos:
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an=s+(7+b"-12)'("_1) (8)

Podemos escrever ainda:

b1=7
b2:b1+3
b3=b2+3

b1 =Dby,+3

Somando-se membro a membro os termos das equagdes, vem que:

b1+ b2+ b3+“'+bn_1 == 7+b1+ b2+ b3++bn_2+3(n_2)
Adicionando-se —(b; + b, + bz + -+ b,_,) a ambos os membros, obtemos:

b,_.1=7+3-(n—2) (9)
Substituindo (9) em (8), obtém-se:

L7+743- (=2 (- 1)

a, = 5
an:5+[3n+8]2-(n—1)
an:5+[3n+8]2-(n—1) (10)

Se quisermos saber quantos pontos terd a vigésima primeira figura, basta substituir
n = 21em(10).

[3-21+8]-(21—1)
2
a21:5+7110
a21:715

a, =

Portanto, a vigésima primeira figura terd 715 pontos.
5.5.2 Resolu¢ao do Problema 5 com auxilio do GeoGebra

Para constru¢ao do Problema 5 usando o GeoGebra, vamos seguir os passos:
Passo 1: Crie os pontos A(0,0) e B(1,0)
Passo 2: Crie 2 controles deslizantes:
Controle deslizante n com intervalo minimo: 1; intervalo maximo: 20 e Incremento:1. O
controle n representara o numero de poligonos. Insira o valor de n = 3.
Controle deslizante m com intervalo minimo: 3; intervalo maximo: 5 e Incremento:1. O

controle m representara o nimero de lados do poligono. Insira o valor de m = 5.
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Passo 3: Usando a ferramenta “Poligono Regular” (no quinto comando) clique sobre os
pontos A4 e B, respectivamente. Na janela que se abrira digite m e tecle “OK” para construir o
poligono “poll”.

Passo 4: Determine o centro de gravidade de “poll” digitando no campo de entrada:

CentroDeGravidade(poll);
Um ponto F aparecera no centro do pentdgono “poll”. A construg@o obtida até o passo

4 deve ficar idéntica a Figura 43.
Figura 43: Poligono regular “poll”

[&] Al S @lo] <] >]=

» Janels de Algebra X » Janela de Visualizagio
® A=(00) n=3
® B=(1,0) I
® n=3 m=35
® m=5 .
a=Ta" 2
. =1
® poll =172
® F=(050.69) -
2
D
<
F
L ]
A poll s
S
o 1 2 3 4

Passo 5: Crie a lista L;:

L_1 = Sequéncia(Homotetia(poll,i,A),i,0,n)
Coloque na cor cinza e sem preenchimento, caso deseje.

Passo 6: Crie um vetor u digitando no campo de entrada u = Vetor (4, B)
Passo 7: Crie uma lista L,:

L_2 = Sequéncia(Transladar(4,i xu),i,1,n)
Atribua a cor azul a L,, oculte “pol1”, os eixos do plano cartesiano ¢ os pontos A, B,

C, D, E e F. Sua construgao devera ficar idéntica a Figura 44.

Figura 44: Poligonos obtidos por homotetia de “poll” com centro em A

~ tanetla ge Algeora % | = Janela de Visualizacdo
| - i fCw
A=(0,0) n=3
B-(1,0) .
® n-3 m=5
® m=5
g -
1 indefinsio
H ingefinido
K indefmido
G indefinido
="
E = (-0.31, 0.95)
=1
D = (0.5, 1.54)
h=19
€ ={1.31, 0.85)
a=19
=1
poil = 1.72
F = (0.5, 0.69)
® L,=10,1.72 6.88, 15.48)
i
s—— (u)
® L, =1{(1,0) (2 0) (3 05

Passo 8: Crie um vetor v: v = Vetor(4, C);
Passo 9: Crie a lista L3, que ¢ uma translacao de pontos da lista L;:

L_3 = Sequéncia(Transladar(ParteDalLista(L_2,1,n —1i),i *v),i,0,n)
Atribua a cor azul para L3 e pode ocultar L,. Veja a Figura 45.
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Figura 45: Sequéncia de pontos da lista L3

| -
A=(0,0 n=3
B=1{(1,0) -
n=3

m=5
a=72°

| indefinido
H ingefinido

&

Lk

K indefinicgo
G indefinido

)
E - (-0.31, 0.95)

-1

olt = 1.72
=10.5, 0.69)

4 =40, 1.72, 6.88, 15.48}

_fE
- (u)
Ly = 401, 0), (2,0, (3, 03}

1.31
0.95

@ L=, 0), 2, 0. (3, 0}, ((2.31

-

Passo 10: Efetue uma reflexdo dos pontos da lista L3, criando assim a lista Ls que tem como
eixo de simetria, a reta suporte de AF. Para isso, digite no campo de entrada:
Ref]exa”o[ L, Reta(A, F) )
Coloque L4 na cor vermelha. Veja a Figura 46.

Figura 46: Reflexao da lista L3

A=(0,0) n=3

B=(1,0) B T ———
® n-3 m=5
® m=5

a=72° b

1 indefingo

K indefinico

j=1
i=1

h=%
Hindefinido

G indefinide

E = (-0.31,0.95)
D = (0.5, 1.54)
©={1.31,0.95)

F = {0.5, 0.69)
® L,=1{0,1.72,6.88 15.48}

“=(3)

L2={l1.0),12, 0), (3, 0)}

(1.31

Ku.ge;)

L3={(l1. 0), {2, 0), (3, 0)), {(2.31
{031, 0 (082, 1.9)

e v=

Agora vamos identificar os demais pontos que propdem o problema. Siga os passos a
seguir:

Passo 11: Crie uma lista Ls que ¢ uma sequéncia de translagdes do Ponto 4 na dire¢do do
vetor v,
L_5 = Sequéncia(Transladar(4,i * v),i,0,n)

e escolha a cor laranja para Ls.
Passo 12: Crie o vetor w digitando no campo de entrada o seguinte: w = Vetor (4, D)

Vejamos como fica a construgao.
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Figura 47: Sequéncia de translagdes do ponto A na dire¢do do vetor v

A={0,0} -
B={1,0)

n=3

m=5

a=72°

| mdetinido
& indefinido
=1
=1
h=1
H indefinido
 indefinido
E={-0.31,0.95)
D= (0.5, 1.54)
€=(1.31,095)
a=1
=1
polt = 1.72
F=1(0.5,0.69)

@ L,-{0,1.72 688, 15.48}

“= ()

L2 ={(1,0)(2,0), (3,00}
_ {13
" (n.gs)
® L, 1{1,0),(2,0) (3,0, (2

n=3
m=5§
-

Passo 13: Vamos obter agora uma lista Ls que ¢ uma sequéncia de translacdes dos pontos da

lista Ls:

L_6 = Sequéncia(Transladar(ParteDalLista(L_5,1,n—i+1),i *w),i,0,n)

Oculte a lista Ls e os vetores v e w. Coloque L¢ na cor laranja e observe a Figura 48

que se encontra como propde o enunciado do problema.

Figura 48: Sequéncia de translacdes de pontos da lista Ls na direcdo do vetor w

=t S LA =5 4
B={T, U] = n=3

n=3

m=5 -

a=72° m=5
lindefinido .
k indefinido

i=1

i=1

n=1

H indefinido
G indefinido

E - (-0.31,0.95)
D - (0.5,1.54)
€ =(1.31,0.95)

a=1

f=1

poll =172

F = (0.5, 0.69)

L1 =4{0,1.72,6.88, 15.48}

u= G)

L, = {(1,0), (2, 0}, (3,0
— 1.31

v = (0.95)

L, ={{{1,0), (2, 0), {3, OV}, L2
L, ={{(-0.31,0.95), (-0.62, 1.

Vamos agora criar os textos e identificar a contagem do niimero da figura e o nimero

de pontos dela.

Passo 14: Com a ferramenta “Texto” ativa, digite no campo “Editar”: Figura =;
Insira dois espacos no teclado e na aba “Objetos” selecione “n”.

Figura 49: Identificando o niimero da figura ao movimentar o controle deslizante n

T Texto P
Editar
Figura =|n
[] Farmula LaTeX | Simbolos ~ | Objetos -

[« 1 T T 1

Wisualizar

Figura= 3

¥ Ajuda

(a7.9 Cancelar
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Vamos inserir o texto com o comando para calcular o nimero de pontos observados
em cada figura. Tomemos como base os pontos destacados na Figura 48 nas cores azul,
vermelha e laranja que correspondem, respectivamente, as listas L3, L4 e L.

Figura 50: Parte da Janela de Algebra ap6s finalizar o passo 13

@ L, =1{0,1726.88, 1548}

(1)

L, =1{{1,0),{2,0), {3, 01}

_ /131
v = (0.95)
@ L, ={{1,0),(2,0), {3, 01, {(231,0.95),(3.31, 0.95)}, {(3.62, 1.9)}, 0}

@ L,=1{{(-0.31,0.95),(-0.62,1.9),(-0.93, 2.85)}, {{0.19, 2.49), (-0.12, 3.44)}, {(0.69, 4.03)}, {}}
L = {t0, 0), {1.31, 0.95), (2.62, 1.9), (3.93, 2.85)}

-- (1)

@ L ={{{0,0),(1.31,0.85), (262, 1.9), (3.93, 2.85)}, {{0.5, 1.54), (1.8, 2.49), (3.2, 3.44)}, {(1, 3.08), (2.31, 4.03)}, {(1.5, 4.62)}}

Observe que quando o valor de n = 3, as listas L3, Ly e Lg possuem 4 elementos,
sendo um com 3 pontos, outro com 2 pontos, o terceiro com 1 ponto e o tltimo sem pontos (&
sO observar os pares ordenados entre { }), ou seja, o numero de elementos em cada uma
dessas listas ¢ n + 1. Sendo assim, quando inserirmos o comando para calcular a quantidade
de elementos em cada uma dessas trés listas, o valor da variavel i deve variar até n + 1.
Vejamos 0s passos:

Passo 15: Para determinar o nimero de pontos em cada elemento de cada lista, digite no
campo de entrada do GeoGebra o seguinte (tecle “Enter” apos digitar cada lista):
L_7 = Sequéncia(Comprimento(Elemento(L_3,1)),i,1,n + 1)
L_8 = Sequéncia(Comprimento(Elemento(L_4,1)),i,1,n + 1)
L_9 = Sequéncia(Comprimento(Elemento(L_6,1)),i,1,n+ 1)
Selecione a cor azul para L7, a cor vermelha Lg e Lo na cor laranja.

Figura 51: Comparando as listas L3, L4 € L¢ com as listas L7, Lg € Lo

L, = {01, 0}, (2, 0), (3, 0)}, {(2.31, 0.95), (3.31, 0.95)}, {(3.62, 1.9}}, 0}
L, = {{(-0.31, 0.95), (:0.62, 1.9), (-0.93, 2.85)}, {{0.19, 2.49), (0.12, 3.44)}, {{0.69, 4.03)}, {}}
L, ={(0, 0), (1.31,0.95), (2.62, 1.9), (3.93, 2.85)}
_ (0.5
= (1.54)

L, = {{(0, 0), (1.31, 0.95), (2.62, 1.9), (3.93, 2.85)}, {{0.5, 1.54), (1.81, 2.49), (3.12, 3.44)}, {(1, 3.08), (231, 4.03)}, {(1.5, 4.62)}}

texto1 = “Figura 3"
L,=1{3,2,1,0}

L,=13,2,1,0}
Ly=14,3,2,1}

Observando as listas L;, Ly e Lo percebe-se que os valores que constam nelas
representam as quantidades de elementos, respectivamente, das listas L3, L4 e L, ratificando o
que ja haviamos comentado.

Assim, para determinarmos o nimero de pontos de uma figura obtida ao movimentar o
controle deslizante n, basta efetuar a soma dos elementos das listas L7, Lg e Lo. Para isso, siga
0S passos:

Passo 16: No campo de entrada, digite (tecle “Enter” apds digitar cada comando™):
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Soma(L_7)
Soma(L_8)
Soma(L_9)

Note que serdo criados os pontos a = 6, b = 6 ¢ ¢ = 10 (quando o valor do controle
deslizante for n = 10 e m = 5). Cabe aqui fazer observacdo de que o numero de pontos
quando o valor de m # 5 nao ¢ dada pela soma dos elementos das listas L7, Lg ¢ Lo. Portanto,
caso queira verificar a quantidade de pontos para m = 3 ou m = 4 deve-se refazer os passos
14 e 15 analisando quais as listas correspondentes aos pontos observados devem ser
utilizadas.

Figura 52: Valoresde a,bec quandon =3em =15

@ L, ={0,172,6.88,1548)

"= (o)

L, ={(1,0), (2, 0), (3,00}

0= (5m)

L, = {{(1, 0),(2,0),(3, 00}, {231, 0.95), (3.31, 0.95)}, {(3.62, 1.9)}, {1}

® L ={{(0.31,095),(-0.62,1.9), (-0.93, 285)}, {(0.19, 2.49), (0.12, 3.44)}, {(0.69, 4.03)}, O}
L, ={(0,0},(1.31,095), (2.62,1.9), (3.3, 2.85)}

_ (0.5
v= (1.54)
I‘E ={{(0, 0),(1.31,0.95), (2.62, 1.9), (3.93, 2.85)}, {{0.5, 1.54), (1.81, 2.49), (3.12, 3.44)}, {(1, 3.08), (2.31, 4.03)}, {(1.5, 4.62)}}

texto1 =“Figura 3"
L ={3,21,0

L, =13,2,1,0}
1,={4,3,2,1}

a=6
b=6
c=10

Passo 17: Com a ferramenta “Texto” ativada digite o texto da Figura 53 que se encontra no
campo “Editar”, seguindo os mesmos passos para criacao de textos que realizamos em outras
construgoes.

Figura 53: Inserindo o comando para calcular o nimero de pontos de uma figura n

T Texto >

Editar

M°de pontos =|a| + |b| + |c| = a+b+c

[] Férmula LaTeX | simboles ~ | Objetos ~
[ o] I I I I I I I I

Visualizar

Mo de pontos =6 + 6 + 10 = 22

@ Ajuda Ok Cancelar

Clique em “OK” e, caso deseje, altere o tamanho e a cor do texto. A construgdo final
devera ser idéntica a Figura 54.

Figura 54: Construgdo final quandon =3 em =5

7

Figura 3 N® de pontos & + 6 + 10

e s

-
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5.6 Problema 6 — Sequéncias de quadradinhos 2 colunas para cada linha

Considere o problema da Figura 55.
Figura 55: Questao 4 do Nivel 3 da primeira Fase da OBMEP 2008

4. Com quadradinhos de lado 1 cm, constréi-se uma se-
quéncia de retangulos acrescentando-se, a cada etapa,
uma linha e duas colunas ao retangulo anterior. A figura
mostra os trés primeiros retangulos dessa seqténcia. Qual
& o perimetro do 100° retangulo dessa seqiiéncia?

(A) 402 cm [:

(B) 472 cm

(C) 512 em 1 !
(D) 598 cm 2 | |
(E) 634 cm 70

5.6.1 Resolucio algébrica do Problema 6

Observando a sequéncia de figuras vemos que o perimetro da primeira figura € igual 4,
da segunda figura ¢ 10 e da terceira figura ¢ 16. Se fizermos a 4 figura perceberemos que o
perimetro serd 22. Assim, vamos considerar p; = 4,p, = 10,p; =16, p, =22ep, 0
perimetro da n-ésima figura.
Percebe-se que cada termo ¢ 6 unidades maior do que o termo anterior, ou seja,
DPn = Pn_q + 6, paran > 1. Assim, podemos escrever:
p1 =4
p2=p1t+6

ps =p,+6
Py =p3+6

Pn =Pn-116
Adicionando —(pl +p,+p,+p, + -+ pn_l) a ambos os membros, temos:
Pn=4+6.(n—1) (11)
Desta forma, para calcular o que o problema propde, basta fazer a substituicdo de
n=100em (11).

plOO = 4’ + 6 - 99
P10o = 598

Portanto, o perimetro do centésimo retangulo ¢ de 598 cm.
5.6.2 Resoluc¢ao do Problema 6 com o auxilio do GeoGebra

Vamos seguir os passos para construirmos a situagdo proposta no enunciado do
Problema 6.
Passo 1: Crie os pontos A(0,0) e B(1,0).
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Passo 2: Usando a ferramenta “Poligono Regular” crie um quadrado (o poligono “poll”)
clicando sobre nos pontos A e B.
Passo 3: Crie os vetores u e v, digitando no campo de entrada do GeoGebra:

u = Vetor(4,B)
v = Vetor(D,A)
Passo 4: Insira um controle deslizante de Intervalo minimo: 1; Intervalo maximo: 100 e

Incremento: 1.
Passo 5: Crie uma lista L digitando no campo de entrada:
L_1 = Sequéncia(Transladar(poll,Vetor(iu)),i,1,2n — 1)
Oculte a lista L;.
Passo 6: Crie uma lista L, digitando no campo de entrada:
L_2 = Sequéncia(Transladar(L_1,Vetor(i v)),i,0,n — 1)
Ponha a cor preta na lista L.

Figura 56: Construcao do Problema 6 para n = 4, apds o Passo 6

~ Janela de Algebra X | = Janela de Visualizagio

=l =i fir AC~
A=10,0)
B=(1,0)
i"’=11 n=4
D=(0,1) L

c=11

L=01,1,1,1,1,1,1}
@ L=i11,1,1,1,1,1501,1,1,

Agora vamos destacar os segmentos das bordas que nos d4 o perimetro de cada figura.
Siga os passos:
Passo 7: Crie a lista L3, digitando no campo de entrada:
L_3 = Sequéncia(Segmento(Transladar(C,Vetor(i w)), Transladar(D,Vetor(iu))),i,1,2n—1)
Passo 8: Crie a lista L4, digitando no campo de entrada:
L_4 = Sequéncia(Transladar(L_3,Vetor(i v)),i,n,n)
Destaque L3 e Ly na cor azul.
Passo 9: Crie a lista Ls, digitando no campo de entrada:
L_5 = Sequéncia(Segmento(Transladar(B,Vetor(iv)), Transladar(C,Vetor(i v))),i,0,n —1)
Passo 10: Crie a lista L, digitando no campo de entrada:
L_6 = Sequéncia(Transladar(L_5,Vetor(iu)),i,2n—1,2n—1)
Destaque Ls e Lg na cor vermelha.

Agora, vamos determinar texto que nos da o valor do perimetro para cada valor de n.
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Passo 10: Com a ferramenta “Texto” ativada, digite no campo “Editar” o mesmo que se

encontra na Figura 57.

Figura 57: Determinando o valor do Perimetro do Problema 6

€7 Texto X

Editar

Perimetro = 2C: _3)| + 20 _5)| = |2C

._3)+2C _5)

[ FérmulaLaTeX | Simbolos = | Objetos ~

[ [ I

Visualizar

Perimetro=14 + 8 = 22

) Ajuda oK Cancelar

Caso deseje, escolha uma cor e altere o tamanho do texto. Veja abaixo a construgdo
final do Problema 6.

Figura 58: Constru¢do final do Problema 6 paran = 5

n=4§

Perimetro=18 + 10 = 28
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Ao longo do trabalho procuramos mostrar a importancia da utilizagdo das tecnologias
no ensino de Matematica, principalmente no que se refere ao software GeoGebra, pois ele tem
uma enorme aplicabilidade em diversos conteudos Matematicos, em especial, aos que estdo
ligados a area geométrica. No entanto, para afirmarmos se a aplicabilidade do software neste
trabalho fica evidente que seria necessario a realizagdo de uma intervengao, uma experiéncia
concreta com um grupo de pessoas para averiguar se as percepcoes acerca da aplicacdo e do
uso do GeoGebra em conjunto com as resolugdes algébricas seriam apontadas pelos
participantes. Verificando, desta forma, se os alunos compreenderiam melhor os problemas
abordados. Consequentemente poderiamos afirmar com mais firmeza se a proposta aqui
apresentada com auxilio do GeoGebra apresentaria melhor entendimento sobre o assunto
estudado.

Porém, nao havendo a possibilidade de aplicacao desta experiéncia pratica por motivos
de escassez de recursos e tempo habil para verificagdo desta proposta, espera-se que este
trabalho sirva de instrumento para professores e alunos de cursos de matematica e que a ideia
das construgdes dos problemas em consonancia com a resolugdo algébrica possa ser estendida
para outros temas da Matematica e ndo s6 como forma de preparagdo para OBMEP.

Na pesquisa realizada no Banco de Questdes e Provas da OBMEP nos deparamos com
varios problemas que envolvem sequéncias que ndo sdo formadas por figuras geométricas,
mas que podem ser adaptadas a ideia deste trabalho, bem como outros problemas de
sequéncias com figuras geométricas que podem ser construidas com o auxilio do GeoGebra
usando alguns dos passos apresentados nos problemas.

Outra situacdo adversa ¢ que ndo foi possivel realizar com o auxilio do GeoGebra
algumas construgdes de problemas por ndo conseguir a movimentacdo adequada dos
elementos, necessitando de um melhor embasamento das fun¢des de tal software.

Acredita-se que a ideia desse trabalho possa despertar professores no tocante da
aplicagdo de novas metodologias no ensino de Matematica e despertar nos estudantes a
importancia da OBMEP para o desenvolvimento da Matematica e para o seu interesse
proprio. Espera-se ainda que o estudo de sequéncias possa ser visto com um novo olhar, sem

ser apenas trabalhado por meio de aplicagdo de regras e aplicacdo de formulas.
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