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RESUMO

Este trabalho pretende apresentar a Teoria das Fracdes Continuas como modelo estrategico
para criar aproximacodes dos conjuntos dos nimeros Racionais e Irracionais, expondo o contexto
histérico e seus avancos relativos as possibilidades dos segmentos comensurdveis e incomensu-
réveis, utilizando os convergentes das fracdes continuas finitas e infinitas para o entendimento e
significado da Teoria como também mostrando a importancia da boa aproximacao e utilizacao
do modelo em diferentes areas do conhecimento. O tema existe na grade curricular do ensino
fundamental e médio, porém, permanece uma grande dificuldade de apresentar a conversao dos
conjuntos dos nimeros racionais para os Reais, como também, pelo motivo de nio haver nos
livros didaticos o modelo das Fracdes Continuas para tratar do nivel de complexidade que o
assunto apresenta. Portanto, exponho como sugestao que esse assunto seja tratado e debatido
na Educacdo Bdsica, mas ndo como um tema curricular, € sim como um instrumento para apli-
cacdo em diversos conteudos ja previstos nos anos finais do Ensino Fundamental e Médio. A
producdo do referencial tedrico foi realizada a partir de artigos, dissertacdes, teses, livros e sites

referente ao trabalho de pesquisa.

Palavras-chave: Fracdes Continuas, Teoria dos Nimeros, Aplicacdes.



ABSTRACT

This dissertation aims to present the Theory of Continuous Fractions as a strategic model to
create approximations of the sets of Rational and Irrational numbers, exposing the context and
its advances relative to the possibilities of commensurable and incommensurable segments,
using the converging finite and infinite continuous fractions for the understanding and meaning
of the Theory as well as showing the importance of good approximation and use of the model
in different areas of knowledge. The theme exists in the curriculum of teaching however, there
remains a great difficulty to present the sets of rational numbers for the Real, but also because
the Fractions Continuous model to deal with the level of complexity that the subject presents.
Therefore, 1 suggest that this subject be treated and debated in Basic Education, but not as a
curricular theme, but as an instrument for application in various contents already foreseen in
the final years of Elementary and Middle School. The production of the theoretical reference

was made from articles, dissertations, theses, books and websites referring to the research work.

Keywords: Continuous Fractions, ~Number Theory, Applications.
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Conjunto dos nimeros inteiros.
Conjunto dos niimeros inteiros ndo negativos.
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Média Geométrica.

Média Proporcional.
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Introducao

A matematica estd presente em tudo, desde pequenos cdlculos do cotidiano a proposicoes
e teoremas de mais alta complexidade [7].

As fracdes continuas por exemplo sdo apresentadas nessa dissertacio como uma importante
ferramenta para a compreensdo do conjunto dos nimeros racionais ( Q ) e o conjunto dos
numeros irracionais ( I ), com a sua unido formando o conjunto dos nimeros reais (R ) .

Ja na educacgdo bdsica € visivel a dificuldade da transicdo entre os conjuntos racionais e
reais. Assim como na histéria da matematica, em que se destaca a suposta crise do pensamento
pitagorico causada pela descoberta de segmentos incomensurdveis [5], esse assunto apresenta
grande dificuldade na aprendizagem, sendo apresentado como um amontoado de regras, quase
sempre sem nenhuma aplicacio ao ensino fundamental.

Objetivo do trabalho de pesquisa ndo € propor um conteido a mais, e sim a utilizacdo das
fracdes continuas como um modelo estratégico mais elegante para as aproximagdes dos nime-
ros imensuraveis. No entanto, os conteudos ja sdo oferecidos no ensino fundamental, porém,
ndo sdo apresentados conforme a utilizacdo do modelo das Fracdes Continuas.

Assim os aspectos do contexto histérico integram a matemadtica e as habilidades a serem
desenvolvidas, expondo as necessidades de resgatar as motivagdes que propiciaram o desenvol-
vimento das fragdes continuas e suas aplicag¢des a Teoria dos Nimeros, bem como apresentando
uma base solida tedrica sobre seus fundamentos e contribuindo para suas diversas aplicacoes.

A relevancia do trabalho de pesquisa foi apresentar as dificuldades que o professores tem em
lecionar no ensino fundamental a unido dos nimeros racionais com o Irracionais gerando um
novo conjunto dos nimeros reais.

Apoiado no modelo das Fragdes Continuas é uma ferramenta que permite que o professor
possa explorar mais sobre essa unido de tal forma que o aluno possa compreender com mais

facilidade o conteddo e ndo tenham dificuldade quando ingressarem no ensino médio.



Capitulo 1

Breve comentario historico

No decorrer deste capitulo, daremos €nfase a histéria da matematica para compreender com
mais detalhes a teoria das fracdes continuas. A exposi¢@o e o conhecimento do desenvolvimento
da matematica, com o contexto histdrico, certamente contribui de maneira significativa para o
avanco do aprendizado da disciplina. Citarei grandes cientistas que contribuiram para o avanco

da teoria das Fragdes Continuas. [2]

1.1 A suposta crise no pensamento Pitagorico

Pitdgoras de Samos (¢.570 - ¢.495 a.C.) era um pensador e mistico, acredita-se que Pitdgoras
tenha sido discipulo de Tales de Mileto, seria muito provavel pois a diferenca de idades entre
eles seria de meio século e geograficamente, Mileto e Samos, eram proximas. Por terem inte-
resses semelhantes explica-se pelo fato de Pitdgoras também ter viajado pelo Egito e Babilonia,
possivelmente também até a India. De volta ao mundo grego, Pitdgoras estabeleceu-se em Cro-
tona, hoje sul da Itdlia, onde fundou a Escola Pitagérica que era dedicada ao estudo dos nimeros
por acreditar que Deus, quando criou o mundo tinha seguido padroes numéricos: a harmonia
do Universo, o movimento dos planetas, a vida animal e a vegetal, o som, a luz, enfim, todas as
coisas podiam ser explicadas por meio de ntimeros. [6]

Através da descoberta da relacdo dos segmentos incomensurdveis, por muitos atribuida aos
pitagdricos, na tentativa de determinar a medida da diagonal de um quadrado de lado 1 (um)

Podemos hoje facilmente verificar aplicando o Teorema de Pitdgoras, que a diagonal do
quadrado de lado 1 é V2.

A Escola Pitagérica Acreditava que "Tudo € nimero ", Muitos historiadores acreditam que a
crise no Pensamento Pitagdrico, com a descoberta dos discipulos de Pitdgoras de que o lado e a
diagonal de um quadrado sdo segmentos de retas incomensuraveis [3].

Segundo Howard Eves [4], "deve ter sido um choque aos pitagdricos descobrir que hd pon-



tos na reta que nao correspondem a nimeros inteiros e nem a razao de dois nimeros inteiros."

Conforme estudos feitos, nao é possivel obter um periodo exato dos primeiros registros em
que surgiu a ideia do conceito de fragdes continuas na histéria da matemaética, embora ja te-
nham sido encontrados vestigios em toda a escrita da antiga matematica grega e drabe. Com a
formulacdo do Algoritmo de Euclides (325 a.C.-265 a.C.), existem grandes possibilidades de
que as civilizacoes tivessem utilizado tal algoritmo para o cdlculo do méximo divisor comum
(MDC) entre dois nimeros inteiros positivos e também no conceito das fracdes continuas, as-
sim como aplicamos na expansdo dos nimeros racionais. Entretanto, ndo hé evidéncias de que
o desenvolvimento da teoria tenha sido concreto. A medida que os matematicos estudavam as
aproximagdes de nimeros reais por nimeros racionais, surgiam as representacdes das fracdes
continuas para um ndmero real arbitrdrio. Somente mais adiante, com o avan¢o da matemdtica
pura, tais representacdes foram vistas como as melhores aproximacdes que poderiam ser obti-

das.

1.2 Cientistas que contribuiram para o avanco da Teoria das

Fracoes Continuas

Ha a necessidade de relacionar as Fracdes Continuas com Euclides (300 A.C.) e Arquimedes
(287-212 A.C), ndo por qualquer indicio histérico mas pelo fato desses tedricos terem apre-
sentado resultados que coincidem perfeitamente nesta Teoria como se verd um pouco mais a
frente. [4],

1.2.1 Ariabata (476-550) e a Matematica Indiana

Ariabata foi o primeiro dentre os grandes matematicos-astronomos da Idade Cléssica. Es-
tabelecendo um quadro comparativo com os outros cientistas da época, pode ser considerado
notdvel pois apresentou contribui¢des em diversas dreas do conhecimento, tendo em vista o
amplo repertdrio nas aplicacdes préticas.

Em 499 d.C,, criou a obra Aryabhatiya. Este livro apresenta regras de célculo para astro-
nomia, conceitos matematicos e varios outros problemas. Ensina a elevar ao quadrado e ao
cubo, a extrair raizes quadradas e cubicas. Ariabata deu uma indicagdo muito préxima para
7, registrou que: "Some quatro a cem, multiplique por oito e entdo adicione sessenta e dois
mil. O resultado € aproximadamente a circunferéncia de um circulo de didmetro vinte mil. Por
esta regra, a relacdo da circunferéncia para o diametro é dada."Em outras palavras, m € dado

62832

aproximadamente pelo quociente Z55= que € igual a 3,1416. Com isso, € possivel perceber uma

estimativa razodvel para o valor exato de 7, com as trés primeiras casas decimais.



Foi considerado o primeiro astronomo a tentar medir a circunferéncia da Terra desde Eratds-
tenes (200 a.C.), calculando a circunferéncia do planeta em 24.835 milhas, apenas 0, 2% menor
que o valor real de 24,902 milhas. Tal valor permaneceu como o mais preciso durante mais de
mil anos.

O Aryabhatiya foi traduzido para o latim no século XIII, antes do tempo de Copérnico.
Por esta tradug¢do, matemaéticos europeus puderam saber os métodos para calcular as areas de
triangulos, volumes de esferas bem como a raiz quadrada e cubica, enquanto é também provavel
que o trabalho de Ariabata teve influéncia na astronomia européia.

Dentro do contexto da teoria dos nimeros, um de seus livros é dedicado para resolver equa-
coes lineares indeterminadas. Nos tempos atuais, o algoritmo descrito na resolucdo de tais
equagodes € denominado algoritmo ariabata.

1.2.2 Bombelli (1526 - 1572)

Foi um algebrista italiano nascido em Bologna, o mais importante da historia da matemaética
da Italia, pioneiro no estudo sobre os nimeros imagindrios: sua principal publica¢do sobre
algebra, Algebra, composto de cinco volumes, levando em considera¢do que os livros [Veo V
estavam incompletos e sé foram editados no ano seguinte a sua morte.

No campo da teoria das fracdes continuas, o matematico desenvolveu um método para obter

a expansao em fragdes continuas de raizes quadradas. Consiste na seguinte expressao:

b
t=VN=vVa+b=a+
2a +

b
2a +

2a + ...

Na sequéncia de igualdades acima,v/ N € o nimero real que desejamos obter a expansdo por

2 2

meio de fragdes continuas, a” € o maior quadrado perfeito menor doque Ne b = N — a”.

A veri?cagdo de tal expressdo é fornecida abaixo.
Considerandov/ N = v/a? + b, tem-se entdo que:

N=a’+b

e, consequentemente,

N—-—d’=b

Fatorando a diferenca de quadrados:

(VN —a)(VN +a)=b

Logo:



b
VN +a

Aplicando a igualdade acima para v/N, no denominador da fracdo que aparece no segundo

VN =a+

membro, concluimos:

b b
VN =a+ 2 =a+ 2
a+—+=+a 204+ ——+a
VN +a VN +a

Repetindo indefinidamente o processo, obtemos a expressao inicial para x.

Bombelli utilizou esse resultado, para determinar uma representagdo em fragdes continuas
de \/§7 atribuindoa=3eb =4.

Com isso, chegou a:

VI3 = .

1.2.3 Brouncker (1620-1684)

Foi um matematico inglés que adquiriu o doutorado pela universidade de Oxford, em 1647.
Além disso, um dos fundadores da Royal Society e o seu segundo presidente.
Realizacdes matemadticas de Brouncker inclui trabalhos sobre fragdes continuas e logaritmos

através de cdlculo por séries infinitas. Em 1655, ele forneceu uma expansao na forma de fracao

continua do nimero real —.
T




1.2.4 Euler (1707 - 1783)

Leonhard Euler foi um importante matemaético e cientista suico, considerado um dos maiores
estudiosos da matemadtica, em sua época.

Nasceu na Basileia, Suica, no dia 15 de abril de 1707. Filho de Paul Euler, ministro pro-
testante e Margaret Brucker, com um ano de idade mudou-se com a familia para a cidade de
Riehen, onde passou grande parte de sua infancia. Foi educado por seu pai que lhe ensinou os
primeiros conceitos da matemdtica. Com 7 anos comegou a estudar com um professor particular
e a ler textos diversos.

Em 1720, com 13 anos de idade, retornou para a Basileia para estudar e se preparar para o
curso de Teologia na Universidade local. Em 1723, com 16 anos, recebeu o grau de Mestre
em Artes, com uma dissertacdo que comparava os sistemas de Filosofia Natural de Newton e
Descartes.

Atendendo ao desejo da familia, matriculou-se na Faculdade de Teologia. Embora muito
religioso, ndo demostrou entusiasmo com o estudo de Teologia e nas horas vagas se dedicava
ao estudo da matematica. Com o incentivo do matematico Johan Bernoulli, que descobriu seu
talento para a matemaética, Euler ingressou no curso de matematica e ao conclui-lo, em 1726,
foi convidado para a Universidade de Sdo Petersburgo, na Russia.

Em 1727, como nio fora selecionado para a cadeira de Fisica da Universidade da Basiléia,
mudou-se para a Russia. Filiou-se a Academia de Ciéncias quando entrou em contato com
grandes cientistas, como Jacob Hermann, Daniel Bernoulli, e Christian Goldback. Entre 1727
e 1730, quando os recursos para financiar o ingresso de cientistas estrangeiros na Academia
foram suspensos, Euler serviu como médico-tenente na Marinha Russa.

Em 1730, assumiu o cargo de professor de Fisica da Academia. Em 1732 substituiu Daniel
Bernoulli como professor de Matemdatica. Em 1734 se casou com a sui¢a Katharina Gsell
e juntos tiveram 13 filhos. Nessa época, Euler publicou diversos textos, entre eles, o livro
"Mecénica"(1736-37), quando apresentou extensivamente a dindimica Newtoniana na forma de
andlise matemdtica. Euler conquistou reputacdo internacional, recebendo men¢do honrosa da
Academia de Ciéncias de Paris.

Em 1741, preocupado com a constante turbuléncia na Russia, Euler deixou Sao Petersburgo
e seguiu pra a Academia de Ciéncias de Berlim, onde permaneceu durante 25 anos. Em 1744
foi nomeado diretor da se¢ao de Matemaética da Academia.

Escreveu diversos trabalhos utilizando uma matematica inovadora. Uma de suas maiores
realizacdes foi o desenvolvimento do método dos algoritmos como qual conseguiu,porexemplo,
fazer a previsdo das fases da lua, com a finalidade de obter informacdes para a elaboracdo de
tabelas para ajudar o sistema de navegacao.

Entre suas contribui¢des mais conhecidas na matemdtica moderna estdo: a introdugdo da
funcdo gama, a analogia entre o célculo infinitesimal e o cdlculo das diferencas finitas, quando
discutiu minunciosamente todos os aspectos formais do Célculo Diferencial e Integral, da época.

Foi o primeiro matematico a trabalhar com as funcdes seno e cosseno. Em 1760, iniciou o es-



tudo das linhas de curvatura e comegou a desenvolver um novo ramo da matematica denominado
Geometria Diferencial.

Durante sua permanéncia em Berlim, Euler escreveu mais de 200 artigos sobre Fisica, Ma-
temdtica e Astronomia e trés livros de andlise matematica. Escreveu mais de 200 cartas para a
Princesa da Alemanha, que mais tarde foram publicadas em 3 volumes, que tratavam sobre os
mais diversos assuntos, como Filosofia Natural, Religiao, Fisica e Matematica. Em 1766, Euler
voltou para a Russia.

Conseguiu escrever o primeiro texto abrangente em que explicava as propriedades de fra-
coes continuas. Euler demonstrou que os racionais sdo escritos como fra¢des continuas finitas
e provou que a representacao dos irracionais € na forma de fragdo continua infinita. Uma cons-
tante matemética estudada nesse contexto é o nimero e. E interessante saber que o nimero e,
definido por e= lim,, (1 + %)2, cujo o valor aproximado € 2, 718181..., se escreve como e
=2;1,2,1,1,4,1,1,6,1,1,8,1, 1, ...].

Leonhard Euler faleceu em Sdo Petersburgo, Russia, no dia 18 de setembro de 1783.

1.2.5 Heinrich Lambert (1728 - 1777)

Johann Heinrich Lambert (1728 - 1777) foi um matemaético, astronomo, fisico e filésofo que
forneceu a primeira prova rigorosa que o valor de 7 (a relacdo entre o perimetro de um circulo
e o seu diametro) € um nimero irracional, o que significa que ndo pode ser expresso como o
quociente entre dois nimeros inteiros.

Lambert era filho de um alfaiate, Lukas Lambert, casado com Elisabeth Schmerber, em 1724.
Ao longo de toda a sua infancia, Lambert cresceu em circunstancias pobre se teve que deixar a
escola com apenas 12 anos, para poder ajudar o seu pai. No entanto, Lukas morreu em 1747,
deixando Elisabeth vitiva com cinco meninos e duas meninas. No seio destas circunstincias
dificeis, Lambert utilizou bem o pouco ensino que havia recebido, juntamente com alguma
formacdo em francés e latim, continuando os seus estudos sem professor. Foi, em grande parte,
um autodidata que comecou bem jovem com investigagdes geométricas e astrondomicas através
de instrumentos projetados e construidos pelo proprio.

Trabalhou algum tempo como escriturdrio, secretdrio e editor. Depois, em 1748, comegou a
dar aulas como professor particular e utilizou esse estatuto para obter acesso a boas bibliotecas,
que usou para aperfeicoamento dos seus conhecimentos. Em 1759, Lambert decidiu renunciar
ao seu cargo para se estabelecer em Augsburg (Alemanha). Em 1764, foi para Berlim e foi
apenas quatro anos depois que Lambert publicou a obra que comprova o fato de que 7 € um
ndmero irracional. Em 1774, em Berlim, tornou-se editor do Astronomisches Jahrbuch oder
Ephemeriden (Anudrio de Astronomia e de Efemérides), um almanaque astrondmico.

Entre as suas obras mais importantes encontram-se Photometria (1760; "Fotometria"); Die
Theorie der Parallellinien (1766; "A teoria das linhas paralelas"), que contem resultados mais



tarde incluidos na geometria ndo-euclidiana; e Pyrometrie(1779;"Pirometria"). Aprincipal obra
filoséfica de Lambert, Neues Organon(1764), contem uma andlise de uma grande variedade
de questdes, entre elas a 16gica formal, a probabilidade e os principios da ciéncia. Lambert
partilhava correspondéncia com Immanuel Kant (1724 a 1808), e foi dos primeiros a reconhecer
que as nebulosas espirais eram galdxias em forma de disco, tal como a Via Lactea.

Lambert fez o primeiro desenvolvimento sistemdtico das fun¢des hiperbélicas. E também
responsdvel por muitas inovagdes no estudo do calor e da radiacao. O ultimo livro de Lambert,
intitulado Pyrometrie (Berlim, 1779), abordou as questdes da medicao do calor. Na publicagdo,
Lambert ndo tratou apenas dos fendmenos de irradiacdo, mas também da reflexdo de calor,
embora ndo tenha realizado demonstracdes acerca deste ultimo. Lambert também levou em
consideracgao o efeito sensorial do calor no corpo humano e tentou fornecer-lhe uma formulacao
matemadtica. Apesar de ter morrido com apenas 49 anos, Lambert produziu e publicou mais de
150 trabalhos.

Forneceu a primeira demonstracao de que o nimero 7 € irracional, usando fragdes continuas
para calcular tan(x) através da relacao

1
1

r 3 1
r D
T

Lambert usou essa expressao para concluir que se x € um nimero racional ndo-nulo, entio
~ p . . ™ ~ ~
tan(x) nao pode ser um nimero racional. Sendo assim, como tanZ = 1, entdo 7 ndo pode ser
racional.

1.2.6 Louis Lagrange (1736 - 1813)

Lagrange é geralmente considerado um matematico francés, mas na realidade ele nasceu em
Turim, Italia, e foi batizado com o nome Giuseppe Lodovico Lagrangia. Seu pai, Giuseppe
Francesco Lodovico Lagrangia era tesoureiro do escritério publico de trabalhos e fortificacdes
de Turim. Sua mae era filha tnica de um médico de Cambiano, perto de Turim. Lagrange era o
primogénito de um total de onze filhos, dos quais, apenas ele e mais um irmao atingiram a idade
adulta. Lagrange se interessou pela matemadtica quando recebeu uma cépia do livro de Halley
de 1693 sobre o uso da dlgebra em Optica.

Apesar de seu pai ter um cargo relativamente importante, a familia de Lagrange ndo era rica.
Talvez nds tenhamos que agradecer ao pai de Lagrange pela sua situacdo economicamente mo-
desta, pois o préprio Lagrange disse: "Se eu tivesse sido rico, provavelmente nao teria dedicado
a minha vida a matemadtica".

Lagrange foi uma crianca prodigio. Basicamente autodidata, aos 19 anos foi indicado para



ser professor universitdrio da Escola Real de Artilharia de Turim. Membro fundador da Acade-
mia Real de Ciéncias de Turim, Lagrange recebeu um convite para suceder Euler na Academia
de Berlim, onde permaneceu por 20 anos. Posteriormente mudou-se para Paris, aps um convite
de Frederico, o grande, para a Academia de Ciéncias de Paris.

Lagrange ganhou incontdveis prémios e publicou inumeros trabalhos de alta qualidade em
vdrias dreas da ciéncia, dentre eles: a teoria dos nimeros; teoria das fungdes; cdlculo de proba-
bilidades; teoria dos grupos; equacdes diferenciais; mecanica dos fluidos; mecanica analitica e
mecanica celeste. Sua vida foi quase que inteiramente dedicada a ciéncia.

Dentro da teoria dos nimeros, demonstrou que as raizes irracionais de equagdes quadraticas

tem expansao na forma de fracdo continua periddica.



Capitulo 2
Fracoes Continuas

A teoria de fracdes continuas ¢ dos mais belos assuntos da matemadtica elementar, sendo
ainda hoje tema de pesquisa.

Nas inclusdes N C Z C Q C R, a passagem de QQ para R € sem divida a mais complicada
conceitualmente e a representacdo de um nimero real estd diretamente ligado a prépria nocao
de numero real.

De fato, o conceito de nimero natural é quase um conceito primitivo. J4 um nimero inteiro
¢ um numero natural com sinal que pode ser + ou - , € um ndmero racional ¢ um nimero
inteiro e um natural ndo nulo. Por outro lado, dizer o que € um nimero real € tarefa bem mais
complicada, mais ha coisas que podemos dizer sobre eles. Uma propriedade essencial de R
€ que todo nimero real pode ser bem aproximado por nimeros racionais. Efetivamente, dado

r € R,existe k = | x | € Ztalque 0 < 2 — k < 1. Podemos escrever a representagdo de

r—k=0,aa9...ay..., a;€{0,1,2,...,9},

o que significa que se r,, = a,,+10.a,,_1+100.a,_o+...+10""1.a;, entao % <zr—k< Tf&} , €

¢ uma boa aproximagao racional de x, no sentido de que o erro |z — (k + {&)|
1

Tow» que € um nimero bem pequeno se n for grande. A apresentagdo de um

numero real fornece pois uma sequéncia de aproximagdes por racionais cujos denominadores

Tn

107
¢ meno do que

portanto k +

sao poténcias de 10.

Dando qualquer x € R e ¢ natural nao nulo existe p € Z tal que %’ <z < 1%1 ( basta tomar
p = lgz]), e portanto |z — £| < % e |z — ’%1| < %.

Em particular hd aproximagdes de x por racionais com denominador ¢ com erro menos do
que é. A representacdo decimal de = equivale a dar essas aproximacdes para os denominadores
q que sao poténcia de 10, e tem méritos como sua praticidade para efetuar calculos que a fazem
a mais popular das representacdes dos niimeros reais. Por outro lado, envolve a escolha arbitra-
ria da base 10, e oculta frequentemente aproximagdes racionais de x muito mais eficientes do

que as que exibe.
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Por exemplo:

29 1
‘W 7}<700<’7T

314
100

3141592

s 1 N
{ € ‘W < < T = 1000000

113 3000000

355
113

denominadores muito maiores, e de fato sdo aproximag¢des muito mais espetaculares do que se

Mostram que 22 e sdo melhores aproximacdes de m que aproximacoes decimais com
7

podia esperar.

O objetivo desta secdo € apresentar uma outra maneira de representar nimeros reais, a re-
presentacao por fracdes continuas , que sempre fornece aproximagdes racionais supreendente-
mente boas, e de fato fornece todas as aproximacdes excepcionalmente boas, além de ser natural
e conceitualmente simples. Boa parte desta exposicao é baseada em.

Definimos recursivamente

ap =2, a, = o]

e, sea, &7, an+1:ﬁpa7"atodon eN
n — Yn

. Se, para algum n, o,, = a, temos :

1
r = Qy= [ao;al,ag,...,an def ap + 1
aq +
CL2+ 1
.+ —
Qp,
Se nao denotamos
1
xr = ao;al,ag,...] det a0+—1
ay + ———
az +

O sentido dessa ultima notagdo ficard claro mais tarde. A representacdo acima se chama

representacdo por fracdes continuas de x.
Exmplo:
Vamos escrever a = /3 em forma de uma fracdo continua:
Usando o algoritmo acima, vamos calcular V/3, em forma de uma fracdo continua.

Sabendo que ag = [bo].

11



Visto que V3, estd entre v/1 < V3 < VA4, logo podemos afirmar que a parte inteira de V3 é
maior que 1 (um) e menor que 2(dois).

Assim
1 1 V3+1 V341
by = = = .Logo, b; = yap = |by| = 1.
1 bo—ao 31 9 g0, U1 5 1= [bi]
1 1
by = = = V3 +1.Logo, by =vV3+1, a, =2.
2 b — \/§+1 1 g0, U2 2
2
1 1 V3+1 V3+1
by = = = . Logo, by = , a3 = 1.
ST by —ay V34+1-2 2 80, % 2 3
1 1
by = = :>\/§—|—1.Loo,b:\/§+l,a:2.
! by —as /3 +1 1 80 !
2
1 1 V3+1 V3+1
bs = = = . Logo, b5 = , as = 1.
° by—as  3+1-2 2 £0: % 2 >

Por se tratar de um nimero irracional, a divisdao vai continuar infinitamente.

podemos escrever v/3 em forma de ma fragdo continua:

a=1+

(%

1
; i
T 1
2+ .
—1;1,2,1,2,1,2, ...

A figura d4 uma interpretagdo geométrica para a representagdo de um numero por fragdes

continuas. Enchemos um retangulo

I x x com quadrados de forma "gulosa ", isto €, sempre

colocando o maior quadrado possivel dentro do espaco ainda livre. Os coeficientes ag, ai, as, ...

indicam o nimeor de quadrados de cada tamanho. Na figura, se os lados do retangulo sdo ¢ < d

entao

d
- =11;2,2,1,..]
C

Pois temos ay = 1 quadrado grande, a; = 2 quadrados menores, a; = 2 quadrados ainda
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menores, a3 = 1 quadrados ainda ainda menores, em um nimero grande ndo desenhado de
quadrados ainda ainda ainda menores (a4 é grande ). Deixamos a verificacdo de que esta des-

crito geométrica corresponde a descricdo algébrica acima a cargo do leitor.

Figura 2.1: Enchimento do retangulo 1 x x de forma gulosa.

Note que, se a representacdo por fragdes continuas de = for finita entdo = é claramente

racional.
Reciprocamente, se x € (Q, sua representacdo serd finita, e seus coeficientes a,, vém do

algoritmo de Euclides: se © = p/q (com g > 0) temos

P = apq + 11 0<m<gq
q=ary + 1o 0<r<nr
T = AgTy + T3 0§T3<7’2

'n—1 = QpTp

Temos entao

p 1 1
! ! al+7”_ a1+ 3
1 a2+—
T
1
=..=ay+ i = |ag; ay, ag, ..., a,).
a +—m——
a2+' 1
oy —
aTL

13



Isso ja e uma vantagem da representacdo por fragdes continuas ( além de nao depender de
escolhas artificiais de base), pois o reconhecimento de racionais € mais simples que na repre-

sentag¢ao decimal.

Proposicao 2.1. Dada uma sequéncia (finita ou infinita) ty, t1,ts... € R tal que t,, > 0, para
todo k > 1, definimos sequéncias (x,,) € (Ym) por xo = to, yo = 1, x1 = tot1 + 1, y1 =
t1, Tmio = tmaioTmat1 + Ty Yme2 = tmaoYma1 + Ym, Ym > 0. Temos entdo

1 Tn
[to;tl,tg,...,tn] :t0+ :—,VHZO

Un
7 —
P+ 1

Além disso, T, 1Yn — Tl = (—1)",¥n > 0.

Demonstracdo: A prova serd por indu¢do em n. Para n = 0 temos [tg] = to = to/1 =

tot1+1

e = x1/y1 e, para n = 2, temos:

xo/Yo. Paran = 1, temos [to; t1] = to + 1/t; =

1 lo tolita + 1o+ 12

torty,to] =to+ ————— = to + =
lfos s t2] = o o+ 1ty Oty +1 tity + 1

tz(totl + 1) + to . tgl‘l + Zo . ﬁ

tot; +1 Ctantu e

Suponha que a afirmacdo seja vélida para n . Para n 4+ 1 em lugar de n temos

1

[to, tl, tQ, ey tn, tn+1] = [to, t17 tg, ceey tn +
tn+1

]

(tn + 2=)Tp_1 + Tp_o

tn41

(tn + L)yn—l + Yn—2

t'n+1

thrl(tnxnfl + xan) + Tp1

tn+1(tnyn—1 + yn—2) + Yn—1

tn—i—lxn + Tp-1 o Tni1

tn—i—lyn + Yn—1 Yn+1

Vamos agora mostrar, por inducao, a segunda afirmagdo. Temos
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1Yo — ToY1 = (t()t + 1) - totl =1= (—1)0

€, S€ Tp1Yn — TnYnt1 = (—1)" para algum valor de n , entdo

Tp+2Un+1 — Tn+1Ynt+2 = (tn+2xn+1 + xn)ynJrl - (tn+2yn+1 + yn)anrl

= _($n+1yn - xnynJrl) = _(_1)n = (_1>n+1'

o p p b b
Nos préximos resultados, © = [ao; ai, as, ag, ...] serd um nimero real, e (—” neN ==
dn dn
lag; ay, as, ..., a,] serd a sequéncia de reduzidas da fragdo continua de .

Corolario 2.2 As sequéncias (p,) e (qy) satisfazem as recorréncias

Pn4+2 = Qpy2Pn+1 +pn € gn+2 = Un42Q4n+1 + qn

para todon > 0, com py = ag,p1 = apar + 1,90 = 1 e ¢1 = ay. Além disso,

Pn+19n — Pnln+1 = (_1)71

para todon > 0.

Demonstracdo: As sequéncias (p,) e (¢,) definidas pelas recorréncias acima satisfazem,
pela proposi¢do anterior, as igualdades

Pn

q = [G/O;alaa@a --~7an] € Pn+1qn — Pndn + 1= (_1)n’vn > 0.

Como  Ppi1Gn — PnGni1 = (—1)", para todo n € N, temos que oS p,, g, dados pe-
las recorrésncias acima sdao primos entre si. Além disso, também segue da recorréncia que
gn > 0,Yn > 0. Esses fatos implicam que (%) n € N € a sequéncia de reduzidas da fracdo

continua de .

Proposicio 2.3 Sejam ay,ay, ..., a, inteiros com a, > 0,Yk > 1, e seja (px/qk)k>0, @
sequéncia de reduzidas da fracdo continua [ag;ay,as, ..., a,|. Entdo o conjunto dos nimeros

reais cujo representacdo por frangdes continuas comega com ag, Qq, ..., ay, € o intervalo

I(ag,aq,...,a,) = {&} U {[ao, a1, ..., an, ], a > 1}
dn
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— Qn7 n + An-1
(pn + Pn+1 ]ﬁ]

dn + dn—1 ’ Qn

se n é par

se n é impar.

disso, a fun¢do G : (1,400) — I(ag,ay, ..., a,) dada por G(«) = lag; a1, a2, ..., ay, ) €

mondtona, sendo crescente pra n impar e decrecente para n par.

Demostracio: E sificiente notar que, como na prova do corolario anterior, G () = [ag; ay, as,
_ ]_ n
OPn + Pn-1 _ Pn (—1)

= , e portanto GG € crescente para n impar e decrecente para
Agn+ Gu-1 Gn (G + Gr-1)Gn

Pn +pn—1
(1) = Bl

n par. Assim, como G e lim, 100 Gla) = P temos

Gn + qn—1 dn
o Pn T Pnt 1%_1) se n é par
C(L o) =Y ph 4ot B .
————— —) senéimpar
dn + dn—-1 Gn

Portanto,
DPn
I(ag,ay,...,a,) = {q—} U {[ao, ai, ..., an, o], a0 > 1}
_  Pn
= {q—) UG((1,+00))
Pn Pn +pn—1 .
—,————) senépar
— dn Qn+Qn—1
Dn + Dn+1 DPn s .
(—————,—] senéimpar.
Qn_'_anl Qn
Exmplo 2.4 Temos

Vamos escrever a = /3 em forma de uma fracdo continua:
Usando o algoritmo visto no inicio do capitulo, vamos supor que oy = by = v/3.
Sabendo que ag = [bo].

Visto que V3, estd entre v/1 < V3 < /A4, logo podemos afirmar que a parte inteira de V3e
maior que 1 (um) e menor que 2(dois). Assim

R reriv = VI Logo by = Y3 0y = [by] = 1,

seguinte
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7 =[3;7,15,1,292,1,1,1,2,1,3,1,14,2,1,...], portanto

Po_g PL_22 pp_333 ps

qo q1

e=1[2:1,2,1,1,4,1,1,6,1,1,8,...,1,1,2n, ...

V2 =11;2,2,2,2,...] pois

355

7’ QQ_W’ q;:,_m

1 1 1
V2=l4———=1+——7— =1+ : _
V2+1 2+ 2+
V241 24 1
V241
1++5
+2\/_ =1[1;1,1,1,1,...] pois
1++/5 1 1
2 1++5 1+
9 1++5

1++5

Isto prova em particular que /2 e

5 _
infinitas. Daf segue também que v2—1 = [0;2,2,2,...] e \/—2

fixos da transformacdo de Grauss g.

2.1 Reduzidas e Boas Aproximacoes

Teorema 2.11 Temos, para todo n € N,

5 sdo irracionais, pois suas fracdes continuas sao

1
=[0;1,1,1,1,...] sdo pontos

1

P, 1 1
Gn qnGn+1 qn
Além disso,
P, 1 P,
r——| < Py ou ’.T — +l

2qr2L+1 .

Demonstracido: O nimero z sempre pertence ao segmento de extremos 22 e £~ cyjo

comprimento é

17
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n n -1 1 P, 1 1
p+1_p__( ) _ = |z — < <.
Gn+1 dn Gndn+1 qndn+1 an Indn+1 qn
Além diss, se
P, 1 P, 1
r——| > 53 ¢ T — 2 5
In 2q;, Int1 2Gn 41
entao . . .
:x—&‘i"m—pn—i_l __2+T:>QH+1ZQVL7
GnGn+1 In Gnt1| — 205 2¢p4
absurdo.
~ Dn 1 .
Observacao 2.12 De fato |z — — < 5 Quanto maior for a,,.; melhor
qn Gndn+1 Any14y,

p . =~ Pn
serd a aproximacido — de x.
n

Teorema 2.13 (Hurwitz, Markov) Para todo « irracional e todo inteiro n > 1, temos

p’< 1
x__ —_—
q|  V5¢?

para pelo menos um racional

p c {pn—l Pn pn+1}
q qn—1 ’ Qn’ gn+1

Em particular, a desigualdade acima tem infinitas solucées racionais p/q.

Demonstracao: Suponha que o teorema seja falso. Entdo, pela proposicdo 1.4, existe «
irracional, n > 1 com ay, + B < V5, g1 + Bnst < V5 € g + Bnie < V5. Devemos
portanto ter a, 11 = a,+2 = 1 ja que claramente a;, < 2 parak = n,n + 1,n + 2 e se algum
ap, =2comk =n+ 1,n + 2, teriamos a, + O > 2 + % > /5, absurdo.

Sejam z = 1/, 49 € y = B,11. As desigualdades acima se traduzem em

1 1 1 1
+-<VE 1+a+y<Vb e -+ — <6
1+z gy r 14y

Temos
l+z+y<Vo=1+z<V5—y

1+1>1 1 V5

Tlve 'yt Vg vy
V5 —1
2

. Por outro lado temos

e portanto y(v5—y) > 1=y >
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1 1 1 1 5
r<Vb—1—y=—+ > + — v
v 14y Vi-l-y 1+y (1+y(H5-1-y)

V5 —1 V5 —1
, € portanto devemos ter y = 5

eportanto (1 +9)(vVH—1—y) > 1=y <

o que € absurdo pois y = B, = -t o Q.

n

Observacio 2.14 Em particular provamos que |« — ]—7| < NG tem infinitas solugdes ra-
q q

. . p . . , . . .
cionais =, para todo « irracional. O niimero v/5 é o maior com essa propriedade. De fato,

N
1++/5 P 1
e>0, a= e |la——| < —m—:,
2 q|  (V5+e)g?
temos
q(1+\/g)—p <
2 (V5 +¢e)g
1-v3
NERVGIN | NERVA B et
2 2 VE+e
ou seja

SR LN )

2 2|<

P —pg—q

Se ¢ é grande, 1/¢* é pequeno, e %5 — § € muito proximo de 0, donde o lado direito da

desigualdade € muito proximo de \/\5/1 < 1, absurdo, pois |p? — pq — ¢*| > 1, de fato se
p* — pq — ¢*> = 0 teriamos

() o-e{525)

0 que é absurdo, pois § € Q.

Outra maneira de ver que, para todo £ > 0, ]1+2‘/5 — §] < m tem apenas um ndmero

finito de solugdes g € Q € observar que as melhores aproximacdes racionais de %5 sdo as

reduzidas Z—" de sua fragdo continua [1;1,1,1,1,...] (ver préxima se¢do), para as quais temos
n

|1+\/5_Zﬁ| _
2 an

m, com o, 11 + B,41 se aproximando cada vez mais de
n n n

1 5) 5—1
mewwmw¢4:2f+ﬂzzﬁ.
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2.2 Boas Aproximacoes sao Reduzidas

O préximo teorema (e seu coroldrio 2.17) caracteriza as reduzidas em termos do erro redu-
zindo da aproximagdo de = porp/q, o qual é, pordefini¢do, |gz — p|, a razdo entre |x — p/q| e 0
erro maximo d aproximagéo por falta com denominador q, que é 1/g.

Teorema 2.15 Para todo p,q € Z,com 0 < q < @1 temos

|gnt — pul < |qz — p|.

Além disso, se 0 < q < q, a desigualdade acima é estrita.

Demonstracdo: Como mdc(p,,q,) = 1, temos que se § = % entdo p = kp, ¢ ¢ = kq,

para algum inteiro k£ # 0 e nesse caso o resultado € claro. Assim, podemos supor que § #+ ’qﬁ
de modo que

1 1
‘B L
q dn q4n AnGn+1
jaque g < @¢p41. Assim, § estd fora do intervalo de extremos 2’—: e T—i e portanto
n n ]'
q q Gn q n+1 dqn+1
o que implica
1
gz —p| = > |gn — pal.
In+1

Além disso, a igualdade so pode ocorrer se x = Iqu—ﬁ, donde a1 > 2, € ¢ni1 > 2qy, pois

numa fracao continua finita, como no algoritmo de Euclides, o dltimo coeficiente a,, € sempre
maior que 1. Nesse caso, se ¢ < ¢,, teremos

p’ ’p Pu| |Pasr Pn
rT—=|>|-——| - - —
q q an qn+1 dn

1 1 a1l — 1

> — - S 2 N S

q4n GnQn+1 q4ndn +1 qqn+1

o que implica
gz —p| > > g — pal.
n+1

Corolario 2.16 Para todo q < q,,

An q
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Corolario 2.17 se |qz — p| < |¢'x — P/|, para todo p' e ¢’ < q tais que § + ’qi;, entdo p/q é

uma reduzida da fracdo continua de x.

Demonstracao: Tome n tal que ¢, < ¢ < ¢,1. Pelo teorema, |g,x — p,| < |qz — p|, e
portanto p/q = pn/qy.

1
2q27

P

Teorema 2.18 Se < entdo é uma reduzida da fragdo continua de x.

r—2
q

Demonstracdo: seja n tal que ¢, < ¢ < g,+1. Sumponha que § # f]ﬁ. Como na demonstra-

T — %) > 1 ¢ assim % estd fora do intervalo de extremos % e Entl
n

¢do do teorema anerior,
qqn+1 qn+1

Temos duas possibilidades:

Intl ontx _>r 1 L
a)Seq > 5 entdo ‘J} : > p— > 5% absurdo.
b) Se g < %,
1,,_23’ > &_Zz'_ Prii Pn
q dn q Qn+1 An
> A g
qdn Gndn+1 qdnqn+1
- 1 < 1
20, — 2¢*

0 que também € um absurdo.
Dando a € R, definimos a ordem de « por

orda:sup{v>0 o — =

1 . ~
p‘ < — tem infinitas solugdes b € Q}
q q
Observamos que a ordem de todo nimero irracional pode ser calculado a partir de sua fragao

continua.

Teorema 2.19 Seja o um niimero irracional, e sejam [ao; ay, as, ag, ...] sua fragcdo continua

e {’qi} suas convergentes. Entdo
n

ord a = 1%—limsupm = 2+ limsup M.

n—soo M Gy nooo UM Qy
Demonstracao: Sabemos que as melhores aproximagdes por racionais sdo obtidas a partir

das convergentes da frac@o continua, assim para calcular a ordem, basta calcular a ordem gerada

= —L_ Como foi provado

q°nn°

pelas convergentes. Sejas s,, > (0 um nimero real tal que ‘oz — IZ—”
n
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1
dndn+1

1 n
4
2 In

no Capitulo 3 ‘oz -

1

Pn+1
o — .
qndn+1

Pn . Zﬁ
Gn+1 dn

-

1 1 1
< < ,
20nGn+1 ~ °Np T Qungt

e tomando o logaritmo obtemos

Gn+1

Logo temos que

In241n g, +1ngny > spln g, > In gy + 0 g
Portanto

In
ord a = limsup s, = 1+ limsup ﬂ
n—00 n—00 n gn

Para mostrar a segunda igualdade, observemos que ¢, .1 = G, 11¢n + Gn_1, assSim

Ap+1Gn < dn+1 < (an—l—l + ]->qn7

agora tomando o logaritmo e dividindo por (n ¢, obtemos

In An41

+1< In qn+1 < ln(an+1 + 1)

1
In gn In g, ng,

portanto

lim sup Mlntt _ 1 + lim sup 1

n—o00 nqn n—00 nqn

Observe que usando a fracao continua de e (ver exercicios), € possivel provar que ord(e) = 2.

2.3 Fracoes Continuas Peridodicas

Nesta se¢do provremos que os ndmeros reais com fracdo continua periddica sdo eatamente
as raizes de equacdes do segundo grau com coeficientes inteiros.
Lembramos que na representacdo de x por fracio continua, a,,, o, sdo defnidos por recursio

por
1
Qo =T, ap = Lanja Ont1 =
n — On
€ temos
Pn—2 — Qn—2%
an =
Gn—1T — Pn—1

Isso dd uma prova explicita do fato de que se a fracdo continua de x € periddica, entdo x é

, VneN

22



raiz de uma equagdo do segundo grau com coeficiente inteiros. De fato, se o, x = @,,n €
N,k € N > 0 segue que

Prn—2 — 4n—2T  Pnt+k—2 — Qn+k—27
- ’
n—1L — Pn—1  Gn+k—1T — Pn+k-1

entdo Az2 4+ Bx + C = 0, onde
A = Gn—-19n+k—2 — gn—2Gn+k—1

B = Pn+k—1G9n—2 + Pn—29n+k—1 — Pn+k—2Gn—1 — Pn71Qn+k71
C' = Pn-1Pnsk—2 — Pn—2Pn+k—1

Note que o coeficiente de 22 é ndo-nulo, p01s In-L > € uma fragdo irredutivel de denominador

(n—2, POIS Pp_1Gn—2 — Pn—2qn—1 = (1), e —Z”i’; i ¢ uma fragdo irredutivel de denominador
q’VL 1 dn+k—1
Gn+k-2 > Gn-2, donde (2= 7 (==, 1020 Gn1Gn k-2 = Gn—2Gntk-1 7 0-

Vamos provar agora um resultado devido a Lagrange segundo o qual se x é uma irraciona-
lidade quadrdtica, isto é, se x € um irracional do tipo r + /s, r, s € Q,s > 0, entdo a fragdo
continua de x € periddica, i.e., existem n € Nek € N > 0 com o, = «,. Neste caso, existem
a, b, c inteiros tais que az? + bz + ¢ = 0, com b?> — 4ac > 0 e \/b?> — 4ac irracional. como

T = w temos
An—10n+qn—2

ax’+br+c=0

2

n—10n n— n—10n n—

:>a(]9 10, + D 2) —l—b(p 10, + D 2)+c:O
Gn—10p + Gn—2 Gn—10p + Gn—2

onde

An - apifl + bpn—lQn—l + CQTZL,I
Bn - 2apnflpn72 + C(pnflqn72 + pananl) + 2cqn71qn72
On - api—Q + bpn—QQn—Q + CqTQL—2-

Note que C,, = A,,_;. Vamos provar que existe M > 0 talque 0 < |A,| < M para todo
n € N, e portanto 0 < |C),| < M,Vn € N :

An - a’pi_l + bpn—lqn—l + qu_l = aqi_l (Qf — pnl) (f — pnl) ,
dn—1 Gn—1

onde z e T sdo as raizes de aX? + bX + ¢ = 0, mas
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Pn—1

1
< - <1l= |An| :Clqi_l
Gn—1

n—1

€T —

)

’ Pn—1
T —
Gn—1

’_. Pn—1
T —
Gn—1

Pn—1

n—1

§a<\f—x\+‘x—

M =a(|z — 2|+ 1).

Notemos agora que, pra qualquer n € N|

BZ - 4An0n = (Pn71an2 - pnf2Qn71>2(b2 - 4CLC> = b2 — 4ac

Portanto

B2 < 4A,C, +b* — dac < 4AM? +b* — 4dac

= B, < M' = V4m?2 + b — 4ac

Provamos assim que A,,, B,, e C,, estdo uniformemente limitados, donde ha apenas um nu-
mero finito de possiveis equagdes A, X2 + B,X + C,, = 0, e portanto de possiveis valores de

o, Assim, necessariamente v, = «, para alguma escolhaden € N,k € N > (.
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Capitulo 3

Determinando as Fracoes Continuas com
auxilio da calculadora e o microsoft office

Excel 2016

Neste capitulo o foco foi concentrado na demostragao da Fracdo Continua com o auxilio da

calculadora e do software excel. [8]

3.1 Utilizando a calculadora

Utilizando uma calculadora cientifica podemos facilmente escrever a fragao continua de um
numero « € R qualquer, fazendo o seguinte processo.

1°. a; = |a;

2°. Digitando o nimero «, e teclando =, aparecerd a aproximacao decimal;

3°. Subtraindo a parte inteira, e clicando na tecla 2! (inverso);

4°. A parte intera do resultado obtido € a;, 1, onde i é o numero de vezes que foi realizado o
processo;

5°. Se a € QQ, o processo € finito, onde repetimos o processo até resultar em um nimero
inteiro, se o € Q o processo nao termina, sendo periddico se « € algébrico de grau 2 e ndo

periddico se « € transcedente ou algébrico de grau distinto de 2.

3.1.1 Fracao propria

3
Tomaremos como exemplo a fragdo: 3

1° fazemos a divisdo na calculadora, note que o resultado esta entre zero e um.

3
- =0,375
8 7
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ond | “q e [ X ( ) = ¢

sin | sinh | cot Y/x xY 7 8 9 = C
cos | cosh | sec || 3vx x? 4 S 6 X
tan | tanh | csc Vx x? 1 2 3 = =
ner | npr % log 10* 0 + +

s Deg

Figura 3.1: Representagdo fotografica da divisdo de 3 por 8

Obs: sempre que for uma fragdo propria o primeiro coeficiente vai ser 0 ( zero ).

2° pegamos o resultado da divisdo de 3 por 8 e calculamos seu inverso:

0,375 = 2,66666666667

2.6666666666666667

2.6666666666666667

2nd T e [::] X

sin | sinh || cot Vx @

cos | cosh | sec 3y/x x3

tan | tanh | csc Vx x?
ner npr % log

® Deg () Rad 37501

Figura 3.2: Representagdo fotografica de como calcular o inverso

3° subtraindo a parte inteira temos:
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2,66666667 — 2 = 0,6666667

Obs: A parte inteira que foi subtraida e nosso novo coeficiente.

2
2.6666666666666667 — 2 3 0.6666666666666667

0.6666666666666667
2nd || S e [:] % ¢ ) 2 | e
sin | sinh | cot | ¥x [ =¥ 7 (819 < I G
cos | cosh || sec || 3vx x5 4 5 6 X
tan | tanh || csc | Vx x? 1 2 3 - =
ner || npr | % log 10% 0 + +
BiDes B Hiad 2.666666656'666666. 1 v + t+ B 4+
=T
| =11

Figura 3.3: Representagdo fotografica subtraindo a parte inteira

4° O processo fica se repetindo ate chegar num nimero inteiro se for finito, caso seja infinito
ele vai ficar se repetindo infinitamente.

Logo poderiamos demonstrar atraves do modelo de fracdes continuas

3 1
8 1
1

14+ =
+2

Onde temos os coeficientes que sao:[0; 2, 1, 2].

=1[0;2,1,2]

e nossas fracoes integrantes:

N | —

11
2'1

3.1.2 /2 em Fracoes Continuas com o auxilio da calculadora

Exemplo 3.1 /2 = 1.414213562...

Solugio: a; = [v2] =1

Tomando o = /2 e realizando o processo descrito em 3.1;
resultando em: 2.414213562... . Logo,

CL2:27

repetindo o processo a partir do 3° item;
resultando em: 2.414213562... . Logo,

CL3:2,
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1.414213562373095

2nd | e [] X (

sin | sinh | cot Y/x xY

tan | tanh | csc @ 52

7
cos | cosh| sec 3/ x2 4
1
ner | npr | % log 10* 0

0.414213562373695 ' = 2.414213562373095333

2.414213562373095333

2nd | “q e [] 5 |
sin | sinh | cot V% @ 7
cos | cosh| sec | 3x x° 4
tan | tanh | csc Vx x? 1
ner | npr | % log 10* 0

* Deg O Rad  0414213562373095. ~  + ¢

Figura 3.5: Calculando o inverso da diferenca

repetindo o processo a partir do 4° item;
resultando em: 2.414213562... . Logo,

ay = 2,
repetindo o processo a partir do 5° item;
resultando em: 2.414213562... . Logo,

as — 2,
repetindo o processo a partir do 6° item;
resultando em: 2.414213562... . Logo,

ag = 2,

Assim ,
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1
V2 =1+ : =[1:2,2,2,2,2,2,2,..]
2+ 1
1

2+

2+ 1

2+ ——
24 ...
De onde podemos determinar os seguintes convergentes, que resultam em boas aproxima-

¢des racionais de v/2.

Cy = 1;
1 3

Cy=1+5=5=15

2.3+ 1
3 = i _2_1747

22+1 5

27+3 17

- = =1,41 -
Cy 5 o~ g = L4106666666666:

21747 41

= o - = 1.413793103;
Cs 212+5 29 3793103,

Por fim, podemos observar que C,; oferece uma excelente aproximacao racional de v/2, na

1 $ —_—
qual o erro é manor do que 3000000

3.1.3 Numeor 7 em Fracoes Continuas
Sabendo que m = 3, 141592653589...

Temos como solugdo: a; = |[7] = 3.

Tomando o = 7 e realizando o processo descrito em 3.1;
resultando em: 7,062513306. Logo,

g = 7,
repetindo o precesso a partir do 3° item;
resultando em 15,99659441. Logo,

as = 15,
repetindo o precesso a partir do 3° item;
resultando em 1,003417231. Logo,

ay = 1,



repetindo o precesso a partir do 3° item;
resultando em 292,6345907. Logo,
as = 292,

repetindo o precesso a partir do 3° item;
resultando em 1,575818815. Logo,

ag = 1.
Assim,
1
T3+ 1 =[3;7,15,1,292, 1, ...]
7+ i
15+ 1
1+ i
292 + ——
1+

De onde podemos determinar os seguintes convergentes, que resultam em boas aproximagdes

racionais do numero 7.

Cl = 3;
1 22
Oy =3+ - =2 =3 142857143;
77
1522 +3 333
— 222 299 3 141509434:
Cs 157+1 106 3,141509434;
133422 355
— T 27T 314159292
Ca 2106 +7 113 3, 14159292;
292.355 4+ 333 103993
Cs o000 = 3,141592653.;

T 2921134106 33102
Por fim, podemos observar que C; oferece uma excelente aproximagao racional de 7, na qual

o erro € manor do que m

3.2 Utilizando o microsoft office Excel 2016

Utilizando o Software Excel podemos facilmente descobri os coeficientes e os convergentes
atraves de uma planilha eletronita que mostrarei ao longo deste capitulo. [9]

Escrever a fracao continua de um nimero « € R qualquer, fazendo o seguinte processo.
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1°. Abra o programa Excel, no meu caso estou utilizndo o microsoft office Excel 2016.

E [
T . ag o % £y Formataghe Formatw coms [tilorde  Inse
Conduasnal * Tabels *

Cilula

Plan1

Figura 3.6: Microsoft office Excel 2016

2°. Selecione quatro células e nomeias como:

+ l0m

Na primera célula ( Numero real - B2 ); na segunda ( Parte inteira - C2 ); na terceira ( parte

decimal - D2 ) e na quarta ( Inverso da parte decimal - E2 ).

Fragd
Insefit  LayoutdaPégina  Férmulas  Dados  Revisio  Exbir QO

X . o | = :
= Calibri o LU o o ol ey # - [EvQuebrar Tedo Automaticamente

o NI Ss-H- H-A- === &3 [EMesclar e Centralizar ~

Area de Transt... Fonte s Alinhamento
N19 v fe

A B C D E F

| Numero real | Parte Inteira | Parte decimal | Inverso da parte decimal

B O W R

Figura 3.7: demonstragcao do segundo passo

Na célula ( B2 ) podemos usar tanto uma fragdo como podemos usar um nimero decimal.

Na célula ( C2 ) vamos determinar a parte inteira de um nimero real que foi inserido na

célula B2 com a formula =INT(B2).

Na célula ( D2 ) vamos determinar a parte decimal pela formula =B2-C2 ( subtrair o numero

real por sua parte inteira ).

Na célula ( E2 ) vamos daterminar o inverso da parte decimal pela seguinte formula =(1/D2)

( para calcular o inverso precisamos somente dividir 1 (um) pela parte decimal ).

Lembrando que a parte inteira vai ser nosso coeficientes e o inverso da pate decimal vai ser

Nnosso novo numero real.
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Arquivo Pagina Inicial Inserir Layout da Pégina Férmulas Dados Revisdo Exibir Q 0 qud

e =
|j ’i% Calibri “1 LA = = - %‘Quebral Texto Automaticamente G
0 -
Colar < NI S~ H- &H- A~ === =3 [=] Mesclar e Centralizar - &
Area de Transf... = Fonte ] Alinhamento [
83 - | j‘r
A B C | D | E | F
1 -
2 Numero real Parte Inteira l Parte decimal l Inverso da parte decimal I
3 | 1,428571429 1 0,428571429 2,333333333
4 <
5 | /
6 1

Figura 3.8: exemplo utilizando a fracdo 10/7

Agora e so repetir o precesso, se for um nimero racional esse processo vai ser finito até que
o inverso de como resultado um numero inteiro, caso seja um numero irracional divisdo sera

infinita.

Férmulas Dados Revisdo Exibir

] | =
D ?) Calibri 11 A A T = = - E-f‘QuebrarTexkoAutomaticamente
':@ -
Colar ¥ NI S~ H- & - A === €= 3= EMesclareCentralizar -
Area de Transf... & Fonte F Alinhamento &
E4 v I =(1/D4)
A B (c D E N
1 4
2 | | Numero real I Parte Inteira | Parte decimal | Inverso da parte decimal ]
3 1,428571429 1 0,428571429 2,333333333
4 | | 2,333333333 | 2 0,333333333 3
5 3 s 3 L
6 T~ . T

Figura 3.9: exemplo utilizando a fracdo 10/ 7 cont...

3.2.1 Representando o niimero 7 pelo Excel 2016
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B4 ~ s F 3,14159265358979

B c D E
1 !
2 | Dados Coeficientes
3 Insira o valor Real [3:7,15,1,292,1,1,1,2, ..]
4 3,1415926535897500
5 —
6
7 Numero real Parte Inteira Parte decimal Inverso da parte decimal
8 3,14155265358975000 3 0,1415926535897900000 7,0625133059312100000
9 | 7,06251330593121000 7 0,0625133059312066000 15,9965944066446000000
10 15,99659440664460000 15 0,9965944066445560000 1,0034172310548200000
1 _ 1,00341723105482000 1 0,0034172310548181700 292,6345874652040000000
12 | 292,63458746520400000 292 0,6345874652042200000 1,5758265030387500000
13 1,57582690303879000 1 0,5758269030387870000 1,7366325963444600000
14__ 1,73663299634446000 1 0,7366329963444590000 1,3575281109623100000
15 1,35752811056231000 1 0,3575281105623100000 2,7565828646716400000
16 2,79698286467164000 2 0,7969828646716360000 1,2547321207614800000
17 1,25473212076148000 1 0,2547321207614780000 3,9256925942856000000

Figura 3.10: Determinando os 10 primeiros coefcientes

G H J
Convergentes Numerador Denominador Aproximagdo

1 3 1| 3,0000000000000000000000
2 22 7| 3,1428571428571400000000
3 333 106| 3,1415094339622600000000
4 355 113 3,1415929203539800000000
5 103993 33102| 3,1415926530119000000000
6 104348 33215| 3,1415926539214200000000
7 208341 66317 3,1415926534674400000000
8 312689 99532| 3,1415926536189400000000
9 833719 265381] 3,1415926535810800000000
10 1146408 364913 3,1415926535914000000000

Figura 3.11: Determinando os 10 primeiros convergentes
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Capitulo 4

Numeros Irracionais na Base Nacional
Comum Curricular ( BNCC)

4.1 Base Nacional Comum Curricular ( BNCC)

A Base Nacional Comum Curricular [1], no que se contempla a drea de matematica, diz
que ela deve ser vista como um processo de continuo aperfeicoamento. Seu estudo nio deve
se limitar ha um conjunto de conceitos, assim como mostra a Histéria da Matematica, deve-se
buscar as inquietagdes, a formulacdo, o teste e a validagdo das hipoteses, o contra exemplos,
o desenvolvimento de linguagens, levando o individuo a novas formas de pensar que levem a

reflexdo e acdes de maneira critica sobre as questdes com que se depara.

Para assim atingir os objetivos propostos, dividiremos em cinco eixos de aprendizagem,

sendo estes:

Numeros e Operagdes;
Geometria;

Grandezas e Medidas;
Algebra e Funcoes;

Estatistica.

Ao longo do ano, cada um dos eixos recebe um destaque diferente, ressaltando que essa divi-
sao € feita para facilitar a analise do conjunto de objetivos de aprendizagem e desenvolvimento
e como eles se relacionam, ndo podendo dividi-los, assim, as articulagdes devem ser o foco das
atengdes. O documento enfatiza que a matematica nos oferece modelos para compreender a
realidade, e que no ambiente escolar pode assim estar envolvida nas praticas sociais, de outras

areas de conhecimento ou, até mesmo, contextos da propria matematica.
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As nocdes de conjuntos numéricos iniciam no Ensino Fundamental, com grande destaque
ao conjunto dos nimeros naturais N, e com a introdu¢do aos nimeros racionais Q. A BNCC
tem como objetivo que o educando associe as fracdes ao resultado de uma divisa@o e a ideia de
parte de um todo, reconhecendo as caracteristicas dos nimeros naturais e decimais no que se
refere a leitura, escrita e ordenagdo. No decorrer muitos conceitos com os quais os estudantes
j& vivenciaram sdo revistos com um grau maior de dificuldade, por meio de sucessivas desco-
bertas de possibilidades e conceitos. No campo dos nimeros constroem-se 0s nimeros inteiros
negativos, os racionais e os irracionais tendo, assim, adquirido o conhecimento sobre o0 conjunto
dos nimeros reais, percebendo assim como identifica-los, compara-los e ordena-los, associando

corretamente esses nimeros na reta numeérica.

Para investigar a no¢ao de nimero, é preciso desafiar o educando diante de problemas nos
quais 0s nimeros racionais nao sejam suficientes para resolvé-los, ja no oitavo ano do ensino
fundamental II, levando-os a perceber a necessidade dos nimeros irracionais, que serdo traba-
lhados de forma sistemédtica no nono ano do mesmo seguimento, oportunizando os mesmos a

resolverem problemas como a medida das diagonais de poligonos.

Segundo a Base Nacional Comum Curricular, nessa etapa € importante trabalhar com aproxi-
macao e erro, utilizando, como ferramenta metodologica o uso da calculadora, na qual apresenta
arredondamento para os nimeros racionais, que resultam em decimais com muitas casas ou di-

zimas periddicas, e para os nimeros irracionais.

Assim, nas operacOes aritméticas e algébricas com os irracionais, o estudande deve ser con-
duzido a efetud-las seguindo regras operatdrias andlogas as que sdo vélidas para os racionais

ou, entdo, no caso de radicais, operar com poténcias de expoente fraciondrios.

A proposta apresenta as seguintes habilidades que os educandos devem obter até o fim do

Ensino Fundamental II:

e Reconhecer, comparar e ordenar niimeros reais, com apoio na relacio com pontos na reta

numeérica;

e Compreender e efetuar cdlculos com nimeros reais, inclusive poténcias com expoentes

negativos e fraciondrios;

e Compreender a relagio entre potenciacao e radiciacao, efetuar cdlculos com poténcias de

expoentes naturais e aplicar esse conhecimento na representacdo de notagdo cientifica;

e Resolver e elaborar problemas com nimeros reais, inclusive em notacgao cientifica, envol-

vendo diferentes operagdes.
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No estudo das grandezas e medidas, sertificasse que é necessdrio uma intervengao sobre a
necessidade de ampliacao dos conjuntos numéricos, principalmente dos racionais para os reais,
partir da utilizagdo de nimeros irracionais para representacdo de medidas de segmentos inco-
mensurdveis, sendo importante ampliar o conhecimento sobre a circunferéncia e tomar cuidado
com a apresentagdo, por vezes inapropriada do nimero 7 como a razdo entre as medidas do
comprimento e do didmetro da circunferéncia, sem destacar o fato de pelo menos uma dessas

medidas ser um numero irracional.

Tendo como objeto final, que o estudante tenha compreendido a necessidade de ampliar os
conjuntos numéricos dos naturais aos reais, sistematizando procedimentos de célculo e pro-
priedades para resolver problemas do cotidiano, de outras dreas do conhecimento e da prépria
matematica. As dreas da matematica devem ser proferidas, por exemplo em relagdo a nimeros
e Operacgdes e Algebra e Fungdes, o estudante pode ordenar niimeros reais, localizando-os na
reta numérica, compreendendo as nocdes de intervalo, densidade e completude do conjunto dos

nimeros reais, no contexto de equacdes e inequacoes.

O documento BNCC apresenta o pilar de que cada estudante tem o direito de aprender ao
cursar a Educacio Basica em cada uma de suas etapas e em cada componente curricular. Aqui
foi apresentado, de forma sintética, as principais ideias, nas quais a utilizag¢ao das Fra¢des Con-
tinuas ndo como contetdo especifico, mas sim como um facilitador para compreensdo, explora-
cdo e aprofundamento dos contetidos associados a teoria dos niimeros, em especial o conjunto
dos ndmeros reais pode desempenhar um importante papel na aquisi¢do destes conhecimentos
pelos estudantes. Vale ressaltar que o documento ndo substitui as Diretrizes Curriculares de

cada sistema de Ensino € nem os limita.

4.2 Divisao dos conteudos na Base Nacional Comum Curri-
cular (BNCC)

Os conteddos estdo organizados em trés grandes dreas e a matemdtica pertence a Ciéncias
da Natureza e Matemdtica, que ainda inclui Fisica, Quimica e Biologia. Para os organizado-
res a contextualizacdo € imprescindivel, mas esta necessita ser equilibrada com a capacidade
de abstracdo, criando um ciclo contextualizar/ abstrair/ contextualizar/ abstrair. A abstragdo €
uma ferramente para constru¢do do conhecimento em todas as dreas, ndo se deve em nome de

um utilitarismo imediatista privar os alunos de temas epistemoldgica e culturalmente relevantes.
O conceito de aproximagao € muito relevante no documento, que ressalta que os nimeros ir-

racionais, por exemplo, s6 existem na realidade concreta, inclusive nos computadores, por meio

de suas aproximacodes racionais. Ressaltando ainda que um célculo aproximado, em geral, € tao
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importante quanto um calculo exato, desde que se cumpra os procedimentos matematicos bem
explicitados, em geral, uma aproximacgao € 6tima se, e somente se, tenhamos permanentemente

condi¢des de melhord-la, tanto quanto se queira.

Os contetidos basicos foram divididos em trés grandes blocos tematicos: Numeros, Geo-
metria e Relagdes. No que se refere aos Nimeros, as situagdes de aprendizagem podem estar
apoiadas na Histdria, por exemplo, a ampliacdo dos nimeros naturais para inteiros por causa
das necessidades prementes do desenvolvimento comercial e financeiro dos séculos XV e XVI,
ou em situagdes concretas de medida, em que se pode articular desde a relagdo entre notacao
decimal e fraciondria de um nimero até a ampliacdo para o campo real, como a necessidade de

utilizar as raizes para represen- tar, por exemplo, a diagonal de um quadrado de lado 1.

D C

- |

Figura 4.1: Quadrado de lado 1x1

Ressaltamos que no Ensino Fundamental os nimeros racionais surgem de relagdes entre os
inteiros e a motivacao basica para a compreensao dos irracionais envolve grandezas incomensu-
raveis, e ao fim desta modalidade deseja-se que o estudante saiba produzir no campo numérico
real, o que constitui porta de entrada para aprofundar, sistematizar e estabelecer novas relagdes.
O sapiéncia de sucessdes numéricas, nimeros irracionais e aproximagdes racionais usadas em

problemas préticos.

Por fim, o documento ressalta que compreender o significado € mais importante do que a
utilidade pratica, sendo assim, a Histéria da Matemdtica é muito importante para que os signi-

ficados sejam construidos.

Vamos destacar os seguintes momentos do Ensino Fundamental II, em que se trabalha as
habilidades;

e 8°ano - 1° Bimestre: Numeros Racionais na transformagao de decimais finitos em fragao
e de dizimas peridodicas em fracdo geratriz, desenvolvendo as habilidades de relacionar
fracOes e razdes, bem como as condicdes nas quais uma razao pode ser expressa como

dizima periddica, bem como saber calcular a fracdo geratriz de uma dizima;
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e 9° ano - 1° Bimestre: Conjuntos Numéricos, Numeros irracionais e Potenciacdo e Radi-
ciacdo de Reais. Compreendendo a necessidade da ampliacdo dos conjuntos numéricos,
saber ordenar os nimeros na reta real e incorporar a ideia basica de que os nimeros ir-
racionais s6 podem ser utilizados em contextos praticos por meio de suas aproximagdes

racionais, sabendo calcular a aproximacao racional de um nimero irracional;

e 9° ano - 4° Bimestre: O numero 7, compreender o significado do 7 como uma razdo e sua

utilizagc@o no cdlculo do perimetro e a drea da circunferéncia;

4.3 Nos Livros Didaticos

A escolha da cole¢ao do material didaticos que irei apresentar deve-se ao fato de ser adotado
pela instituicdo que leciono: COLEGIO PALAS ATENA.

Sendo este:

SOUZA, joaquim; PATARO, Patricia.Vontade de saber Matematica, 3ed.; Sdao Paulo. FTD.
2015

4.3.1 Ensino Fundamental

O conjunto dos nimeros irracionais ¢ introduzido no 8° ano do Ensino Fundamental II, o
texto de introducdo remete aos pitagoricos a descoberta dos nimeros irracionais, na busca de

determinar a medida da diagonal de um quadrado de lado 1.

D C

Figura 4.2: Diagonal do quadrado igual a v/2

O breve texto ndo apresenta o conceito de grandezas incomensurdveis, e de forma muito
superficial cita a comunidade pitagérica. Logo apds, apresenta um nimero racional com repre-
sentacio decimal na forma de dizima periédica, e a aproximagio decimal de v/3 pedindo que o
estudante observe que no tltimo caso ndo ocorre a periodicidade, sendo essa uma caracteristica

dos ndmeros irracionais.

Em seguida, sdo apresentados alguns exemplos de nliimeros irracionais com suas respectivas

aproximagdes decimais. Também é apresentado o diagrama dos conjuntos numéricos, onde
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pode-se observar que o conjunto dos nimeros racionais e irracionais sao disjuntos, enquanto
N C Z C Q, mas sem aprofundar este conceito, na mesma pagina tem uma caixa de texto que
indica que o nimero 7 € irracional, podendo ser obtido pela razdo entre o perimetro e o didmetro
da circunferéncia, citando que varios povos ao longo da historia realizaram aproximagdes para
m, fazendo referéncia a Biblia que apresenta aproximacdo de 7 como 3. Ainda na mesma pdgina
ilustra-se como representar o nimero v/2 na reta numérica utilizando compasso.

Na primeira lista de atividades, pede-se que classifique alguns nimeros como racionais e
irracionais, atividade com a utiliza¢do da calculadora para operar com medidas de perimetro
e diametro de circunferéncias e determinar a sua razdo. Também € proposto um desafio, no
qual se busca contextualizar o nlimero irracional 7 num problema de irrigag¢do, cujo uma drea
circular € irrigada por um pivo central.

Retomando conceitos tedricos, o livro apresenta a relagdo entre os conjuntos numéricos e
destaca algumas propriedades do conjunto dos nimeros irracionais, além da posi¢ao de diver-
sos nimeros reais na reta. A seguir, temos mais algumas atividades para fixar esses conceitos,
e a unidade encerra, com uma atividade onde sdo explicitados os passos para representar /5 no
GEOGEBRA, percebendo algumas caracteristicas geométricas, relacionando area de quadrado,

medida do lado e raio de circunferéncia.

Observamos de forma clara que muito do que se pede na BNCC esta sendo atendido no livro
didético, mas € perceptivel que, apesar de citar fatos da Histéria da Matematica, ndo buscou-se
contextualizar estes conceitos dentro da propria Histéria. Além disso, deve-se atentar a ne-
cessidade de explicitar alguns conceitos tedricos evitando, assim, que os estudantes aprendam
conceitos equivocados, por exemplo, ao relacionar o nimero 7 a razao entre o perimetro da
circunferéncia com o seu didmetro, ndo se explicitou que ao menos uma dessas grandezas € ir-
racional, podendo levar a falsa impressdo de que este nimero possa ser representado pela razao
de dois nimeros racionais. Ressaltamos que compreendo que no 8° ano o objetivo € introduzir
0 assunto que serd aprofundado no 9° ano, mas entendemos que essa introdug¢ao poderia enfati-
zar os aspectos histdricos, possibilitando aos estudandes sensibilizarem-se com as questdes que

motivaram o avango da matematica.

No 9° ano, o estudo ¢ voltado a radiciagdo, propriedades, simplificacdo, operacdes dos radi-
cais e racionalizacdo dos denominadores, relacionando alguns conceitos aos aspectos geomé-
tricos e utilizando as ferramentas como apoio tecnolégico. Embora reconhega a importancia do
dominio das técnicas operatdrias que sdo apresentadas, falta o aprofundamento dos conjuntos

numéricos, e a conceitualizacio das caracteristicas do conjunto dos nimeros reais.
Ao expor o conjunto dos nimeros racionais, observa-se a possibilidade de realizar divisdes

que eram impossiveis no conjunto dos ndmeros inteiros, retoma a representacdo decimal dos nu-

meros racionais, apresentando que o matematico holandés Simon Stevin(1548-1620) do século
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XVI, foi quem a sistematizou em seu livro "A dizima", publicado em 1585. Ainda, reapresenta
a fragcdo geratriz, relaciona os nimeros racionais a medida de grandezas e ordena os nimeros
racionais na reta numérica.

Ap6s, expde os nimeros irracionais, apresentando a ideia de segmentos de reta incomensura-
veis, ilustrando essa situacdo com a diagonal do quadrado de lado 1, utiliza-se da representacao
decimal e calculadora para aproximar a /2, ilustrando assim, a ideia de aproximacdes suces-
sivas para mostrar que esse nimero € irracional, cita o nimero 7 e o ndmero de ouro ¢ como

numeros irracionais, mostrando que o primeiro refere-se a razao entre 0 comprimento da cir-

N in N ) a+b a .
cunferéncia e seu didmetro e o segundo a razdo entre dois segmento, onde = 7 ilustra

a
ainda que o nimero 7 ja foi escrito com 1,2 trilhdes de casa decimais e que o nimero de ouro

fora utilizado em pinturas de Leonardo da Vinci.

O autor propde uma leitura na qual relata a crise dos incomensurdveis no pensamento pitago-
rico e a resisténcia dos matematicos com os nimeros irracionais que perdurou até o século XIX,
até George Cantor fundamenta-los adequadamente. Na sequéncia hda uma demonstracao de que
\/2 é irracional. Por fim, define-se o conjunto dos nimeros reais, apresentando a reta real, apos
define-se a desigualdades entre nimeros reais, modulo de um numero real e a distancia entre

dois pontos na reta real.

O referido livro embora apresente a ideia de que nimeros irracionais ndo possuem repre-
sentacdo na forma de fracdo e nem decimal, podendo apenas ser bem aproximados por estes,
ndo apresenta uma forma sistematica de realizar boas aproximacdes de nimeros irracionais por

racionais, o que poderia ser feito com a utilizacdo das fragdes continuas.
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Capitulo 5

Aplicacoes das Fracoes Continuas em
problemas cotidianos e alguns exemplos

5.1 Olimpiada Brasileira de matematica nas escolas publicas
e particulares (OBMEP)

5.1.1 OBMEP-2018 Questao 10, primeira fase nivel 2

Na igualdade abaixo, a, b e ¢ sdo nimeros inteiros positivos. Qual € o valor de c?

10 n
— =q [EE—
1
7 bt -
&
a) 2
b) 3
04
d)5
e)7
Resolugdo:( alternativa b )
10 7+3 3 1 1
- - - 24 =
3 3 3

Logo,a=1,b =2 e c =3 satisfazem a expressao do enunciado.
Nao ha outra solugdo além de ¢ = 3. Veja uma outra maneira de resolver a questao:

) 10
De acordo com o enunciado, a,b,c > 1. como 1 < - < 2, segue que a = 1. De fato, se a
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. N 10
>2. deveriamos ter < 0, o que ndo ocorre. Consequentemente, — = 1 + ——.

1 1
b+ — b+ —
c c
. 3 1 c
Basta encontrar b e ¢ tais que — = = )
7 I be+1
b+ —
c

A partir dessa igualdade de fragdes, concluimos que 7¢ = 3(bc+1). Como 3 e 7 sdo nimeros
primos, segue que 3 divide ¢, bem como 7 divide (bc + 1). Portanto, existem dois nimeros
naturais positivos m e n satisfazendo ¢ = 3me(bc + 1) = Tn.

Assim, Tnc = (bc + 1)(3m) = 3(bc + 1)m = Tem, o que garante que m = n. Logo,
bc+1=0b(3m)+1="Tn="Tme,entdo, 1 = 7m — 3bm = m(7 — 3b). Consequentemente, m

=1, pois m divide 1 e € positivo. Segue que ¢ = 3m = 3 e também que b = 2, pois 3b+ 1 = 7.

5.2 O numero de Ouro

5.2.1 Um pouco da historia do nimero ¢ o niimero de ouro

Envolto em muito mistério e caracteristicas divinas, o nimero ¢ desperta hd muito tempo a
curiosidade e o desejo de muitos matemdticos em encontrar as suas ilimitadas aplicacdes. Phi
¢, na verdade, a pronuncia da letra ¢ grega, inicial do nome Fideas, escultor e arquiteto grego
responsdvel pela constru¢do do Partenon, em Atenas.

O misterioso ¢ € também conhecido como nimero de ouro. Devido as suas incontdveis
aplicacdes, muitos o condirem como sendo uma oferta de Deus ao mundo. Ele € simbolicamente
representado por ¢.

Uma maneira de encontrar a representacio numérica de ¢ é através da razao %5, , que
equivale a dizima nao periddica 1,61803398...Sendo assim, ¢ um niimero irracional,encontrado
a partir da razdo durea (razao de ouro, divina propor¢ado etc.). Dados dois pontos A e B, em
extremidades opostas de um segmento de reta, um ponto X divide AB em uma razio durea se
X pertence ao segmento AB e f(—); =¢= %5 = 1,61803398...

O reconhecimento do nimero de ouro se faz hd tanto tempo quanto 0s nossos registros his-
toricos conseguem alcancar. No Egito Antigo, por exemplo, as piramides de Gizé foram cons-
truidas tendo por base a razao de ouro: A razdo entre a altura de uma face e metade do lado da
base da grande piramide € igual ao nimero de ouro. Ja no Papiro de Rhind menciona uma razao
sagrada, que se entende como sendo a razdo durea.

O templo Partenon, construido entre 447 e 433 a.C.,contém a razdao de Ouro no retangulo
que contém a fachada (Largura/Altura). Na estrela pentagonal, os pitagdricos também utiliza-
ram a razao aurea; Endoxus, matematico grego, utilizou os seus estudos sobre proporc¢des para
estudar a sec¢@o que se crer ser a seccao durea; Fibonacci utilizou a razdo durea na solucdo do
famoso problema dos coelhos e nos presentou como que hoje conhecemos como as equéncia de

numeros de Fibonacci; importante contribuicao e utilizagdo para evolu¢do do nimero de ouro
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foi dada, também, por Leonardo Da Vinci, por exemplo, em uma de suas pinturas mais famosas:

o Homem Vitruviano. Da Vinci utilizou a razao durea para garantir a perfeicao de suas obras.

5.2.2 A construcao e a representacao em fracées continuas do nimero de

ouro

No Livro [10], Euclides nos fornece a seguinte definicdo: "Um segmento de reta se diz
dividido em média e extrema razao, se a razao entre o menor € o maior dos segmentos € igual a
razao entre o maior e o segmento todo."

Com a finalidade de encontrar o nimero de ouro, divide-se um segmento em outros dois de

comprimentos a e b, conforme a figura abaixo:

o —0 O

Figura 5.1: Seguimento de comprimento a + b

De acordo com a de?nicdo de Euclides, temos que:

a+b a
(b —_= = —
a b
Logo:
a
14 -=-
a b
e, consequentemente,
1
1+-=
)
onde uma das raizes da equagdo anterior € ¢ = @

Repetindo indefinidamente a equacdo acima, € possivel obter a representagdo do nimero ¢,

como segue abaixo:
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1

1 _
T

Portanto, a representagio em fra¢des continuas do nimero de ouro é dada por:¢p = [1;1,1,1,1,1, ..]

Abaixo estdo indicadas as cinco primeiras aproximacoes:

=1

1

1] = -
1;1,1]=2=1,5
5
[1;1,1,1] = =
3

8

1;1,1,1,1]=-=1,6
[7777] 5 )

Uma propriedade interessante que surge nesses calculos sdo os termos das sequéncia de
Fibonacci. Observe que, nos numeradores das fragdes que aparecem como resultado em cada
processo, temos respectivamente os numeros 1, 2, 3, 5 e 8. Apartir dai, podem ser descritos

alguns termos dessa sequéncia, onde o termo geral € dado por

pi1 =0Qp_1+ap, N >2 com ay =1 e ay =1

Além disso, observa-se certa lentiddo com que os resultados desse processo se aproximem
do valor exato de ¢. Com base nessa andlise, talvez o nimero de ouro seja o mais irracional dos
ndmeros irracionais.

Conhecendo a representacdo na forma de fragdes continuas do nimero de ouro, podemos
obter a sua representacdo geométrica por meio das coberturas de forma "gulosa", conforme
mencionamos no capitulo 2. Como cada coe?ciente da representacdo na forma de fragdes con-
tinuas de ¢ € igual a unidade, a cada etapa da cobertura serd necessario somente um maior

quadrado dentro do espaco ainda livre.

5.3 Calendario Gregoriano

O Calendario Gregoriano teve a sua origem na Europa no século XV, promulgado pelo Papa
Gregorio XIII(1502-1585) em 24 de Fevereiro do ano 1582, em substitui¢do ao calendario ju-
liano, mais antigo, implantado pelo lider romano Julio César (100 a.C.- 44 a.C.) em 46 a.C,,
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sendo utilizado oficialmente pela maioria dos paises. Por razdes histéricas, além da convencao
e praticidade, o calendério gregoriano foi adotado para demarcar o ano civil no mundo inteiro,
facilitando o relacionamento entre as nacdes do resto do globo.

Se divide em 12 meses, sendo que Janeiro, Mar¢o, Maio, Julho, Agosto, Outubro e Dezem-
bro possuem 31 dias, e os demais, Abril, Junho, Setembro e Novembro, 30 dias, com exce¢do
do més de fevereiro que oscila entre 28 e 29 dias, a depender dos anos bissextos.

Entre as mudancas, foram omitidos dez dias do calendario juliano, excluindo os dias entre 5 a
14 de outubro de 1582, ditando que o dia imediato a quinta-feira, 4 de outubro, fosse sexta-feira,
15 de outubro. Com isso, os anos seculares s sao considerados bissextos se forem divisiveis
por 400. Sendo assim, a diferenca (atraso) de trés dias em cada quatrocentos anos observada no
calenddrio juliano passaram a ndo existir. Corrigiu-se também a medi¢ao do ano solar, passando
a medir um ano gregoriano em uma média de 365 dias, 5 horas, 48 minutos e 46 segundos.

A seguir, serdo apresentadas a solucdo por fragdes continuas e a solucao decretada pelo Papa

Gregorio XIII para esse calendario:

5.3.1 Solucao do problema do calendario através de fra¢oes continua

O ano trépico, aquele que marca as estacoes, tem a duracdo média de 365 dias 5 horas 48
minutos e 46 segundos = 365, 242199 dias. O calendario Juliano, estabelecido em 45 a.C.,
considera a aproximacao 1 ano = 365 dias 6 horas = 365, 25 dias, ou seja, tinha uma diferenca
de cerca de 11 minutos. Esta diferenga de 11 minutos, em cem anos, causava um desvio de 18h
43min 20s

Esta aproximacdo causou um problema: as estacdes reais haviam retrocedido treze dias em
relac@o ao calendério Juliano. Em 1582, o papa Gregorio III convocou sébios para resolver este
problema. Desde 45 a.C. até 1582, se passaram 1627 anos. O desvio acumulado desde entdo
era de 12dias 16h 36min 38s.

Para tal, principiou-se em se calcular o desvio proporcionado para um dia. Se em 1 ano
o desvio é de 11 min 14s (674 s), entdo um dia proporciona o desvio dado por 128,19 anos.
Assim, ocorre aproximadamente desvio de 128 anos para cada dia, ou seja, de cerca de 3 dias
em cada 400 anos. Isto provocou uma pequena alteracao na intercalacdo de trés anos de 365
dias e um ano de 366 dias, que j4 era propria do calendario juliano.

Enquanto a duracdo média do ano Juliano era de 365 dias 6h, com a retirada de trés dias
do calendério gregoriano, o valor passou a ser 365% dias = 365,242500 dias, isto é, 365dias

Shoras 49min 12s. O que ainda causa uma diferenca de cerca de 26 segundos do valor real. A

o < - . 5 Bh48mind6s _ 20926 _ 10463
duragdo média de 1 ano € 365, 242199 dias. Dai, obtemos a fragdo >*=7=° = £226 = S0

A fracdo continua correspondente ao 1° ano € [365; 4,7, 1, 3, 5, 64].

O 1° convergente € 365 dias.

O 2° convergente é dado por:
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1
365 + 1 dias

Prépria do calendério Juliano.
O 3° convergente € dado por:

1 7
365 + —— =365 + —

1 29
44—
* 7
Ou seja, 7 anos bissextos a cada 29 anos.
O 4° convergente é dado por:
8
365 + — 1 = 365 + 33
4+ —
74
+ 1
Ou seja, 8 anos bissextos a cada 33 anos.
O 5° convergente € dado por:
31
365 + 1 = 365 + 128
44 ———
1
7+ —1
14+ =
+ 3

Ou seja, 8 anos bissextos a cada 33 anos.

O 5° convergente € dado por:

Logo, ao total dos 400 anos, existem aproximadamente 97 anos bissextos.

Isto € uma incrivel coincidéncia, pois nao ha indicios do uso de fracdes continuas nos proce-

dimentos de correcao do calendario gregoriano.

5.3.2 Solucao decretada pelo Papa Gregorio XIII

Acostumou-se a comegar cada ano novo em 1 de Janeiro. Poucos anos seculares se consi-
deram bissextos, s6 aqueles que sejam divisiveis por 4 e ndo sejam terminados em duplo zero,
exceto os divisiveis por 400. Deste modo, evita-se o desfasamento de um dia em cada cem anos.

O ano bissexto ocorre a cada quatro anos apds o ultimo ano bissexto.

5.4 Problema da Engrenagem [Adaptado de Sanches; Salo-
mao (2003)].

Um fabricante de reldgios precisa produzir dois tipos de rodas dentadas na razio /2 : 1. E

impraticavel que estas rodas tenham mais que 20 dentes. Encontre algumas possibilidades para
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os ndmeros de rodas que irdo aproximar a razao desejada, utilizando as aproximacdes dadas
pelos convergentes consecutivos de uma fragao continua simples.
A Relagdo de transmissao, da coroa (engrenagem maior) para o pinhao (engrenagem menor),

nen

x e
pode ser representada por — = /2 onde "x" representa o nimero de dentes da coroa e "y

n,n n_..n

representa o nimero de dentes do pinhdo, com "x" e "y" inteiros positivos.

Para representar a raiz na forma de fracdes continuas, a primeira solu¢do que encaminhamos
¢ o que denomino procedimento aritmético. Este consiste em escrever, seqiiencialmente, os
convergentes, até se obter uma fracdo que responda a questdo, ou seja, que respeite a condicao

de contorno dada pelo limite de 20 dentes, para a engrenagem maior (coroa).

(1° convergente)
co =2 =1,4142136 = 1

(2° convergente)

1 1 3

=42 =1,4142136 = 1 4142136 =1+ ———— 1+ - = =
a=v2=1 36 =1+0, =1t e T T T g
(3° convergente)

1 1

=1+4+0,4142136 =1+ ——— =1 =1 ~

=140 o a6 T 24 0,4142136 +2+ 2
2,4142133
~14 17
94 =
+2
(4° convergente)
1 L =1 L =1 ! ~
24 ———— 2+ 2+
2,4142133 2+0,4141133 94 1
2,4142151
1 1 1 17
N1+—1~1+—1:1+E:E
24+ —= 2+ & —
2+1 > g
2 2

O 4° convergente revela que o n° de dentes da coroa seria 17 e o do pinhdao 12, com apro-
ximacdo dada por: % = 1,4166667, o que proporciona uma aproximagao correta até a ordem
das centenas, que para um par de engrenagens usuais ¢ satisfatoria.

Determinando-se o 5° e 0 6° convergente, tem-se:

1 1

1
2,4142151 2+0,4142151

24 2 +
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2+

2+

2 [
* 5 114016

1 1
2+ 1 2+ -
1 1
24— 24—
2,414046 24 0,414046

2+

=1+ N —
2+

2+

2 -
* 5 1142658

Observa-se, nos seis primeiros convergentes, que existe uma repeti¢ao do algarismo 2. Sera

que tal conjectura € verdadeira? Para verifica-la, de modo mais geral, podemos escrever um

1
segundo procedimento, de natureza algébrica. De V2 = 1,4142136 = 1 + —, donde V2 =
T

1
14+ —.
o 1 | 1
Ainda,de V2 =14 —=V2-1=— = T = . que racionalizando o resultado:
T T V2-—1
m=v2+l 1 1
Dai, 71 = /2 + 1. como v/2 > 1, entdo: T1=vV2+1=14+14+— =2+ —. Assim:
X2 €2
1
V2=1+—=1+ 1.De::c1:\/§+1:2+—:>
T )
24+ —
T2
Vitl=24 Lt Vaoi4 L~ !
= _ = e T = =
T2 1) ? \/5 —1 !
Assim, por substitui¢des sucessivas:
1 _
V2=1+—=1+ =1+ 1 =01;2,2,2,..] = [1;2]
T 2 +
T3 + ..
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Este algoritmo exemplifica que um niimero irracional tem representa¢do infinita na forma de
fracdo continua simples periddica. De modo geral, nem, todo nimero irracional tem representa-
cdo periddica. Lagrange, em 1770, demonstrou que somente os nimeros irracionais algébricos
tém representacdo periddica.

Credita-se que o uso de fracdes continuas remonte aos séculos XVI, XVII e XVIII, porém ha
indicios que outros povos antigos conhecessem rudimentos desse tema. Segundo Boyer (1973),
0s primeiros passos remontam a Pietro Antonio Cataldi (1548-1626), de Bolonha, que escreveu
algumas raizes quadradas na forma de fragdes continuas.

Assim, um terceiro procedimento, também de natureza algébrica, para expressar o nimero
v/2 na forma de uma fra¢iio continua, consiste em escrever a equacio polinomial z + 1 = v/2.
Elevando-se ao quadrado ambos os lados, desenvolvendo o 1° membro e ordenando os termos

em "x"no 1° membro, temse: (z+1)? =2 = 22 +22+1 = 2 = 2?+2x = 1. O préximo passo

é fatorar 0 1° membro e isolar "x", de modo que: 2> + 2z =1=z(z+2)=1= 1 = S
. 7 : £ : neyn :B
Deste modo, no denominador do 2° membro estd presente a incégnita "X", que novamente

por ser substituida, de modo recorrente, resultando a expressdao em forma de fracao continua.

1 N 1 N 1 N
T = = T =
1 1
2rw 2+ 2+ :
+x 91
24+
= ! = !
T = T =
1 1
2+ 1 2+ 1
2+2+ 1 2+2+ 1
24z 2+
Comoz+ 1= \/5, entao:
1 1
2+ ... 2+ ...

Um quarto procedimento para expressar uma fragao continua é dado por Bombelli (séc XVI).

Consiste na expressao:

b
r=vVN=va+b=a+

2a +

2a +
2a+ ...
A demonstracdo de tal expressado é fornecida abaixo.

VN = Va? + b, tem-se:
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N=a?+b=>N-a?>=b= (VN —a).(YN—a)=b= (vV/N —a) b

CVN+ad
Mas:
JN (VN —a).(W/N+a) N -—a b b
VN +a VN+a VN+a 2a++VN-a
E aplicando-se sucessivamente o resultado acima:
b b b
\/N— a = b = b = \/N =a-+ 2
20+ ——=—— 2a+ — 2a +
20+ VN —a 2 + 2a +
2a + ... 2a + ...
Aplicando-se tal procedimento para a representacio de v/2 como fracdo continua simples,
tem-se: ] 1
V2=V12+1=1+ 1 =1+ 1 =[1:2,2,..] = [1;2]
2.1+ — 1 2+ — 1
2.1 24 ——
+2.1+... +2—i—...

Em 1572, Bombelli utilizou a seguinte aproximacao para representar a raiz quadrada de 13.
Considerandoa=3eb=4,de z = V13 = v/32 + 4, tem-se:

4
VI3 =3+

6+

4
6+ !
6+ ...

Em 1737, Euler escreve v/13 como uma fracdo continua. Para esse quinto procedimento,
inicialmente consideremos, de modo geral, dado um irracional x, podemos escrevé-lo como:

1 1
r=ay+ —,onde 0 < — < 1.
T T

1 1
Também: 1 = a; + —,onde 0 < — < 1. Assimz = a9+ — = ag +

) T2 €1 a, +

T +
Para o calculo de \/§, considere:

1 1 V2+1
V2=14vV2—-1=aqy=1e — =+2—1.Aindax, = .

0 ) 21V 41
Dai:

VIl =24(VE41)— 2= a1 —2¢— = (V2+1)—2.

o)
Ainda
1 V2+1
V2—1v24+1

Resulta em: .

V2 =1+ i

=2+ 1

Ty =— I\/§+1I$1

=[1;2,2,..] = [1;2]
2+

24 -
+2+...

Vale observar que as técnicas delineadas valorizam o uso da operacao de racionaliza¢do como
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procedimento algébrico de resolucio, que serd retomado somente posteriormente, no estudo de

limites.
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Consideracoes Finais

Esta Dissertagdo teve como principal motivagdo a compreensdo do conjunto dos nimeros
reais, em particular a unido dos racionais com os irracionais formando o conjuntos dos nimeros
reais.

O estudo da Fracdo Continua, e apresentado com uma importante ferramenta para a compre-
encao dos nimeros racionais e irracionais. Foi apresentado suas caractéristicas das fragdes con-
tinuas finitas e infinitas, em conjunto com os nlimeros racionais e irracionais, respectivamente,
dando as devidas importancias aos convergentes, que fornecem as melhores aproximagdes raci-
onais a um ndmero real « qualquer, com erro tao pequeno, quanto se necessita.

Buscando facilitar a compreensao dos alunos com 0s numeros imensuraveis, foi proposto a
utilizagdo de uma calculadora cientifica com as orientacdes do professor pra que se ache suas
melhores aproximagdes. Buscando dismistificar a idea que m = 3, 14.
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