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Resumo

Neste trabalho apresentamos os principais conceitos da Légica Fuzzy, desde conjuntos
fuzzy até numeros fuzzy. Tépicos importantes como a nocdo de alfa-nivel, principio da
extensdo e aritmética fuzzy sdo abordados. O objetivo é servir como fundamento para
professores do ensino médio no que diz respeito a subjetividade existente em problemas reais
da matematica basica. Foram propostos quatro problemas que podem ser utilizados em sala de
aula, com ou sem o auxilio de recursos computacionais. Tais problemas ilustram situacGes em
que a matematica cléssica ndo é suficiente para se tomar alguma decisdo e exemplificam o uso
da Ldgica Fuzzy no ensino-aprendizado de matematica escolar.

Palavras-chave: Teoria Fuzzy, Modelagem, Subjetividade, Resolugéo de Problemas.



Abstract

In this work we present the main concepts of Fuzzy logic, since fuzzy sets up fuzzy
numbers. Important topics such as the concept of alpha-level, principle of extension and fuzzy
arithmetic are addressed. The goal is to serve as the foundation for high school teachers with
regard to subjectivity that exist in real problems of basic mathematics. Four problems have
been proposed that can be used in the classroom, with or without the aid of computing
resources. Such problems illustrate situations where the classical mathematics is not enough
to take any decision and exemplify the use of fuzzy logic in the teaching and learning of
mathematics.

Keywords: Fuzzy Theory, Modeling, Subjectivity, Problem Solving.
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Capitulo 1

Introducao

E inegavel que em algumas decisoes do dia a dia os seres humanos precisam manipular
situagoes extremamente complexas, baseados em informagoes aproximadas ou até mesmo
imprecisas. O mecanismo usado para lidar com estas decisoes ¢ também de uma natureza
imprecisa que, na maioria dos casos pode ser representada por meio de termos linguisti-
cos. O uso da Teoria Fuzzy pode facilitar o uso da informagao imprecisa, expressa por
um conjunto de regras linguisticas, em conversao para um conjunto de termos matemaéti-
cos. Assim, se tivermos a capacidade de estabelecer uma conexao entre a estratégia a ser
tomada e um conjunto de regras da forma se...entao temos uma lista de regras ou algo-
ritmo que podem ser implementados no computador. Produzimos, entao, um sistema de
regras sendo a Teoria Fuzzy fundamental para apresentar os quantificadores matematicos
indispensaveis a tomada de decisao dos seres humanos.

Na Grécia Antiga, Aristoteles (384-322 a.C.) foi o pioneiro em estabelecer um conjunto
de regras rigidas para que conclusoes recebessem a aceitacao de logicamente validas. Esta
Loégica Aristotélica conduziu até uma linha de raciocinio, tendo como fundamentos pre-
missas e conclusoes. A esta logica também atribuimos o nome de Logica Ocidental. Sua
esséncia é baseada em relacoes binarias, pois para cada afirmacao s6 existem duas possi-
bilidades: ou é verdadeira ou é falsa. Sendo impossivel ser ao mesmo tempo parcialmente

verdadeira ou parcialmente falsa.
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Na Logica Difusa, estes conceitos sao quebrados, uma vez que é possivel a coexisténcia
entre termos opostos. Muitas situacoes no mundo real ndao podem ser simplesmente
solucionadas com respostas do tipo sim ou nao, como na Légica Ocidental. Entre o ser ou
nao ser hé inimeros graus de incerteza e esta falta de precisao foi tratada anteriormente
com a teoria das probabilidades. Entretanto, a teoria das probabilidades pode ser de certo
modo incapaz de resolver alguns problemas praticos. Esta limitacao se deve ao fato de a
teoria das probabilidades tratar de um tnico tipo de incerteza: a de natureza aleatoria,
ficando as de conhecimento incompleto e vago ou impreciso negligenciadas. Por isso a
Loégica Fuzzy tem se mostrado mais adequada para resolver problemas com informacgoes
imprecisas. A imprecisdo e a incerteza sao caracteristicas intimamente ligadas e ao mesmo
tempo com uma evidente oposicao, pois quanto mais se aumenta uma, mais a outra
diminui.

Por exemplo, qual é o horario de inicio do préximo filme da matiné? Poderiamos
responder que o filme comeca entre 14h00 e 15h00. Mas se desejassemos oferecer uma
resposta mais precisa, dirfamos que o filme comeca por volta de 14h15, tendo um aumento
da incerteza, pois a probabilidade do filme comecar neste horario nao é mais 1.

Mesmo com intimeras situagoes do cotidiano pautadas por incerteza e imprecisao, o
ensino de matemaética na escola bésica ¢, em grande parte, desenvolvido com uma ausén-
cia de significado no mundo real. Os resultados sao sempre classificados como precisos,
dotados de maximo rigor e, acima de tudo, pautado por situagoes puramente objetivas.
Respostas subjetivas e de caracteristica linguistica sao pouco utilizadas. Sendo muito
comum a pratica de professores e de alunos em acreditar fielmente no valor numérico
que aparece como resposta no final do livro didatico. O mundo subjetivo é muito pouco

explorado e a matematica parece ser um privilégio de poucos que podem compreendé-la.



CAPITULO 1. INTRODUCAO 8

1.1 Objetivo

Nesta dissertacao procuramos apresentar ao publico interessado, professores do Ensino
Médio e pesquisadores em Educacao Matemética ou Ensino de Matematica, alguns pro-
blemas que retratam situacoes em que a subjetividade para a tomada de decisoes se faz
presente. Esses problemas podem servir para futuras pesquisas sobre este tema. Trata-se,
portanto, de um material de auxilio ao professor de matemaética que podera iniciar novos
projetos de pesquisa com os resultados obtidos na aplicacao dos problemas em sala de

aula.

1.2 Metodologia

Para tanto, fizemos uma pesquisa de revisao bibliogréfica para conhecer os conceitos
envolvidos na Teoria Fuzzy e encontrar problemas que necessitam dos conhecimentos dessa
teoria. Evidentemente, nem todos os problemas encontrados na bibliografia apresentavam
uma solucao que dependia de conhecimentos de matematica do ensino médio. Desta
forma, procuramos destacar os problemas que exigiam apenas conhecimentos basicos de
conjuntos, intervalos e médias. A leitura e analise de dados agrupados em tabelas também

é indispensavel.

1.3 Estrutura da dissertacao

No capitulo 2 apresentamos uma primeira abordagem com conjuntos fuzzy. Descreve-
mos as principais operagoes com conjuntos, o significado de conjunto fuzzy, funcao de
pertinéncia e a-nivel, exemplos e métodos para a inferéncia fuzzy.

No capitulo 3 descrevemos os principais conceitos sobre ntmeros fuzzy. As operacoes
com intervalos e os principais tipos de ntimeros fuzzy também foram mencionados.

Por fim, colocamos 4 problemas para ilustrar situacoes em que a subjetividade é

necessaria a tomada de decisao, ou seja, o uso a Teoria Fuzzy para encontrar uma solucao
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para problemas que a matematica classica nao consegue resolver.



Capitulo 2

Conjuntos Fuzzy

2.1 Incerteza

E evidente que a forma de pensar e a linguagem humana estao, necessariamente, pautadas
por incertezas ou conceitos vagos, imprecisos. Nosso pensamento e linguagem nao sao uma
relagao binaria, ou seja, nao tomamos nossas decisoes apenas com respostas do tipo sim
ou nao, branco ou preto, zero ou um. Em nosso cotidiano adicionamos muitas outras
variedades para nossas decisoes e classificacdes. Esses conceitos vagos ou incertos sao
chamados de fuzzy. Encontramos a imprecisao quase que em toda parte no nosso dia a

dia.

2.1.1 Um pouco de motivacao

Por exemplo, quando falamos sobre a altura de uma pessoa, a questao “ser ou nao alto”
depende do contexto. Uma pessoa com 1,80 m poderia ser considerada de estatura média
ou até mesmo alta em uma populagao e esta mesma pessoa poderia ser considerada baixa
em uma populacao em que a média de altura é de 2,00 m.

Em uma situacao da vida real, poderiamos procurar por um local adequado para

construir uma casa. Os critérios para o terreno que procuramos poderiam ser formulados

10
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da seguinte forma: O lugar deve:

e ter uma inclinacao moderada;

e ter uma vista favoravel;

e ter altitude moderada;

e cstar perto de um lago;

e nao ser proximo de uma rodovia;

e nao estar localizado em uma area restrita.

Todas as condigoes mencionadas, menos a ultima, sao vagas, porém correspondem a
forma como expressamos estas condi¢oes em nosso pensamento e linguagem. No modo
tradicional de transformar estas relacoes em intervalos de classes da Matematica Classica

(crisp) terfamos, por exemplo:

e inclinacao menor que 10°%;

vista panoramica entre 140° e 230°;

altitude entre 1.500 m e 2.000 m;

distante 1 km de um lago;

e 1nao estar a menos de 300 m de uma rodovia.

Se o local estiver dentro de nosso critério podemos aceita-lo, caso contrario, se estiver
muito proximo de uma &area restrita podemos exclui-lo. Se, entretanto, atribuissemos
graus de pertinéncia para nossas classes, poderiamos agregar também os lugares que nao
se enquadram no critério por poucos metros ou graus. Eles teriam um baixo grau de
pertinéncia, porém estariam incluidos na analise dos locais. Geralmente, atribuimos um
grau de pertinéncia para uma classe como um valor entre zero e um, onde o zero indica
sem pertinéncia e um representa a maxima pertinéncia. Qualquer valor entre esses dois

extremos pode ser considerado um grau de pertinéncia.
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2.1.2 Pertinéncia versus Probabilidade

Grau de pertinéncia como um valor estabelecido entre zero e um parece muito familiar com
o conceito de probabilidade, que também estabelece um valor entre zero e um. Poderiamos
ser tentados a acreditar que pertinéncia e probabilidade sao basicamente as mesmas coisas.
H4, contudo, uma sutil, porém importante, diferenca.

Probabilidade nos da uma indicacao com qual chance um certo evento ocorrera. Se ele
vai ocorrer, nao hé certeza pois depende da probabilidade. A pertinéncia é uma indicacao
do grau que algo tem com uma certa classe ou fenomeno. Sabemos que o fenomeno
existe. O que nao sabemos, entretanto, é a sua medida, ou seja, com qual grau membros
de um dado universo pertence a classe. Nas proximas secoes vamos estabelecer as bases

matematicas para se trabalhar com conceitos fuzzy.

2.2 Conjuntos Classicos (Crisp) e Conjuntos Fuzzy

Na teoria classica dos conjuntos, um elemento é ou nao membro de um dado conjunto.
Podemos expressar este fato com a funcao caracteristica para que os elementos de um dado
universo pertencam a um certo subconjunto deste universo. Chamamos este conjunto de

classico (crisp).

Definigao. (Funcao caracteristica). Seja A um subconjunto de um universo X. A fung¢ao

caracteristica x ,de A é definida como

Xa: X —{0,1}

com

1 se, e somente se, = € A
xa(z) =
0 se, e somente se, = ¢ A

Desta forma, podemos sempre indicar se um elemento pertence ou nao a um conjunto.

Porém, se tivermos um grau de incerteza se um elemento pertence a um conjunto, podemos
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expressar a pertinéncia de um elemento a um conjunto por sua funcao de pertinéncia.

Defini¢ao. (Conjuntos Fuzzy). Um conjunto fuzzy A de um universo X é definido por
uma funcdo de pertinéncia pa definida como puy : X — [0,1] onde pa (x) € o valor de

pertinéncia de z em A. O universo X é sempre um conjunto cléassico (crisp).

Se o universo é um conjunto finito X = {x, 29, ..., x,}, entdo, o conjunto fuzzy A em

X é dado por

A= pa() /o1 + pa(22) 2+ o+ pa () [20 = ZMA (i) /i

O termo g4 (z;) /x; indica o valor de pertinéncia de x; do conjunto fuzzy A. O simbolo
“/7 & um separador, Y e “+” tem fun¢oes de agregagio e conexao dos termos.
Se o universo for um conjunto infinito X = {z1, z,...} , entdo, o conjunto fuzzy A em

X ¢é denotado por

A= [ wata)fo

Vale ressaltar que os simbolos >, [ e + ndo devem ser interpretados com seus significados
usuais de somatoério, integral e adigao.

O conjunto vazio fuzzy 0 é definido como Vz € X, ug (z) = 0.

Para cada elemento do universo X temos que Vx € X, ux (x) = 1, ou seja, o universo
é sempre classico.

Uma funcao de pertinéncia atribui para cada elemento do universo um grau de perti-
néncia ao conjunto fuzzy. Este grau de pertinéncia deve estar entre zero (sem pertinéncia)
e um (pertinéncia absoluta). Todos os outros valores entre zero e um indicam em que

medida um elemento pertence a um conjunto fuzzy.

Exemplo 1. Considere trés pessoas Antonio, Bernardo e Carlos e suas respectivas alturas,
1,85 m, 1,65 m e 1,80 m. Queremos atribuir para estas pessoas diferentes uma das
seguintes classes de altura: pequeno, médio ou alto.

Se considerarmos uma classificacao classica e definirmos os intervalos de classe como
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] H Baixo H Médio H Alto ‘
[ Antonio | 0 [ 1 [ 0 |
’ Bernardo H 1 H 0 H 0 ‘
] Carlos H 0 H 1 H 0 ‘

1,75

Partinéncia
_D _D _D _D _D _D
Y [4] [=3] By ] =] [=]

=
[2]
L

=
Pa
.

0,1

0 t } } t t f 7 f f f t f ! f f t t f f i
120 125 130 135 140 145 150 155 160 165 170 175 180 185 190 195 200 205 210 215 22
cm

Figura 2.2.1: Grafico da fungao caracteristica do exemplo 1

menor ou igual a 1,65 m para baixo; entre 1,65 m e 1,85 m incluindo este iltimo extremo
para médio; e por fim maior que 1,85 m para alto, temos que Antoénio tem altura
média, Bernardo é baixo e Carlos é alto. Percebemos também que Antonio esta tao
proximo de alto quanto Carlos, porém eles se enquadram em diferentes classes. A funcao

caracteristica das trés classes é mostrada na Tabela 2.2.

Quando escolhemos uma abordagem com conjuntos fuzzy, precisamos definir trés fun-
coes de pertinéncia para as trés classes, respectivamente. Vejamos na Figura 2.2.1.

Para baixo selecionamos uma funcao linear que produz o valor de pertinéncia para
pessoas com estatura menor que 1,50 m e diminui até zero em 1,70 m. Ou seja, em c¢m

temos



CAPITULO 2. CONJUNTOS FUZZY 15

1 se x < 150

M Baizo = %0170 se 150 < x < 170

0 se x> 170

\

A fungao de pertinéncia para a classe de estatura média produz valores iguais a zero
para pessoas menores que 1,55 m, e cresce até atingir um em 1,70 m. Deste ponto em

diante, a fungdo decresce até atingir o zero em 1,85 m. Ou seja, em cm temos

0 se T < 155

5"1255 se 155 <x <170

Hiarédio =

%5185 se 170 <z < 185

0 se x > 185

\

A funcado de pertinéncia para a classe alta vale zero até 1,70 m. Depois cresce até

atingir um em 1,90 m. Ou seja, em cm temos

0 se x < 170

HAlto = % se 170 <z <190

1 se z > 190

\

O grau de pertinéncia das trés pessoas para as trés classes sao dados na Tabela 2.4.

| | Baixo || Médio || Alto |
| Antonio || 0,00 [[ 0,00 [| 0,75 |
| Bernardo || 0,25 || 0,66 || 0,00 |
| Carlos || 0,00 | 0,33 | 0,50 |

Tabela 2.4: Grau de pertinéncia para o exemplo 1.
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2.3 Funcoes de Pertinéncia

A escolha de uma funcao adequada para um conjunto fuzzy é fundamental para uma
melhor performance da modelagem. E uma das responsabilidades do usuario selecionar
uma func¢ao que é a melhor representagao para o conceito fuzzy que serd modelado. Alguns

critérios sao interessantes para a funcao de pertinéncia:

Ela deve ser definida em A C X, com valores reais entre zero e um;

p:ACX —[0;1]

Os valores de pertinéncia devem ser 1 para os membros que, definitivamente, per-

tencem ao conjunto;

A funcao de pertinéncia deve diminuir, de modo apropriado, para os valores limi-

tantes;

Os pontos com valor de pertinéncia 0,5 devem estar na fronteira do conjunto classico
(erisp), ou seja, se aplicarmos uma classificagao classica (crisp), a classe de fronteira

deve ser representada por esses pontos.

Ha dois tipos de func¢oes de pertinéncia mais usados: as lineares e as senoidais. A notagao
de um conjunto fuzzy linear é (a;b;c;d),com a < b < ¢ < d; indicando que se z < a ou
x> dentdo pa(r) =0e pa(x) =1sex € [bcl. Nocaso em que a < b = ¢ < d temos
um conjunto fuzzy na forma triangular. A Figura 2.3.1 mostra uma fun¢ao de pertinéncia
linear na forma trapezoidal. Esta funcao possui quatro parametros a, b, ¢, e d. A escolha
de valores apropriados para cada um desses parametros faz a funcao de pertinéncia ter a

forma trapezoidal ou triangular.
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Figura 2.3.1: Funcoes de pertinéncia linear
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Assim como na forma

escolher uma fungao de pertinéncia senoidal (veja Figura 2.3.2).

linear, podemos por meio de escolhas apropriadas dos quatro parametros ter formatos

diferentes na representacao do conjunto fuzzy.
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Partinéncia

Um caso especial de fungao de pertinéncia é a funcao Gaussiana, oriunda da funcao
densidade de probabilidade de uma distribui¢cao normal com dois parametros ¢ (média)
e o (desvio padrao), veja Figura 2.3.3. Embora seja uma fungio derivada da teoria da

probabilidade, ¢ possivel usi-la como funcao de pertinéncia para um conjunto fuzzy.

Exemplo 2. As funcoes de pertinéncia do Exemplo 1 sao lineares com os seguintes pa-
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rametros

1 se x < 150

M Baizo = %0170 se 150 < x < 170

0 se x> 170

’
0 se T < 155
% se 155 <z < 170
Hrrédio =
%5185 se 170 < x < 185
0 se xr > 185
;
0 se T < 170
HAlto = =170 g0 170 < x < 190

20

1 se xz > 190

\

2.4 Operacoes em Conjuntos Fuzzy

Operacoes em conjuntos fuzzy sao definidas de forma parecida com as dos conjuntos clas-
sicos. Entretanto, nem todas as regras para operacoes com conjuntos classicos sao validas
para conjuntos fuzzy. Da mesma forma que em conjuntos cléssicos temos subconjuntos,
unido, intersecao e complemento de conjuntos fuzzy. Além disso, ha mais de uma forma

de operar com a uniao e a intersecao destes conjuntos.

Definicao (Suporte). Todos os elementos de um universo X que possuem um valor de
pertinéncia maior que zero para um conjunto fuzzy A sdo chamados de suporte de
A, ou

supp(A) = {z € X | pa(z) > 0}

Exemplo 3. O suporte do conjunto fuzzy para pessoas de estatura baixa (Exemplo 1)

sao todas as pessoas que sao menores que 1,70 m.

Definigao (Altura). A altura de um conjunto fuzzy A é o maior valor de pertinéncia em
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A, escrito como alt(A).

Se alt(A) = 1 entdo o conjunto é chamado de normal.

Exemplo 4. A altura dos conjuntos fuzzy Baixo, Médio e Alto do primeiro exemplo é

um. Todos sao conjuntos fuzzy normais.

Podemos sempre normalizar um conjunto fuzzy dividindo-se todos os seus valores de

pertinéncia pela altura do conjunto.

Definigao (Igualdade). Dois conjuntos fuzzy A e B sdo iguais (denotaremos A = B) se

para todo membro do universo X seus valores de pertinéncia sao iguais, ou seja,

Vo € X, pa () = pp (2)

Os subconjuntos sao definidos pela inclusao de conjuntos fuzzy.

Definigao (Inclusdo). Um conjunto fuzzy A esta contido em um conjunto fuzzy B (de-
notamos A C B) se para cada elemento do universo X os valores de pertinéncia de

A sdo menores ou iguais aos de B, ou seja,

Vo € X, pa(z) < pp(z).

Observando a Figura 1.4.1, percebemos que um conjunto fuzzy A estd contido em um
conjunto fuzzy B quando o grafico da funcao de pertinéncia de A fica completamente
coberto pelo grafico de B.

Para a uniao de dois conjuntos fuzzy temos mais de uma forma de defini-la. As mais

comuns sao apresentadas a seguir.

Definigdo (Uniao). A uniao de dois conjuntos fuzzy A e B pode ser calculada para todos

os elementos do universo X por uma das seguintes formas

L paus(z) = maz (pa(z), pp(z))



CAPITULO 2. CONJUNTOS FUZZY 22

1,75

0,9

Partinéncia
_E _D _D _D _D
- in m ~ o

=
[2]

0.2

0,1

48 16 14 12 0 8 6 4 2 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
Figura 2.4.1: Inclusao de conjuntos fuzzy - A C B

2. pauvs () = pa(r) + pp(r) — palz) - ps(r)

3. paus(z) = min (1, pa () + pp (z))

Podemos dizer que a unidao definida em 1 é de um operador nao interativo, uma vez
que os valores de pertinéncia dos conjuntos nao possuem interacao. De fato, um conjunto
pode ser completamente ignorado na operacao de unidao quando esté incluido no outro. As
outras duas definicbes possuem um carater interativo, pois o valor da funcao de pertinéncia

da uniao ¢ determinado com os valores de pertinéncia dos dois conjuntos.

Exemplo 5. A Figura 2.4.2 ilustra a operacao de uniao para os conjuntos fuzzy Baixo

e Médio do Exemplo 1.

Definigao (Intersegao). A intersecao de dois conjuntos fuzzy A e B pode ser calculada

para todos os elementos do universo X por uma das seguintes operacoes:

L. pans(e) = min (ua(2), us (@)
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2. panp(z) = pa(z) - pp(x)
3. panp(z) = maz(0, pa(z) + pp(z) — 1)

Como ja mencionado anteriormente, o primeiro caso é de um operador nao interativo, os
demais sao interativos. Cabe destacar que existe uma correspondéncia estre as definicoes,

ou seja, a uniao do tipo 1 esta associada com a intersecao do tipo 1, e assim sucessivamente.

Exemplo 6. A figura 2.4.3 ilustra a intersecao dos conjuntos fuzzy Baixo e Médio do

Exemplo 1.

Defini¢ao (Complemento). O complemento de um conjunto fuzzy A no universo X

(representado por A) é definido como

Exemplo 7. A Figura 2.4.4 mostra o conjunto fuzzy Médio do Exemplo 1 e seu comple-

mento.

Muitas das regras para operacoes sao validas tanto para conjuntos crisp quanto para

conjuntos fuzzy. A Tabela 2.6 mostra as regras que sao validas em ambos.

; ﬁ E ill z ﬁ lei da idempoténcia
i Eﬁ %J g; % g z i % Eg E g; associatividade

2 ﬁ E g z g % i comutatividade

573 ﬁ E Eg B g; z gﬁ % gg B Eﬁ E g; distributividade
196_ ﬁ ﬁ g z %B% lei de De Morgan
11. j =A Complemento duplo

Tabela 2.6: Tabela com leis validas para conjuntos crisp e fuzzy
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nao sao va
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’ 2. H ANA=0 H lei da contradi¢ao ‘

alidas em conjuntos fuzzy

a0 Sao v

Tabela 2.8: Regras que n
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A Figura 2.4.5 ilustra que as leis desta tdltima tabela em geral ndao funcionam com

conjuntos fuzzy.
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2.5 Alfa-Niveis

Se desejarmos conhecer todos os elementos de um universo que pertencem a um conjunto
fuzzy e tém, pelo menos, um certo grau de pertinéncia, entao podemos usar a nocao de

a-nivel.
Definigao (a-nivel). Um a-nivel A, com 0 < o < 1é o0 conjunto A* = {x € X | ua (z) > a}.

Exemplo 8. O 0,8-nivel do conjunto fuzzy Alto contém todas as pessoas que tém 1,86

m ou mais de altura.

Com o conjuntos a-nivel podemos identificar os elementos do universo que tipicamente

pertencem ao conjunto fuzzy em questao.

2.6 Variaveis Linguisticas e Modificadores Linguisticos

Na matematica as variaveis geralmente assumem valores numéricos. Uma variavel lingufs-
tica é uma variavel que assume valores linguisticos que sao palavras (termos linguisticos).
Se, por exemplo, tivermos a varidvel linguistica “altura”, os valores linguisticos para altura
podem ser “pequena”, “média” e “grande”. Estes valores linguisticos possuem um certo grau
de incerteza ou imprecisao que podem ser expressos por uma func¢ao de pertinéncia de um
conjunto fuzzy. Geralmente, modificamos um termo linguistico pela adicao de palavras
como “muito”; “pouco”, “muitissimo”, ou “mais ou menos” e chegamos em expressoes como
“muito alto” ou “um pouco baixo”.

Para estas mudancgas daremos o nome de modificadores linguisticos. Eles podem ser
expressos como operadores aplicados ao conjunto fuzzy representando termos linguisticos.
(confira na Tabela 2.9)

A proxima tabela (Tabela 2.10) mostra os modelos que podem ser usados para repre-

sentar modificadores linguisticos para os termos linguisticos.

Exemplo 9. A Figura 2.6.1 mostra a funcao de pertinéncia para Alto, Muito Alto e

Muitissimo Alto.
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’ Operador \ Expressao
Normalizagao Hnorm(A) (x) = a‘f{bﬂ%
Concentracao Peon(ay(x) = )

Dilatacao paila) () = \/ f1a(x)
Negacao Hneg(A) (z) = pz(z) =1 — pa(z)

Intensificagao de contraste

int(a) ()

2u%4 () se u(x) € 1050, 5]
1—2(1—pa(z))® caso contrario

Tabela 2.9: Modificadores linguisticos

|

Modificadores

\ Operadores ‘

muito 4

con(A)

mais ou menos A

dil(A)

nao A

not(A)

09 |
08
0.7 |
06
05
04
03
02
01}

Tabela 2.10: Modelos para modificadores linguisticos

120 140

Alto

1

60

“—— Muitissimo Alto

B Muito Alto

180 200 220 cm

Figura 2.6.1: Funcao de pertinéncia com modificadores linguisticos I
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08 r ~ N&o Muito Alto
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Figura 2.6.2: Funcao de pertinéncia com modificadores linguisticos 11

Exemplo 10. A Figura 2.6.2 mostra a funcao de pertinéncia para Alto e Nao Muito Alto.

Exemplo 11. A figura 2.6.3 mostra a fungao de pertinéncia para Alto e Um Pouco Alto.

2.7 Inferéncia Fuzzy

Na logica classica temos apenas dois possiveis valores para uma variavel logica, verdadeiro
ou falso, 0 ou 1. Como ja vimos neste capitulo, muitos fenémenos podem ser melhor
representados por conjuntos fuzzy em vez de conjuntos classicos. Os conjuntos fuzzy
podem também ser aplicados em argumentagoes quando conceitos vagos estao envolvidos.

Na logica classica, a argumentagio é baseada ou na deducdo (modus ponens) ou na
indugao (modus tollens). Na argumentacao fuzzy, usamos um modelo de modus ponens

generalizado com o seguinte formato:

e Premissa 1: Se z é A entdo y é B
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Figura 2.6.3: Funcao de pertinéncia com modificadores linguisticos 111
e Premissa 2: z é A’
e Conclusao: y é B’

Aqui, A, B, A’, e B’ sao conjuntos fuzzy onde A" e B’ nao sao exatamente o mesmo

que A e B.

Exemplo 12. Consideremos o modelo modus ponens generalizado para o controle de

temperatura.
e Premissa 1: Se a temperatura é baiza entao ajuste o aquecedor para alto.
e Premissa 2: A temperatura é muito baiza.
e Conclusao: Ajuste o aquecedor para muito alto.

Na inferéncia logica normalmente temos mais de uma regra. De fato, o nimero de regras
pode ser muito maior pois sabemos que ha inimeros métodos para a argumentacao fuzzy.

Veremos alguns a seguir.
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2.8 Alguns Métodos Fuzzy

2.8.1 O Método Direto de Mandani

Este método é baseado em uma argumentacao modus ponens generalizada da forma

(
Se z é Aje y é Bientao z ¢ C

Se r & Ase y é Boentao z € Cy
D= q: <

\ Sez é A,e y é Byentao z é C),
p:oxé A yé DB

q: 26 C”

A premissa 1 se torna um conjunto de regras ilustrado na Figura 2.8.1. A, B, e C sao

conjuntos fuzzy, x e y sao variaveis premissas e z é a variavel consequéncia.

Figura 2.8.1: Premissa e consequéncia

O processo de argumentacao é entao simplificado de acordo com o seguinte procedi-

mento. Sejam x( e yo as varidveis premissas de entrada.

1. Aplique os valores iniciais das varidveis premissas para cada regra e compute o
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minimo de pa,(zo) e up, (yo):

Regra 1: my = mz’n(um@o), MBl(?JO))

Regra 2:  mgy = min(ua,(xo), 5, (Yo))

Regra n: my, = min(pa, (o), 1z, (yo))
2. Corte a fungdo de pertinéncia da consequéncia pc,(z) em m;:

Conclusdo da regra 1:  pe:(2) = min (mi, pe, (2)) ,Vz € Cy

Conclusdo da regra 2:  pc: (2) = min (ma, pic,(2)) ,Vz € Cs

Conclusdo da regra n: pc’ (2) = min (my, pe,(2)),Vz € Cy,

3. Calcule a conclusao final com a determinacao da uniao de todas as conclusoes indi-

viduais do passo 2
Ho(2) = maz (1e; (2). oy (), - 1y (2))

O resultado da conclusao final é um conjunto fuzzy. Por questoes praticas, precisamos de
um valor definido para a variavel de consequéncia. O processo para determinar este valor
¢ chamado de defuzzificacao. Ha& muitos métodos para defuzzificar um dado conjunto
fuzzy. Um dos mais comum é o centro de gravidade (ou centro de area).

Para um conjunto fuzzy discreto o centro de area é computado como

> po(z) -2

n = ———"7-—7

> ne(z)

Para um conjunto fuzzy continuo temos

[ nelz) - zdz

0= "———

J he(2)dz
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Exemplo 13. Fornecidas a velocidade de um carro e a distancia do carro a sua frente,
poderiamos determinar se deveriamos frear, manter a velocidade, ou acelerar. Vamos

assumir o seguinte conjunto de regras para a situacao dada.

e Regra 1: Se a distancia entre os carros é pequena e a velocidade é baixa, entao,

mantenha a velocidade.

e Regra 2: Se a distancia entre os carros é pequena e a velocidade é alta, entao, reduza

a velocidade.

e Regra 3: Se a distancia entre os carros é grande e a velocidade é baixa, entao,

aumente a velocidade.

e Regra 4. Se a distancia entre os carros é grande e a velocidade é alta, entao,

mantenha a velocidade.

Distancia, velocidade e aceleracao sao variaveis linguisticas com os valores “pequena”,
“grande”; “alta”, “baixa”; e “reduza’, “mantenha” e “aumente”, respectivamente. Elas po-
dem ser modeladas como conjuntos fuzzy (Figuras 2.8.2, 2.8.3 e 2.8.4).

Com uma distancia fornecida o = 15 m e uma velocidade de yo = 60 km/h iniciamos

o passo 1. Os resultados sao mostrados na Tabela 2.11.

‘ Regra ‘ Pequena ‘ Grande ‘ Baixa ‘ Alta ‘ Min. ‘

1 0,75 0,25 0,25
2 0,75 0,75 | 0,75
3 0,25 | 0,25 0,25
4 0,25 0,75 | 0,25

Tabela 2.11: Tabela com os valores do exemplo 13

Agora devemos cortar a funcao de pertinéncia para a variavel de conclusao nos minimos
valores do passo 1. O resultado é ilustrado na figura 2.8.5.

Por fim, devemos combinar as funcoes de pertinéncia individuais do passo 2 ao re-
sultado final a defuzzifici-lo. A uniao das quatro funcoes de pertinéncia é mostrada na

Figura 2.8.6. O valor final ap6s a defuzzificacao, com duas casas decimais, é -5,46 e é
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Figura 2.8.4: Funcao de pertinéncia da aceleracao

A conclusao desta inferéncia fuzzy é que quando a distancia entre os

étodo simplificado em que a conclusao é um valor real
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de um conjunto fuzzy. Ele é baseado na modus ponens generalizada sobre a

2,

carros é de 15 metros e a velocidade é de 60 km/h, devemos frear suavemente para reduzir
¢ ao inveés

Frequentemente, o processo de defuzzificacao consome muito tempo e é muito complicado.

2.8.2 O Método Simplificado

Uma aproximacao alternativa é o m

indicado na reta .
a velocidade.

forma:
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Figura 2.8.5: Cortes nos minimos valores para cada regra
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Defuzzificagdo da variavel aceleragdo

R

L - T _— T T TR ;

oo . . L O W 1 . !
L e ereaneaees deoconeaees Lo I S e :
(13 TERE foeemnaneasd [ remene e e enanent

q1: zéc’

A premissa 1 torna-se um conjunto de regras como ilustrado na figura 2.8.7. As
variaveis premissas sao conjuntos fuzzy; a conclusao é um niamero real (fuzzy singleton).

O processo de argumentacao é entao muito mais simples se comparado com o método
anterior, com a diferenca de que o resultado nao é um conjunto fuzzy que precisa ser
defuzzificado, mas se pode computar o resultado final diretamente depois do passo 2 no
algoritmo.

O algoritmo funciona como no procedimento a seguir. Sejam z, e yy as entradas para

as variaveis premissas.
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Figura 2.8.7: Premissa e consequéncia no método simplificado
1. Aplique os valores iniciais das varidveis premissas para cada regra e compute o

minimo de g4, (xg) € pp, (Yo):

Regra 1: m; = mm(ml (xO)uuBl (?JO))

Regra 2:  mgo = min(pa,(xo), 5, (Yo))

Regra n: my, = min(pa, (o), 1, (Y0))
2. Compute o valor de conclusao por regra como:

Conclusao da regra 1: ¢, =my - ¢

Conclusdo da regra 2: ¢, = my - Cy

Conclusao da regra n: c,

n — My Cp

3. Compute a conclusao final como:

Z?:l Ci,
Z?:l my

CcC =

Exemplo 14. Dados o declive, o mapa de aspecto de uma regiao e o seguinte conjunto de
regras, podemos realizar uma andlise de risco baseada no grau da taxa de risco, variando

de 1 (baixo risco) até 4 (risco muito alto). Os conjuntos fuzzy para a declividade plana e
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Figura 2.8.8: Funcao de pertinéncia da declividade

to sao mostrados nas Figuras 2.8.8 e 2.8.9.

mgreme € 0 aspec

s

e Regra 1: Se a declividade é plana e o aspecto é favorével, entao, o risco é 1.

to é favoravel, entao, o risco é 2.

z

2

€ mgreme € O aspec

e Regra 2: Se a declividade

entao, o risco é 3.

e Regra 3: Se a declividade é plana e o aspecto desfavoravel,

to desfavoravel, entao, o risco é 4.

s

7

e mgreme € O aspec

e Regra 4: Se a declividade
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Figura 2.8.9: Funcgao de pertinéncia do aspecto

Para uma declividade de 10% e um aspecto de 180° temos os seguintes resultados na

Tabela 2.12

| | Declividade (d) | Aspecto (a) | Min (d,a) | Conclusoes

Regra 1 0,5 1 0,5 0,5
Regra 2 0,2 1 0,2 0,4
Regra 3 0,5 0 0 0
Regra 4 0,2 0 0 0

Tabela 2.12: Resultados do Exemplo 14

. 7 054044040 N . .
Para o resultado final temos: ¢ = 051024010 — 1,29, que significa baixo risco.



Capitulo 3

Numeros Fuzzy

Um namero fuzzy pode ser dado de diversas maneiras distintas, dependendo de sua funcao

grau de pertinéncia.

Definigao. (Numero Fuzzy) . Um ntimero fuzzy é um conjunto fuzzy com dominio R, ou

seja é:
1. normal: algum elemento tem fun¢ao de pertinéncia 1;
2. limitado: o suporte do conjunto fuzzy ¢ um intervalo limitado; e

3. convexo: essencialmente cada o —nivel é um intervalo fechado para valores positivos

de o .

Com um pouco mais de rigor mateméatico, podemos definir que um conjunto fuzzy T é
normal se existe um z € X em que T'(z) = 1. Um conjunto fuzzy T é convexo se cada
a-nivel T, para cada « € (0,1], ¢ um subconjunto convexo do dominio, ou seja, um
intervalo continuo. Finalmente, o suporte ou a-nivel forte em zero deve ser limitado, isto
¢, T = [a,b] com a < b e nem a nem b podem ser infinito.

Inegavelmente, uma das partes mais importantes na logica fuzzy é a ideia de nimero
fuzzy. Nas proximas partes deste capitulo abordaremos mais especificamente este conceito.

A Figura 3.0.1 apresenta a evolu¢ao do niimero natural 50, com sua representacao

grafica A(x) que vale 1 em z = 50 e zero caso contrario. Em seguida temos um intervalo

42
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g _________________--_______..L/

pertinéncia

Figura 3.0.1: Evolugao do niimero 50

contendo 50 com a representacao grafica B(x) que vale 1 no intervalo 45 < z < 55 e zero
caso contrario. Passando para o nimero fuzzy mais ou menos 50 com a representacao
grafica C(z) que cresce em linha reta desde (45,0) até o ponto (50,1), e, entdo, decresce
até o ponto (55,0). Por fim, o intervalo fuzzy proximo de 50 com a representacao grafica
D(z) que cresce em linha reta desde (45,0) até o ponto (48,1), permanece constante
em 1 até o ponto (52,1) e decresce até o ponto (55,0). Ultimamente, a distingao entre
numero fuzzy e intervalo fuzzy vem desaparecendo e ambos passaram a ser considerados
como nimeros fuzzy, mas ainda é possivel encontrar a nomenclatura intervalo fuzzy na

literatura sobre este topico.
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3.1 Numeros Fuzzy

Um certo namero fuzzy T é um conjunto fuzzy limitado, convexo e normal, definido sobre
0S NUMmMeros reais.

Vamos iniciar com um simples exemplo antes de passarmos aos detalhes técnicos. As
equacoes 3.1 e 3.2 definem dois nimeros fuzzy A e B. O nimero fuzzy A representa o
conceito vago mais ou menos um e B representa o conceito vago mais ou menos dois.
Um conjunto fuzzy é determinado por sua funcao de pertinéncia, assim podemos definir

a equagao para o conjunto fuzzy A como

2—x 1<ax<?2

e a equacgao para o conjunto fuzzy B é

r—1 1<z<2
B(z) = (3.2)

3—x 2<z<3

Examinando os graficos de A e B (Figura 3.1.1) vemos que ntimeros fuzzy sao repre-
sentados por fungoes triangulares construidas com dois segmentos de reta. Vale destacar
também, que ndo mencionamos a restri¢ao adicional que A(x) = 0 se = esta fora do inter-
valo fechado [0,2] e que B(z) = 0 se x esta fora do intervalo fechado [1,3]. Deste ponto em
diante, assumiremos que qualquer ntimero fuzzy tem zero como valor de pertinéncia para
cada valor do dominio x no universo X nao explicitado como um valor de pertinéncia
diferente de zero. O ntmero fuzzy A da a nocao que mais ou menos um incluiu qualquer
valor do dominio maior que zero e menor que dois, mas também indica que temos mais
certeza que 1,1 & mais ou menos 1 (0,9 de grau de pertinéncia) que 0,2 (grau de pertinéncia
0,2) e que 2,1 definitivamente ndo é mais ou menos 1 (grau de pertinéncia 0).

Vamos agora considerar um problema sobre a adi¢ao de dois niimeros fuzzy, o A e o B

descritos anteriormente. O resultado deve ser um ntmero fuzzy e se os niimeros fuzzy A e
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B representam, respectivamente, mais ou menos um e mais ou menos dois, ¢ de se esperar
que o resultado da soma seja mais ou menos trés. Vejamos uma definicao um pouco mais

formal sobre um ntimero fuzzy.

3.1.1 Numero Fuzzy Triangular

Um ntimero fuzzy triangular - Tr - recebe este nome por sua propria forma. Sua funcao
de pertinéncia ¢ dada por dois segmentos de reta, um crescendo do ponto (a;0) para (b;1)
e o segundo decrescendo de (b;1) até (c¢;0). Seu dominio ¢ o intervalo fechado [a;c]. Um
numero fuzzy triangular pode ser especificado pela tripla ordenada (a;b;c) coma < b <c¢

e sua funcao de pertinéncia é

o8
Il
Q
IA
=
YA\
[yl

Trla;b;c](x) =

o8

i)
S
AN
8
A
o

3.1.2 Numero Fuzzy Trapezoidal

Um nimero fuzzy trapezoidal - Tp - pode ser especificado por uma quadrupla ordenada
(a; b; ¢; d) com a < b < ¢ <d esua fun¢io de pertinéncia consiste em trés segmentos de
reta. O primeiro segmento cresce de (a;0) até (b;1). O segundo ¢ um segmento horizontal
com valor constante igual a um desde (b;1) até (c;1). E o terceiro segmento decresce de

(c;1) até (d;0). A fungdo de pertinéncia para nimeros fuzzy trapezoidais é

T a<x<b
T'pla; b; ¢; d)(x) = 1 b<xr<e
=d o <gp<d

\

Ha outras formas de namero fuzzy, porém para exemplos mais simples (destinados aos

alunos do ensino médio) estes descritos anteriormente sdo os mais usados.
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Figura 3.1.2: Namero fuzzy trapezoidal

3.2 Aritmética Fuzzy

3.2.1 O principio da extensao

47

Sem duvida alguma, a ferramenta mais importante em todos os conjuntos fuzzy é o

principio da extensao. Ele é fundamental pois proporciona a conexao entre conjuntos

fuzzy e todas as funcoes, operacoes e ferramentas da matematica classica.

Por exemplo, se definirmos um namero fuzzy A = Tr[0;1;2] e outro ntmero fuzzy

B =1Tr[1;2;3].

E natural perguntar qual o valor da soma destes dois niameros fuzzy? E a diferenca,

o produto e o quociente? Além disso, como definimos funcoes sobre os ntumeros fuzzy?

Os numeros fuzzy teriam pouca utilidade se nao existisse resposta para algumas destas

perguntas, ou se nao existisse um método geral para estender qualquer fungao ou operagao

da matemaética classica para o dominio dos numeros fuzzy. O principio da extensao

permite isso e muito mais.
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Primeiro, é algo um tanto quanto 6bvio que a soma de dois niimeros fuzzy deveria ser
um nimero fuzzy. Um nimero fuzzy, como A, modela o conceito de mais ou menos um
e B modela mais ou menos dois. Se somarmos mais ou menos um com mais ou menos
dois seria extremamente surpreendente se conseguissemos um resultado exato, de fato
esperamos que a resposta seja mais ou menos trés.

Entao, a soma de A e B deve ser outro ntiimero fuzzy C e precisamos de uma formula
para definir o grau de pertinéncia de x em C com base nas defini¢oes de A e B.

A definicao apropriada para esta soma é:

C(z) = mazmin[A(z), B(y)]

z+y=c

a qual nos dé& a funcao de pertinéncia de C' = A @ B. Neste exemplo, assumimos que
X, v e z sao todos definidos sobre R. Usamos a notacao @ para a adicao de nimeros
fuzzy pois, é importante lembrar que C' = A& B nao pode ser dada pela adi¢ao das duas

fungoes de pertinéncia de A e B. O resultado é outro ntumero fuzzy triangular

w|

C(z) =

IS
NI
8

3<x<Hh

As duas formulas anteriores foram produzidas com o principio da extensdo. Entre-
tanto, o principio da extensao é um resultado muito geral, que pode ser aplicado em
muitas outras situacoes, além da adicao de dois nimeros fuzzy. Ele pode ser aplicado
em qualquer um dos operadores da aritmética basica para fornecer formulas de adicao,
diferenca, produto e quociente de ntimeros fuzzy. Ele pode ser aplicado em qualquer re-
lacao numérica ou funcional da matematica classica para produzir um resultado analogo
na teoria fuzzy.

Seja X o produto cartesiano de n conjuntos, X = X; x Xy x --- x X,,. Sejam
Ay, Ay, - L A,y n conjuntos fuzzy definidos sobre os universos X1, Xs, -+, X,, respectiva-

mente. Suponhamos, além disso, que f é um mapeamento de X sobre algum conjunto Y,
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y= f(x1,29, -+ ,x,) = f(z). Finalmente, por f~!(y) denotamos o subconjunto de X que
¢ mapeado pela fungao f para y € Y, ou seja, f~'(y) = {z | f(z) = y}. Podemos agora
definir um conjunto fuzzy B com dominio Y, induzido pelo mapeamento f e os conjuntos

fuzzy Aq, Ag,--- , A,, por meio do principio da extensao

B(y) = sup min[Ai(z1), As(z2), -+, Ap(x)]
zef~(z)

para todoy € Y. E importante destacar que f nio precisa ser uma funcio, apenas
uma relagao.

Assim, a definicao da funcao de pertinéncia para a soma de Ae B, C' = A® B, dada
anteriormente é devida a aplicacao do principio da extensao sobre os nimeros fuzzy A e
B e a funcao aritmética binaria da adicao.

Com a ajuda do principio da extensao podemos agora definir a aritmética fuzzy dos
numeros fuzzy. Relembrando as definicoes de A e B, o principio da extensdao nos dé

C' = A® B, com a funcao de pertinéncia C' = T'r[1; 3; 5]:

w|

C(z) =

IS
w||
8
(OV)]
A\
S
AN
ot

3.2.1.1 Intervalo aritmético

Como conseguimos a solugao dada na equagao anterior para o nimero fuzzy C(x) que é
a soma dos ntimeros fuzzy A(z) e B(z)? Isso pode ser resolvido com o uso da algebra,
mais um método mais facil é usar a interpretacao intervalar. Lembrando que um conjunto
fuzzy é completamente caracterizado por seus a-niveis. Desde que um ntmero fuzzy seja
um conjunto fuzzy convexo definido como subconjunto de algum nimero real, os a-niveis

sao intervalos

A% =g, a] = {z [ A(z) = a}
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1) Tr1;3;5]
Figura 3.2.2: Numero fuzzy C = A + B
onde

a=min{z | A(z) >

a =max{x | A(x) >

Assim, o conjunto de pares (a, A%), para cada « € [0, 1], caracteriza um niamero fuzzy

e consiste em um nivel de presuncao « e de um intervalo de confianca A“

la, a].

Desde que A seja um numero fuzzy, em cada a-nivel o intervalo de confianga é simples-

mente um intervalo sobre a reta real. Em anélise de intervalos, a soma de dois intervalos

a,a] e

[b, b] é apenas um outro intervalo [Q +ba+ 1_7],
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[a.a] & [b,b] = [a+ b;a + D]

De maneira muito semelhante, o produto entre dois intervalos é dado pela formula

e a formula do inverso multiplicativo de um intervalo é

[a,a) " = [5717271] , se a, a>0.

Com isso, conseguimos a definicao da subtracao de intervalos

[Qa E] S [Z—)’ b] = [Q, E] D (@[[—7’ b])

e o quociente de dois intervalos é definido por

la,a] @ [b,b] = [a, @] ® ([b, 6] )

Podemos agora mostrar que se C = A @ B entao C'* = A* & B* para todo «, onde
A* @ B* é uma soma de intervalos. Assim, se desejarmos adicionar dois nimeros fuzzy,
podemos fazer a soma dos intervalos de confianca correspondentes em cada um dos a-
niveis.

Vamos rever o problema introduzido anteriormente neste capitulo. Queremos adicionar

dois naumeros fuzzy A e B com as seguintes funcoes de pertinéncia
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T 0<z<1 r—1 1<z<2
2—z 1l<az<?2 3—zr 2<x<3

e produzir suas féormulas para a soma, diferenca, produto e quociente.

Vamos primeiro exemplificar o calculo com alguns valores numéricos, para posterior-
mente chegar em um resultado geral.

Fixemos a = 0,3. Os cortes de A e B sio intervalos, especificamente A%3 = [0, 3;1,7]
e B =11,3;2,7]

Adicao: Quando adicionamos intervalos, somamos os extremos correspondentes, ou

seja,

A% @ B% =10,3;1,7 @ [1,3;2,7] = [1, 6;4, 4]

que deve ser o corte em C = A@ B em a = 0,3, ou C% = [1,6;4, 4]
Subtragao: Quando subtraimos intervalos (com todos os extremos sendo nimeros posi-
tivos), devemos inverter o segundo intervalo e entao subtrair os extremos correspondentes,

assim:

A% o B% =100,3;1,72[1,3;2,7 =1[0,3;1,7] ® [-2,7; —1,3] = [-2,4;0,4] = C°?

Multiplicagao: Quando multiplicamos intervalos, devemos multiplicar os extremos cor-
respondentes
A @ B =10,3;1,7®[1,3;2,7) = [0,39;4,59] = C**

Divisao: Quando dividimos intervalos (com todos os extremos sendo niimeros positi-

vos), devemos inverter o segundo intervalo e entdo dividir os extremos correspondentes
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Ao B =10,3;1,7©1,3;2,7 =[0,3;1,7] /[2,7;1,3] = [0, 11; 1, 31] = C*®

com duas casas decimais de aproximacao.

Oposto: Quando queremos o oposto de um intervalo, devemos inverter os extremos e

trocar os sinais

OB" =0o[1,3;2,7 = [-2,7; -1, 3]

Reciproco: Quando invertemos um intervalo, devemos inverter os extremos e tomar

seus reciprocos

- 1 1
B0,3 1 — .32 -1 I P R )
(B™) ™ =11,3;2,7] 7 15| — 0:3%0.77]

com a aproximacao de duas casas decimais.

Vejamos, agora, um caso mais geral com os dois nimeros fuzzy A e B. Primeiramente,
j& sabemos que ambos sao ntimeros fuzzy triangulares. Para cada « escolhido, temos que
A® é um intervalo, e por causa da forma triangular da funcao de pertinéncia podemos
resolver para os limites esquerdo e direito do corte em termos de .. Para um « arbitrério,

A% = [a(«);a(@)] . O mesmo ocorre para B, pois os limites esquerdo e direito dependem

s6 do a.
Agora temos condicoes de resolver explicitamente usando as equacgoes

T 0<x<1 r—1 1<zx<2
Ax) = e B(x) =

22— 1l<zx<2 3—x 2<x<3

Por exemplo, se usarmos o lado direito do ntimero fuzzy triangular B e igualarmos a

o temos

a=3—=x
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e resolvendo para x temos x = 3 — « que deve ser o extremo direito do corte em B. De
maneira analoga, escolhendo « igual ao lado esquerdo e resolvendo para z encontramos
x = a+1 que deve ser o extremo esquerdo do intervalo do corte. Repetindo o procedimento

para o nimero fuzzy triangular A conseguimos as formulas para os extremos dos cortes

emAe B

Uma outra forma de dizer este mesmo resultado é que para qualquer o € [0;1] os

cortes sao intervalos

A% = a;2 — ¢

B* =[a+1;3 — qf

Anteriormente, mostramos que se C' = A® B, entao, os cortes de C sao iguais a soma

dos cortes de A e B. Assim,

C* =[c(a);c(a)]
a(a),a(a)]®[b(a),b(a)]
= [a(a) +b(a),a(a

+
=l
2

E se substituirmos pelos valores correspondentes, temos

C=2—a|®[a+1;3—a] =[2a+1;5 —2q]

Sabemos que o extremo esquerdo do corte em C, em termos de «, é
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cla) =2a+1
e o extremo direito é
c(a) =5 -2«
Resolvendo para « encontramos
oo Cla)—1
2
e
5_c
_5—cla)
2

Vale destacar que « é essencialmente um valor de pertinéncia e que ¢ («) é o valor de
z mais a esquerda do valor de pertinéncia «, ¢ («) é portanto, o valor de z mais a direita.
Entendendo esta parte corretamente, temos a féormula para o nimero fuzzy C:
=l 1< <3

2

C () =

ot

=t 3<r<h
O intervalo da definicao, 1 < x < 3, pode ser determinado pela adi¢ao dos intervalos
correspondentes da definicio de A, que é 0 <z < 1,e B, queé 1 < x < 2, ou determinando

z—1

onde *7= assume os valores do intervalo 0 < % < 1. Os dois métodos produzem os

mesmos resultados.

Como um segundo exemplo, vamos encontrar a formula para os cortes do nimero fuzzy

C que a diferenca entre A e B. Sendo C = A© B
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C*=lc(a);e(a)]
= la(a);a(@)] e b(a),b(a)]
= [a(@) = b(a);a(a) = b(a)]
=[m2—-aofea+1;3—q]
=la-B-0a);2-a) = (a+1)]

[2a — 3;1 — 20]
Sabemos que

cla) =2a—3
e

¢(a) =1- 2«

Resolvendo as equacoes para a vem

_cla)+3
“T T
e
1_=
1ot
2

C(x) =

O namero fuzzy C é triangular, C' = Tr [-3; —1; 1]
O proximo exemplo ilustra que o produto e o quociente de ntimeros fuzzy triangulares

nao sao, necessariamente, um nimero fuzzy triangular. Vamos encontrar a formula para
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Tr[-3;-1;1] 1

-3.5

Figura 3.2.3: Numero fuzzy C = A - B

o numero fuzzy C que é o produto entre A e B. Com C' = A ® B podemos deduzir que

C* = lc(a);e(a)]
= A* @ B°
= [a(a);a(a)] @ [b(a),b(a)]
= [a(a)-b(a);a(a)-b(a)]
=la-(a+1);3—a)- (2-a)
= [a® + a;6 — ba + o]

Temos que o extremo esquerdo do intervalo é

cla)=a’*+a

e o extremo direito é

¢(a) =6 —ba + o
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Mantendo apenas as raizes positivas das equacoes quadraticas temos

2 — =
C () =
5—v4z+1
5 2<rx<6

Para o quociente temos, se C = A©® B

Assim,

3L 0<zx<

N[ —=

C(r)=
z+1 %<.’L’§2

A préxima figura ilustra os produto e o quociente em questao.
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pertinéncia Lo

0.8 T
0.6 T
04 71

02 T

0.0 ——Ft——F—"+—~F—+—F—"+—F+—+—¥

ertinéncia
p 1.0 +
0.8 +

0.6 T

04 1

s | —— P | P I [ P -
——+—t——t+—+———t—+—t+++—+—+—————t—
1 02040608 101214 1618 2022124
X

C=408B

Figura 3.2.4: Produto e quociente entre A e B



Capitulo 4

Problemas para a sala de aula

Neste capitulo apresentamos alguns problemas que podem ser usados em sala de aula para
turmas do ensino médio. Em alguns casos, usaremos o software InFuzzy que esté dispo-
nivel para download em http://www.unisc.br/portal /pt/cursos/mestrado/mestrado-em-
sistemas-e-processos-industriais /softwares-para-download /infuzzy.html.

Cabe ao professor definir as melhores estratégias para colocar em préatica a resolucao
de tais problemas, porém, sugerimos, como uma primeira abordagem, que estes problemas
sejam primeiramente propostos sem apresentacao alguma da logica fuzzy. O objetivo é
ter um grupo de controle para a pesquisa em sala de aula. Posteriormente, sugerimos um
minicurso sobre conjuntos e nimeros fuzzy (como apresentados nos capitulos anteriores),
bem como os métodos para a inferéncia (Mandani por exemplo).

O uso de um software para a resolucao dos problemas ¢ opcional e fica a critério do
professor, uma vez que os resultados podem ser obtidos com o uso dos conhecimentos

matemaéaticos de um aluno do ensino médio.

61
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contaminagéo desta
#| agua é de 10%

contaminagdo dessa
dgua é de 10%

=

Figura 4.1.1: As fontes d "agua

4.1 Probabilidade versus Possibilidade

Enunciado: Apds uma longa caminhada, sob intenso calor, vocé se depara com duas fontes
de 4gua. Sedento, porém cauteloso, vocé 1&é o que esta escrito em cada uma delas.

Na 1 esté escrito que a probabilidade de contaminacao da agua é de 10%. J4 na 22
estd escrito que a possibilidade de contaminacao da agua é 10%.

De qual fonte vocé beberia a dgua? Justifique sua resposta.

Obs.: Este problema ¢ baseado no encontrado em [2|. Sugerimos a leitura desta tese
para maiores esclarecimentos.

Com este problema podemos inicialmente verificar se os alunos possuem algum tipo de
conhecimento sobre a distin¢ao entre probabilidade e possibilidade. Em ambos os casos
ha uma incerteza associada as fontes d "agua. Porém, no caso da teoria fuzzy, a incerteza
(fuzziness) tem a capacidade de descrever a ambiguidade de um evento, medindo o grau
com que um evento acontece, nao a sua ocorréncia. Ja a aleatoriedade das probabilidades

descreve a incerteza da ocorréncia de um evento que pode ocorrer ou nao. Se um evento
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ocorre ou nao ¢ aleatério, com que grau é tal ocorréncia é fuzzy.

H& muitas semelhancas entre probabilidades e incerteza fuzzy ou possibilidade. Por
exemplo, ambas quantificam e modelam a incerteza em um intervalo [0;1]. As manipula-
coes das incertezas sao distributivas, comutativas e associativas. Mas ha uma diferenca
primordial nas duas teorias, pois o que se modela nao ¢ o mesmo tipo de objeto. Na
segunda fonte esta escrito que a possibilidade de contaminagao da agua é de 10%, ou seja,
seu contendo é bastante similar & Agua potavel, pois ha um grau de pertinéncia de 90%,
o que indica que ¢é praticamente adgua boa para o consumo. Na pior hipdtese, ao bebé-la,
a pessoa terd uma leve dor de barriga, uma vez que a agua nao é contaminada. J& na
primeira fonte, estd escrito que a probabilidade de contaminacao da agua é de 10%, ou
seja, apo6s inimeros experimentos é esperado que o contetido desta fonte seja potavel em
90% dos casos. Nos outros 10% o contetido esta contaminado, ou seja, ha uma chance em
10! E como se sabe nas teorias das probabilidades, isto nao quer dizer que se retirarmos
dez copinhos com amostras desta fonte, entdao ha um copinho com &gua contaminada.
Pode ser que todos os copinhos estajam com agua contaminada, ou seja, é provavel que o
individuo que beba esta agua venha a morrer por intoxicagao.

Assim, fica evidente a distincao entre as duas informacoes das placas. A primeira
fornece informacao sobre as expectativas relativas a um grande ntimero de experimentos
aleatorios. Ja a segunda fornece o grau de pertinéncia fuzzy, que tem como fun¢ao quan-
tificar a similaridade de objetos com propriedades definidas de maneira imprecisas,/vagas.

Por isso, é esperado que seja escolhida a segunda fonte para se beber a 4gua.
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4.2 O Calculo do Seguro do Carro

Enunciado: Vocé é um corretor de seguros de automoveis e deve fazer o calculo do seguro
de um cliente. Sabe-se que o veiculo possui 6 amassados e seu valor é de aproximadamente
R$ 15.000,00.

Para o céalculo do seguro, a empresa usa tabelas que atribuem diferentes valores para
as variaveis preco e amassados.

Obs.: Este e o proximo problema foram retirados de

http://nstec.com.br/IA /listas/Listad.pdf, acesso em 01,/03/2013.

| Preco (R$) | 0 | 2500 | 5000 | 7500 | 10000 | 12500 | 15000 | 17500 | 20000 | 22500 | 25000 |
Barato [1] 09 [ 08 [ 07 ] 06 [ 05 [ 04 | 03 [ 02 [ 01 0
Caro O] 01 ]02]03] 04 ] 05 ] 06 | 07 ] 08 ] 09 1

Tabela 4.1: Funcao de pertinéncia para o preco do veiculo

]Amassados\O\l\Z\S \4\ 5 \6 \7\8oumais‘
Muitos 0/0/0/02]04]06(08]|1 1
Poucos 1111708061 0,410,2

Tabela 4.2: Funcao de pertinéncia para os amassados do veiculo

| Seguro (reais) | <100 | 100 | 200 | 300 | 400 | 500 |
Alto 0 Jo2]04]06]08] 1
Baixo 1 [o08]06[04]02] 0

Tabela 4.3: Fungao de pertinéncia do valor do seguro

Fora isso, vocé deve seguir algumas regras estipuladas pela empresa.

Regra 1: Se o preco é caro e os amassados sao poucos, entao, o seguro € alto.
Regra 2: Se o prego é barato e os amassados sao poucos, entao, o seguro é baixo.
Regra 3: Se o prego é barato e os amassados sao muitos, entao, o seguro é alto.

Assim, qual deve ser o valor pago pelo seguro do veiculo?

4.2.1 Uma possivel solucao:

12 etapa: processo de fuzzyficacao



CAPITULO 4. PROBLEMAS PARA A SALA DE AULA

Para a variavel preco temos

[ Barato(15.000) = 0, 4

Licaro(15.000) = 0,6

Para a variavel amassados temos

MJWuitos(G) = 07 8

,uPoucos(6) - 07 2

22 etapa: processo de inferéncia

Regra 1: Se o preco é caro e os amassados sao poucos, entao, o seguro ¢ alto.
Preco é caro com pertinéncia 0,6.

Amassados sao poucos com pertinéncia 0,2.

Seguro é alto com pertinéncia 0,2, pois min {0, 6;0,2} = 0, 2.

Regra 2: Se o prego é barato e os amassados sao poucos, entao, o seguro ¢ baixo.
Preco é barato com pertinéncia 0,4.

Amassados sao poucos com pertinéncia 0,2

Seguro é baixo com pertinéncia 0,2 pois min {0,4;0,2} = 0, 2.

Regra 3: Se o preco é barato e os amassados sao muitos, entao, o seguro é alto.
Preco é barato com pertinéncia 0,4.

Amassados s3o muitos com pertinéncia 0,8

Seguro é alto com pertinéncia 0,4, pois min {0,4;0,8} = 0, 4.

32 etapa: defuzzyficacao

Regra 1: pian(X) =0,2 .. X =100

Regra 2: fipaizo (Y) =10,2 .Y = 400

65
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Regra 3: pan.(Z)=0,4 .. Z =200
Para chegar ao valor do seguro, devemos calcular a média ponderada entre os valores

do seguro e seus respectivos graus de pertinéncia. Assim:

(0,2 x 100) + (0,2 x 400) + (0,4 x 200) 20 + 80 + 80

= 225
0,2+0,2+0,4 0,8

Seguro =

Concluimos que o valor a ser pago pelo seguro do veiculo é de R$ 225,00.

Comentario: Este problema pode ser facilmente resolvido por um aluno do ensino
médio. Nao é preciso ter conhecimentos matematicos sofisticados, basta entender o que
é a leitura e interpretacao de dados em uma tabela; saber descrever o menor elemento de

um conjunto; e por fim, conhecer o significado de média aritmética ponderada.

4.2.2 Solugao com o uso do InFuzzy

Vamos resolver o problema com o uso do software InFuzzy. Ao abrir o programa devemos
definir um novo projeto, atribuindo um nome, um autor e uma descri¢ao.

Na proxima tela, precisamos incluir as variaveis de entrada, preco e amassados, cli-
cando na seta verde.

O proximo passo é criar uma funcao que melhor modela as varidveis em questao.

Para a variavel preco, definimos uma funcao decrescente para o termo linguistico
barato e uma crescente para o termo linguistico caro.

Para amassados, definimos duas fun¢oes rampa (uma esquerda para o termo muitos
e uma direita para o termo poucos).

Podemos, agora, criar a variavel de saida seguro clicando na seta vermelha. Mais
uma vez, duas funcoes lineares modelam perfeitamente os dados da tabela.

O préximo passo é incluir a base de regras. Para tanto devemos clicar no icone de
adicionar bloco de regras e ligar as variaveis até o bloco para realizar as conexoes para a

inferéncia.
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A InFuzzy . UNISC .2 Pés-graduagio em Sistemas e Processos Industriais =)
Arquive  Ferramentas  Janelas  Sobre
~ = .
e JUQ 4 Ve
g e
L ]
°
L]
L]
L]
L]
° \
| ]
nun PPGSPI
1T DEPOS-GRIDUACHO N
UNIVERSIDADE DE SANTA CRUZ DO SUL SISTENAS £ PROCESSDS INDUSTRIAL- MESTRADD
|13825178‘1 |Ve15301.1 |Ederson Luis Posselt \UNISC \Pbs'Gradua 30 em Sistemas e Processos Industriais - Mestrado
Figura 4.2.1: Tela inicial do InFuzzy
A InFuzzy . UNISC i Pés-graduagio em Sistemas e Processos Industriais =@ = |

Arquive  Ferramentas Janelas  Sobre

af Yool s ve|

{4 Formulario de criagio de Projeto e

Titulo: [Céleulo do Seguio

Autor: [Wikem

Descrigao: [Este projeto caloula o valor da seguro de um automéve

N
E==UNISC A4 114

PROGRAMA DE m;-ﬁunmgn 2}
UNIVERSIDADE DE SANTA CRUZ DO'SUL SISTEMAS E PROCESSOS INDUSTRIALS - MESTRADD

3 concelar

13824788 [Versio1d [Ederson Luis Posselt |UNISC [Pgs-Graduago em Sistemas e Processos Industriais - Mestrado

Figura 4.2.2: Criagao do projeto para o calculo do seguro
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4 InFuzzy = UNISC - Pés-graduagio em Sistemas e Processos Industriais

Arquive  Feramentas  Janelas  Sobre

all o

G| J|e)

{4 Projeto: Calculo do Seguro

T o]0

[alx[*[efa]%|r] #|

Céleulo do Seguo

Adicionar Varidveis de Entrada

Autor:
Willam
ata:
01/05/201313.29
Descrigso:
E:te projeto caloula o valor do seguro de um
automével

N[0 - Mifmimo NomaT)
O 01 -Méimo (CoromaT) =],
mplcagBe] 01 - Minimo MomsT) =]
Defziicassl 01 -Cenlio ds Gravidade  ~
Passos 010

el m ]

J»

I

[x=53 [y=0 [PtEnt=-1 [Pt Sai= -1 [PtBR= -1 [Pt Tx=-1 do Sisterna

1382 x 784 [Verséo 11 |Ederson Luis Posselt [UMISC _[P8s-Graduacéo em Sistemas e Processos Industriais - Mestrada

Figura 4.2.3: Tela para definir as configuracoes do projeto

4 InFuzzy . UNISC . Pés-graduagdo em Sistemas e Processos Industriais

Arquive  Ferramentas  Janelas  Sobre
| o] @l v e
4 Projeto: Calculo do Seguro
»Ofo[|@|a|x|t[ ] Bw|R]#
Céleulo do Sequro I =
f— & Formulsrio de varisveis de entrada e saida o]
liam aridver
Data: Wome R 11
01/05/2013 1337
Descrigao: Universo:| 000 [350000
Este prgjetorcalcuialo walordo Rl L - =
& idade: |F
automével Unidade: |R$ . ~ /
e — N
Barato o, 0y
Defiigges do Fo | e \\
AND 01 - M inimo [Nor 07 /’
0RO - Masimo [Cor ] -
5 -
mplicagEod 01 - Minimo [No £, e
A ’m: Q) Inchir... | @A\Ierav..l ) Exeli | & Y
0, .
Defaficagial 01 - Centio da i ™~
010 ) .
Passos:| 0. - e
Orgaric o o W
B3 Projelo ' o~
1) Varidveis de Entrads o e
| E-@x Preon ' NG
(= Barato -
[E Cao o 2000 4000 6000 G000 10000 12000 14000 16.000 18000 20000 22000 24000
@) Vaidveis de Saids RS
i+ L Bloco de Regras
A Tedte
01 ) 2 o | B somi | X e
N I |
[x=95 [v=76 [PtEnt=0 [Pt Sai= -1 [PtBR= -1 [PETa= -1 do Sisterna
1382x784 Verséo11 [Ederson Luis Posselt [UNISC _[Pés-Graduagdo em Sistemas e Processos Industriais - Mestrado

Figura 4.2.4: Funcao de pertinéncia da variavel prego
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Arquive  Ferementas Janelas  Sobre

al |9l @l e

dleulo do Sequro

Céleulo do Seguo

4 Projet
n [* o|o|x[a|a|x[+][&f W]%[F] ]
I

{4k Formulario de variaveis de entrada e saida

Autor:
iliam e

ata: 11
01/05/201313:37 omes

Desciigao: Universo:| 0.0 8,00 q

Este projeto caloula o valor do 5

automével Unidade: |quantidade

0,

| Temos linguisticos |
Muitas o

Poucos
AND: 01 - Minimo IN 07
OR: 01 - M éeimo (Cor 85,
5

Irapicagad 01 - Minimo [No £
(©) Inchir | Q) Aterar | (@) Eveluir | e

o] 01 -M&
gregacio] D1 - Masimo (Co

o,
Defuziicagge:/ 01 - Centia da G

I

Passos| 0,10 0,
0,
£ Frajeto
1) Vaiévels de Entiad 01
| 2y Preco
: Barato
Cao 0 1 2 3 4 5 7 8
Ly Amassados quantidade
2 g Varidveis de Saida:
i 4 Bloca de Regras
LA Tedo Largura linha § &2 Imprinir |  saveBrp X Eechar
< m ] o
[x=111 [¥=198 [PtEnt=1 [Pt Sai= -1 [PtBR= -1 [PeTx=-1 [i do Sisterna
1382 x 784 [Verséo 14 |Ederson Luis Posselt [UMISC _[P8s-Graduacéo em Sistemas e Processos Industriais - Mestrada

Figura 4.2.5: Funcao de pertinéncia da variavel amassados

#4 InFuzzy 2 UNISC

Pés-graduaggo em Sistemas e Processos Industriais

Arquive  Ferramentas  Janelas  Sobre

al |9l &l v e
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i Formuldrio de varidveis de entrada e saida

Autor:
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Data: Wome IR 11
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0,
Defuziiicaggio] 01 - Centra da G
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Passn ,1 0 J 0. /r \\

I

0,
-5 Projeto :
1) Varidveis ds Entrad o P i
| %y P 1 Ty
= Barato
i-[E Cao 0 20 40 60 S0 100 120 140 160 130 200 220 240 260 280 300 320 340 350 380 400 420 440 460 450 500
- Amassados RS
= Mutos
: Poucos
5@ Yot i I & .| F e | X oot
T 5@ Sequs
: FE blo -
<[ Bloco de Regras N ™ | 5
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1382x784 Verséo11 [Ederson Luis Posselt [UNISC _[Pés-Graduagdo em Sistemas e Processos Industriais - Mestrado

Figura 4.2.6: Funcao de pertinéncia da

variavel seguro
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{4 InFuzzy . UNISC .z Pés-graduagdo em Sistemas e Processos Industriais

Arquive  Ferramentas  Janelas  Sobre

a| JololE] el |

4 Projeto: Calculo do Seguro
Alx[efefu]w]ef |

Titulo:
Céleulo do Seguro

| v

Autor:
liam
Data:
01/05/2013 1337
escrigao:
Este projeto calcula o valor do seguro de um

autamavel
BLOCO_REGRA 0

10 NomaT)

I

OR 01 - Masimo (CormaT— ~ |

Impicaggo] 01 - Minimo NomaT] ]|
Aayegaciol 01 - Maio (CoromaT) v
Defuaiicasio] 01 -Contio da Gravidade  ~
Passos;|0.10 ~

B Varidveis de Saidas
LB Sequo

H El

£y Bloco de Regias

: =Gy BLOCO_REGRAD
: = Conesdies de Entiada | =

Preco
H Amassados i
=¥ 4 nexﬁes de Saida a o | +
H Segura
LA T ~ [X=636 [¥=55 [PtEnt=1 [Pt Sai=0 [PtER=0 [PeTx= -1 do Sistema
1382 x 784 [Versio11 |Ederson Luis Posselt [unasC  [Pés-Graduagao em Sistemas e Processos Industriais - Mestrado

Figura 4.2.7: Conexdes entre variaveis e bloco de regras

Podemos, entao, criar as regras de acordo com as restricoes do enunciado.

A InFuzzy . UNISC .. Pés-graduagio em Sistemas e Processos Industriais = 2 |

Arquive  Ferramentas  Janelas  Sobre
a) /| G ve) |
[ o[o[m[z[4[x[+[ e n[w[P] 7]

Autor: A Propriedades do Bloco de Regras (o5 fmim]

filiam

Data:
01/06/2013 13:37 Nome do Bloco Regras | BLOCO_DE_REGRAS

44 Projeto: Cilculo do Segure

Descrigio: s
Este projsto calcula o valor do seguro de um (Bt o (e -
automérvel (SE)

Preco: Barato > I NI
Amassadas: Muitas - T NEe

Definig eto
ANDJ01 -Minima NomaT) v

OR01 - Mésimo [ConamaT] <
[Preco = Caro) AND [Amassados = Poucos) Entdo  (Seguo = Alto)

Delcicaceof 0 - CentodoGrovtsse = S (Preco = Baraltol AND fAmassados = Pouses) | Entdo  (3eguo = Baivol
Passas:| 0.10 | Se ([Preco= Barato) AND [Amassadns = Muitos) Entda [Sequro = Alo)

onar Regra [ Editar Regra

1Y Varidveis de Saidas
| B Sequo

Ao o
: E Baixa

£ Bloco ds Regras

| B4y BLOCO_REGRA D

(= Coneies de Entrada | =
o = froifese £ B e _
Amassados L

E}- 4 Conexdes de Saida Ea - T 0
i ~[E Segu
DA Tain g - [x=357 |v=145 [PtEnt=1 [Pt Sai=0 [PtBR=0 [Pt Tu= 1 do Sisterna
1382x784 |Versio11 |Ederson Luis Posselt [UNISC _|Pés-Graduacdo em Sistemas e Processos Industriais - Mestrado

Figura 4.2.8: Edicao das regras no programa

Neste momento podemos clicar no altimo icone (ferramentas de simulagao) e atribuir

os parametros do problema: preco de R$ 15.000,00 e 6 amassados.
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4 InFuzzy iz UNISC .2 Pés-graduagso em Sistemas & Processos Industriais
Arquive  Femamentas  Janelas  Sobre
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Figura 4.2.9: Simulacao com os valores do problema
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Figura 4.2.10: Gréfico da saida defuzzificada

Vale destacar que o valor da saida para o seguro foi de aproximadamente R$ 280,00.
Esta diferenca em relacdo aos R$ 225,00 calculados anteriormente se deve ao fato dos

diferentes métodos utilizados para a inferéncia fuzzy.
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4.3 O Calculo do Rendimento da Aplicacao

Enunciado: Vocé é o gerente do Banco Fuzzy e deve simular para um cliente o rendimento
de uma determinada aplicacao de acordo com um certo periodo de tempo. Para tanto, é

preciso seguir algumas regras do banco:

e Ha uma tabela para a funcao de pertinéncia de cada valor aplicado.

| Valor (R$ em milhares) [25] 4 [ 5 | 9 |16 [ 23 [30] 37 | 42 [ 60 |

Muito Baixo 1107]05[02] 0] 0]0]0]0]O0
Baixo 0 [04/05/09[(09(03[0] 01010
Alto 010]0]0]02[(08]1]08[04]0

Muito Alto 0lo|o0o]o0]o0o|o0]o0]02[07]1

Tabela 4.4: Funcao de pertinéncia do valor aplicado

e [xiste uma tabela para o periodo da aplicagao.

| Periodo (meses) [ 1 | 3 | 6 | 8 [ 12 [ 24 |

Curto 1 108105103/ 0 0
Médio 03105 1 1 10,5102
Longo 0 0 1020608 1

Tabela 4.5: Funcao de pertinéncia do periodo aplicado

e Por fim, hd uma tabela de pertinéncia para o rendimento.

| Rendimento (%) [ 1] 5 [ 10 [ 30 | 50 | 100 |
Alto 0[ 0 ]02]03[05] 1
Baixo 1[08[05[04] 0] 0

Tabela 4.6: Funcao de pertinéncia do rendimento

Os gerentes ainda precisam seguir com rigor as regras estipuladas pelo banco:
Regra 1: Se o valor é muito baixo, entao, o rendimento é baixo.
Regra 2: Se o valor é baixo e o periodo longo, entao, o rendimento ¢ alto.

Regra 3: Se o valor é baixo e o periodo nao é longo, entao, o rendimento é bhaixo.
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Regra 4: Se o valor é alto e o periodo é curto, entao, o rendimento é baixo.
Regra 5: Se o valor é alto e o periodo nao é curto, entao, o rendimento é alto.
Regra 6: Se o valor é muito alto, entao, o rendimento é alto.

Desta forma, qual deveria ser o rendimento de um cliente caso invista:

a) R$ 5.000,00 durante 8 meses?

b) R$ 30.000,00 durante 1 més?

¢) R$ 60.000,00 durante 24 meses?

4.3.1 Uma possivel solugao (a):

1% etapa: fuzzificacao

Para a variavel valor da aplicacao temos

M MuitoBaizo (5000) - 07 5

U Baizo (5000) = 0,5

faito (5000) = 0

[MuitoAlto (5000) = 0

Para a variavel periodo da aplicacao

HCurto (8> = 07 3

Kaiedio (8) =1
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K Longo (8> =0,6

22 etapa: processo de inferéncia

Regra 1: Se o valor é muito baixo, entao, o rendimento é baixo.
min(0,5) = 0,5

O rendimento é baixo com pertinéncia 0,5.

Regra 2: Se o valor é baixo e o periodo longo, entao, o rendimento ¢ alto.

min(0,5;0,6) = 0,5
O rendimento é alto com pertinéncia 0,5.
Regra 3: Se o valor é baixo e o periodo nao é longo, entao, o rendimento é baixo.
min (0,5; (1 —0,6)) = min (0,5;0,4) = 0,4

O rendimento é baixo com pertinéncia 0,4.

Regra 4: Se o valor é alto e o periodo é curto, entao, o rendimento é baixo.
min (0;0,3) =0

O rendimento é baixo com pertinéncia 0.

Regra 5: Se o valor é alto e o periodo nao é curto, entao, o rendimento é alto.

min (0; (1 —0,3)) = min (0;0,7) =0

O rendimento é alto com pertinéncia 0.

Regra 6: Se o valor é muito alto, entao, o rendimento é alto.
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min (0) =0

O rendimento é alto com pertinéncia 0.

32 etapa: defuzzyficacao

Regra 1: fipgizo (A) = 0,5 .. A =10

Regra 2: payp, (B) =0,5.. B =50

Regra 3: pipgizo (C) = 0,4 ... C =30

Regra 4: [ipaizo (D) =0 .. D = 50; D"=100
Regra 5: pap, (F)=0..E=1,E"=5
Regra 6: piap, (F)=0..F=1,F'=5

O célculo da média ponderada fornece

p_ (05:10) +(0,5-50) + (0,4 30) + ((0-50) + (0 100)) +2((0-1) + (0 5))

0,5+0,54+0,4+04+0+0

C5425+12

30
1,4

O rendimento é de 30% para a simulagao (a).

4.3.2 Uma possivel solugao (b):

12 etapa: fuzzyficacio

Para a variavel valor da aplicacao, temos

M MuitoBaizo (30000> =0

[t Baizo (30000) = 0
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M Alto (30000) =1

M MuitoAlto (30000) =0

Para a variavel periodo da aplicacao

HCurto (1) =1

Paredio (1) = 0,3

HLongo (1) =0
22 etapa: processo de inferéncia
Regra 1: Se o valor é muito baixo, entao, o rendimento é baixo.
min(0) =0
O rendimento é baixo com pertinéncia 0.
Regra 2: Se o valor é baixo e o periodo longo, entao, o rendimento é alto.
min(0;0) =0
O rendimento é alto com pertinéncia 0.
Regra 3: Se o valor é baixo e o periodo nao é longo, entao, o rendimento ¢é baixo.
min (0; (1 —0)) = min (0;1) =0,

O rendimento é baixo com pertinéncia 0.

Regra 4: Se o valor é alto e periodo é curto, entdao, o rendimento é baixo.
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min (1;1) =1

O rendimento é baixo com pertinéncia 1.

Regra 5: Se o valor é alto e o periodo nao é curto, entao, o rendimento é alto.

min (1;(1 — 1)) = min (1;0) =0

O rendimento é alto com pertinéncia 0.

Regra 6: Se o valor é muito alto, entao, o rendimento ¢ alto.

min (0) =0

O rendimento é alto com pertinéncia 0.

32 etapa: defuzzyficacao

Regra 1: fipaizo (A) =0 .. A =50; A"=100
Regra 2: piap, (B)=0..B=1,B"=5
Regra 3: 1paizo (C) =0 ..C = 50;C =100
Regra 4: ppgizo (D) =1..D =1

Regra b5: piap, (F)=0..E=1,E"=5
Regra 6: piap, (F)=0..F=1,F"=5

O céalculo da média ponderada fornece

1x1
=1

Rendimento =

O rendimento é de 1% para a simulacao (b).

4.3.3 Uma possivel solugao (c):

1? etapa: fuzzificacao

Para a variavel valor da aplicacao temos

7
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M MuitoBaizo (60000> =0

[ Baizo (60000) = 0

[tz (60000) = 0

M MuitoAlto (60000) =1

Para a variavel periodo da aplicagao

HCurto (24> =0

Paredio (24) = 0,2

HLongo (24) =1

22 etapa: processo de inferéncia

Regra 1: Se o valor é muito baixo, entao, o rendimento é baixo.

min(0) =0

O rendimento é baixo com pertinéncia 0.

Regra 2: Se o valor é baixo e o periodo longo, entao, o rendimento ¢ alto.

min(0;1) =0

O rendimento é alto com pertinéncia 0.

78



CAPITULO 4. PROBLEMAS PARA A SALA DE AULA 79

Regra 3: Se o valor é baixo e o periodo nao é longo, entao, o rendimento é bhaixo.

min (0; (1 — 1)) = min (0;0) =0

O rendimento é baixo com pertinéncia 0.

Regra 4: Se o valor é alto e periodo é curto, entdao, o rendimento é baixo.

min (0;0) = 0

O rendimento é baixo com pertinéncia 0.

Regra 5: Se o valor é alto e o perfodo nao é curto, entdao, o rendimento é alto.

min (0; (1 —0)) = min (0;1) =0

O rendimento é alto com pertinéncia 0.

Regra 6: Se o valor é muito alto, entao, o rendimento é alto.

min (1) =1

O rendimento ¢é alto com pertinéncia 1.

32 etapa: defuzzyficacio

Regra 1: fipaizo (A) =0 .. A =50; A"=100
Regra 2: pap, (B)=0...B=1;B=5
Regra 3: [ipaizo (C) =0..C =50;C"=100
Regra 4: pipaizo (D) =0 .. D =50; D"=100
Regra 5: pap, (F)=0..E=1,E"=5
Regra 6: pian, (F)=1..F =100

O célculo da média ponderada fornece

1x1
X OO:100

Rendimento =
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O rendimento é de 100% para a simulacdo (c).

Comentarios: Novamente, as operacoes exigidas sao facilmente dominadas por um
aluno do ensino médio. Cabe destacar que neste problema ha um nimero maior de
variaveis linguisticas e regras de inferéncia. Um outro ponto importante é que em alguns
casos havia mais de um possivel valor para a variavel com determinado valor de pertinéncia

conhecido.
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4.4 A Viagem Campinas - Sao Paulo

Enunciado: Vocé vai fazer uma viagem de 6nibus de Campinas até Sao Paulo que esta

sujeita as seguintes condicoes:

A distancia é de aproximadamente 100 km:;

A velocidade nao deve exceder os 120 km /h;

O transito é geralmente intenso e a velocidade é reduzida nos pedagios;

O o6nibus sai quase sempre atrasado, mas nunca houve atraso de mais de meia hora.

Qual o tempo total (T) gasto em uma viagem de 6nibus de Campinas a Sao Paulo?

Para mais detalhes deste problema confira [1] pp. 57-60.

4.4.1 Uma possivel solucao

Do ponto de vista da matemaética classica é impossivel conseguir uma resposta exata para
este problema, pois s6 possuimos informacoes vagas, mal definidas.

Quem j4 entrou no famoso Cometa poderia fornecer uma resposta intuitiva entre uma
hora e uma hora e meia, baseada exclusivamente em sua experiéncia no trajeto Campinas
- Sao Paulo.

Porém, o que procuramos é uma resposta que nao carece da experiéncia do percurso,
mas tenha condicoes de lidar com estas informacoes vagas e produzir respostas carregadas
de conteido matematico, mesmo sendo oriundo de uma resposta linguistica.

Vamos verificar como fica a solu¢ao deste problema com o raciocinio fuzzy.

Como sabemos que a distancia D é de aproximadamente 100 km, podemos defini-la

como um numero fuzzy triangular D = (90;100; 110) que possui a func¢ao de pertinéncia
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0 se z <90

Z -9 se 90<x <100
¢p (z) =
11— £ se 100 <z <110

0 se x> 110

e com o que foi visto no Capitulo 2 podemos deduzir que os a-niveis sao D =
[10a + 90; —10cx 4 110].

Podemos modelar a incerteza da velocidade V' do 6nibus por um nimero triangular
fuzzy também. Como ja sabemos que a velocidade nunca ultrapassa os 120 km /h e que ha
cobranga de pedagio, ou seja reducao da velocidade, podemos supor que V' = (30; 100; 120)

e sua funcao de pertinéncia é

0 se z <30
=80 se 30 <2 <100
v () = 4
I:—;(Q)O se 100 <z <120

0 se x> 120

\

Os a-niveis sao: V* = [7T0a + 30; —20a + 120].
O o6nibus parte quase sempre atrasado, assim devemos considerar um tempo extra (77)
de espera que ndo é superior a 30 minutos (meia hora). Podemos modelar este tempo

extra por um nimero fuzzy triangular 77 = (0;0;0,5), que possuem os seguintes a-niveis

sdo T1 = [0; =0, 5a + 0, 5] = [0; 152].

Conhecimentos basicos de cinematica indicam que o tempo gasto na estrada é o nt-

mero fuzzy T = £, cujos a-nfveis sao T5' = [10a + 90;110 — 10a] |

7 1 1 ]_

120—20a ’ 70a+30

[ 10a+90 . 110—10a]
120—20a’ 70a+30 1°

O tempo total gasto T' é dado pelo ntumero fuzzy T' = T + Thcujos a-niveis sao:

_ L1 10 90 . 110—10 _ 10 90 . 1— 110—10 - .
T = [07 Ta} + [120a—+200u 70a+33} = [12001+20a7 =+ 7004—&-3(6))[} = [f(a); g (a)].

Se a = 0, temos que T° = [3; 2] ¢ isto indica que qualquer resposta entre 2h e 2h
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seria uma solucao para o problema.

83

Vale destacar que o tempo que possui o maior grau de pertinéncia (o = 1)é ¢t = 1h.



Capitulo 5

Consideracoes Finais

Sem duvida, a Teoria Fuzzy modificou a forma de se modelar problemas da vida préatica,
sendo possivel trabalhar com varidveis imprecisas. A matematica classica, dotada da
mais plena dicotomia do sim/nao, 0/1, é/nao é, vai se tornando obsoleta, frente aos novos
desafios encontrados no campo da inteligéncia artificial, biomatemética, dentre outras
areas que avancaram muito no século XX. Assim sendo, apresentar novos meios de se
pensar o ensino de matemaética e atribuir-lhe significado ¢ um dos desafios da educacao
do novo século.

E tarefa dos professores, dos formadores de professores e dos legisladores garantir novas
maneiras de se pensar o ensino de matematica, como, por exemplo, na subjetividade de
problemas e no uso da Teoria Fuzzy no ensino médio, preparando nossos alunos para

situagoes futuras, em que o dominio dessa teoria pode ser fundamental.
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