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RESUMO

Teixeira, Diego Lemos. Notas Sobre Fractais e Espirais. 2019. 98 f. Dissertacao (Mestrado) —
Colégio Pedro II, Pré-Reitoria de Pos- Graduagao, Pesquisa, Extensdo e Cultura, Programa

de Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional, Rio de Janeiro, 2019.

Geometria Fractal é a geometria que estuda formas geométricas obtidas através de processos
recursivos, iterativos ou processos aleatérios, tais objetos sdo frequentemente encontrados
na natureza, pode-se tomar como exemplo, o limite de algum litoral ou os galhos de
uma arvore. Ela é a geometria do acaso, das autossemelhancas e da dimensao fracionaria.
Muitos dos elementos da geometria Fractal podem ser obtidos a partir de objetos da
geometria Euclidiana, por exemplo, de poligonos e circulos. Este trabalho apresenta alguns
dos principais fractais gerados a partir de poligonos regulares, a biografia dos matematicos
envolvidos em suas descobertas e seus processos recursivos, além de propriedades geomé-
tricas e algébricas dos mesmos. Por fim sera apresentada uma série de atividades para sala
de aula, realizadas com auxilio do software GeoGebra, nas quais se encontram maneiras
de apresentar a geometria Fractal e de introduzir a pesquisa matematica junto dos alunos

do ensino médio.

Palavras-chave: Fractal; Poligonos Regulares; Fun¢ao Iterativa; Autossemelhanga.



ABSTRACT

Teixeira, Diego Lemos. Notas Sobre Fractais e Espirais. 2019. 98 f. Dissertacao (Mestrado) —
Colégio Pedro II, Pré-Reitoria de Pos- Graduagao, Pesquisa, Extensdo e Cultura, Programa

de Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional, Rio de Janeiro, 2019.

Fractal Geometry is the geometry that studies geometric shapes obtained through recursive,
iterative or random processes, such objects are often found in nature, one can take as
an example the boundary of some coastline or the branches of a tree. It is the geometry
of chance, self-similarity, and the fractional dimension. Many of the elements of Fractal
geometry can be obtained from Euclidean geometry objects, for example polygons and
circles. This paper presents some of the main fractals generated from regular polygons, the
biography of the mathematicians involved in their discoveries and their recursive processes,
as well as their geometric and algebraic properties. Finally, a series of classroom activities
will be presented, carried out with the aid of GeoGebra software, in which there are ways

to present Fractal geometry and introduce mathematical research to high school students.

Keywords: Fractal; Regular Polygons; Iterative Function; Self Similarity.
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1 INTRODUCAO

A geometria fractal envolve objetos matematicos de grande complexidade, assim
é oportuno questionar: Porque falar em fractais no Ensino Béasico? Em que medida esta
tematica estd contemplada nos documentos oficiais que norteiam a educacao brasileira?
Tanto os Parametros Curriculares Nacionais para o Ensino Médio (PCN-EM) como a
Base Nacional Curricular Comum (BNCC) referem o recurso aos fractais no EM, e nesses

encontram-se as seguintes passagens:

Sao apresentados, a seguir, tépicos que podem servir muito bem aos
propésitos das feiras e dos clubes de ciéncias, ou para atividades em labo-
ratorios de Matematica, ou ainda para compor, de forma interdisciplinar,
a parte diversificada do curriculo. Alguns desses topicos também servem
para trabalhar as aplicagoes mateméticas. Em outros tépicos, tem-se o
aspecto artistico e lidico no trabalho de construgao de modelos concretos
ilustrativos.(BRASIL, 1998, p. 92)

(...) Na diregdo de valorizagao da Matemadtica, no seu aspecto estético,
existem alguns videos que podem servir como ponto de partida de dis-
cussao de assuntos tais como simetrias, fractais, o nimero de ouro, etc.
(BRASIL, 1998, p. 93)

COMPETENCIA ESPECIFICA 1: Utilizar estratégias, conceitos e proce-
dimentos mateméaticos para interpretar situacées em diversos contextos,
sejam atividades cotidianas, sejam fatos das Ciéncias da Natureza e
Humanas, das questdes socioecondmicas ou tecnoldgicas, divulgados

por diferentes meios, de modo a contribuir para uma formagao geral.
(BRASIL, 2016, p. 532)

Habilidade (EM13MAT105) Utilizar as nogdes de transformagoes isomé-
tricas (transla¢do, homotéticas para construir figuras e analisar elementos
da natureza e diferentes produgdes humanas (fractais, construgoes civis,
obras de arte, entre outras). (BRASIL, 2016, p. 533)

-

E comum encontrar estruturas fractais em exercicios que abordam progressoes
geométricas, utilizando as formulas apropriadas os alunos resolvem as questdes e nao
percebem a natureza e as propriedades da estrutura fractal que ali se encontra. Seria este
o momento de apresentar aos alunos essa “outra geometria”? Apresentando, deste modo,
outras vertentes da matematica, agucando sua curiosidade e abrindo horizontes a possiveis
jovens pesquisadores. No primeiro capitulo do livro “Fractals Everywhere”, do matematico

britdnico Michael Barnsley (1946) pode encontrar-se a seguinte afirmagcao:

A geometria fractal fard com que vocé veja as coisas (de modo) diferente.
E perigoso ler mais. Vocé arrisca perder a visdo infantil de nuvens,
florestas, flores, galaxias, folhas, tijolos e muito mais. Nunca mais vocé
interpretard estes objetos da mesma forma. (BARNSLEY, 1993, p. 1)

A associacao da matematica a calculos fastidiosos e a manipulagao de expressoes

algébricas extensas sem um objetivo expresso, provoca o desinteresse e a desmotivacao por
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parte de muitos alunos. Por outro lado, é pouco habitual o professor deter-se e promover
a curiosidade do aluno pela descoberta do processo que conduz até uma férmula, das
justificativas que permitem uma construcao geométrica ou da explicacao que o funciona-
mento de uma ferramenta encerra. Na realidade, os estudantes nao reconhecem o uso da
matematica no dia a dia e nao sabem como ela se encontra na natureza.

Questionado uma vez por um aluno, que gostaria de saber se a matematica realmente
existia na natureza, ou era fruto da mente humana, a fim de sanar a divida desse aluno
apresentei para a turma os fractais encontrados na natureza, como rios e arvores, e a
resposta dessa turma foi positiva em relagdo a esses novos objetos até entao desconhecidos,
e eles me perguntaram como esses objetos tinham sido descobertos e estudados. A partir
desse momento iniciei uma trajetoria que inclui a busca pela historia dos fractais, suas
propriedades e possiveis aplicagoes no dia a dia.

Durante essa busca surgiu um grupo especifico de fractais que sdo obtidos através
de processos iterativos aplicados em poligonos regulares. Sendo os poligonos regulares um
assunto presente na geometria estudada no ensino médio, pareceu oportuno focar a atencao
na forma de apresentar a construgao e o estudo desses fractais aos alunos. Utilizando o
software GeoGebra é possivel construir os mais diversos fractais de maneira simples e
rapida. A escolha do GeoGebra se deu por ser de livre acesso, e pela facilidade de utilizacao
e aprendizagem de suas principais fungoes e ferramentas, aspecto que é fundamental em
uma atividade em sala de aula, ja que por muitas vezes o tempo de trabalho é curto.

Neste trabalho serao apresentadas a historia, propriedades e construgoes dos mais
importantes fractais obtidos a partir de poligonos regulares, iniciando pelo triangulo
equilatero, seguindo para fractais obtidos a partir de quadrados e continuando, depois,
para os demais poligonos regulares, com um ntimero de lados superior a 4. Também serao
estudadas as espirais associadas a esses poligonos ja que elas sdo curvas que aparecem
frequentemente associadas aos fractais.

No capitulo 2, apresentam-se as nog¢oes basicas de processo recursivo e processo
iterativo, ferramentas fundamentais na construgdo de um fractal. Também serdao apresen-
tados tipos diferentes de autossemelhanca, que é uma das principais caracteristicas dos
fractais, e isso serd feito a partir da apresentacao de exemplos.

Ao decorrer dos capitulos 3 e 4 serao apresentados os fractais que podem sr gerados
a partir de poligonos regulares, além de um estudo sobre espirais associadas a esses
poligonos, apontando seus caracteristicas, propriedades e histéria.

No capitulo 5 tem-se o passo a passo da utilizacao das ferramentas do GeoGebra
e a construcao de alguns do fractais apresentados no capitulo 3. Ainda no capitulo 5
sao apresentadas propostas de atividades para sala de aula, envolvendo construgoes no
GeoGebra, calculo de areas e o limite da soma infinita dos termos de uma progressao

geométrica.
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2 FRACTAIS: NOCOES BASICAS

Fractal é um objeto que pode ser obtido através de relagoes de recorréncia ou de uma
funcao iterada ou por padroes aleatérios. Essas construgoes sao denominadas processos
recursivos, que sao repeticoes de imagens ou de algum algoritmo predeterminado. Um
exemplo de processo recursivo ¢ a sequéncia de Fibonacci, onde sao dados dois termos

inicias e a partir desses cada termo é a soma dos dois termos anteriores:

Flzl; F2:1 Fn:Fn_1+Fn_2Vn23,n€N

ou seja, é a sequéncia

(1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, ...)

E comum encontrar construgdes obtidas por processos recursivos em artes graficas
(Figura 1).

Figura 1 — Processo recursivo

ProcessoRecursivo

Fonte: O autor, 2019

Como é possivel observar na Figura 1, independente do niimero de vezes que a
imagem seja ampliada sempre havera partes idénticas ou similares ao todo (estrutura
completa do objeto), isto traduz uma consequéncia do processo de construc¢ao recursivo
e que se relaciona com a principal caracteristica dos fractais, sua autossemelhanca. Um
objeto, ou figura, é dito autossemelhante quando apresenta, em diferentes escalas, o mesmo
aspecto visual, ou seja, quando uma determinada parte do objeto é semelhante ao todo.
Segundo Nunes (2006) a autossemelhanga de um objeto pode ser classificada de duas
maneiras: autossemelhanca exata e autossemelhanca estatistica.

A autossemelhanca exata esta presente em objetos gerados a partir de um processo

iterativo, tais objetos sdo formados por cépias perfeitas do todo, por exemplo, o conjunto
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de Cantor (Figura 2). Nesse tipo de constru¢ao tem-se um objeto inicial e sobre este
aplica-se uma regra fixa de substituicdo gerando novos objetos semelhantes ao inicial, e

sobre esses novos objetos repete-se o processo indefinidamente.

Figura 2 — Conjunto de Cantor

1/3 1/3

7 _

1/27

Fonte:O autor, 2019

O Conjunto de Cantor é um fractal gerado por infinitas particoes do intervalo
[0, 1]. Definido pelo matematico alemao Georg Cantor (1845 - 1918), como o limite do
seguinte processo: Toma-se o conjunto inicial Ay = [0, 1], ao dividir esse intervalo em 3
partes iguais e retirando o tergo central, um intervalo aberto denominado ter¢o médio,

obtém-se o subconjunto:

Agora basta repetir o processo nos intervalos que compoem o subconjunto acima, obtendo

o subconjunto A, definido da seguinte forma:

bl Yol Yol

O processo pode ser repetido sucessivamente, o que define a construgao por uma
funcao iterada (uma regra fixa de substitui¢ao), assim no n-ésimo passo da construgao
o subconjunto A, é formado pela divisao de cada um dos intervalos que foram gerados
no passo anterior em trés partes iguais e excluindo o ter¢co médio de cada um deles. A
cada nova etapa da iteragao, cada intervalo é substituido por 2 intervalos, ou seja, o
numero de intervalos duplica em cada iteracao, logo o subconjunto A, é formado por
2" intervalos fechados. Perceba que ao retirar intervalos abertos, os extremos de cada
intervalo pertencem a iteragao seguinte, assim pode pensar-se na intersecao de todos os
subconjuntos Ay, Ap, ..., A, que vao sendo sucessivamente obtidos. Desta forma se obtém
o conjunto de Cantor, que é definido pela intersecao infinita dos subconjuntos que sao

gerados pelo processo iterativo.

C = A,

n=0
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Também é possivel encontrar autossemelhanca nas formas geométricas da natureza,
por exemplo, o curso de um rio, um raio, as nuvens, etc. Tais objetos sdo obtidos por
processos estocasticos, ou seja, sao gerados por uma colegao de variaveis aleatérias que
representam a evolucao de um sistema, e sao, por isso, denominados Fractais Aleatérios. Es-
tes apresentam autossemelhanca estatistica, onde o objeto apresenta medidas estatisticas!,

ou numéricas, que se preservam em diferentes escalas.

Para estas formas da natureza, a no¢ao de auto-semelhanca deve ser vista
cuidadosamente e deve ser encarada como auto-semelhanca aproximada
(ou estatistica), uma vez que, partes destas figuras tém a mesma estrutura
ou uma distribuicao estatistica idéntica mas nao sao réplicas exatas
destas.(NUNES, 2006, p. 32).

Figura 3 — Imagem de satélite do rio Nilo (Egito)

Fonte: <http://cienciahoje.tumblr.com/page/22> Acesso em dez. 2018

Estes objetos possuem aparéncia e caracteristicas semelhantes por possuirem o
mesmo processo de construgao, um ramo principal que se divide em ramificagoes cada vez

menores mantendo uma autossemelhanca estatistica entre ramos consecutivos.

2.1 Exemplo de Fractais

O estudo de fractais ajuda no entendimento de algumas estruturas encontradas na
natureza e como utiliza-las a nosso favor, além de revelar uma matematica que diverge
das equacoes e expressoes dos exercicios rotineiros. Os fractais apresentam a “arte” que
existe na matemaética e objetos que atraem a atencao de alunos, de qualquer segmento,
até mesmo de pessoas leigas em matematica. A seguir tem-se alguns exemplos de fractais

e seus processos de construcao.

2.1.1 Curva do Dragao De Harter-Heighwway

Definida na década de 60 pelos pesquisadores da NASA Jonh Heigway, Bruce
Banks, William Harter e apresentada pelo mateméatico Martin Gardner (1914 - 2010)

1

Estas podem ser obtidas por probabilidades ou tendéncias
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em sua coluna “Mathematical Games” na revista Scientific American em 1967. Segundo

Dalpiaz (2016) A curva do Dragao pode ser obtida, repetindo o seguinte processo?.

i. Trace um segmento de reta e em um de seus extremos trace o segmento que se obtém

ao roda-lo 90°, no sentido anti-horario;

ii. No extremo do ultimo segmento de reta, represente os segmentos obtidos no 1° passo,

aplicando uma rotagao de 90°, no sentido anti-horério;

iii. Repita o 2° passo indefinidamente.

Figura 4 — Passos iniciais da construcdo da curva do Dragao

1 !

T

Fonte: O autor, 2019

Figura 5 — Curva do Dragdo de Harter-Heighway

Fonte: O autor, 2019

2 Disponivel em <https://www.geogebra.org/m/wups2hht >
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2.1.2 Conjunto de Mandelbrot

O conjunto de Mandelbrot foi um dos primeiros fractais “abstratos” a ser apresen-
tado ao mundo, o que, aliado a sua beleza, fez com que se tornasse bastante popular fora
da matematica. Ele é uma colegao de todos os possiveis conjuntos de Julia (Figura 8) e é

definido no corpo complexo pela seguinte relagao de recorréncia.
20=1(0, 0)=0
Zny1 = 224 ¢, comceC

Ao agrupar, no plano complexo, os afixos dos z, obtidos pela recorréncia anterior, para
cada c fixo temos a representagao grafica do conjunto de Mandelbrot, porém s6 é possivel
observar essa representacao quando a recorréncia que define o conjunto é aplicada em um

numero suficientemente grande de pontos do plano complexo.

Figura 6 — Conjunto de Mandelbrot

Fonte: Wolfgan Beyer. Disponivel em: <https://en.wikipedia.org/wiki/Mandelbrot_set> Acesso
em dez. 2018

Este fractal possui uma estrutura bem abstrata, a autossimilaridade é observavel
ao ampliar determinadas regides do fractal e ao encontrar estruturas semelhantes ao todo
(Figura 7).

Figura 7 — Ampliag6es no conjunto de Mandelbrot

Fonte: <http://www.malinc.se/m/Mandelbrot.php> Acesso em dez. 2018
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Como dito anteriormente, o conjunto de Mandelbrot é uma colecao de todos os
possiveis conjuntos de Julia, fractal apresentado pelo matematico francés Gaston Maurice
Julia (1893 - 1978) no artigo “Mémoire sur I'itération des Fonctions Rationnelles” publicado

em 1918 no “Journal de Mathématiques Pures et Appliquées”.

Figura 8 — Conjunto de Julia

Fonte: <https://pt.wikipedia.org/wiki/Conjunto_ de_ Julia> Acesso dez. 2018

Para uma explicagdo mais detalhada sugere-se a leitura de Nunes (2006) e Mandel-
brot (1977).

2.1.3 Fractais na Natureza

Na natureza, é possivel encontrar os mais belos exemplos de construgoes e padroes
fractais, e tais padroes podem ser observados do macro ao micro, de forma espetacular,
nos relampagos, rios, litorais, corpo humano, galéxias, folhas (Figura 9), etc. Esses fractais
sao autoafins, ou seja, copias distorcidas e reduzidas do todo e sua autossemelhanga sé é

percebida estatisticamente.

Figura 9 — Folha seca

Fonte: <http://aumagic.blogspot.com/2018/10/29-padroes-fractais-hipnotizantes.html> Acesso
em dez. 2018
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2.2 Dimensao Fractal

A palavra Fractal foi utilizada pelo matemaético francés Benoit B. Mandelbrot (1924
- 2010) em 1975 na primeira edigao de seu livro “The Fractal Geometry of Nature”,
o termo tem origem no adjetivo “fractus” que deriva do verbo “frangere” do latim cujo
significado é quebrar, produzir pedagos irregulares. A ideia inicial de Mandelbrot surgiu
quando ele se colocou a observar as formas geométricas encontradas na natureza, que nao
se assemelham em nada com as formas geométricas da geometria Euclidiana. Ao estudar a
geometria da natureza, Mandelbrot descreveu os padroes irregulares e fragmentados dessa
“nova geometria”, desenvolvendo teorias completas e apresentando aplicagoes.Mandelbrot
(1977) definiu os fractais da seguinte forma: “Um fractal é, por defini¢gdo, um con-
junto para o qual a dimensao de Hausdorff excede, estritamente, a dimensao
topolégica®. Todo conjunto cuja dimensao de Hausdorff é um ntimero nao inteiro é um
fractal”.

Segundo Mucheroni (2017), a dimenséo segundo a geometria euclidiana se da de
modo intuitivo, por exemplo, zero para o ponto, um para a reta, dois para o plano, etc.
Em “Os Elementos — Livro I” de Euclides (2009) (Matematico grego que viveu no
século IIT a.c, as informacgoes sobre sua vida pessoal sao poucas e incertas, nao se sabe ao
certo os anos de seu nascimento e morte assim como sua cidade natal), encontram-se as

seguintes defini¢oes:
1. Ponto ¢é aquilo de que nada é parte.;
2. Linha é comprimento sem largura;
3. Extremidades de uma linha sao pontos;
4. Linha reta é a que esta posta por igual com os pontos sobre si mesma;
5. Superficie é aquilo que tem somente comprimento e largura.

Na definicao 1 Euclides define Ponto, elemento primordial da geometria, como um
elemento que nao possui partes, ou seja, que nao é possivel dividir em partes menores. A
partir dessa defini¢do associamos ao ponto a dimensao zero. Em seguida tem-se a defini¢ao
de linha, sendo um objeto que possui somente comprimento, ou seja, a linha se associa
apenas uma medida. Assim, a sua dimensao é igual a 1. A dimensao da superficie sera 2,
visto que um plano pode ser medido de duas maneiras diferentes, comprimento e largura.
A “dimensao” aqui referida é a dimensao topologica.

Segundo Nunes (2006), a dimensao topolégica de um objeto esta relacionada com a

forma que esse tende a ocupar o espaco, e uma maneira de se obter o valor numérico dessa

3 A dimensdo de Hausdorff, conhecida por dimensdo fractal, e a dimensdo topoldgica serdo apresentadas

no decorrer dessa se¢ao
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dimensao é a partir de coberturas®. Para entender melhor esse conceito podemos pensar
em um conjunto X com uma cobertura de circunferéncias, cujos raios tendem a zero, tal
que existam n + 1 intersecoes entre essas circunferéncias, assim a dimensao de X ¢ igual a
n. Tomando como exemplo uma linha com uma cobertura de circunferéncias cujos raios
tendem a zero (Figura 10), nessa cobertura, duas circunferéncias vizinhas possuem duas
intersegoes, logo a dimensao topoldgica da linha é dada por dr = 2 — 1 = 1. Para uma

andlise mais detalhada do assunto sugere-se a leitura de Nunes (2006, p.37).

Figura 10 — Cobertura sobre uma linha

Ti—>0

Fonte: O autor, 2019

A dimensdo de Hausdorff® (d), ou dimensao fractal, é uma dimensao que pode
tomar valores nao inteiros maiores ou iguais a dimensao topoldgica. Segundo Nunes (2006)
a dimensao fractal de um objeto pode ser obtida pela andlise de uma particao desse mesmo
objeto ao aplicar um fator de redugao r, sobre o objeto a ser estudado. Com a aplicagao
do fator r obtém-se um niimero N de objetos semelhantes ao inicial (nao distorcidos ou
nio rotacionados), por exemplo, o segmento de reta AB (Figura 11), ao aplicar sobre este
segmento um fator de redugao igual a 1/4, divide-se este em partes iguais, ou seja, obtém-se

4 novos segmentos semelhantes ao inicial.

Figura 11 — Divisdo de um segmento de reta em 4 partes congruentes

Fonte: O autor, 2019

Pode escrever-se uma relagao entre o fator de reducao e o nimero de novos objetos obtidos:
1
Fator de reducao r = 1 e o numero de objetos N =4

Observe que N e r sao grandezas inversamente proporcionais, assim tem-se que:

1\! 1)
Nz(;) ,ouseja,4:<1—/4>

Por defini¢do, cobertura de um conjunto X no plano ou no espaco é uma cole¢ao A de bolas abertas
de raio positivo tais que a sua unido cobre X. (NUNES, 2006)

® Nome dado em homenagem ao matemético alemio Feliz Hausdorff (1868-1942) (MUCHERONTI, 2017,
p. 45)
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A dimensao de Hausdorff, de um segmento ¢é igual a 1.

O mesmo processo pode ser utilizado em um objeto que possua alguma superficie
plana, por exemplo, um quadrado. Aplica-se sobre os lados de um quadrado um fator de
redugao e analisa-se a quantidade de quadrados semelhantes ao inicial obtidos. Tomando
como exemplo o quadrado ABCD a seguir (Figura 12), aplicando sobre seus lados um

fator r = 1/2 obtém-se em seu interior 4 novos quadrados congruentes.

Figura 12 — Divisao de um quadrado em 4 quadrados congruentes

Fonte: O autor, 2019

Ao escrever a relacao entre o fator de reducao e o niimero de quadrados obtidos
apos a aplicacao de tal fator percebe-se uma variagdo no expoente, visto que neste caso N

¢ inversamente proporcional ao quadrado de r.

Fator de reducao r = 5 €0 numero de objetos N =4

2
1 1

N =—, ouseja, 4= —
72 1/2

A dimensao de Hausdorff de um quadrado é igual a 2.
Generalizando o processo acima para um objeto qualquer, tem-se que a relagao
entre o nimero N de objetos semelhantes ao inicial, obtidos na primeira iteracao e o fator

de redugao r indicara o valor da dimensao d do objeto, ou seja,

1 d
v=(5)
r
d é a dimensao fractal do objeto. A partir da equagdo anterior determina-se a dimensao
fractal de qualquer objeto, para tal, basta calcular o expoente d.

1

r

_ log(N)
) & d= log(1/r)

A relagao acima permite o calculo da dimensao fractal de qualquer objeto, por

log(N) = log (%)d < log(N)=d-log (

exemplo, um cubo. Dividindo-se as arestas de um cubo em 2 partes congruentes (fator de

reducao 1/2), obtém-se 8 cubos em seu interior (Figura 13), ou seja,

g log(8) log(2)3 ~ 3-log(2)

= = = & doro = 3.
log(y3)  log(2) — log(2) '
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Figura 13 — Cubo dividido em 8 cubos congruentes

Fonte: O autor, 2019

Utilizando-se a formula para calcular a dimensao dos fractais, por exemplo, o
Conjunto de Cantor (apresentado anteriormente) cuja dimensao topoldgica é zero, ja
que o mesmo ¢ formado por uma infinidade de pontos isolados de um segmento de reta.
Observando o processo de construgao do conjunto de Cantor tem-se inicialmente um
segmento unitario que é dividido em 3 partes congruentes (fator de redugao 1/3), porém
descarta-se o terco central restando dois novos segmentos semelhantes ao inicial (VN = 2),

substituindo na férmula da dimensao obtém-se:
o log(2)  log(2)
log(y75)  log(3)

O Conjunto de Cantor é um objeto cuja dimensao fractal é um niimero nao inteiro entre

= 0,63092975...

zero e um. Muitos fractais possuem dimensao nao inteira, tomando como exemplo a esponja
Menger,um fractal tridimensional obtido da aplicacao de um fator r = é sobre as arestas
de um cubo, obtendo em seu interior 27 cubos congruentes, porém retiram-se os cubos no
centro de cada face e o cubo no centro do cubo inicial obtendo-se N = 27 — 7 = 20 cubos

semelhantes, assim sua dimensao fractal é dada por.

~ log(20)  log(20)
~log(sj5)  log(3)

d = 2,726833028...

Figura 14 — Esponja de Menger

Fonte: Nunes, Raquel Sofia Rebelo. Geometria Fractal e Aplicagoes (2006) p. 19
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A nocao, ou defini¢do, de dimensao pode mudar de acordo com a area de estudo,
por exemplo, em um espaco vetorial a dimensao é dada pelo nimero de vetores que
compoem uma base%; na geometria euclidiana a dimensao possui outro significado (como
visto anteriormente). Qual serd o significado da dimensao fractal? A dimensao desempenha
um papel muito importante para o estudo dos fractais, pois nem sempre é possivel associar
aos fractais equacoes simples, mas é sempre possivel calcular suas dimensoes.

O estudo da dimensao fractal possibilitou o entendimento de tais objetos e como
utiliza-los no nosso dia a dia, pode tomar-se como exemplo a utilizacao da dimensao
fractal para detectar um possivel cancer. Um grupo de médicos percebeu que o tecido que
compde o corpo humano é um fractal (encontram-se diferentes fractais para cada parte ou
6rgao do corpo humano) e o estudo da variagao da dimensao desses fractais possibilita
a identificacdo de patologias. Foi observado que um tecido saudéavel tem determinada
dimensao fractal e que o aumento do valor dessa dimensao corresponderia a ser mais

provavel o surgimento de um cancer naquele local.

Figura 15 — Tecido bucal saudavel x Tecido bucal com neoplasia

.a‘l\,-\

. Dimensdo = 1,089 Dimensdo = 1,161

il |l

Fonte: <http://parquedaciencia.blogspot.com/2011/09/fractais-matematica-ajudando-salvar.
html> Acesso em dez. 2018

Como pode observar-se nas imagens acima (Figura 15), o tecido com maior dimensao
fractal apresenta uma neoplasia’ o que justifica a irregularidade do estroma®. Um estudo
mais detalhado do assunto pode ser encontrado no artigo “Lung cancer—a fractal
viewpoint” de Lennon e Cipriani (2015).

Outra aplicacdo do uso de fractais e suas dimensoes, foi apresentada pelo radio
astronomo Nathan Cohen (1962). Ele percebeu o incrivel potencial de otimizacao dos
fractais e construiu antenas que seguiam os padroes da curva Koch? (Figura 16). Ao
construir antenas utilizando padroes fractais Cohen constatou que as mesmas podiam ser

menores e captar um maior nimero de frequéncias distintas (antena de banda larga).

6 Conjunto de vetores linearmente independentes que geram todos os vetores do espaco em questdo, para

maiores informagoes sobre assunto indica-se a leitura de ?7)
Crescimento celular descontrolado

Tecido conjuntivo de sustentagdo de um orgéao

Esse fractal serd apresentado no capitulo 3
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Em seu artigo “Self-similarity and the Geometric Requirements for Fre-
quency Independence in Antennae”, Cohen e Hohlfeld (1998) mostram que para uma
antena funcionar captando uma vasta gama de frequéncias é necessario haver autossimila-
ridade em sua estrutura, ou seja, é necessario que a antena seja construida com um padrao
fractal. No mesmo artigo Cohen mostra a unicidade dessa construgao, ou seja, uma antena
s0 sera do tipo banda larga, se for construida como um fractal.

Essas novas antenas possibilitaram o avanco das tecnologias moveis, como os
celulares e notebooks (Figura 17). A antena de celular construida como um fractal é capaz
de captar e transmitir frequéncias de ondas diversas como wifi, infravermelho, bluetooth,

além da propria frequéncia de micro-ondas que permite as ligagoes.

Figura 16 — Antena com padrao da curva de Koch

Fonte: <http://haciaelespacio.aem.gob.mx/revistadigital/articul.php?interior=197> Acesso em
dez. 2018

Figura 17 — Antena de celular com padrao do Tapete de Sierpinski

Fonte: <http://haciaelespacio.aem.gob.mx/revistadigital/articul.php?interior=197> Acesso em
dez. 2018
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Nos proximos capitulos deste trabalho iremos deter-nos em fractais gerados a
partir de poligonos regulares, apontando fatos histéricos, propriedades e suas relagoes com

espirais.
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3 FRACTAIS: TRIANGULOS EQUILATEROS E QUADRADOS

Este capitulo sera iniciado pelo estudo dos fractais gerados a partir de triangulos
equilateros seguindo para os fractais gerados a partir de um quadrado. Tais fractais
possuem uma grande importancia historica, além de propriedades que podem ser utilizadas
em outros poligonos e, principalmente, por serem pegas fundamentais em diversos avangos

matematicos em diferentes areas de pesquisa.

3.1 Triangulos Equilateros

Existem variados tipos de fractais obtidos a partir de um tridngulo equilatero, neste
capitulo serao apresentados 3 desses fractais, a curva de Koch juntamente com o floco de
neve de Koch, a sequéncia e espiral de Padovan e o tridngulo de Sierpinski (ou Cesta de

Sierpinski).

3.1.1 Curva de Koch

Apresentada pelo matematico sueco Niels Fabian Helge von Koch (1870 - 1924), a
curva de Koch é um fractal obtido através de transformacoes aplicadas em um segmento

de reta, descritas pelo seguinte processo’
i. Desenhe um segmento de reta;
ii. Divida o segmento em trés partes congruentes;
iii. Construa um tridngulo equilatero tomando para base a parte central;
iv. Apague a base do tridngulo representado no passo anterior;
v. Repita os passos i, 717 € 10 em cada um dos novos segmentos

vi. Repita o processo indefinidamente.

Figura 18 — Primeiros passos da construgdo da curva de Koch

Fonte: O autor, 2019

1 Disponivel em <https://www.geogebra.org/m/u3cxhuva>
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Figura 19 — Curva de Koch

Fonte: O autor, 2019

O objetivo de Koch ao desenvolver essa curva era apresentar uma curva continua
e nao diferencidvel, ou seja, uma curva que nao possui derivada em nenhum ponto de
seu dominio. A curva foi apresentada em seu trabalho “Sur une courbe continue sans
tangente, obtenue par une construction géométrique élémentaire”, publicado em
1904. Outra curva continua e nao diferenciavel ja havia sido apresentada pelo matematico
alemao Karl Weierstrass (1815 - 1897), denominada fungao de Weierstrass (Figura 20) e

definida pela série de Fourier.

= , , , 3T
> acos(b"mx), com 0 < a < 1, b é um nimero natura impar e a-b > 1+ o

n=0

Essa fungao foi apresentada em 1872 sendo passo inicial para a busca de outras curvas

continuas nao diferenciaveis®.

Figura 20 — Fun¢do de Weierstrass

Fonte: <https://en.wikipedia.org/wiki/Weierstrass_ function> Acesso em dez. 2018

O processo da construcao da curva de Koch pode ser aplicado sobre os lados de um

triangulo equilatero obtendo o fractal conhecido por floco de neve de Koch ou ilha de

2 Fonte:(ARAUJO; FAVARO, 2009, p. 5) e (JANOS, 2008, p. 31)
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Koch. Essa curva é considerada um floco de neve perfeito devido a sua simetria em relagao

ao eixo central. Para construir tal fractal deve-se seguir o seguinte processo iterativo®:
i. Desenhe um triangulo equilatero;
ii. Divida cada um dos lados do poligono em trés partes congruentes;

iii. Sobre o terco central, de cada um dos segmentos, construa um tridngulo equilatero e

retire a bse do mesmo;
iv. Repita os passos iniciais em todos os lados da figura obtida no passo anterior;
v. Repita os passos i, iz e iii indefinidamente.
O floco de neve é o limite do processo quando executado infinitas vezes.

Figura 21 — Construgao do floco de neve de Koch

bd b

Fonte: O autor, 2019

Analisando-se a estrutura do floco de neve do Koch, nota-se sua semelhanca com

flocos de neve reais, que muitas vezes possuem o formato de estruturas hexagonais.

Figura 22 — Flocos de neve

Fonte: <https://www.mdig.com.br/index.php?itemid=30190> Acesso em dez. 2018

3 Disponivel em <https://www.geogebra.org/m/akw8btzx>
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Por seguir um padrao hexagonal pode utilizar-se o floco de neve de Koch para

4

preencher uma area plana criando um mosaico® com flocos de neve de Koch de tamanhos

diferentes.

Figura 23 — Mosaico do floco de neve de Koch

Fonte: O autor, 2019

E possivel determinar a drea do fractal floco de neve, e essa drea depende do
comprimento do lado do tridngulo equilatero que lhe deu origem. Para calcular sua area
toma-se como objeto inicial um tridngulo equilatero de lado L. Observando o processo de
construcao do fractal percebe-se que os lados dos diferentes triangulos equilateros que o

compoem formam a seguinte sequéncia:

L L L
(L) o) A a~? >
379 27

e o numero de tridngulos com lado igual a cada um dos termos desta sequéncia formam a
sequéncia (1, 3, 12, 48, ---). Assim, somando as areas dos tridngulos obtidos em cada

etapa do processo tem-se:

L)? L)?
AK h:LQ\/§+3.M+12.M+...:L2\/§.<1+§+B+4_8+...>
o 4 4 4 4 9 81 729

3 12 48
97 817 729’

soma de todos os seus termos é.

A sequéncia ( ) ¢ uma progressao geométrica decrescente de razao 4/o, cuja

3
9
1—¢q 1-—

3
14

Wg( ’

4 >:L2\/§'

4

o] oo

3
=% entdo Axoen =

Ol

2L%V/3
)
Disponivel em <https://www.geogebra.org/m/wcyhgxuc>

AKoch =

4
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De maneira analoga mostra-se que o perimetro do floco de neve é infinito. O fato
de termos uma regiao de area finita delimitada por uma linha de comprimento infinito é
um dos aspetos interessantes deste tipo de objeto.

Ao fazer tal construcao, os novos tridngulos podem ser posicionados para o exterior
do poligono inicial ou para o seu interior, dando origem a fractais que possuem o mesmo

perimetro mas cujas dreas sao diferentes (Figura 25)°.

Figura 24 — Construgdo da Anti-snowflake

VAVANNY/ VAU

Fonte: O autor 2019

Figura 25 — Anti-snowflake

Fonte: O autor 2019

Existem maneiras distintas de se aplicar o processo de construcao da curva de Koch em
um poligono, por exemplo, a aplicacao do processo nos demais poligonos regulares gera

tipos diferentes de flocos de neve. Esse conjunto de objetos é denominado n-flake.

° Disponivel em <https://www.geogebra.org/m/e2y2qcnf>
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Figura 26 — Pentaflake

Fonte: <https://en.wikipedia.org/wiki/N-flake> Acesso em dez. 2018

3.1.2  Sequéncia de Padovan

A sequéncia de Padovan é uma sequéncia de niimeros naturais definida de forma
similar a da sequéncia de Fibonacci, onde cada termo é obtido pela soma de termos

anteriores. Segue a recorréncia da sequéncia de Padovan e seus primeiros termos:
Phb=P=PhF=1

Pn:Pn_2+Pn_3, Vne N, n > 2
(1,1, 1, 2,2, 3 4 5,7, 9, 12, 16, 21, 28, 37, 49, 65, 86, 114, ---)

Batizada pelo matematico inglés Ian Stewart (1945) em homenagem ao arquiteto
Richard Padovan (1935), o primeiro a descrever a sequéncia. Stewart (2005) apresentou
a sequéncia de Padovan em sua coluna “Mathematical Recreations”, na edicao de
junho de 1996 da revista “Scientific American” e descrita com mais detalhes em seu
livto “Mania de Matematica”®.

Assim como a sequéncia de Fibonacci, a sequéncia de Padovan também pode
ser representada geometricamente. No lugar dos quadrados, associados aos termos da
sequéncia de Fibonacci, tem-se uma sequéncia de triangulos equilateros adjacentes que se
organizam em formato espiralado e em que as medidas dos lados acompanham os nimeros

da sequéncia (Figura 27)7.

Titulo em Inglés: Math Hysteria

7 Disponivel em <https://www.geogebra.org/m/uz8fbctm>
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Figura 27 — Sequéncia de Tridngulos

&

Fonte: O autor,2019

Figura 28 — Espiral de Padovan e ampliagao da regiao central

Fonte: O autor,2019

Ao observar o padrao geométrico da Figura 248, percebe-se que tridngulos de mesma
cor possuem lados adjacentes ao mesmo tridngulo, por exemplo, o 1° e o 5° tridngulos
da sequéncia possuem lados adjacentes ao 6° triangulo, ou seja, o lado do 6° tridngulo
(Ps da sequéncia numérica) possui medida igual a soma das medidas dos lados do 5°
triangulo e do 1° tridngulo, associando aos termos Ps; = P, + F,. Generalizando, tem-se

que a sequéncia de Padovan satisfaz, também, a seguinte relacao de recorréncia:
Phb=P=PFP=1 Ps=P, =2

Pn:Pn—1+Pn—5, Vne N, n>4

8 Disponivel em <https://www.geogebra.org/m/yawsdsv9>
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Outra propriedade similar com a da sequéncia de Fibonacci, envolve o limite da
razao entre dois termos consecutivos, em que na sequéncia de Fibonacci é denominada razao
aurea (cujo valor irracional aproximado é 1,618) e que nesse caso é denominado niimero
plastico (p), que possui valor irracional aproximado por 1,324718. Segundo Ferreira (2015),
ao solucionar as relagoes de recorréncia obtém-se os seguintes polinémios caracteristicos
2 —x—1=0ea%—2*—1=0 que possuem uma Unica raiz real, o nimero plastico.
Vejamos, que o nimero plastico é solucao destas duas equagoes polinomiais. Comegando

por calcular a razao entre termos consecutivos da sequéncia de Padovan obtemos: .

3 4 5 7 9 12
=15 -=1,333..; = =1,25 - =1,4; —=1,285...; — =1,333...; - ;
2 75? 3 7333 74 757 5 ) 7 785 ) 9 7333 Y )
65 86 114 151
— =1,3265; — =1,3230..; — =1,325581..; — = 1,324561...
1o = 13265 = = 1,3230..; == =1,325581...; 17 = 1,32456

Observando os valores obtidos percebe-se que esses formam uma sequéncia numérica de
termos positivos que oscila em torno de um nimero. Seja (p,) a sequéncia dessas razoes e
admita-se que esta sequéncia é convergente para um numero p. Assim,
n .
Pn=p ¢ Jim p, = p
Utilizando a primeira recorréncia pode escrever-se P, = P, s+ P,_3e P,_1 = P,_3+ P,_4,

substituindo em p,, vem

P, y+P,s P,y P, P\ (P \"
D, = 2 3 2, 3:( 1) +< 1) _

Pn—l B Pn—l P'n,—l Pn—2

—1
- 1 P, s+ P,_4 - B —1 P, - B
— (pnﬂ) + <T = (pn—l) + |1+ P, —

—1
-1 _1\1 1 1
= \Pn— + (1+ Pn— = + <1+ >
R S Bl s

aplicando limite para n tendendo ao infinito

. 1 1\
lim p, = lim + {1+
n—00 n—oo pn—l pn_3

como lim =p= lim p,_
n—)oopn P n—)oopn 1,

—1 —1
1 1 1 +1 1 +1+49p?
p:—+<1+—> :—+<p—> S SR p
p p p p p p+1  plp+1)

ppp+1)=p+1+4p> & pP+p’=p+1+p° & pP°—p—1=0
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Procedendo de maneira analoga, mas utilizando a recorréncia P, = P,_1 + P,_5,
obtém-se o polinémio e p® — p* — 1 = 0. Os polindmios obtidos sdo os polindmios ca-
rateristicos das recorréncias dadas. A seguir tem-se os graficos das fungoes polinomiais
associadas aos polindmios caracteristicos, cada uma delas possui um tnico zero que é
p = 1.32471795667458... .

Figura 29 — Graficos das fungoes polinomiais

Fonte: O autor, 2019

Uma outra maneira de mostrar que o niimero plastico é raiz da equacao cubica
3

> —x — 1 = 0 é solucionar a mesma utilizando a férmula de Cardano que permite
determinar a raiz real de equacdo ciibicas do tipo 2® + mx +n = 0, e esta raiz é dada

pOI‘ZE:\?/—g—F ”72+’;1—;+\3/—%—\/"72—#7;—;.Naequagéox?’—x—lzo,m:—le
n=-—1.

\:%9 +1;/@ + \3/9 _1;/@ = 1.32471795667458... = p

Existem muitas propriedades algébricas associadas ao ntimero plastico, por exemplo, ao
manipular a equacdo p® — p — 1 = 0 encontra-se uma forma de calcular o quadrado do
nimero plastico que pode ser obtido pela seguinte expressao p* = 1 + %, além de suas
propriedades geométricas. O Arquiteto holandés Hans van der Laan (1904 - 1991) construiu
um sistema de medidas baseado no niimero plastico. Hans van der Laan mostrou a relacao
entre o nimero plastico e objetos tridimensionais. Uma andlise mais detalhada sobre o

assunto pode ser encontrada no texto “Numeros Morficos” de Ferreira (2015).



42

Como o triangulo resultante, em cada etapa, é equilatero, podemos pensar em
colocar em cada um dos lados a sequéncia de tridngulos que o originou e as respetivas

espirais, obtendo uma espiral tripla (Figura 30).

Figura 30 — Espiral tripla de Padovan

Fonte: O autor,2019

3.1.3 Tridngulo de Sierpinski

Provavelmente este seja um dos fractais mais conhecidos fora do universo matema-
tico. E comummente encontrado em exercicios de matematica, logotipos de empresas, jogos
de video games, etc. Triangulo de Sierpinski ou cesta de Sierpinski (Figura 31) recebeu
esse nome em homenagem ao matematico polonés Waclaw Sierpinski (1882 - 1969), a
primeira pessoa a descrever as propriedades de tal objeto (sua construcao sera abordada

na segao 3.1.3.2).

Figura 31 — Triangulo de Sierpinski

Fonte: O autor,2019
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Apesar de s6 ter sido estudado em 1915, esteve presente na decoracao de igrejas
romanas medievais construidas entre os séculos XI e XIII, como mostra o trabalho
“Sierpinsky Triangles in Stone, on Medieval Floors in Rome” de Elisa Conversano

e Laura Tedeschini-Lalli

Figura 32 — Basilica de Sdo Clemente, Roma (séc XI)

Fonte: Conversano e Lalli (2011)

Figura 33 — Catedral Civita Castellana, Civita Castellana (séc X)

-
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Fonte: Conversano e Lalli (2011)

Ao destacar os nimeros impares do triangulo de Pascal surge a forma do triangulo
de Sierpinski (Figura 35). O tridngulo de Pascal é um tridngulo formado por infinitos
numeros binomiais (2)9, onde n indica a linha e k a coluna em que se encontra o nimero
binomial em questdo (n = 0 e k = 0 indicam linha e coluna iniciais). Segundo Rosadas
(2016), as propriedades do tridngulo foram estudadas por Blaise Pascal (1623 - 1662) em
seu trabalho “Traité du triangle arithmétique”, publicado em 1655. No triangulo de
Pascal, a primeira e a tltima entrada de cada linha sao sempre ocupadas pelo niimero 1 e
os demais nimeros podem ser obtidos pela adi¢ao dos dois niimeros diretamente acima
(Figura 34).

() = s
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Figura 34 — Triangulo de Pascal
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Fonte: O autor, 2019

Figura 35 — Niimeros impares no Triangulo de Pascal

Fonte:<https://en.wikipedia.org/wiki/Pascal$%$27s_triangle> Acesso em jan. 2019

Os ntmeros pares (multiplos de 2) se agrupam em tridngulos, ressaltando o trian-
gulo de Sierpinski dentro do triangulo de Pascal. Padroes similares ocorrem quando sao
destacados os multiplos de 3, os multiplos de 4, os multiplos de 5, etc. Tais fractais sao
denominados tridngulo de Pascal mod(n), poderemos observar tais padroes nas figuras a

seguir (Figura 36 a Figura 38).



Figura 36 — Multiplos de 3 no triangulo de Pascal
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Fonte: O autor, 2019

Figura 37 — Multiplos de 4 no triangulo de Pascal
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Fonte: O autor, 2019

Figura 38 — Multiplos de 5 no triangulo de Pascal

Fonte: O autor, 2019
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3.1.3.1 Jogo do Caos

O “Jogo do Caos”, é uma construgao que envolve conhecimentos de desenho
geométrico e probabilidade. Para construir o jogo do caos ¢ necessario um par de esquadros,

compasso e seguir os seguintes passos'’

i. Em uma folha de papel construa um triangulo equilatero ABC e marque um ponto

inicial Py, em qualquer lugar do papel;

ii. Atribuir a cada vértice do triangulo dois nimeros de um dado (nao viciado) de 6
lados, por exemplo, ao vértice A atribuimos os niimeros 1 e 2, 3 e 4 para o vértice B

e ao vértice C os numeros 5 e 6;

iii. Jogue o dado, observe o nimero que saiu, ligue P, com o vértice atribuido ao

respectivo niimero, no ponto médio desse segmento marque o ponto Pi;

iv. Jogue o dado novamente, ligue P, ao vértice atribuido ao nimero que aparecer na

face superior do dado e marque P, no ponto médio desse novo segmento;

v. Repita o processo diversas vezes sempre marcando os pontos P;, pontos médios de

cada segmento gerado durante o processo.

Figura 39 — Primeiros passos do Jogo do Caos

Fonte: O autor, 2019

Ao jogar este jogo um numero suficientemente grande de vezes, os pontos marcados

comecam a dar origem a forma do Tridngulo de Sierpinski (Figura 40)

10" Disponfvel em <https://www.geogebra.org/m/jgfjmugb>
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Figura 40 — Triangulo de Sierpinski pelo Jogo do Caos

Fonte: O autor, 2019

No jogo do caos, todos os vértices possuem a mesma probabilidade de serem
escolhidos ao caso e apds obtermos um primeiro ponto P; no interior do triangulo, todos os
pontos P,, com n > i, serao pontos interiores ao triangulo. O jogo do caos é um excelente
exemplo de que é possivel obter uma estrutura ordenada construida por um processo
cadtico e aleatorio.

Esse processo de construgao pode ser um pouco exaustivo, ja que s6 é possivel
perceber o tridngulo de Sierpinski apés um grande niimero de repeti¢des, porém com

auxilio do software GeoGebra essa construcao se torna mais simples.

3.1.3.2 Triangulo de Sierpinski: Processo Recursivo e Propriedades

Utilizando somente elementos e conceitos geométricos constroi-se o triangulo de

Sierpinski seguindo os seguintes passos!!

i. Construa um triangulo equilatero;
ii. Ligue os pontos médios de cada lado, obtendo 4 novos triangulos;
iii. Elimine o tridangulo central e repita o segundo passo com os demais triangulos;

iv. Repita o terceiro passo um ntmero indefinido de vezes.

11 Disponfvel em <https://www.geogebra.org/m/e7ax6g2h>
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Figura 41 — Construgdo do triangulo de Sierpinski

AAAA

Fonte: O autor, 2019

Seguindo esse processo de construcao tem-se a intuicdo de que a area desse fractal
tende a ficar cada vez menor, ja que em cada passo do processo retiram-se partes do
triangulo inicial. Tal fato pode ser comprovado utilizando a soma de todos os termos de
uma progressao geométrica, para tal considera-se a sequéncia cujos termos sao dados pelas
areas retiradas em cada passo do processo. Tomando A como area do tridngulo inicial

tem-se:

A 3A 9A 27A
(T 6 o0 60 )
Observando a sequéncia acima percebe-se que as areas retiradas estao reduzindo
na razao q = %. Calculando a soma infinita de todos os seus termos:
g AM A4 1
-2 1/4 41

O resultado indica que ao repetindo o processo infinitamente a soma de todas as
areas retiradas é igual a area inicial, ou seja, o tridngulo de Sierpinski possui area igual
a zero. Isto estd relacionado com a dimensao fractal do tridngulo de Sierpinski que vai
assumir valor entre 1 e 2, ji que ao aplicar um fator de reducao de 1/2, sdo obtidos 3 novos
triangulos semelhantes ao inicial, assim r = % e N = 3, pelo que sua dimensao fractal é

dada por:

log(3) _ log(3)
log(7)  log(2)

dT.Sierp = = 17 084
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O valor obtido indica que o tridngulo de Sierpinski nao possui dimensao suficiente
para possuir area e mesmo nao tendo area alguma, esse fractal, nao pode estar contido em
uma reta, pois possui dimensao maior que 1. As figuras a seguir apresentam o triangulo
de Sierpinski obtido a partir de circunferéncias organizadas sobre os vértices de triangulos

equilateros, o fator de reducao aplicado nessa construcao ¢ igual a %

Figura 42 — Circunferéncias formando o tridngulo de Sierpinski

Fonte: O autor, 2019

Analisando a parte superior da imagem anterior (Figura 42)'? parece existir uma
regiao do plano preenchida, ou seja, uma area calculavel. Porém ao modificar a escala da

imagem percebe-se que nao existem regioes preenchidas.

Figura 43 — Amplia¢Ges no tridngulo de Sierpinski

Fonte: O autor, 2019

Essa construgao é uma prova visual que podem existir objetos que ocupam uma
determinada regiao de um plano mas que nao possuem area, ou seja, eles nao preenchem a

regiao ocupada, ji que para tal necessitariam de possuir dimensao igual a dois.

12° <https://www.geogebra.org/m /wrmrdtsh>
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3.2 Espirais de Tridngulos

Nao ha como nao falar de fractais em tridngulos sem mencionar as espirais geradas a
partir de tais figuras, J& vimos a espiral de Padovan, relacionada com o triangulo equilatero
iremos ver mais duas espirais, uma relacionada com o triangulo retangulo e outra com o

triangulo isésceles, sao elas a espiral de Teodoro e a espiral do tridngulo aureo.

3.2.1 Espiral de Teodoro

A espiral de Teodoro (Figura 44) é uma espiral apresentada por Theodorus de
Cirene (465 a.c - 398 a.c), matemaético e fildsofo grego nascido em Cirena. Esta espiral é
formada por uma sequéncia de triangulos retangulos adjacentes, iniciada por um triangulo
retangulo isosceles de catetos medindo uma unidade e, consequentemente, hipotenusa com
medida igual a /2. Esta serve de cateto para o préximo tridngulo, que possui o outro de
cateto com medida unitéria e, consequentemente, hipotenusa com medida igual a v/3. Em
resumo, a espiral é formada por uma sequéncia infinita de triangulos retangulos adjacente
com pelo menos um dos catetos unitario, e a hipotenusa de cada triangulo é cateto do

triangulo sucessor.

Figura 44 — Espiral de Teodoro

Fonte: O autor, 2019

A espiral de Teodoro possui grande importancia matematica visto que a medida da
hipotenusa, de cada tridngulo retdngulo da sequéncia, é igual a raiz quadrada de ntimero
natural, ou seja, a hipotenusa do primeiro tridngulo possui medida igual a v/2, o segundo
triangulo possui hipotenusa de medida v/3 e assim por diante, ou seja, a espiral de Teodoro
apresenta uma maneira simples de representar em segmentos os valores correspondentes

as raizes quadradas dos niimeros naturais.
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Por mais simples que seja sua construcao, com régua e compasso, Teodoro (ou
Theodorus) s6 desenvolveu sua construcio até ao segmento de medida v/17, nao se sabe
ao certo o motivo do abandono. Segundo Junior (2015), acredita-se que o abandono da
construcdo esta relacionado com o fato de a espiral nao fechar e /18 se sobrepor no
primeiro triangulo dando peso ao pensamento filoséfico dos matematicos gregos de que os
numeros irracionais nao possuiam forma e assim deviam ser deixados de lado.

Ao tracar arcos de circunferéncias cujos centros sao os pontos médios das hipotenusas

da espiral (Figura 45) 3, obtém-se uma figura similar a se¢do de uma concha.

Figura 45 — Arcos sobre hipotenusas

Fonte: O autor, 2019

O raio de arco é dado por r,, = 4 paran > 2 e seus comprimentos sdo iguais a ¢, = m-/n.
Esta estrutura é similar ao caracol Nautilus, porém este segue as proporg¢oes da sequéncia

da Fibonacci e da razao aurea.

Figura 46 — Caracol Nautilus

Fonte:<https://www.hipercultura.com/sequencia-fibonacci/> Acesso em jan. 2019

13 Disponivel em <https://www.geogebra.org/m/dxnf9thp>
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3.2.2  Espiral do Tridngulo Aureo

O tridngulo aureo (Figura 47) é um tridngulo isosceles tal que a razao entre um

dos lados congruentes e a base do tridngulo é igual ao nimero de ouro (¢ = 1,618...).

Figura 47 — Triangulo dureo

Fonte: O autor, 2019

A razao aurea é o limite da razao entre termos consecutivos da sequéncia de Fibonacci
e geometricamente esse valor estd associado ao pentagono regular e suas medidas, lados
e diagonais. A apresentacao e estudo da sequéncia de Fibonacci serdo dados na se¢ao
destinada aos quadrados, ja que essa possui uma relacao direta com tais objetos.

Pode obter-se o triangulo aureo a partir de um dos lados do pentagono regular e as
suas diagonais, por exemplo, os lados congruentes [ do tridngulo aureo sdo dados pelas
diagonais de um pentagono regular e sua base b é o lado do pentagono, como se pode

observar na figura a seguir (Figura 48).

Figura 48 — Pentdgono e suas diagonais

Fonte: O autor, 2019



93

Tem-se que:

l
— =¢ =1,618...
b ¢ Y

O tridngulo dureo também pode ser encontrado nas pontas de um pentagrama regular,

como mostra a figura a seguir.

Figura 49 — Pentagrama regular

Fonte: O autor, 2019

A partir de um tridngulo dureo pode construir-se uma sequéncia de triangulos
semelhantes, todos tridangulos aureos, cujos vértices estao sobre a curva de uma espiral.

Para construir tal sequéncia devem seguir-se os seguintes passos:

i. Construir um tridngulo dureo!?;

ii. Tracar a bissetriz de um dos angulos adjacentes a base do triangulo, formando um
novo triangulo aureo que possui a base do primeiro tridngulo como um um dos lados

congruentes;

iii. Destacar o segundo triangulo aureo, contido no primeiro, e repetir o processo do

item 117;

iii. Repetir o processo em cada novo triangulo obtido.

14 Tridngulo isésceles cujos dngulos congruentes sio iguais a 72°
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Figura 50 — Bissetrizes dos angulos

Fonte: O autor, 2019

Figura 51 — Sequéncia de tridngulo dureos

Yy

Fonte: O autor, 2019

Nesta sequéncia de triangulos tem-se que cada segmento esta sendo reduzido por
um fator igual a 1/¢ e as dreas dos tridngulos estao sendo reduzidas por 1/¢2. Além disso os
triangulos da sequéncia tendem para o ponto Z (Figura 52), e esse é o ponto de encontro

das medianas de dois triangulos consecutivos.
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Figura 52 — Ponto de convergéncia dos tridngulos dureos

Fonte: O autor, 2019

Para tragar a espiral primeiro devem destacar-se os pontos de encontro entre as
bissetrizes (utilizadas na construgao da sequéncia) e os lados dos tridngulos, esses serao
centros dos arcos que definem a espiral. Na figura a seguir (Figura 53) as bissetrizes
sao indicadas pelas retas tracejadas, e os pontos representam os centros de cada arco da
espiral. Preenchendo a area entre os triangulos e a espiral destacam-se os triangulos da

sequéncia e sua relacao com espiral.

Figura 53 — Espiral sobre tridngulos dureos

Fonte: O autor, 2019

15 Disponivel em <https://www.geogebra.org/m/jrcznssg>
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3.3 Quadrado

Para iniciar o estudo dos principais fractais gerados a partir de um quadrado, serdao
apresentados fractais que preenchem uma determinada regiao do plano, tais fractais sao
denominados curvas de preenchimento espacial e as mais conhecidas sao: curva de Hilbert

e curva de Peano.

3.3.1 Curva de Hilbert e Curva de Peano

As curvas de Hilbert e de Peano foram apresentadas quase simultaneamente, sendo
a curva de Hilbert, descrita em 1891 pelo matemaético alemao David Hilbert (1862 - 1943),
uma variagao da curva de Peano que foi descrita em 1890 por Giuseppe Peano (1858 -
1932), matematico italiano.

Segundo Sagan (1994), a curva de Peano é uma curva plana, continua que nao
possui autointersecoes e seu trago preenche por completo a area de um quadrado, o mesmo
ocorre com a curva de Hilbert, que também ¢é conhecida como curva de preenchimento do
espaco de Hibert. O matematico David Hilbert difundiu o campo de estudos de curvas de
preenchimento espacial, abrindo espago para outros matematicos apresentarem variacoes
de curvas de preenchimento.

A curva de Peano é construida no interior de um quadrado dividido em nove
quadrados congruentes numerados de 1 a 9, indicando o inicio e direcao da curva, esse

processo é denominado “mapeamento da curva”, como se pode observar a seguir (Figura

54).

Figura 54 — Primeiro mapeamento da curva de Peano

Fonte: O autor, 2019

Nesse mapeamento aplica-se um fator de redugao igual a 1/2, obtendo 36 quadrados
congruentes que sao numerados em grupos de nove quadrados, e em cada grupo repete-se

o primeiro mapeamento da curva de Peano.
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Figura 55 — Segundo mapeamento da curva de Peano

Fonte: O autor, 2019

Com os dados obtidos nos dois primeiros passos do processo é possivel calcular a
dimensao da curva de Peano. Ao se aplicar uma redugao de fator 1/2, obtém-se quatro

novas curvas semelhantes a curva inicial, ou seja, r = %, N=4e

log(4) _ 2log(2)
log (ﬁ) log(2)

ou seja, a curva de Peano possui dimensao suficiente para preencher uma determinada

dPecmo = — dPeano = 27

regiao do plano, nesse caso o quadrado que contém a curva.

O preenchimento de uma regiao pela curva de Peano s6 pode ser observado quando
o processo de construcao é repetido um numero suficientemente grande de vezes, ou seja,
quando o nimero de iteragoes tende ao infinito. A imagem a seguir mostra um passo
avancado da construcao da curva e do preenchimento da regiao interna do quadrado que

contém a mesma.

Figura 56 — Curva de Peano

Fonte: <http://paulbourke.net/fractals/lsys/> Acesso em jan. 2019
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De maneira similar pode construir-se a curva de Hilbert (Figura 58). A construgao
se inicia com um quadrado dividido em quatro quadrados iguais, numerados segundo
o sentido horario e cujos centros sao unidos por segmentos de reta. No segundo passo,
o quadrado é dividido em dezesseis quadrados congruentes numerados de 1 a 16, cujos
centros sao unidos por segmentos de reta. A cada passo aplica-se uma redugao de 1/2,

obtendo o grupo de quadrados seguinte, nos quais se deve repetir o processo.

Figura 57 — Primeiro, segundo e terceiro mapeamentos da curva de Hilbert
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Fonte: Sagan, Hans. Space-Filling Curves (1994) p. 10

A curva de Hilbert também possui dimensao igual a dois, ou seja, assim como a
curva de Peano a curva de Hilbert preenche a area do quadrado onde ela esta contida,
porém sé é possivel observar esse preenchimento quando o processo de construcao é
repetido infinitamente. A imagem a seguir mostra a curva em um passo avancado da sua

construgao.

Figura 58 — Curva de Hilbert

Fonte: <http://paulbourke.net/fractals/lsys/> ultimo acesso 2019

Em 1912, Sierpinski apresentou uma curva de preenchimento mostrando que existe

uma funcao f que descreve uma curva que é o limite de um sequéncia de poligonos
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uniformemente convergente. A curva de Sierpinski pode ser definida implicitamente por

um sistema de equagoes.

Figura 59 — Primeiros passos da construcdo da curva de Sierpinski

Fonte: Sagan, Hans. Space-Filling Curves (1994) p. 51

A curva de Sierpinski é uma curva fechada, se diferenciando das curvas de Peano
e Hilbert que s@o abertas. No livro Space-Filling Curves (1994), do autor Sagan (1994),

encontra-se uma analise detalhada das curvas de preenchimento espacial.

3.3.2 Tapete de Sierpinski

Este fractal possui um processo iterativo semelhante ao do tridngulo de Sierpinski, é
obtido ao se dividir um quadrado em nove quadrados congruentes, e retirando o quadrado
central (Figura 60). O processo é repetido nos quadrados restantes. Ao dividir um quadrado

em nove partes congruentes aplica-se sobre seus lados um fator de reducao igual a 1

3 9
dividindo cada lado em trés partes congruentes e apenas se obtém 8 quadrados semelhantes

ao inicial, ja que o quadrado central é retirado.

Figura 60 — Primeiro passo da construcao do tapete de Sierpinski

Fonte: O autor, 2019
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A dimensao do tapete é dada por:

log(8) _ log(s)
log (ﬁ) log(3)

~ 1,8928

dTap.Sierp =

Assim como o triangulo de Sierpinki, a area do tapete tende a zero quando o processo é
repetido infinitamente, porém o mesmo nao pode estar contido em uma curva unidimensi-

onal. O processo iterativo de sua construgao geométrica pode ser descrito pelos seguintes
6.

passos!
i. Construa um quadrado de lado L ;

ii. Divida os lados em 3 segmentos congruentes;

iii. Ligue os extremos de segmentos opostos dividindo o quadrado em 9 quadrados

congruentes;
iv. Retire o quadrado central;
v. Repita os passos i@ a v em cada um dos quadrados restantes;

vi. Repita o processo infinitamente.

Figura 61 — Primeiros passos da construgao do tapete de Sierpinski

Fonte: O autor, 2019

16 Disponfvel em <https://www.geogebra.org/m/rxguwcen>
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Figura 62 — Tapete de Sierpinski

Fonte: O autor, 2019

O tapete de Sierpinski também pode ser obtido por um jogo probabilistico idéntico
ao jogo do caos, utilizado para construir o tridangulo de Sierpinski. Como cada vértice deve
possuir a mesma probabilidade de ser escolhido deve-se usar um dado com um niimero
de faces multiplo de 4, por exemplo, com formato de tetraedro regular, associando cada
vértice do quadrado a uma face do dado, ou com formato de octaedro regular sendo cada
vértice do quadrado associado a duas faces do dado, sendo que vértices distintos nao

podem estar associados a uma mesma faces.

3.3.3 Arvore de Pitdgoras

Fractal que recebe o nome do matemético grego Pitdgoras (571a.C - 497a.C) pois
decorre da visualizacao da utilizacao do teorema de Pitagoras. Construido a partir de
quadrados que se unem formando triangulos retangulos isosceles e que vao sendo reduzidos
com fator igual a ? Quando o processo de construcao é repetido muitas vezes percebe-se
que a imagem gerada tem o aspecto de uma arvore, sendo visivel a autossemelhanca
(Figura 64). Segundo Reis (2015), a arvore de Pitdgoras pode ser construida seguindo os

passos do seguinte processo!”.

i. Construa um quadrado de lado L, e no lado superior construa um triangulo retangulo

isosceles de tal forma que a hipotenusa coincida com o lado do quadrado;

ii. Em cada cateto do tridngulo construa um quadrado com o lado coincidindo com o

cateto do triangulo;
iii. Repetir o processo em cada novo quadrado;

iv. Repetir o processo indefinidamente.

17 Disponivel em <https://www.geogebra.org/m/jz3yjsap>
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As imagens a seguir (Figura 63) mostram os primeiros passos da construcao da

arvore.

Figura 63 — Primeiros passos da construgdo da arvore de Pitdgoras

Fonte: O autor, 2019

Figura 64 — Arvore de Pitdgoras

Fonte: O autor, 2019

Um fato interessante sobre a arvore de Pitagoras é que a soma das areas dos
quadrados obtidos em cada passo do processo de construcao, é sempre igual a area do
quadrado inicial. Utilizar um fator de redugao igual a v2/2 para reduzir os lados dos
quadrados implica que o fator de reducio das dreas é igual a (v2/2)*> = 1/2. Observando a

figura a seguir (Figura 65) pode constatar-se tal fato.
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Figura 65 — Areas dos quadrados na arvore de Pitdgoras

Ay

Fonte: O autor, 2019

Como cada quadrado origina, na etapa seguinte, dois novos quadrados, o nimero de
quadrados obtidos em cada passo da construcao duplica o nimero de quadrados do passo
anterior, tem-se
2
Ay =1L%e Ay = 5 temos 2 areas A,, ou seja, 2- Ay = A
L2
443:: jI- = 4'44322441
2

L
1441: 3;‘ = 8'44412141

Generalizando

A, = = 2t 4, =4 YVneNn>0

2n—1
Ao somar as areas de todos os quadrados obtidos no processo iterativo de construcao da

arvore obtem-se

A (27— 1)

Quando n tende ao infinito, a soma é também infinita

Uma variacao da arvore de Pitagoras se d4 quando se trocam os tridangulos por
tridangulos de lados 3 - 4 - 5 (Figura 66). No primeiro passo do processo iterativo constrdi-se
um quadrado com lado medindo 5 unidades cujo lado superior vai ser a hipotenusa de um
triangulo retangulo de catetos medindo 3 e 4 unidades. Durante o processo pode mudar-se
aleatériamente a orientagao dos triangulos retangulos, o que resulta em uma mudanca
aleatoria no crescimento do fractal, tornando-o mais parecido com uma arvore real. Para
mais detalhes sobre o assunto, recomenda-se o artigo “Anatomy of the Pythagoras’
Tree” de Teia (2016). As figuras a seguir (Figuras 66 a 68) apresentam variagoes desse

fractal.
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Figura 66 — Arvore de Pitagoras 3-4-5

Fonte: <https://semsofismos.wordpress.com/2014/09/29/trabalho-i-matematica-e-arvores/>
Acesso em jan. 2019

Figura 67 — Arvore de Pitdgoras variacdo 1

Fonte: <https://semsofismos.wordpress.com/2014/09/29/trabalho-i-matematica-e-arvores/>
Acesso em jan. 2019

Figura 68 — Arvore de Pitdgoras variacdo 2

Fonte: <https://semsofismos.wordpress.com/2014/09/29/trabalho-i-matematica-e-arvores/>
Acesso em jan. 2019
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3.4 Espirais de Quadrados

Ao associar espirais e quadrados, é comum surgir em nossa mente a espiral de
Fibonacci. Porém, essa nao ¢ a tnica espiral que se pode associar a quadrados. Nesta se¢ao
serao apresentadas dois tipos de espirais com quadrados sao elas a espiral do dobro da

area seguindo e a espiral de Fibonacci.

3.4.1 Espiral do Dobro da Area

A espiral do dobro da area é uma espiral obtida por construcao de uma sequéncia
de quadrados cujos lados sao as diagonais dos seus antecessores (Figura 69), desta forma,
a area de cada novo quadrado é o dobro da area do quadrado anterior. Um dos problemas
classicos da Grécia Antiga é o da duplicacao do cubo, que consiste em construir, utilizando
apenas régua e compasso, um cubo cujo volume seja o dobro do volume de um cubo dado.
Esse problema teve origem em outro, solucionado pelos Pitagoricos, no qual se pedia para
construir um quadrado com o dobro da area de um quadrado dado, a solugao para tal
problema consiste em usar a diagonal como lado do novo quadrado, ou seja, construir o
novo quadrado sobre a diagonal do quadrado dado.

Este problema foi descrito por Platao (2001)'® no seu didlogo “Ménon”. Nesse
didlogo, Sécrates e um escravo dialogavam sobre a virtude, em determinado momento do
didlogo Socrates compara a virtude com as caracteristicas geométricas de dois objetos.
No desenvolvimento do didlogo Sécrates acaba por ensinar como duplicar a area de um

quadrado utilizando a sua diagonal.

Figura 69 — Sequéncia de quadrados

Fonte: O autor, 2019

18 Filésofo e matematica grego, viveu entre os anos 428 a.c até 348 a.c
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Varios argumentos podem ser usados para justificar que a relacdo das areas dos
quadrados consecutivos desta espiral. Repare-se que a diagonal de cada quadrado divide-o
em dois tridngulos congruentes. O quadrado construido sobre essa mesma diagonal é
formado por quatro desses tridangulos, assim a area do primeiro quadrado é duplicada. Na
figura acima o quadrado ABC' D, de lado unitario, é o primeiro quadrado da sequéncia e
o quadrado ACEF, construido sobre a diagonal AC possui lado com medida v/2 e &rea
igual a 2 u.a, ou seja, o dobro da area do quadrado inicial.

Esse processo pode ser repetido infinitamente, gerando quadrados cada vez maiores.
Esta sequéncia, também, pode ser obtida por recurso a duas transformagoes, uma rotacao
de 45° e uma dilatacdo de fator igual a /2, e tal como a espiral de Teodoro, a espiral
do dobro da area possui uma relagdo com os ntimeros irracionais, em especial com a raiz
quadrada do nimero dois (Figura 70). Esse fato decorre da relacdo entre a medida da

diagonal do quadrado e a medida do lado L, d = L - v/2.

Figura 70 — Medidas das diagonais

2v/2, 2

4v/2

Fonte: O autor, 2019

Ao continuar a construcao, diferente do que ocorria com a espiral de Teodoro, a
espiral de quadrados possui segmentos que se sobrepoem, visto que todos os quadrados da
sequéncia sao obtidos rodando o seu antecessor 45°. Quando a quantidade de repeti¢oes do
processo de construgao tende para um ntmero muito grande, nota-se que os centros dos
quadrados, assim como seus vértices, estao sobre as curva de espirais, que sao denominadas
espirais do dobro da &area, e ambas tendem para o mesmo ponto, o vértice A do primeiro

quadrado da sequéncia'®.

19 Disponfvel em <https://www.geogebra.org/m/r6m3mubw>
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Figura 71 — Espirais do dobro da area

Fonte: O autor, 2019

Figura 72 — Espirais tendendo ao centro

Fonte: O autor, 2019

Essa sequéncia possui grande importancia historica na matematica. Segundo Gon-
calves e Possani (2009), acredita-se que a diagonal do quadrado e seu lado, assim como
a diagonal e o lado de um pentagono regular, foram os primeiro pares de segmentos
incomensuraveis descobertos e estudados pelos pitagoricos. Esses segmentos “abriram”
as portas para o estudo dos niimeros irracionais, no entanto, Pitagoras considerava que
niimeros como /2 ou /5 (irracionais) “maculavam” a perfeicio dos niimeros conhecidos
(os ntimeros racionais) e, portanto ndo poderiam existir. Mas ele ndo conseguiu refutar os
argumentos logicos que comprovavam a existéncia de tais niimeros.

A partir dai os nimeros irracionais entraram na obscuridade, e foi somente com
Eudoxo de Cnido (408 a.C - 355 a.C), matematico grego, que eles voltaram a ser estudados.
O décimo livro da série “Os Elementos” de Euclides (2009) (século III a.c — morte

desconhecida) é dedicado a classificagdo de niimeros irracionais, mas s6 em 1872 que o
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matematico alemao Richard Dedekind (1831-1916) fundamentou, em termos rigorosos, a

existéncia dos nimeros irracionais que a geometria sugerira havia mais de vinte séculos.

3.4.2 Espiral de Fibonacci

A espiral de Fibonacci esta diretamente ligada a sequéncia de Fibonacci e a razao
aurea, sendo esta definida como o limite da razao entre dois termos consecutivos da
sequéncia. O primeiro exemplo da sequéncia foi apresentado por Leonardo Fibonacci (1175-
1250) na obra “Liber Abaci” publicada em 1202, nesse trabalho Fibonacci apresenta o
exemplo da reproducao de coelhos.

Fibonacci considerou um casal de coelhos imaturos que sé estariam aptos a se
reproduzirem apés completarem um més de vida, e depois desse periodo dariam origem,
mensalmente, a um novo casal de coelhos (deve-se ter em mente que a gestagao dos
coelhos possui duracao de 31 dias aproximadamente). Cada novo casal passaria pelo
mesmo Processo, ou seja, lavaria um meés para amadurecer e ser capazes de se reproduzir,
originando um novo casal. Nesse problema considera-se que cada coelho s6 se reproduz
com seu par, nascido da mesma fémea e no mesmo més, a tabela a seguir apresenta a

esquematizacao dos primeiros meses.

Figura 73 — Esquematizacao dos coelhos

12 més —p-f 7

2 mes 534 L)

32 més iy

42 més —p

52 més —p ‘*

Fonte: O<https://matematicamentecontando.blogspot.com/2015/05/0s-coelhos-de-fibonacci.
html> Acesso em set. 2019

Analisando as informagoes e dados do problema, percebe-se que a partir do segundo
meés a quantidade de casais de coelhos é dada pela soma das quantidades dos dois meses
que o antecedem. Ao escrever os nimeros obtidos em cada més, Fibonacci percebeu que
estes formavam um sequéncia de niimeros naturais com propriedades bem peculiares. A

seguir listam-se os primeiros termos da sequéncia.

1, 1,2, 3,5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 521, - -
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Denotando por F}, o termo de posicao n da sequéncia, tem-se a relagao de recorréncia que

permite obter os termos desta sequéncia
F0:F1:1 e Fn:Fn,1+Fn,2vn€ N, 77,22

O limite da razao entre dois termos consecutivos da sequéncia de Fibonacci assume
valor irracional 1,61803398875... que é a razao aurea (nimero de ouro). Denotada por
¢ (phi), a razao durea possui propriedades algébricas bem peculiares, por exemplo, seu

quadrado e seu inverso podem ser obtidos das seguintes maneiras:
1
¢* = ¢+ 1 =2,61803398875... e 3 =¢—1=0,61803398875...

O verdadeiro potencial da sequéncia de Fibonacci e da razao durea podem ser
observados ao se construir objetos que satisfazem as suas propriedades e propor¢oes, por
exemplo, se considerarmos a sequéncia de quadrados adjacentes cujos lados tém medidas
que seguem os nimeros da sequéncia, justaposicao desses quadrados da origem a retangulos
denominados retangulos dureos (Figura 74), j4 que a razao entre seus lados maior e menor
nessa ordem, tende para ¢. No interior dessa sequéncia de quadrados surge a espiral de
Fibonacci (Figura 75).

O primeiro passo para determinar esta sequéncia é a construcao de dois quadrados
adjacentes, de lado unitéario, representando os primeiros dois termos da sequéncia de
Fibonacci, em seguida constroi-se um novo quadrado, adjacente aos iniciais, cujo lado
¢é dado pela soma dos lados dos quadrados anteriores. Procede-se da mesma forma com
esse novo quadrado e em seguida repete-se com todos os demais quadrados que vao sendo
obtidos.

Figura 74 — Representacao geométrica da sequéncia de Fibonacci

Fonte: O autor, 2019
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Inscrita na sequéncia de quadrados tem-se a espiral de Fibonacci, formada pela
unido de arcos de 1/4 de circunferéncia cujos centros sao vértices dos quadrados situados

para o interior do retangulo.

Figura 75 — Espiral Aurea

>

Fonte: O autor, 2019

Os retangulos aureos e a espiral de Fibonacci sdo comummente encontrados em
obras de arte, construgoes, corpo humano, plantas, animais, etc. Esse fato a torna uma
das sequéncias mais conhecidas do mundo. Algumas das obras de arte mais admiradas
apresentam dimensoes e proporg¢oes que se aproximam da razao aurea, pode tomar-se

como exemplo o quadro da Mona Lisa?® de Leonardo da Vinci (1452-1519).

Figura 76 — Mona Lisa (da Vinci - 1503)

Fonte: <https://www.chiefofdesign.com.br/proporcao-aurea/> Acesso em jan. 2019

20 Existe uma grande divida sobre a utilizacio das proporcdes dureas por Leonardo da Vinci, ja que o
mesmo nao deixou nenhum documento que comprove tal fato
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3.4.3 Fractal Fibonacci Word

Existe um fractal associado a sequéncia de Fibonacci, denominado Fibonacci
word fractal. Segundo Monnerot-Dumaine (2009), este fractal é obtido a partir de uma

funcao definida da seguinte forma:

flzla f2:0 € fn:fn—lfn—Qa

ou seja, em que a operacao usada em f, é a concatenacao de cada imagem, obtida por

aplicacao de f,, é uma “palavra” composta por uma sequéncia de 0 e 1.
fl = 17 f2 =0
3= fofi =01, fi= f3fo =010, f5= fsf3 =01001

fo = fsfa = 01001010, f7 = fsfs = 0100101001001

A imagem f,, dessa fungao pode ser associada a uma sequéncia de segmentos, horizontais

e verticas sendo todos de mesma medida, assim obtida (Figura 77):
i. Desenhe um segmento vertical,
ii. Se o digito for 0 entao:

a) Faga uma rotacdo no sentido anti-horario e trace um novo segmento, se a posi¢ao do

digito for par;

b) Faga uma rotagao no sentido horério e trace um novo segmento, se a posicao do

digito for impar;

iii. Se o digito for 1: Trace um segmento mantendo a direcao.
Figura 77 — Passos inicias da Fibonacci word

fn = 0100101001001...

posigao = 1

. W e 1 3z
wnpar hordario posigao = 3

1 0
0 0 T SEGr 0 tmpar — horario

posigao = 8

1 0 1 0 o par — anti — horéario

0 0 0 0 1

posigao = 4 1 0
par — anti — horario

Fonte: O autor, 2019

Um fato que pode ser observado em cada passo da construgao deste fractal é

que a quantidade de segmentos presentes na representacao de f, € igual ao termo F;, de
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sequéncia de Fibonacci. No esquema a seguir (Figura 78) tem-se as imagens, de f3 até fi4,

representadas pela sequéncia de segmentos.

Figura 78 — Relagéo entre f, e F),

10 uﬂb i
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£ 23350y
2 segments o

Fonte: Dumaine, Alex. The Fibonacci word Fractal p.2, 2009

Figura 79 — Autossemelhanca da curva

i i
gj‘? gﬁ?&«FM %M@MWW
ﬁ%’%“” P 1

Fonte: Dumaine, Alex. The Fibonacci word Fractal p. 7, 2009

7

Quando o processo de construcao é repetido infinitas vezes, ou seja, quando a
imagem f,, para n tendendo ao infinito, é associada a uma sequéncia de segmentos,

obtém-se a seguinte estrutura fractal

Figura 80 — Fibonacci word fractal

Fonte: Dumaine, Alex. The Fibonacci word Fractal p. 1, 2009
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Mostra-se que o fator de reducao aplicado em cada etapa do processo é igual a

T el dimensao fractal é dada por:

Fonte: Dumaine, Alex. The Fibonacci word Fractal p. 8, 2009

O fractal Fibonacci word possui algumas variagoes denominadas Fibonacci snow-
flakes (flocos de neve de Fibonacci), que sdo obtidas ao se modificar o dngulo de rotagao
entre segmentos consecutivos. A figura a seguir apresenta algumas dessas variacoes (Figura
82).

Figura 82 — Fibonacci snowflakes

o

T
T
g
L
-
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L

Fonte: <http://www.abovetopsecret.com/forum/thread1239697/pg3> Acesso em jul. 2019
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4 FRACTAIS EM POLIGONOS REGULARES

Algum dos padroes fractais apresentados no capitulo anterior podem ser aplicados
aos demais poligonos regulares, por exemplo, o padrao de construgao do floco de neve de
Koch, que ao ser aplicado em um poligono com n lados resulta em fractais denominados
n — flakes. No capitulo anterior foram apresentados o pentaflake e o hexaflake, a seguir

(Figura 83) tem-se outros exemplos de flocos de neves.

Figura 83 — Heptaflake, octaflake e eneaflake

Fonte: <https://en.wikipedia.org/wiki/N-flake> Acesso em jan. 2019

Até mesmo o fractal Fibonacci word pode ser obtido a partir de octégonos regulares, como

mostra a figura a seguir.

Figura 84 — Fibonacci word fractal em octégonos

4x2 octogons 4x8 octogons 4x34 octegons

4x144 octogons 4x610 octogons

Fonte: <https://en.wikipedia.org/wiki/Fibonacci word fractal> Acesso em jul. 2019

Também se pode tomar como exemplo o padrao de construcao do tridangulo de
Sierpinski, que pode ser aplicado em quadrados (Tapete de Sierpinski), pentdgonos,

hexagonos e assim por diante. Nesse padrao de construcao divide-se o poligono, no qual se
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quer aplicar o processo iterativo, no maior nimero de poligonos congruentes e semelhantes
ao inicial (reduzidos por um fator de escala r) sem que existam sobreposigoes. Em seguida,
retira-se o poligono central e repete-se o processo com os demais poligonos,como no exemplo

a seguir?.

Figura 85 — Padrao de Sierpinski no pentagono regular

Fonte: O autor, 2019

Existem os mais variados tipos de de fractais em poligonos regulares, desde as
curvas de preenchimento espacial até as curvas mais irregulares. Por exemplo, a curva
de Peano — Gosper (Figura 86), originalmente conhecida como “flowsnake” estudada

por Mandelbrot.

Figura 86 — Curva de Peano - Gosper

r PSP T mﬂ@‘

Fonte: Mandelbrot, Benoit. The Fractal Geometry of Nature p. 47, 1977

1 Disponfvel em <https://www.geogebra.org/m/acrxqj8f>



76

Outro de exemplo de fractal em poligonos regulares (com mais do que 5 lados) é
a curva da arvore de macacos (Figura 87), mais conhecida como “Monkey’s Tree

curve”.

Figura 87 — Fractal Monkey’s Tree curve

Fonte: Mandelbrot, Benoit. The Fractal Geometry of Nature p. 31, 1977

Uma variacao da curva “Monkey’s Tree curve”, é a “Snowflake Sweeps” (Figura
88), que possui dimensao fractal igual a 2, ou seja, trata-se de uma curva de preenchimento

espacial.

Figura 88 — Fractal Snowflake Sweeps

Fonte: Mandelbrot, Benoit. The Fractal Geometry of Nature p. 68, 1977

Prosseguiremos o capitulo estudando padroes fractais gerados pelas diagonais de um

poligono regular de n lados e suas intersecoes, além das espirais internas de um poligono,
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obtidas a partir de poligonos semelhantes. Tais estrutas possuem propriedades geométricas

muito peculiares e associacdo com objetos da natureza.

4.1 Espirais Internas de um Poligono Regular

Dados um quadrado fixo e um quadrado nele inscrito, pode perguntar-se: Qual a
area minima do quadrado inscrito? Neste caso qual a menor distancia entre dois vértices,
tomados nos dois quadrados? A resposta a primeira questao leva a pensar nas possiveis
posicoes que o quadrado inscrito pode ir assumindo até que os seus vértices se situem
sobre os pontos médios dos lados do quadrado inicial, e isto conduz a nova pergunta: O
que ocorre se 0 processo de construcao de quadrados inscritos for infinito?

Para se ter uma nog¢ao do comportamento de uma sequéncia de quadrados inscritos
e algumas das suas propriedades geométricas é necessario proceder a sua construgao, mas
isso pode se tornar bem exaustivo quando realizado manualmente, com régua e compasso
porém, essas construgoes podem ser facilmente executadas e analisadas, ao se utilizar
as ferramentas do GeoGebra. Para tal deve-se considerar, inicialmente, um quadrado
construido com a ferramenta Poligono Regular?. Sobre os lados desse quadrado define-se
uma distancia, que pode ser variavel, para determinar os vértices do quadrado inscrito. No
interior desse novo quadrado repete-se o processo, mantendo a propor¢ao das distancias

entre vértices consecutivos de dois quadrados, como indicado na figura a seguir.

Figura 89 — Passo inicial da construgao da sequéncia de quadrados

Ly

Fonte: O autor, 2019

Como as proporcoes sao mantidas, tem-se:

Ly q

L2 w

O passo a passo da utilizagdo das ferramentas necessédrias para a construcio de uma estrutura fractal
serd apresentado no capitulo 5

2
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Repetindo o processo indefinidamente obtém-se uma sequéncia de quadrados, cujos
vértices se encontram sobre as curvas de quatro espirais que tendem para o mesmo ponto,

o centro do quadrado inicial (Figura 90)3.

Figura 90 — Vértices dos quadrados sobre espirais

Fonte: O autor, 2019

Mesmo modificando a distancia inicial entre vértices as proporc¢oes sao mantidas e os

vértices permanecem sobre as espirais (Figura 91).

Figura 91 — Modificacdo das distdncias entre vértices

Fonte: O autor, 2019

Esse processo iterativo pode ser aplicado sobre qualquer poligono regular, por
exemplo, um pentdgono regular com pentadgonos semelhantes uns inscritos aos outros.
Toma-se como objeto inicial um pentédgono regular ABC'DE, e sobre seus lados tomam-se
os pontos A, B', C', D' e E’ cuja menor distancia até os vértices do pentdgono inicial é

dada por a, um valor real positivo e nao nulo, associado ao controle deslizante de mesmo

3 Disponivel em <https://www.geogebra.org/m/sbyt7juk>
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nome. Na imagem a seguir (Figura 92) essa distancia é dada pelos raios das circunferéncias
de centros A, B, C, D, FE.

Figura 92 — Passo inicial da construcao da sequéncia de pentagonos

Fonte: O autor, 2019

Os controles deslizantes indicados por n e a indicam, respectivamente, o nimero
de vértices do poligono e a distancia entre os pontos A e A, Be B, até E ¢ E’, e essa
pode variar de zero até o comprimento do lado do pentdgono. Sobre os pontos A’, B', C’,

D’ e E' constrdi-se um novo pentdgono regular (Figura 93).

Figura 93 — Segundo passo da construcao da sequéncia de pentagonos

Fonte: O autor, 2019

Sobre os lados deste novo pentdgono repete-se o processo, ou seja, utilizando uma
nova distancia proporcional a “a” determinam-se os vértices do terceiro pentdgono da
sequéncia. Para determinar a constante de proporcionalidade entre os lados e distancias

calcula-se:
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para determinar a medida de A’A”| raio da circunferéncia de centro em A’ (Figura 94),

tem-se a seguinte proporgao:

AB AA AA
_ A 1 AA =
YU AR k pelo que ’

Figura 94 — Terceiro passo da construgdo da sequéncia de pentidgonos

Fonte: O autor, 2019

Os raios das circunferéncias (Figura 95)* que definem as distancia entre vértices de

poligonos consecutivos sdo termos de uma progressao geométrica decrescente de razao 1/k.

Figura 95 — Passos avancados da construgdo da sequéncia de pentagonos

Fonte: O autor, 2019

4 Disponivel em <https://www.geogebra.org/m/d7vapnp;j>
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Ao ocultar circunferéncias pode observar-se com clareza que os vértices de todos os
pentagonos se situam sobre as curvas de espirais que tendem para o centro do poligono

(Figura 96), andlogo ao padrao observado na sequéncia de quadrados (Figura 90).

Figura 96 — Espiral interna do pentagono

Fonte: O autor, 2019

Ao alterar a distancia entre vértices de pentagonos consecutivos, usando um controle
deslizante, as espirais sao mantidas e continuam a tender para o centro do poligono. A

seguir (Figura 97) tem-se a sequéncia de pentdgonos com distancia entre vértices igual a
2,2.

Figura 97 — Espiral interna do pentagono, a = 2,2

Fonte: O autor, 2019

Para a = 3,5, metade da medida do comprimento de AB, os vértices dos pentagonos
permanecem sobre as curvas das espirais, embora estas ndo sejam tao perceptiveis (Figura
98)5.

5

Disponivel em <https://www.geogebra.org/m/jkysjea?>
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Figura 98 — Vértices sobre pontos médios

Fonte: O autor, 2019

O padrao descrito é observavel em todos os tipos de poligonos regulares. Para
facilitar a construcao desse padrao nos demais poligonos pode-se utilizar, no GeoGebra, as
ferramentas Poligono Regular, na qual ao informar o nimero de vértices que o poligono
devera usar-se ferramenta Controle Deslizante. Como nao se quer fixar a quantidade
de vértices do poligono, cria-se um controle deslizante n (Figura 99), que deve variar de 3

até 20 (podem utilizar-se valores maiores) e incremento 1.

Figura 99 — Ferramenta Poligono Regular

)
Arquivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda & Poligono Regular [ x |

Q-, CAV / :—— @ @ -é: x 1:3_‘ ‘%’ Vértices

O~

. :} Poligono

= OK Ci lal
L} Poligono Regular * Sheet

:} Poligono Rigido n=5

n=§ £> Poligono Semideformével

.

Fonte: O autor, 2019

Para qualquer valor de n, os vértices dos poligonos estao sobre as curvas de espirais
internas ao poligono inicial e essas sempre tendem para o centro do poligono. Quanto
maior o nimero de lados do poligono, mais preenchida as espirais tende a ficar (Figuras
100 e 101). As imagens a seguir mostram o padrao em hexdgonos, heptdgonos, octégonos

€ eneagonos.
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Figura 100 — Espirais internas do hexagono e heptagono

Fonte: O autor, 2019

Figura 101 — Espirais internas do octégono e enedgono

Fonte: O autor, 2019

Esse padrao em espiral também pode ser encontrado na natureza, por exemplo,
em plantas do tipo Suculentas, cujo nome cientifico é Aloe polyphylla ou nome popular

Babosa Espiral, em sementes de girasséis e em cones de pinheiros, pinhas ou no abacaxi.
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Figura 102 — Suculenta e cone de Pinheiro

Fonte: <https://www.jardineiro.net/plantas/babosa-espiral-aloe-polyphylla.html> Acesso em
jul. 2019

4.2 Entrelagamento Fractal

Existe um segundo padrao escondido nas espirais internas dos poligonos regulares
e esse é formado pelas circunferéncias utilizadas no processo de construgdo da sequéncia
de poligonos da se¢ao anterior. No software GeoGebra, existe a possibilidade de ocultar
ou tornar visivel um determinado objeto que foi utilizado durante a construcao. No caso
das espirais internas, foram ocultadas as circunferéncias descritas no terceiro passo da
construgao, agora podem voltar a ser visiveis, ocultando os poligonos da sequéncia (Figura
103). A imagem a seguir apresenta o caso para n = 5, onde é possivel observar duas

sequéncias de circunferéncias com raios cada vez menores.

Figura 103 — Sequéncia de circunferéncias

Fonte: O autor, 2019

Como as circunferéncias foram utilizadas para determinar a localizagdo dos vértices
dos poligonos que, por sua vez, pertencem as espirais, tem-se entao duas sequéncias de

circunferéncias cujos centros se situam sobre as espirais. O fato de haver apenas duas
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sequéncias de circunferéncias deve-se ao uso da ferramenta Poligono Regular que precisa
apenas dois vértices construir um novo poligono.

Ocorre, agora, averiguar qual o impacto que a variagdo do raio das circunferéncias
vai gerar nestas “espirais”. Ora o raio é controlado por um controle deslizante, a, quando
este assume o valor zero (Figura 104), os raios das circunferéncias da sequéncia também

assumem valor igual a zero e pontos inicias da construcao, A e B.

Figura 104 — Circunferéncias tendem aos pontos A e B a =0

Fonte: O autor, 2019

Por outro lado, quando o controle deslizante comeca a assumir valores cada vez
maiores (Figura 105), tendendo ao seu valor maximo, ou seja, a assumindo valores cada
vez mais préximos do comprimento de AB (AB = T7), os raios das circunferéncias ficando
maiores e as circunferéncias agrupam de maneira inesperada (Figura 106). Para valores de
a no intervalo ]0; 1.5] (valores iniciais) os raios das circunferéncias aumentam todos na
mesma proporc¢ao, isso resulta em uma aproximagao dos centros das circunferéncias de

espirais distintas, e a estrutura das espirais permanece intacta se tornando mais nitida.

Figura 105 — Sequéncia de circunferéncias primeiras variagoes

Fonte: O autor, 2019

Quando a assume valores entre 1.5 e 4.3 (valores intermediarios)(Figura 106) as

circunferéncias, de espirais distintas, apresentam pontos de intersecao.
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Figura 106 — Intersegdo entre as circunferéncias

Fonte: O autor, 2019

A partir desse momento se inicia um entrelacamento e este apresenta caracteristicas
fractais, por exemplo, autossemelhanca.

As caracteristicas fractais ficam cada vez mais evidentes & medida que a assume
valores cada vez maiores. As figuras 107 e 108 apresentam o momento “critico” do
entrelagamento (@ = 5.6), ou seja, quando esse se apresenta de maneira mais desorganizada

e seu centro aparenta ser completamente cadtico.

Figura 107 — Entrelacamento fractal a = 5.6

Fonte: O autor, 2019
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Figura 108 — Ampliagido do entrelacamento fractal a = 5.6
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Fonte: O autor, 2019

Quando a assume valores maiores que 5.6, as circunferéncias tendem a um entrela-
camento menos irregular; ou seja, nesse momento o fractal se comporta como um conjunto
de curvas suaves deixando suas caracteristicas mais evidentes, e sua autossemelhanca pode

ser percebida com mais facilidade. Nas proximas imagens sao apresentados os “maiores”

valores que a pode assumir e a ampliacao de suas regioes centrais.

Figura 109 — Entrelagamento fractal a = 6.3

Fonte: O autor, 2019



Figura 110 — Ampliagdo do entrelacamento fractal a = 6,3
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Fonte: O autor, 2019

Figura 111 — Entrelagamento fractal a = 6.5

Fonte: O autor, 2019

Figura 112 — Ampliagido do entrelacamento fractal a = 6.5

=

Fonte: O autor, 2019
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Nos trés valores finais de a, a estrutura apresenta uma tendéncia de auto-organizacao,
ou seja, quanto mais préximo a se encontra de valor maximo, no intervalo entre 6.7 e 7, as
circunferéncias tendem a se unir cada vez mais, apresentando estrutura fractal semelhante

a mandalas.

Figura 113 — Entrelacamento fractal a = 6.7

Fonte: O autor, 2019

Figura 114 — Ampliacao do entrelagamento fractal a = 6.7

Fonte: O autor, 2019
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Figura 115 — Entrelacamento fractal a = 6.8

Fonte: O autor, 2019

Figura 116 — Entrelacamento fractal a = 6.9

Fonte: O autor, 2019

Nesse estagio final (Figura 117), o fractal ndo apresenta mais o padrao irregular do
inicio do processo, as circunferéncias e suas intersecoes possuem comportamento suave
e ordenado. Quando a assume seu valor maximo, as circunferéncias coincidem em 5
circunferéncias distintas, de mesmo raio, cujos centros sao os vértices do pentdgono inicial.
Isso ocorre, pois a tem valor igual ao comprimento de AB, fazendo com que o vértice de
todos os pentidgono da sequéncia de poligonos inscritos coincidam sobre os vértices do

primeiro pentagono, ou seja, todos os pentagonos da sequéncia se sobrepoem.
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Figura 117 — Estagio final a =7

Fonte: O autor, 2019

A variedade de entrelacamentos apresentados acima, em um pentagono regular,
pode ser observada em todos os poligonos regulares, e cada um deles apresenta determinados
padroes com particularidades e caracteristicas proprias. A sequéncia de imagens a seguir

apresentam o padrao para n = 3, com algumas varia¢des do valor de a e suas respectivas

ampliacoes.

Figura 118 — Espirais de circunferéncias n =3 e a = 1.3

Fonte: O autor, 2019

Figura 119 — Entrelacamento fractal n =3 e a = 3.3

Fonte: O autor, 2019



Figura 120 — Ampliacdo do entrelagamento fractal n =3 e a = 3.3

Fonte: O autor, 2019

Figura 121 — Entrelagamento fractal a = 4,2 e n =3

Fonte: O autor, 2019

Figura 122 — Ampliacdo do entrelagamento fractal n =3 e a = 4.2

Fonte: O autor, 2019

92



93

Figura 123 — Entrelagamento fractal n =3 e a = 5.7

Fonte: O autor, 2019

Figura 124 — Ampliacdo do entrelagamento fractal n =3 e a = 5.7

Fonte: O autor, 2019

Figura 125 — Entrelagamento fractal n =3 e a = 6.7

Fonte: O autor, 2019
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Figura 126 — Ampliacdo do entrelagamento fractal n =3 e a = 6.7
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Fonte: O autor, 2019

Figura 127 — Estéagio finaln =3 e a =6.9

Fonte: O autor, 2019

Algo bem interessante pode ser observado na parte central dos entrelagamentos, em
seus estagios finais, para valores diferentes de n. Para n = 3, no centro do entrelagamento
ha uma regiao triangular limitada por arcos de circunferéncias, essa regiao triangular se
assemelha ao tridngulo de Reuleaux (Figura 128). Desenvolvido pelo engenheiro mecanico
Franz Reuleaux (1829 — 1905), o tridngulo de Reuleaux é construido da seguinte forma,
sobre os lados do triangulo tragam-se arcos com centros sobre os vértices do triangulo e
raios de medidas iguais, e esses possuem comprimento igual ao lado do tridngulo (para um
estudo aprofundado sobre os poligonos de Reuleaux aconselha-se a leitura de Rodrigues
(2015).
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Figura 128 — Triangulo de Releaux
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Fonte: O autor, 2019

Paran =3, a=16.9 e a =7, o tridngulo de Reuleaux surge no centro do entrelacamento,

com seus vértices sobre as interse¢oes das tltimas circunferéncias da sequéncia.

Figura 129 — Centro do entrelacamento fractal n =3 e a = 6.9
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Fonte: O autor, 2019

Figura 130 — Tridngulo de Relueaux no centro do entrelagamenton =3 ea =7

Fonte: O autor, 2019

Algo semelhante ocorre para n = 4, mas neste caso surge no centro do entrelaca-

mento um quadrado de Reuleaux. Para n = 5 em seu centro tem-se um pentagono de



96

Reuleaux, como se pode observar nas figuras a seguir.

Figura 131 — Centro do Entrelagamento fractal n =4 e a = 6.9

Fonte: O autor, 2019

Figura 132 — Quadrado de Reuleaux no centro do entrelagamenton =4ea =7

Fonte: O autor, 2019

Figura 133 — Centro do entrelacamento fractal n =5 e a = 6.9

Fonte: O autor, 2019
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Figura 134 — Pentagono de Reuleaux no centro do entrelacamenton =5ea =7

Fonte: O autor, 2019

Quando se altera o valor de n para 6 nao ha mais um poligono de Reuleaux e sim um

entrelacamento que se assemelha a uma mandala.

Figura 135 — Centro do Entrelagamento fractal n =6 e a = 6,9

Fonte: O autor, 2019

Ampliando cada vez mais o centro do entrelacamento se encontra uma estrutura semelhante
a um hexdgono regular formada pelas interse¢oes das circunferéncias que constituem o

fractal.
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Figura 136 — Ampliagdo do centro do Entrelagamento fractal n =7 e a = 6,9

Fonte: O autor, 2019

Na imagem acima tem-se uma regiao hexagonal cujos limites aparentam ser retos,
ou linhas com curvatura que tende a zero, porém isso é uma “ilusdo visual” provocada
pela escala da ampliacao, ja que os mesmo sao obtidos a partir de circunferéncias. O fato
que se segue é que ao ampliar a imagem perde-se a no¢ao de curvatura das circunferéncias,
ou seja, 0s arcos possuem curvatura quase que imperceptivel.

Para valores de n maiores que 6, as curvaturas que definem a regiao central do
entrelagamento mudam de positivas para negativas (em relagdo ao centro do fractal), ou
seja, se para n variando de 3 até 6 as regioes centrais dos entrelacamentos sao delimitadas
por arcos de curvatura positiva, em relagao ao centro, para valor de n maiores que 6 os
arcos possuem curvatura negativa, logo tendem para o centro da regiao. As imagens a
seguir apresentam os centros dos entrelagamentos para n = 7, n = 8 e n = 9, nelas é
possivel perceber que as regides poligonais centrais sao delimitadas por arcos que tendem

para o centro da regiao.

Figura 137 — Centro do entrelacamento fractal n =7 e a = 6.9

Fonte: O autor, 2019
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Figura 138 — Centro do entrelacamento fractal n =8 e a = 6.9

Fonte: O autor, 2019

Figura 139 — Centro do entrelacamento fractal n =9 e a = 6.9

Fonte: O autor, 2019

4.3 Autossemelhanca Sobre as Diagonais

Nesta secao serd apresentado um padrao de autossemelhanga que se pode obter
ao tragar as diagonais de um poligono regular (com um nimero de lados maior que 5) e
destacar suas intersecoes, deve-se ter em mente que as diagonais que passam pelo centro do
poligono, no caso de um nimero par de lados, nao serao analisadas ja que estas possuem
todas a mesma interse¢ao que é o préprio centro do poligono.

Ao se tragar as diagonais de um poligono de n lados (n > 4) e observar a regiao
formada pela interse¢do das mesmas, duas a duas, nos deparamos com um poligono regular

semelhante ao inicial em que é possivel repetir o processo, ou seja, tragam-se novamente
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as diagonais obtendo um novo poligono regular semelhante ao inicial. A figura a seguir
apresenta um pentagono regular e suas diagonais, na regiao central do poligono ha um

outro pentagono regular cujos vértices sao os pontos de interse¢ao das diagonais.

Figura 140 — Primeiro passo da autossemelhanca do pentagono regular

Fonte: O autor, 2019

As diagonais de um pentagono regular que partem de um mesmo vértice dividem
o angulo interno (do mesmo vértice) em 3 angulos congruentes. Como o angulo interno
do pentagono mede 108°, tem-se que cada um dos trés angulos congruentes mede 36°. O
angulo de 36° pode ser utilizado para verificar o tipo de transformacao que foi aplicada
sobre o pentagono inicial para determinar o segundo pentdgono, assim tem-se a intuicao
de que hd um processo iterativo no padrao apresentado (Figura 141). O vértice A, do

pentagono inicial, sofreu uma rotacgao de 36° e cada lado, uma redugao de fator 1/42.

Figura 141 — Transformacées do pentdagono regular

Fonte: O autor, 2019

Ao novo pentagono regular, pode aplicar-se novamente o processo descrito, rotacao
seguida de reducao,, gerando assim um novo pentagono no qual se pode reaplicar o processo

e assim por diante, infinitamente®.
6

Disponivel em <https://www.geogebra.org/m/z5wa8cth>
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Figura 142 — Autossemelhanca interna do pentdgono

Fonte: O autor, 2019

A estrutura apresentada na figura anterior pode ser ampliada infinitamente e havera
sempre um novo pentagono onde sera possivel tracar, novamente suas diagonais e repetir
o processo. A construcao e visualizagdo de um objeto com tais caracteristicas s6 é possivel
recorrendo a softwares de geometria dinamica.

A autossemelhanca interna também pode ser observada em um hexagono regular,
ou seja, quando tragamos suas diagonais (sem considerar as diagonais que passam por seu
centro) é possivel obter, em seu interior, um novo hexdgono regular, semelhante ao inicial
que foi reduzido e rotacionado. O mesmo ocorre para heptagonos, octégonos, enedgonos,

etc, com a condi¢ao que sejam poligonos regulares.

Figura 143 — Passo inicial da autossemelhanca do hexagono regular

Fonte: O autor, 2019
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Figura 144 — Autossemelhanca do hexdgono regular

Fonte: O autor, 2019

Como nao se consideram as diagonais que passam pelo centro do poligono, tem-se
que, assim como o pentdgono, o hexagono regular’ utilizado na construgao (Figura 143),
possui duas diagonais que partem de cada vértice e elas geram um tinico novo poligono a
cada passo da iteracao.

Quando o nimero de lados do poligono regular é superior a 6, de cada vértice
parte um nimero par (maior que 2) de diagonais que nao passam pelo centro do poligono.
Ocorre averiguar se existe alguma relagao entre o nimero de lados do poligono inicial e a
quantidade novos poligonos gerados a cada passo do processo. Para isso, deve analisar-se
um maior nimero de casos de autossemelhanca interna.

O heptégono e no octégono apresentam, cada um, partindo de cada vértice quatro
diagonais nas condigoes referidas, e ao tragar todas as diagonais desse poligonos, é possivel

perceber a cada um gera dois novos poligonos a cada passo do processo iterativo.

Figura 145 — Padrao de autossemelhancga do heptdgono e do octégono regular

Fonte: O autor, 2019

7 Disponivel em <https://www.geogebra.org/m/msfzxfch>
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Figura 146 — Padrao de autossemelhanca do eneagono e do decdgono regular

Fonte: O autor, 2019

No caso de n =9 e n = 10 ha 6 diagonais que, ao ser consideradas duas a duas,
vao originar 3 novos poligonos semelhantes ao inicial (Figura 146).
De cada vértice do heptagono regular partem 2 pares de diagonais, congruentes

duas a duas (Figura 147).

Figura 147 — Diagonais do heptagono regular

Fonte: O autor, 2019

O mesmo ocorre para os demais poligonos, por exemplo, de cada vértice do decagono
regular, partem 10 —4 = 6 diagonais que nao passam pelo centro, e considerando a diagonal
que passa pelo centro como eixo de simetria entre elas (Figura 148) pode concluir-se que o
decagono regular possui 3 pares de diagonais congruentes distintas, que irao originar 3

poligonos semelhantes em cada passo do processo iterativo (Figura 146).
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Figura 148 — Diagonais distintas do decidgono regular

Eixo de Simetria “

Fonte: O autor, 2019

Essa andlise pode ser repetida com todos os poligonos regulares com mais de 4
lados. Assim, se o niimero de lados é n = 2k ou n = 2k — 1, (para cada k natural maior
que 2) partindo de cada vértice, existem k — 2 pares de diagonais congruentes duas a duas.
Considerando, em todos os vértices, os n pares de diagonais congruentes entre si, e suas
intersegoes duas a duas, vamos obter um poligono semelhante ao inicial. Como isso ¢é feito
com cada um dos k — 2 pares, iremos ter k — 2 poligonos semelhantes ao inicial. Sendo I,,

o nimero de novos poligonos regulares obtidos em cada iteracao, tem-se que:

n—3 407
== sen é impar

”T_‘l se n é par
I, =
O estudo sobre as diagonais de um poligono regular, em busca de suas intersecoes
que geram poligonos semelhantes, também fornece quais sdo as intersegoes que vao gerar o
novo poligono. Quanto maior o angulo formado pelo par de diagonais congruentes, menor

o fator de redugao do poligono por elas gerado (Figura 149).

Figura 149 — Intersec¢bes das diagonais do decdgono regular

Fonte: O autor, 2019
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Na figura acima as interse¢Oes entre diagonais congruentes, que geram novos
poligonos regulares, estao circuladas pelos circulos negros e é possivel perceber o padrao

de intersegoes.
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5 ATIVIDADES PARA SALA DE AULA

Neste capitulo serdo apresentadas as construcao de alguns fractais gerados a partir
de poligonos regulares e atividades para sala de aula, envolvendo tais objetos. O objetivo
dessas atividades é a utilizagao dos fractais como ferramenta motivacional para o estudo da
matematica, recorrendo a utilizacdo do software GeoGebra em sala de aula (ou laboratérios
de informdtica) para anélise de padroes geométricos e resolugao de exercicios.

Na se¢do a seguir sao apresentadas as principais ferramentas do GeoGebra que
podem ser utilizadas nas construgoes dos fractais que serdao apresentados nas atividades,

mostrando passo a passo do funcionamento de utilizagao de cada ferramenta.

5.1 Ferramentas do GeoGebra

Seréa utilizado o software GeoGebra Classico (Classic) 5.0. O GeoGebra é um
software gratuito de utilizacao simples devido a sua funcao autoexplicativa, ou seja, ao
deixar o cursor (mouse) sobre o icone de uma determinada ferramenta, aparece abaixo
desse icone uma caixa de texto com explicagoes de uso de tal ferramenta. Na imagem a
seguir (Figura 150) tem-se o cursor sobre a ferramenta Poligono e abaixo desta a caixa de

texto explicando com utilizar esta ferramenta.

Figura 150 — Caixa de texto: explicacdo de uso

(¥ GeoGebra Classic 5
Arquivo Editar Exibir Opedes Ferramenias Janela Ajuda

DRER N EHNER

» Janela de Algebra

Poligono

Selecione todos os vértices e, entdo, o vértice inicial novamente
T T

Fonte:O autor, 2019

No caso da ferramenta Poligono devem selecionar-se pontos sobre a area de trabalho
da Janela de Visualizacao, pontos esses que serao os vértices do poligono, apds selecionar
a quantidade de vértices desejada seleciona-se novamente o ponto inicial para assim fechar
a linha poligonal criada, e obter o poligono. Com essa ferramenta podem construir-se
poligonos concavos ou convexos.

Na figura 150 é possivel observar que todos os icones de ferramentas possuem no
canto inferior direito uma seta com sentido para baixo, ao clicar nessa seta abre-se uma
lista com outras ferramentas, por exemplo, ao expandir a ferramenta Poligono é possivel ter
acesso a outras ferramentas relacionadas aos poligonos como a Poligono Regular, e a Rigido
que pode ser utilizada para construir um poligono qualquer que nao altera comprimentos

nem angulos ao mexer em seus vértices.
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A seguir descrevem-se algumas ferramentas utilizadas nas construgoes dos fractais
das atividades propostas, apresentando seus icones, localizacao na barra das ferramentas e

como utiliza-las.

Controle Deslizante

Figura 151 — Controle Deslizante

(¥ GeoGebra Classic 5
Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda
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+® Caixa para Exibir / Esconder Objetos

a=1 Campo de Entrada

Fonte:O autor, 2019

Permite criar uma grandeza varidavel que pode ser modificada a partir de um
deslizador. E possivel associar essa grandeza a medida de um segmento, raio ou a quantidade
de vértices de um poligono, além de outras opg¢oes. Para utilizar esta ferramenta, basta
seleciona-la e em seguida clicar sobre a superficie de trabalho da Janela de Visualizacao

para ter acesso as configuragoes do deslizador (Figura 152).

Figura 152 — Configuracoes do Controle Deslizante

Controle Deslizante “

® Numero i3

) Angulo
O Inteiro [ Aleatério (F9)

Intervalo | Controle Deslizante | Animacéo

min: |-5 max: |5 Incremento:

OK Cancelar

Fonte:O autor, 2019

Nas configuragoes informa-se o tipo de grandeza que se quer trabalhar: nimero real,
angulo ou niimero inteiro, assim como seus valores minimo e maximo e seu incremento
(variagao do controle). Na aba Controle Deslizante é possivel informar a posi¢ao relativa do
controle (horizontal ou vertical) e na aba Animagao pode-se criar um controle deslizante

animado, ou seja, o valor da grandeza se altera sozinho com velocidade predeterminada.
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Figura 153 — Aba Animacéo
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® Nimero porg
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= Crescente (Uma Vez)

OK

Fonte:O autor, 2019

Figura 154 — Objeto Controle

(%] GeoGebra Classic 5
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Fonte:O autor, 2019

Ao criar um controle deslizante, a que chamamos CONTROLE, o seu nome aparece

na Janela de Algebra! na classificacio de Nimero, ja que o controle criado representa um
nimero racional do intervalo [—5, 5].

Segmento e Segmento com Comprimento Fixo

Figura 155 — Ferramentas Segmento e Segmento com Comprimento Fixo

22
Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda
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3
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% Vetora Partir de um Ponto

Fonte:O autor, 2019

1 Janela que apresenta a lista de todos objetos criados durante uma construcio



109

Como os seus nomes sugerem, estas ferramentas possibilitam a criacao de segmentos
sejam eles de comprimento fixo ou varidvel. Para construir um segmento (de comprimento

variavel) deve clicar-se, ou selecionar, dois pontos quaisquer sobre a superficie de trabalho.

Figura 156 — Segmento AB

(4] GeoGebra Classic 5
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Fonte:O autor, 2019

N

E possivel modificar a posicdo, direcdo e tamanho do segmento AB, para tal basta
selecionarmos a ferramenta Mover (primeira ferramenta da barra de ferramentas, indica
por uma seta branca) e pressionando o botao esquerdo do mouse sobre os pontos A ou
B, modifica-se o tamanho e direcao do segmento. Fazendo o mesmo sobre o segmento, ou
seja, pressionando o botao esquerdo do mouse sobre o segmento é possivel modificar sua
posicao sem alterar seu tamanho e direcao.

A ferramenta Segmento com Comprimento Fixo funciona de modo similar, mas
agora sO € preciso selecionar, sobre a superficie de trabalho, a origem do segmento que
se deseja construir e ao fazé-lo surge uma janela onde se deve informar o comprimento
desejado, e esse pode ser indicado por niimero real positivo ou por um controle deslizante.

Na imagem a seguir temos a origem do segmento no ponto A e controle deslizante a.

Figura 157 — Comprimento do Segmento
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Ponto Médio ou Centro

Figura 158 — Ferramenta Ponto Médio ou Centro
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Esta ferramenta fornece o ponto médio de um segmento, ou o ponto médio entre
dois pontos, clicando apenas sobre o segmento, ou nos dois pontos. Esta ferramenta permite
determinar o centro de um poligono regular, circulo ou regiao poligonal. Para utilizar essa
ferramenta basta clicar sobre os pontos, para obter o ponto médio, ou regidao cujo centro

deseja determinar.

Figura 159 — Explicagoes de uso Ponto Médio ou Centro
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Poligono Regular

Figura 160 — Ferramenta Poligono Regular
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Esta ferramenta permite a construcao de um poligono regular ao selecionar dois

pontos quaisquer sobre a Janela de Visualizacao que serao dois vértices consecutivos,
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e a distancia entre esses pontos define a medida do lado do poligono a ser construido.
Ap06s selecionar os dois pontos que definem o lado do poligono surge uma janela onde se

deve informar a quantidade de vértices que o poligono tera e essa quantidade pode estar
associada a um controle deslizante.

Circulo dados Centro e Raio e Compasso

Figura 161 — Ferramentas Circulo dados Centro e Raio e Compasso
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Fonte:O autor, 2019

Essas duas ferramentas podem ser utilizadas para construir circulos, determinar ou
transportar medidas de segmentos. A ferramenta Circulo dados Centro e Raio possui um
raio de medida fixa e essa deve ser informada na janela de configuragao da ferramenta

(Figura 162), também é possivel associar essa medida a um controle deslizante.

Figura 162 — Medida do Raio
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A ferramenta Compasso pode ser utilizada para transportar a medida de um
determinado segmento ou construir circulos cujo raio tem a mesma medida de algum
segmento ja construido. A utilizacao desta ferramenta se inicia selecionando-se dois pontos,

ou um segmento, para indicar a medida do raio, em seguida deve-se selecionar o centro da
circunferéncia.
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Criar uma Nova Ferramenta

Figura 163 — Criar uma Nova Ferramenta
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Essa ¢ uma das fungoes mais importantes do GeoGebra para as construgoes de
fractais. Ela permite a criacdo de uma nova ferramenta a partir de uma construcao ja
iniciada. O Funcionamento detalhado dessa ferramenta sera apresentado posteriormente
no decorrer de uma atividade.

As seis ferramentas listadas acima sao as ferramentas mais utilizadas no processo
de construcao dos fractais apresentados nesse trabalho, em alguns fractais sera necessaria
a utilizacao de ferramentas diferentes ou ferramentas mais avancadas, quando isso ocorrer
as mesmas serao apresentadas junto das suas instrugoes de uso. E importante ressaltar que
nas atividades nao serao fixadas as medidas de segmentos, mas recomenda-se que quando
as atividade propostas forem aplicadas em sala de aula deve ser pedido aos alunos que
utilizem valores inteiros para as medidas dos segmentos, assim evitam-se as equagoes e

expressoes literais.

5.2 Construcoes e Atividades

Iremos apresentar as construgoes dos principais fractais apresentados nos capitulos
3 e 4, na ordem em que estes sao apresentados. Vamos iniciar coma construcao do padrao
de autossemelhanga interna do pentdgono regular, apresentado no capitulo 4 (Figura 139).
Esta construcao tem como objetivo ensinar como se cria uma nova ferramenta que acelere
o processo de construcdo de um determinado objeto, na sequéncia sera apresentada a
construcao do fractal curva de Koch, seguida da construgao do floco de neve de Koch e
algumas possiveis variac¢oes, seguindo até o fractal tapete de Sierpinski.

Todas as construcoes apresentadas a seguir podem ser realizadas em sala de aula,
pelos alunos. Na sequéncia de tais construgoes podem aplicar-se propriedades geométricas

e algébricas aprendidas em sala de aula.
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5.2.1 Utilizando a Opc¢ao Criar Nova Ferramenta

Como dito anteriormente, esta é uma das principais vantagens de se usar um
software de geometria dinamica para construir fractais. A opc¢ao Criar Nova Ferramenta,
possibilita acelerar um processo de construcao que necessite de repetigoes excessivas de
determinados passos. Para ensinar o uso desta opcao aos alunos pode tomar-se como
exemplo a construgao da autossemelhanga interna de um pentagono regular (apresentada

no capitulo 4) e os passos dessa construgao sao dados a seguir.

i. Construir um pentdgono regular, de lado AB (qualquer medida) utilizando a ferra-

menta Poligono Regular;

Figura 164 — Ferramenta Poligono Regular
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ii. No pentagono construido tracam-se suas diagonais utilizando a ferramenta Seg-

mento;

Figura 165 — Ferramenta Segmento
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Figura 166 — Diagonais do pentagono
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iii. Ao tracar as diagonais deve criar-se uma nova ferramenta, para isso basta pressionar
o botao direito do cursor (mouse) sobre o fundo branco da Janela de Visualizagao e

selecionar todos os objetos ja construidos, nesse caso o pentagono e suas diagonais;

Figura 167 — Objetos selecionados
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iv. Com os objetos selecionados, seleciona-se em Ferramentas, na Barra de Menu do

software, a opcao Criar uma Nova Ferramenta;
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Figura 168 — Opcao Criar Nova Ferramenta
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Ao selecionar essa opgao abrird uma janela com trés abas, a primeira indica os
objetos que serao criando com nova ferramenta, a segunda apresenta uma lista de objetos
necessarios para usar a ferramenta, e a tltima contém as configuracoes da ferramenta que
esta sendo criada, por exemplo, o nome da ferramenta. No caso da ferramenta que esta
sendo criada para a sequéncia de pentdgonos tem-se que os objetos que serao criados sao

um pentagono regular e suas diagonais, com indica a figura a seguir.

Figura 169 — Aba Objetos Finais
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Fonte: O autor, 2019

Para utilizar tal ferramenta serdo necessarios dois objetos, os pontos A e B, vértices
iniciais do pentagono que serd criado.
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E por fim, pode nomear-se a nova ferramenta. Neste trabalho, sera adotado o nome
Diagonais do Pentagono.

Figura 171 - Aba Nome e Icone
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Figura 170 — Aba Objetos Iniciais
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Criar uma Nova Feramenta

Nome da feframenta  Diagonais do Pentagono

Nome do comando  DiagonaisdoPentdgone.

Ajuda da ferramenta

aQ

icone

Para utilizar a nova ferramenta basta procurar o icone da “chave de rosca” da

imagem acima na barra de ferramentas do software, como indicado na figura a seguir.

Figura 172 — Icone da nova ferramenta
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Esse icone pode ser modificado

Conclido

116
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Agora basta selecionar dois pontos quaisquer para que sobre eles sejam construidos
um pentagono e suas diagonais. Essa ferramenta acelera o processo de construcao da

autossemelhanca interna, se tornando peca fundamental em seu processo de construcao.

5.2.2  Construcao da curva de Koch

Usando a ferramenta Segmento com Comprimento fixo, represente um segmento
AB = a e em seguida, usando a ferramenta Circulo dados Centro e Raio, construa duas

circunferéncias de centros A e B e de raios de medida igual a § (Figura 173).

Figura 173 — Curva de Koch - Primeiro passo
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Agora devem determinar-se os pontos de interse¢ao entre as circunferéncias e o
segmento AB, para isso utiliza-se a ferramenta Intersecao de Dois Objetos, como mostra a

imagem a seguir.

Figura 174 — Ferramenta Interse¢do de Dois Objetos
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Para determinar a intersecao entre dois objetos seleciona-se a ferramenta e em seguida

selecionam-se dois objetos a fim de obter a intersecao entre eles. Com centro sobre esses

pontos de intersegoes, construa duas circunferéncias congruentes, com raios de medida 3.



118

Figura 175 — Curva de Koch - Segundo passo da construgao
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Agora determinam-se as intersecoes entre as circunferéncias de centros em C e D,
os pontos E e I, considera-se somente o ponto que esta na regiao superior do segmento
AB, ou seja, o ponto E. Torne ocultas todas as circunferéncias utilizadas na construcao,
pois as mesmas nao serao mais necessarias. Para ocultar um objeto basta clicar sobre ele

com o botao direito do curso e selecionar a opc¢ao Exibir Objeto, essa opg¢ao ja vai estar
marcada, basta entao desmarca-la.

Figura 176 — Opcao Exibir Objeto
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Ao desmarcar essa opgao Exibir Objetos, os mesmos ficam ocultos mas nao sdo apagados
da lista de objetos construidos. Faga o mesmo com o ponto F' e com o préprio segmento

AB, esses objetos ndo serdo mais utilizados. Ao ocultar tais objetos tem-se a seguinte
imagem na Janela de Visualizacao.
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Figura 177 — Objetos ocultos
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Agora trace os segmentos AC, C'E, ED, DB e um segmento C'D este ultimo deve
ter cor branca, espessura da linha e opacidade do trago no maximo. Esses fatores podem
ser alterados nas Propriedades do objeto, que acesso a aba de propriedades basta clicar

sobre o objeto com o botao direito do cursor e escolher a opcao Propriedades.

Figura 178 — Opcao Propriedades
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Figura 179 — Propriedades do segmento CD
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Nas abas Cor e Estilo é possivel alterar, respectivamente, a cor e o tipo de trago do
segmento, a cor serd branca a espessura e a opacidade do trago devem estar em seu nivel
maximo, essas configuracgoes irdo garantir que a ferramenta que sera criada a partir desses
objetos oculte por completo o terco central dos segmentos onde a mesma sera aplicada.
Perceba que com tais configuracoes o segmento C'D deixa de ser visivel, mas ainda est4
no objeto. Este passo nao pode ser substituido pela nao construcao do segmento ou por
sua ocultacgao, pois quando o processo de construgao do fractal for aplicado sobre novos
objetos, esse segmento branco sera fundamental na criacao de novos “buracos” sobre outros

segmentos.

Em seguida, repete-se todo o processo sobre os segmentos AC, C'E, ED, DB,
gerando novos segmentos nos quais se pode repetir o processo e assim sucessivamente, mas
este processo torna-se fastidioso, para o agilizar pode criar-se uma nova ferramenta, que
ird reconstruir todos os objetos da construgao sobre segmentos pré selecionados. Nomeie a
nova ferramenta com o nome Curva Koch?.

Para isso basta pressionar o botao direito do cursor (mouse) sobre o fundo branco
da Janela de Visualizacao e selecionar todos os objetos ja construidos, neste caso os

segmentos;

Figura 180 — Objetos selecionados
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Com os objetos selecionados, seleciona-se em Ferramentas, na Barra de Menu do software,

a op¢ao Criar uma Nova Ferramenta;

3 0O nome do comando CurvaKoch pode ser utilizado no campo de Entrada
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Figura 181 — Opcao Criar uma Nova Ferramenta
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Ao selecionar esse opg¢ao surge uma janela com trés abas, a primeira indica os
objetos que serao criados com nova ferramenta, a segunda apresenta uma lista de objetos
necessarios para usar a ferramenta, e a tltima contém as configuracoes da ferramenta que

esta sendo criada, por exemplo, o nome da ferramenta. No caso da ferramenta que esta
sendo criada para a curva de Koch

Figura 182 — Nome e Icone da Ferramenta
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Ao finalizar a criacao da nova ferramenta surge na Barra de Ferramentas um novo
icone, uma chave de rosca, esse é o icone de novas ferramentas, ou seja, todas as ferramentas

criadas durante o processo de construcao de um determinado objeto estarao listadas nesse
local.
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Figura 183 — Nova ferramenta
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Para utilizar a nova ferramenta basta selecionar dois pontos, por exemplo, os pontos
A e C, e sobre o segmento AC' sera aplicada a ferramenta recém criada. As imagens a

seguir mostram o funcionamento da ferramenta Curva Koch sobre o segmento AC' e em

seguida sobre os segmentos CE, ED e DB.

Figura 184 — Ferramenta aplicada sobre AC
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Figura 185 — Ferramenta aplicada sobre os demais segmentos
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Mesmo com a criagao dessa nova ferramenta o processo de construcao do fractal
pode se tornar exaustivo e demorado, para acelerar ainda mais o processo iterativo que
resulta na curva de koch se pode criar outra ferramenta. Na imagem anterior percebe-se
que a estrutura que caracteriza a curva, ja esta aparente na linha poligonal, assim é possivel
criar uma nova ferramenta que ao ser utilizada cria uma nova estrutura semelhante a linha
poligonal apresentada na figura anterior. Para criar essa nova ferramenta deve repetir-se
o processo de criacdo de uma nova ferramenta e essa segunda ferramenta criada sera

nomeada Koch 2.

Figura 186 — Nova ferramenta Koch 2
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Na figura acima tem-se as duas ferramentas criadas podem ser acessadas no mesmo
icone (chave de rosca), perceba que parar criar a ferramenta Koch 2 é aconselhavel ocultar
os nomes de todos os objetos, assim todos novos objetos que serdo criados pela ferramenta
terdo, automaticamente, os nomes ocultados. As imagens a seguir apresentam a aplicagao
da ferramenta Koch 2 sobre o tltimo segmento da linha poligonal (da esquerda para
direita).

Figura 187 — Segmento antes da aplicacdo da ferramenta Koch 2
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Figura 188 — Segmento depois de aplicada a ferramenta Koch 2
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Agora basta aplicar a ferramenta Koch 2 sobre todos os segmentos da linha poligonal

obtendo a seguinte representacao grafica da curva de Koch.

Figura 189 — Representacao grafica da curva de Koch Primeira aplicagao
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Ao continuar aplicando a ferramenta Koch 2 nos novos segmentos gerados na
primeira aplicagao, a linha poligonal comeca a ser mais préxima da curva de Koch. Porém,
um fato que ocorre ao utilizar a ferramenta é o aumento da quantidade de pontos e essa
tende a crescer cada vez, a cada utilizacao da ferramenta. Os pontos sdo fundamentais
para determinar, com precisao, onde a ferramenta sera aplicada, porém os mesmo tendem
a “poluir” a construcao quando o processo iterativo é repetido um nimero grande de vezes,

como se pode observar na imagem a seguir.

Figura 190 — Representacao grafica da curva de Koch segunda aplicacao

Fonte:O autor, 2019
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Para “limpar” a imagem, ocultando os pontos, pode-se recorrer a lista de objetos
presenta na Janela de Algebra. Selecionando, com o botéao direito do mouse, a lista de
Pontos, para assim abrir uma janela de opcoes da lista de Pontos. Nessas janela deve-se
selecionar a opcao Exibir Objeto, esta fara com que todos os pontos da construcao fiquem

ocultos.

Figura 191 — Pontos ocultos (ampliagdo da parte superior da curva)
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Figura 192 — Representacao grafica da curva de Koch no GeoGebra
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Muitos dos passos utilizados no processo de construcao da curva de Koch serao
utilizados nos fractais que serao apresentados a seguir, principalmente a criagdo de uma
nova ferramenta que repita os passos anteriores sem a necessidade de construgoes complexas
e repetitivas. Em geral, as proximas construgoes serao baseadas em construir uma estrutura
inicial, que possua a caracteristica principal do fractal a ser construido, e dessa estrutura
cria-se uma primeira ferramenta que deve ser aplicada na propria estrutura inicial, obtendo
uma estrutura mais complexa do que a inicial. Deste novo objeto cria-se uma segunda
ferramenta que faz com que o processo de construcao do fractal fique mais dindmico.

O préxima construgao € relativa ao floco de neve de Koch. Para construir este fractal
se utilizarda o mesmo arquivo e as mesmas ferramentas da curva de Koch, apresentada
acima, ja que esses dois fractais possuem processos de construcgao idénticos, sendo seus

objetos iniciais as tnicas coisas que os diferem.



126

5.2.3 Construcao do floco de neve de Koch

Essa se¢ao sera destinada a construgao do floco de neve de Koch e suas possiveis
variagoes, bem como suas propriedades geométrica e algébricas, que podem ser apresentadas
aos alunos como uma atividade de observacao de padroes geométricos.

O primeiro passo da construcao do floco de neve de Koch é dado pela construcao
um triangulo equildtero, utilizando para isso a ferramenta Poligono Regular. Sobre seus
lados aplique a ferramenta Koch 2, criada durante o processo de construcao da curva de
Koch. Para aplicar tal ferramental, selecionam-se os vértices do tridngulo da esquerda para
a direita (Figura 193) para que a nova estrutura a ser criada surja na parte externa do
tridngulo, caso contrario a linha poligonal criada pela ferramenta ficara na regiao interna

do triangulo.

Figura 193 — Vértices selecionados

Fonte:O autor, 2019

Figura 194 — Ferramenta Koch 2 aplicada sobre os lados do tridngulo equilatero

Fonte:O autor, 2019

Agora deve-se aplicar novamente a mesma ferramenta sobre cada um dos novos segmentos
obtidos, sempre selecionando os vértices no da direita para a esquerda. Para uma melhor

visualizacao do fractal todos os pontos foram ocultados (Figura 195).
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Figura 195 — Representacao grafica do floco de neve de Koch

Fonte:O autor, 2019

A construcao do floco de neve de Koch em sala de aula junto aos alunos, utilizando
o software GeoGebra, pode facilitar a compreensao da soma de todos os termos de uma
progressao geométrica infinita. Durante o processo de construcao deste fractal, os alunos
podem visualizar que area do floco de neve de Koch possui um aumento continuo, porém os
valores somados a cada etapa estdo cada vez menores, em relagdo aos das etapas anteriores,
e esta area tende para um valor real que depende area do tridngulo equilatero que originou
o fractal.

Uma maneira de se mostrar aos alunos que soma de infinitas areas, cujo resultado
é a area do floco de neve de Koch, é um namero real e nao infinito, é construindo
uma circunferéncia circunscrita ao tridngulo equilatero inicial. Os alunos perceberao que
independente do ntimero de vezes que a ferramenta é aplicada, a regiao preenchida pelo
fractal permanecerd interna a circunferéncia, como indicado nas imagens a seguir. Desta
forma, os alunos veem nao s que a area é finita mas ficam a conhecer uma cota superior

do seu valor.



128

Figura 196 — Floco de neve de Koch inscrito na circunferéncia

Fonte:O autor, 2019

Para circunscrever uma circunferéncia no triangulo equilatero pode utilizar-se a
ferramenta Ponto Médio ou Centro e assim determinar o centro do tridngulo, que seréd o
centro da circunferéncia circunscrita.

Uma atividade que estd associada ao floco de neve de Koch ¢ a construcao de
variagoes de flocos de neve, por exemplo, pedir aos alunos que apliquem as ferramentas do
fractal em outros tipos de poligonos e observar os padroes que ocorrem ao modificarem
o sentido da utilizacao das ferramentas a fim de construir um floco de neve diferente. A

seguir temos algumas atividades que podem ser propostas aos alunos.

5.2.3.1 Atividades Relacionadas ao floco de neve de Koch

O floco de neve de Koch é um fractal que apresenta muitas propriedades geométricas
e algébricas, assim ¢é possivel criar uma grande variedade de atividades relacionadas a tal
objeto e duas dessas serao apresentadas a seguir. Para realizar as atividades é aconselhdvel
a utilizacdo de 1 computador, com o software GeoGebra, para cada alunos (ou um
computador para cada aluno) e esses devem estar familiarizados com as ferramentas
basicas listadas no inicio desse capitulo.

As atividades propostas a seguir podem ser aplicadas em aulas que abordem os
seguintes assuntos: Progressao geométrica, poligonos regulares e area de figuras
planas, ou seja, esses assuntos sao pré-requisitos para realizar as atividades. Em geral,
esses dois assuntos sao abordados nas turmas do primeiro ano do ensino médio, mas isso

pode variar de uma escola para outra. A primeira atividade proposta é a construcao do
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floco de neve Koch, aplicando-se a ferramenta na regiao interna do triangulo equilatero.
Atividade 1: Aplicagao das Ferramentas na regiao interna do tridngulo

Na construgao do floco de neve de Koch as ferramentas foram aplicadas selecionando-
se os vértice no sentido direita para esquerda criando um linha poligonal na parte externa
do tridngulo equilatero, fazendo com que sua aumente cada vez mais. Nessa atividade
propoe-se aos alunos que apliquem as mesmas ferramentas, mas agora no sentido esquerda

para direita, como indicado na figura a seguir.

Figura 197 — Selecionando os vértices da esquerda para a direita

x| ARl elel<dNI=]+1R”]
=T 3 Koch2
A, Gurva Koch

Fonte:O autor, 2019

Figura 198 — Linha poligonal interna ao tridngulo

Fonte:O autor, 2019

O objeto acima foi obtido aplicando-se 5 vezes a ferramenta “Curva Koch”, sendo a
primeira aplicagao sobre o lado do triangulo e as demais sobre os novos segmentos gerados
(como indicado nas figuras). Aplicando a ferramenta da esquerda para a direita obtém-se
uma linha poligonal no interior do tridngulo, com isso a area se reduz a cada passo da

iteragao. Algumas questoes que podem ser levantadas aos alunos:

i. As areas que estao sendo retiradas a cada passo do processo possuem

algum tipo de padrao?
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Se sim, indique-o, e refira suas caracteristicas.
O padrao encontrado forma alguma sequéncia numérica?
E possivel escrever os primeiros termos dessa sequéncia?

Com as informagoes obtidas, pode-se calcular a area desse novo objeto?

Como?
E o seu perimetro? também é possivel de se calcular?

Nao se deve mostrar aos alunos que as areas e os perimetros obtidos em cada

passo da iteragao formam progressoes geométricas, deve permitir-se que eles analisem o

objeto e utilizem seus conhecimentos para realizarem suas proprias “pesquisas”, elaborar

conjecturas e retirar conclusoes. Assim os alunos tendem a apresentar as mais diversas

solugoes e padroes.

O objetivo da atividade, é aumentar a capacidade interpretativa de anélise dos

alunos, capacitando os mesmos em solucionar problemas que envolvam padroées, além de

se familiarizarem com sequéncias infinitas. A seguir tem-se os passos da construcao desse

novo fractal denominado Koch antisnowflake.

Figura 199 — Primeira aplicagdo da ferramenta

Fonte:O autor, 2019

Figura 200 — Aplicacdo da ferramenta em alguns segmentos

Fonte:O autor, 2019
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Figura 201 — Koch antisnowflake segundo passo concluido

Fonte:O autor, 2019

Alguns alunos podem levantar a seguinte questao: Por que nao utilizar a ferramenta
Koch 2 para agilizar a construgao? O professor pode responder que tem como objetivo

analisar, em cada passo da construcao, o valor das areas retiradas.

Figura 202 — Koch antisnowflake

Fonte:O autor, 2019

Atividade 2: Aplicacao das Ferramentas em Outros Poligonos
Essa atividade é uma continuacao da atividade 1. Para iniciar a atividade deve
questionar-se aos alunos o que aconteceria se as ferramentas Curva Koch e Koch 2 fossem
aplicadas sobre os lados de outros poligonos regulares, em ambos os sentidos apresentados.
Solicite aos alunos que construam alguns poligonos regulares com diferentes niimeros
de vértices, e que em seguida apliquem sobre os seus lados a ferramenta Koch 2 da direita
para a esquerda, para obter uma linha poligonal externa ao poligono, ou da esquerda para

a direita a fim de criar uma linha poligonal interna ao poligono.
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Figura 203 — Ferramenta aplicada em quadrados
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Figura 204 — Ferramenta aplicada em pentigonos
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Fonte:O autor, 2019

A partir dessas construgoes podem colocar-se as seguintes questoes:
Os objetos construidos possuem estruturas semelhantes a dos fractais?

E possivel calcular suas areas e perimetros em funcao da medida do lado

do poligono?

Qual objeto se obtém quando a ferramenta Koch 2 é aplicado sobre os

lados de um hexagono regular (em ambos os sentidos)?

Explique os padroes observados nos padroes obtidos no hexagono regular.
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Figura 205 — Ferramenta aplicada em hexagonos
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Fonte:O autor, 2019

Como se pode observar na figura anterior, ao aplicar a ferramenta Koch 2, no
sentido da esquerda para a direita, sobre os lados de um hexdgono regular, obtém-se
um floco de neve com estrutura similar ao floco de neve de Koch. A explicacao para tal
fato estd na relacdo geométrica entre o tridangulo equilatero e o hexdgono regular, isto
é, o hexdgono regular contém um triangulo equilatero formado por suas diagonais de
menor medida (Figura 206). Ao apresentar tal fato aos alunos, pode solicitar-se que eles
comparem a area do floco de neve obtido a partir do triangulo equilatero com a area do

floco de neve obtido a partir do hexagono regular.

Figura 206 — Tridngulo equilatero inscrito no hexdgono regular

Fonte:O autor, 2019

Na imagem acima é possivel observar a aplicacao da ferramenta na regiao interna
do hexagono regular e a aplicagao externa no triangulo equilatero, as duas resultam em

flocos, no entanto nao sdo semelhantes devido ao sentido do recorte.
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5.2.4 Construcao da Sequéncia e da Espiral de Padovan
Apresentada no capitulo 3, a sequéncia de Padovan pode ser definida pela relagao
de recorréncia:
PB=1,P=1PF=1
P,=PFP,s+PFP,_3 Vn €éNn>2
cujos primeiros termos sao:

1,1,1,2,2,3,4,5,7,9,12, . ..

A sequéncia de Padovan pode ser representada geometricamente através de uma espiral de

triangulos equildteros cujas medidas dos lados acompanham os nimeros da sequéncia.

Figura 207 — Espiral de Padovan

Fonte:O autor, 2019

5.2.4.1 Construgao da sequéncia de Padovan no GeoGebra

A utilizagao do software GeoGebra para a construcao da sequéncia de tridngulos
equilateros cujos lados possuem comprimentos iguais aos valores da sequéncia de Padovan
¢é bastante simples, visto que a unica ferramenta que sera utilizada é a ferramenta Poligono
Regular. Por outro lado, as atividades associadas a esta sequéncia se mostram bem variadas
pois estabelecem conexoes entre varios ramos da matematica, abordando planilhas, analise
de dados e fungoes. O primeiro passo da atividade é a criacao de uma Caixa de Texto,

ferramenta que se encontra junto da ferramenta Controle Deslizante (Figura 208).
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Figura 208 — Ferramenta Texto
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Fonte:O autor, 2019

Ao selecionar esta ferramenta e clicar sobre a superficie de trabalho (Janela de
Visualizagdo), surge uma nova janela onde se pode escrever um texto, utilizando simbologia

matematica, e que ficard exposto na superficie de trabalho.

Figura 209 — Janela de Texto
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Fonte:O autor, 2019

Na parte destinada para edicao escreve-se o seguinte texto:

P 0=1
P 1=1
P 2=1
P n=P (n—-2)+P (n—3), Vn € N, n>2

obtém-se como output o texto que aparece no campo Visualizar (Figura 210). Note que os

simbolos V, € e N estao na aba Simbolos da janela de texto.
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Figura 210 — Texto
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Fonte:O autor, 2019

Verifique se o texto esta correto e aperte OK. O texto escrito aparecera na na
Janela de Visualizacao, porém com o fundo branco, para destaca-lo em relagdo ao fundo
basta clicar com o botao direito do cursor sobre o texto, acessar suas propriedades, e

modificar a cor de seu plano de fundo.

Figura 211 — Propriedades da caixa de texto
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Fonte:O autor, 2019

Na parte inferior da paleta de cores temos duas opg¢oes sendo a primeira Cor de
Primeiro Plano que permite modicar a cor do texto, e a segunda opc¢ao ‘Cor de Fundo
permite modicar a cor da regidao interna da caixa de texto, neste caso sera usada a cor

amarelo.
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Figura 212 — Plano de fundo com cor modificada
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A caixa de texto tem como objetivo deixar presente os valores iniciais da sequéncia
e sua relagdo de recorréncia. Deste modo, qualquer pessoa que acesse a este arquivo tera a
informacao de como a sequéncia dos lados dos triangulos da espiral foi obtida. A seguir
vai se apresentar o processo de construcao da sequéncia de triangulos equilateros que se
obtém a partir dos termos da sequéncia. Inicie a construgao com um segmento de medida
fixa igual a 1 unidade, para construi-lo utilize a ferramenta Segmento com Comprimento
Fixo. Em seguida, sobre esse segmento construa um triangulo equilatero com auxilio da

ferramenta Poligono Regular.

Figura 213 — Sequéncia de tridngulos primeiro passo
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Fonte:O autor, 2019

Deve-se ter em mente que se busca uma estrutura com formato em espiral, ou seja,
os tridngulos devem ser organizados de forma a obter tal estrutura, lembrando que as

medidas dos lados dos triangulos devem seguir os valores dos termos da sequéncia.

1,1,1,2,2,3,4,5,7,9,12, . ..

Assim os proximos triangulos da sequéncia, ambos de lado de medida unitaria, devem ser

construidos como indicado na figura a seguir.
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Sobre os lados do primeiro e terceiro triangulos da sequéncia, constrodi-se um

triangulo equilatero cujo lado possui medida igual a 2 unidades, correspondente ao termo

Pj5 da sequéncia de Padovan, e a partir dele constroem-se os demais triangulos, sempre

criando um formato espiral.

Figura 215 — Sequéncia de tridngulos quatro primeiros termos
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Os triangulos equilateros, presentes na Figura 216, foram construidos, com a
ferramenta Poligono Regular, selecionando-se, no sentido horario, os vértices assinalados
com a mesma cor. Como a sequéncia é crescente, nao sera utilizada uma ferramenta que
acelere o processo de construgdo. Nao utilizar uma nova ferramenta permite que o alunos
facam uma analise de todas as propriedades geométricas da sequéncia, por exemplo, se
as cores dos tridngulos forem modificadas, atribuindo cores diferentes aos 4 primeiros
tridngulos desenhados, como na imagem a seguir (Figura 217) onde foram utilizadas as
cores verde, rosa, azul e amarelo, e repetir essas mesmas cores na mesma ordem, observa-se
que, a partir do sexto triangulo, cada novo triangulo esta construido sobre os lados de dois
triangulos de mesma cor. Para realizar a modificacao de cor de um objeto, basta acessar

suas propriedades, como foi feito para modificar a cor do plano de fundo da caixa de texto.

Figura 217 — Tridngulos coloridos em espiral

Fonte:O autor, 2019

Ao analisar a Figura 217, pode ver-se com clareza que:

Ph+Py=DF, P+P=F ¢ PB+PF=F

o que leva a conjectura que a sequéncia de Padovan pode ser definida por outra relacao de

recorréncia;:

P():P]_:Pz:]_’ P32P4:2 e

Pnzpn,1+Pn,5, ‘v’nGN,n>4
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5.2.4.2 Atividade com a sequéncia de Padovan

A seguir sera apresentada uma atividade que envolve a sequéncia de Padovan, cujo
enfoque serd a construgao da sequéncia a partir da planilha de dados do GeoGebra. Essa
atividade pode ser aplicada em qualquer uma das trés séries do ensino médio desde que os
alunos possuam os pré-requisitos apresentados a seguir.

Pré-requisitos: Sequéncias, progressao geométrica, graficos de fungoes e funcao
exponencial;

Objetivos: Utilizar a planilha do GeoGebra para gerar listas; analisar a razao entre
termos consecutivos de uma sequéncia; discutir a possivel convergéncia de uma sequéncia
a partir de uma analise de dados; determinar uma lei que aproxime os valores de uma
funcao aos valores dos termos da sequéncia, partir da andlise de possiveis transformacoes

em seu grafico.

Construcao da Planilha com os Termos da Sequéncia de Padovan

Para acessar a planilha do GeoGebra seleciona-se, na Barra de Menu do software,
a opgao Exibir e ai, a op¢ao Planilha (Figura 218). Automaticamente surgird, no canto
direito da tela, uma planilha de dados (Figura 219). Outra maneira de acessar a planilha

do GeoGebra é apertando simultaneamente as teclas Ctrl, Shift e S.

Figura 218 — Exibir planilha
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Fonte:O autor, 2019
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Figura 219 — Planilha do GeoGebra
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A primeira coluna da planilha indicara a ordem de cada termo da sequéncia, ou
seja, comecara com o zero, seguido dos numeros 1, 2, 3, até a ordem que desejar. Considere
os termos até 4 ordem 50, ou seja, a planilha terd 51 linhas. Para construir a primeira

coluna da planilha seguem-se os seguintes passos:
1°. No espaco destinado (célula) ao A1 (Linha 1 e coluna A) entre com o nimero 0;

2°. Na célula A2, entre com o seguinte comando = Al + 1 (em seguida apertar a

tecla enter).

Figura 220 — Comando na planilha
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Fonte:O autor, 2019

Ao apertar a tecla enter, aparecera o resultado da operacao descrita, ou seja, na

célula A2 deve surgir o nimero 0 + 1 = 1 (Figura 221).
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Figura 221 — Resultado do comando
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Fonte:O autor, 2019

3°. Clicar sobre a célula A2 e pressionando o quadrado azul, no canto inferior

direito da célula, arrasta-lo para baixo até a linha desejada, no caso, linha 51.

Figura 222 — Coluna selecionada
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Fonte:O autor, 2019

Ao executar essa acao, replica-se o comando da célula A2 para as demais células
selecionadas. Automaticamente o software faz a adequagao do comando, ou seja, o valor
de cada célula é dado pela soma do valor da célula anterior, que se encontra acima, com o

numero 1, pode-se tomar como exemplo a célula A8 cujo valor é dado pela soma A7 + 1.

Figura 223 — Valor da célula A8
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Para construir a segunda coluna da planilha procede-se de modo analogo, mas
usando a recorréncia de Padovan. A coluna B se inicia com os primeiros valores da sequéncia
de Padovan, ou seja, Bl = Py =1, B2= P, =1, B3 = P, =1 e na célula B4 aplica-se o
seguinte comando = Bl + B2. Note que o comando referente a célula B4 é a relacao de

recorréncia da sequéncia de Padovan para n = 3, ou seja, P = Py + P, (Figura 224).

Figura 224 — Comando na célula B4

~ Planilha X
AN | |[BEE =~ @

A B8 c | 1

mﬂm‘m‘a‘wmA
~ o o~ wN 2o

Fonte:O autor, 2019

Apertando a tecla enter tem-se o 4° termo da sequéncia de Padovan, ou seja,
141 = 2. Agora repete-se o processo aplicado na coluna A, ou seja, selecionar o quadrado no
canto inferior direito da célula B4 e arrasta-lo até a linha 51. Ao executar esse procedimento
tem-se que o valor de cada célula da coluna B sera dado pelos termos da sequéncia de
Padovan (Figura 225).

Figura 225 — Coluna B com termos da sequéncia de Padovan
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Fonte:O autor, 2019

Agora, basta aplicar o mesmo procedimento para criar na coluna C, a qual deve

conter os valores de uma nova sequéncia, onde cada termo é dado pela razao entre termos
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consecutivos da sequéncia de Padovan, ou seja, R, = P,/P, ;. Essa nova sequéncia
terd como termo inicial R1 = P;/Fy, logo seus termos serao apresentados a partir da
segunda linha da coluna C, onde se deve inserir o seguinte comando: = B2/B1. Depois
de determinar o valor da célula C'2, repete-se o processo de arrastar o quadrado do canto
inferior da célula até a linha 51, obtendo assim uma sequéncia cujos termos sdo dados
pela razao de termos consecutivos da sequéncia de Padovan (Figura 226). Ao analisar os
valor de cada termo dessa nova sequéncia percebe-se que os mesmos parecem tender para

o mesmo valor 1,3247... .

Figura 226 — Sequéncia das razdes
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Fonte:O autor, 2019

Pode ocorrer que os valores apresentados na planilha tenham apenas 2 ou 3 casas
decimais, nesse caso deve selecionar-se em Opg¢oes, na Barra de Menu, a op¢ao de Arredon-
damento e coloca-la em 15 casas decimais. Com 15 casas decimais os arredondamentos
por truncamento sao evitados e pode observar o valor numérico da razao entre os termos.

Na coluna D serd criada uma sequéncia semelhante a da coluna C, porém com os
valores dos inversos dos termos da sequéncia anterior, ou seja, I, = 1/R,, ou I,, = P,,_1/P,.
Para criar tal sequéncia peca aos alunos que entrem com o seguinte comando na célula
D2: =1/C2 ou = B1/B2. Como na sequéncia anterior, a coluna D apresentard uma nova

sequéncia cujos termos se aproximam de um mesmo valor 0, 754... .
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Figura 227 — Sequéncia das inversos
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Fonte:O autor, 2019

Apos construir a planilha, os valores presentes em cada coluna irdao ser usados para
criar uma lista de pares ordenados para cada sequéncia construida, o que permitira analisar
o comportamento grafico de cada uma delas. Os pares ordenados pertencentes as listas
aparecerao como pontos no plano cartesiano. O primeiro passo para criar uma lista de
pontos consiste em selecionar duas colunas, a primeira sera referente ao eixo das abscissas
e a segunda ao eixo das ordenadas. A coluna A sera usada para representar os valores
associados ao eixo das abscissas em todas as listas, e as colunas B, C' e D indicaram os
valores das respectivas imagens de cada lista.

Selecione as colunas A e B, nessa ordem, e na aba das Ferramentas selecione a
ferramenta Lista e nesta deve-se escolher a segunda ferramenta, denominada Lista de
Pontos. Ao selecionar a ferramenta surgird uma janela onde é possivel nomear a lista
e modificar algumas de suas configuracgoes, utilize o nome Padovan. Ao executar essa
ferramenta aparecera na Janela de Algebra uma lista onde cada elemento é um par ordenado
do tipo (a,b) onde a € Aeb € B. Simultaneamente o software criard uma colegao de
pontos sobre a Janela de Visualizacao, nesse momento, caso os eixos coordenados nao
estejam visiveis, convém exibi-los (para tal, basta clicar com o botao esquerdo do cursor
sobre a area de trabalho e selecionar a opg¢ao Eixos). A criacao das lista referentes as
colunas C' e D sao opcionais, estas lista tém como objetivo apresentar graficamente a
convergéncia das sequéncias criadas em cada coluna.

Analisando a lista de pontos percebe-se que os mesmos se organizam sobre a curva

de uma funcao, a partir de uma certa ordem. E o momento de colocar algumas questoes.
i. Que tipo de funcao apresenta tal comportamento?
ii. Qual a lei que define essa curva?

iii. Sera facil indicar a lei ou tera que se recorrer a uma curva que aproxime

os pontos dados?
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iv. Como se pode obter a lei que melhor aproxima a sequéncia dada, conhe-

cida uma outra aproximacgao?

Atendendo ao processo de construcao da coluna C, e ao conhecimento de sequéncias
onde a razao entre termos consecutivos ¢ constante, pode sugerir-se que estes pontos sejam

aproximados por uma progressao geométrica.
v. Qual o termo geral de uma progressao geométrica de razao igual a 1,324...7
vi. E quais sao os seus primeiros termos?

Para as questoes acima podem ser sugeridas respostas distintas, por exemplo, uma
para o valor inicial F, e a outra sendo o valor inicial da sequéncia quando P; ou assumindo
primeiro termo igual a 1 ou igual a 2. Assim as leis de termo geral, apresentadas a seguir,

poderao ser dadas como resposta.
a, = (1.324717956674582)", Vn €N, n > 0;

an, = (1.324717956674582)" Y, VneN, n>1;
an = 2(1.324717956674582)", VYV n €N, n > 0;
a, = 2(1.324717956674582)" ', VneN, n> 1.

As solugoes desse tipo nao satisfazem as condigoes iniciais da sequéncia de Padovan
(Figura 228), e ¢ grande o erro que se comete ao serem usados os seus valores para
aproximagoes dos termos da mesma ordem da sequéncia em estudo. No entanto, partindo
delas e de algumas modificagoes resultantes da soma (ou diferenga) de constantes, estas

fungoes poderao ser melhoradas.

Figura 228 — Distancia entre curva e pontos
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Fonte:O autor, 2019
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Para melhorar a aproximacao dos valores obtidos pelas fung¢oes aos valores da
sequéncia de Padovan deve-se trabalhar com a translacdo dos graficos das funcoes. E

importante ressaltar aos alunos as seguintes propriedades:

Ao somar um nimero real a fungao o grafico é deslocado verticalmente g(z) = f(z)+k,

translagao segundo o vetor (0, k)

e A composicao com uma fungao do tipo y = x+ ¢, faz com que o grafico seja deslocado

na horizontal g(x) = f(x + ¢), transla¢ao segundo o vetor (—c, 0):

e A multiplicacdo por um nimero real m, ndo nulo, pode ocasionar em uma contragao

ou expansao g(z) = mf(x), expansao ou contracao de fator m na diregao do eixo Y.

Para verificar as possiveis transla¢oes poderd ser conveniente utilizar a ferramenta
Controle Deslizante, que permite verificar um nimero maior de possiveis aproximagoes.
Crie um controle definindo seus valores minimo, maximo e incremento, sugerem-se 0s
valores —10 e 10 para minimo e maximo, respectivamente, e incremento igual a 0.001.

Agora escreva fungoes, na caixa de entrada, com as seguintes leis:
y = a(1.3247)" ou y = a(1.3247)""!

Poderia ter sido usado o valor 1.324717956674582 como base das fungdes exponenciais. Das
fungoes acima, tém graficos que podem ser transladados, ou modificados, com a variacao

do valor do Controle Deslizante variar (Figuras 229 e 230).

Figura 229 — Fungdoa =1
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Fonte:O autor, 2019
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Figura 230 — Funcdo a = 0.7
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Fonte:O autor, 2019

A fungdo y = 0.7(1.3247)" apresenta uma “boa” aproximacao dos valores da
sequéncia de Padovan. Porém, ao modificar a escala da Janela de Visualizacdo pode
perceber-se que alguns pontos se encontram fora do gréfico da funcao (Figura 232), assim
deve modificar-se o valor do Controle Deslizante para obter uma aproximacao cada vez

mais precisa.

Figura 231 — Ponto fora do gréafico escala modificada
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Fonte:O autor, 2019

Observagao: A funcao y = (1.324717956674582)*!, pode ser considerada uma aproxi-

macao da lista de pontos, ao ampliar a imagem, modificando a escala, percebemos que
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alguns pontos da lista continuam fora da curva.
Nesta atividade os alunos fornecem as mais diversas solu¢oes mas a maioria ¢é
do tipo y = k(1,3247)" — ¢, onde k e ¢ € R. Esta solugdo poderd vir acompanha da

seguinte explicacdo: A lei foi obtida utilizando a féormula do termo geral de uma

P.G. O motivo dessa associagao decorrerd da analise que Pf n-=1,3247- .-, entao P, =
(1,3247---) - P,_41, ou seja, é possivel criar uma progressao geométrica cujos termos se
aproximem dos termos da sequéncia de Padovan.

No final da atividade pode sugerir-se aos alunos, como atividade complementar,

que repitam a atividade acima com a sequéncia de Fibonacci.

5.2.5 Construgao do Triangulo de Sierpinski

O processo de construcao desse fractal é semelhante ao do floco de neve de Koch,
particularmente é um dos fractais mais simples de construir como o GeoGebra, sendo
utilizadas a ferramenta Poligono Regular e opc¢ao de Criar uma Nova Ferramenta. Mas o,
que se torna interessante sao as formas variadas de construgdo do fractal.

Inicie a construcao com um triangulo equilatero qualquer, obtido com a ferramenta
Poligono Regular. Utilizando a ferramenta Ponto Médio ou Centro determine os pontos
médios de cada lado, estes serao utilizados para construir novos triangulos equilateros,
para tal utilize novamente s a ferramenta Poligono Regular e selecionamos dois dos pontos
médios dos lados obliquos da direita para esquerda, construindo assim um triangulo

equilatero inscrito no triangulo inicial.

Figura 232 — Triangulo equilatero e pontos médios dos lados

Fonte:O autor, 2019
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Figura 233 — Triangulo equilatero inscrito

Fonte:O autor, 2019

Agora deve-se modificar a cor desse novo triangulo para obter um espagco vazio
no interior do tridngulo inicial. Para modificar a cor do tridngulo basta acessar suas
Propriedades (confirme se o objeto selecionado possui o nome do tridngulo inscrito) que

nesse caso deve estar com o nome de poligono 2, como indicado a seguir.

Figura 234 — Propriedades do poligono 2

Poligono pol2: Poligono(E, D, 3)
Selecione Um Outro »
Exibir Objeto
A+ Exibir Rétulo
# Habiltar Rastro

» Renomear
4. Apagar
+ Propriedades ..

Fonte:O autor, 2019

Acessando a aba Cor modifique a cor do poligono para branco, o procedimento para

modificar a cor de um objeto foi descrito com maiores detalhes em construgoes anteriores.
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Figura 235 — Tridngulo com regido central vazia

Fonte:O autor, 2019

Ao analisar o processo iterativo de construcao do tridngulo de Sierpinski conclui-
se que a construcao descrita acima deve ser repetida nos trés triangulos equilateros
que restaram do tridngulo inicial, para acelerar esse processo pode criar-se uma nova
ferramenta , ou seja, uma ferramenta que repita toda construc¢ao de maneira simples.
Selecione todos os objetos construidos e crie uma nova ferramenta, denominada Sierpinski.
Ao selecionarmos essa nova ferramenta e clicar em dois pontos quaisquer, serd reproduzida a
estrutura construida até agora, assim essa nova ferramenta sera aplicada nos trés triangulos
equilateros que restaram do triangulo inicial, selecionado seus vértices como indicado na

figura a seguir.

Figura 236 — Utilizando a ferramenta Sierpinski
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Fonte:O autor, 2019
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Figura 237 — Ferramenta Sierpinski aplicada

Fonte:O autor, 2019

Depois de utilizar a ferramenta nos trés triangulos, pode criar-se outra ferramenta
que tornara o processo de construcao ainda mais rapido, analogo ao que foi feito no floco
de neve de Koch. Selecione novamente todos os objetos construidos e crie outra ferramenta
com nome de Sierpinski 2. Utilizando a ferramenta Sierpinski 2 podemos continuar a

construcao do fractal, sempre selecionando os vértices da esquerda para a direita.

Figura 238 — Ferramenta Sierpinski 2 aplicada

Fonte:O autor, 2019

Figura 239 — Representacao grafica do tridngulo de Sierpinski no Geogebra
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Fonte:O autor, 2019
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Perceba que todos os pontos utilizados durante a construgao do fractal foram ocultados,
com isso a imagem fica mais limpa.

Como dito anteriormente, o tridngulo de Sierpinski é um dos fractais mais simples
de se construir no GeoGebra e a simplicidade desse processo de construcao permite que
o mesmo seja utilizado para verificar muitas propriedades atribuidas aos fractais, por
exemplo, sua dimensao e o significado de seu valor nao inteiro. Estas propriedades podem

ser apresentadas em forma de atividade.

5.2.5.1 Atividade com Tridngulo de Sierpinski

Na secao 3.1.3.1, do capitulo 3, foi apresentada uma representacao grafica do
triangulo de Sierpinski obtida a partir de circulos com centros sobre os vértices de um
triangulo equilatero, essa representacao foi utilizada para entender o significado geométrico
de uma dimensao nao inteira. Nesta atividade serd feita a construcao do triangulo de
Sierpinski e calculando a cada passo a area retirada do tridngulo inicial e o namero de
triangulo semelhantes que sao obtidos em cada iteragao, com objetivo de apresentar aos
alunos objetos geométricos cuja dimensao nao é representada por um ntmero inteiro e
qual o significado geométrico desse valor.

Pré-requisitos: Limite da soma de infinitos termos de uma progressao geométrica,
logaritmo.

Objetivos: Apresentar aos alunos o significado geométrico de dimensao.

Esta atividade deve ser iniciada ao mesmo tempo que a construcao do triangulo de
Sierpinski. Para a construcao desse fractal pede-se aos alunos que utilizem um tridngulo
equilatero de lado unitario, como objeto inicial e que calculem a area e o perimetro desse
triangulo, denominando-os de Ay e Fj.

233

Ay 1 —Tu.a e Fh=3-1=3u.c

Para construir o tridngulo com lado unitario utilize a ferramenta Segmento com Com-
primento Fixo para construir um segmento de medida 1 unidade e sobre ele construir o

tridngulo equilatero com a ferramenta Poligono Regular.
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Figura 240 — Tridngulo de lado unitario

AB=1

Fonte:O autor, 2019

A medida do segmento, apresentada na caixa de texto da figura acima, é obtida
com a ferramenta Distancia, Comprimento ou Perimetro, esta é um subferramenta da
ferramenta Angulo. Para utiliza-la basta clicar sobre o segmento que se quer obter a

medida.

Figura 241 — Ferramenta Distancia, Comprimento ou Perimetro
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Fonte:O autor, 2019

Inicie juntos aos alunos a construcao do triangulo de Sierpinski sempre solicitando que

eles apresentem as medidas dos novos segmentos.
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Figura 242 — Segundo passo da construgao

Fonte:O autor, 2019

Ao executar o segundo passo da construcao, na qual se retira o tridngulo central,

deve questionar-se aos alunos:

i. Quantos tridngulos semelhantes ao tridngulo inicial se obtém no segundo

passo da construgao?

ii. Qual o fator de reducgao aplicado sobre o triangulos inicial para obter os

novos triangulos?

Com as informagoes acima é possivel apresentar aos alunos a féormula que fornece o valor
da dimensdo de Hausdorff* de um objeto geométrico.

g — log(V)

o0 (1)
onde N indica o nimero de objetos semelhantes ao inicial e r o fator de reducgao linear
aplicado sobre o objeto inicial. Apds apresentar a férmula acima, peca aos alunos para
calcular a dimensao de Hausdorff do tridngulo de Sierpinski, eles devem obter o seguinte

valor:

log(3 log(3
(respostas das questoes levantadas) — d = %9(3) = 29(3) ~1,57.

log (ﬁ) log(2)

Perceba que na relacdo acima se utilizam valores aproximados para os logaritmos decimais
de 3 e 2.

Ao encontrar esse valor para a dimensao do triangulo de Sierpinski, deve colocar-se

N=3er=

N —

aos alunos a seguinte pergunta:

4 E importante fornecer uma pequena explicacio sobre a diferenca entre a dimensdo de Hausdorff e a

dimensao Euclidiana, como apresentada no capitulo 2
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i. Qual o significado geométrico da dimensao?

Peca aos alunos que escrevam os valores das dimensoes de alguns objetos da geometria
euclidiana, por exemplo, do ponto, de um segmento, de um quadrado, de um cubo e em

seguida faca a seguinte pergunta aos alunos:

ii. Dentre comprimentos, areas e volumes, que medidas podemos calcular

de cada um desses objetos?

Deve-se dar um tempo para que eles cheguem as suas proprias conclusoes, em seguida

monta-se a seguinte tabela junto aos alunos:

Tabela 1 — Objetos e Dimensao

Objeto Dimensao O que é possivel calcular?
Ponto d=0 Nenhuma
Segmento (linha) d=1 Comprimento
Quadrado d=2 Comprimento dos lados e Area
Cubo d=3 Comprimento das arestas, Area das faces
e Volume

Solicite ao alunos que tentem calcular as dimensoes dos objetos acima, com excegao
do ponto, utilizando a férmula da dimensao de Hausdorff, ou seja, deve pedir-se que os
alunos repitam o processo realizado no tridngulo de Sierpinski, utilizando o mesmo fator

de redugao ou nao, como nos exemplos a seguir.

Figura 243 — Segmento com fator de reducao 1/3

Fonte:O autor, 2019




157

Figura 244 — Quadrado com fator de redugao 1/2

Fonte:O autor, 2019

I log(4) _2[09(2):

1
N=4der=- =
2 log (1}—2) log(2)

Figura 245 — Cubo com fator de redugao 1/3

Fonte:O autor, 2019

N:27er—1 N log(27)  3log(3)

I log (ﬁ) ~ log(3)

Depois de os alunos apresentarem seus resultados, deve-se informar que a dimensao

de um objeto estd diretamente relacionada com a quantidade de grandezas que se podem
calcular nele, como apresentado na tabela. Com base nessa informagao é oportuno colocar
a seguinte questao: Que medidas é possivel calcular no tridngulo de Sierpinski?
Seu comprimento? Sua area? E essas medidas sao diferentes de zero?

Para realizar o cdlculo do perimetro e da area do tridngulo de Sierpinski solicite
aos alunos que construam duas sequéncias, uma com as areas que estao sendo retiradas
a cada etapa da construcao e outra com a soma dos novos segmentos gerados em cada
etapa, sempre utilizando como pardmetro a area Ay e o perimetro P,y do tridngulo inicial,

como no exemplo a seguir.
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Figura 246 — Medidas dos segmentos

Fonte:O autor, 2019
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Para que nao haja dividas, informe aos alunos que o perimetro P; é dado pela soma dos

segmentos GE, F'E e FG, que foram gerados apds a retirada do tridngulo central.
Repetindo o processo nos trés tridngulos restantes obteremos o segundo termo de

cada sequéncia.

Figura 247 — Terceiro passo da construcao

Fonte:O autor, 2019

Agora tem-se:
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Figura 248 — Quarto passo da construgao

Fonte:O autor, 2019
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Provavelmente poucos alunos apresentarao as areas retiradas ou os perimetros

As

na forma de fragao, formato que facilita a visualizacao que tais valores sao termos de
uma progressao geométrica. Reforce essa informacao junto aos alunos par que as analises
futuras sejam mais simples. Solicite aos alunos que escrevam em ordem os valores obtidos

e questione se ha algum tipo de padrao na sequéncia numérica.

1 3 9 V3 3V3 93
<_'A07_'A07_'A07'“> ou Th a0 orp
4 16 64 16° 64 ° 256
1 3 P 9 2 3 9 27
(Grmgmgne)o(Gg 5o

A partir da analise desses dados os alunos deverao dizer se é possivel reconhecer
algum padrao, e se é possivel classificar as sequéncias, indicando se sdo crescentes ou
decrescentes e qual é o valor de sua razao. Deseja-se obter as seguintes respostas: A
sequéncia das areas é uma progressao geométrica decrescente de razao % e a sequéncia dos
perimetros é uma progressao geométrica crescente de razao % Nesse momento, explica-se
aos alunos que o triangulo de Sierpinski possui um processo de construcao infinito, ou seja,
o processo de retirar triangulos pode continuar infinitamente, e solicita-se que calculem os
limites das somas infinitas das duas sequéncias e que comparem os resultados.

Para obter a soma das infinitas areas retiradas os alunos devem utilizar a férmula

do limite da soma infinita dos termos de uma progressao geométrica.

g Ay T4 1A A Ay \1/—65 \1/—63 V3
dreas — = 3 = T = Agp ou SéTeaS: = T =1 = :AO

Esta soma dé-nos a soma de todas areas retiradas, assim a area do tridngulo de Sierpinski

é a diferenca entre a area do triangulo inicial e o resultado da soma acima.
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Asierp = AO - Séreas =0wu.a

A soma dos perimetros deve ser obtido pela formula da soma de todos os termos
de uma progressao geométrica, ou seja,
39 27

Sperim:§+1+§+"'

Solicite aos alunos que escrevam a soma termo a termo, como indicado acima, assim se
torna visual a analise de que se trata de uma soma cujas parcelas estao ficando cada vez

maiores, logo a mesma tende para infinito, ou seja, o perimetro ¢ infinito.

Sperim =00

Com base nos resultados acima, pode explicar-se aos alunos que os valores encon-
trados estao relacionados com a dimensao nao inteira (d ~ 1,57) do tridngulo de Sierpinski.
Como sua dimensao é maior que 1, a soma de todos seus segmentos tende para o infinito.
O mesmo ocorre com a sua area, o triangulo de Sierpinski nao possui dimensao suficiente

para possuir uma area, logo a mesma é zero. A préxima atividade é complementar a essa.

5.2.6 Construgao e Atividade com Tapete de Sierpinski

Essa atividade é uma continuagao da atividade anterior. Deve pedir-se aos alunos
que repitam o processo de construcao e andlise de dados realizada com triangulo de
Sierpinski em um quadrado. Para tal, apresente o tapete de Sierpinski e os primeiros

passos da construcao.

Figura 249 — Representacao grafica do tapete de Sierpinski no Geogebra

Fonte:O autor, 2019

A construgao do tapete de Sierpinski no GeoGebra é dada de maneira andloga ao
triangulo de Sierpinski, porém agora o objeto inicial é um quadrado que deve ser dividido

em 9 quadrados congruentes e retirado o quadrado central.
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Figura 250 — Quadrado dividido em 9 quadrado congruentes

Fonte:O autor, 2019

Repare que foi utilizada a malha quadriculada para facilitar a divisao dos lados do quadrado.
Agora retira-se o quadrado central e cria-se uma nova ferramenta, idéntico ao processo

descrito na construgao do triangulo de Sierpinski.

Figura 251 — Quadrado sem regido central

Fonte:O autor, 2019

Com a nova ferramenta criada, basta aplica-la sobre os demais quadrados e assim por

diante.

Figura 252 — Aplicagdo da nova ferramenta
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Fonte:O autor, 2019
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A partir da analise de cada passo da construcao peca aos alunos que repitam a
atividade anterior, ou seja, calculem a dimensao de Hausdorff do tapete de Sierpinski,
escrevam as sequéncias das areas retiradas e dos perimetros e analisem a soma de seus
infinitos termos a fim de determinar a area e o perimetro do fractal para verificar a relagao

entre o valor da dimenséo e suas medidas.
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6 CONCLUSAO

A matematica pode ir muito além de contas, expressoes e formulas. Ela é ferramenta
para analisar informagoes e padroes, sejam esses algébricos ou geométricos. Os fractais vém
se mostrando importantes instrumentos para motivar e agucar a curiosidade dos alunos de
todas as idades.

A associacao da geometria fractal com as formas geométricas encontradas na
natureza facilita a compreensao, por partes dos alunos, que a matematica e suas propriedade
nao existem somente nas mentes de pensadores e estudiosos, esta estd presente em cada
detalhe do mundo que nos cerca.

Ao apresentar os fractais e seus padrdes aos meus alunos, eles apresentaram muitas
duvidas, por exemplo, onde e como esses padroes podiam ser utilizados. Neste exato
momento percebi as diversas atividades que poderiam ser realizadas juntos aos alunos.
Solicitei aos alunos que fizessem pesquisas e eles me apresentaram aplicagoes da geometria
fractal em artes, designer grafico, tecnologias.

Com auxilio do software GeoGebra, construi junto aos alunos os fractais classicos
e até mesmo produzir seus préprios fractais. As atividades descritas no ultimo capitulo
foram aplicadas em turmas do ensino médio de duas escolas da rede privada de ensino do
Rio de Janeiro, e em ambas foram poucos os alunos que nao se adaptaram a utilizacao
das ferramentas do software.

Uma outra proposta utilizada para motivar os alunos em relagao aos conteidos
a serem abordados em sala de aula, foi a parte histérica da matematica relacionada aos
conteudos. Pode tomar-se como exemplo a prépria historia dos fractais e seus pesquisadores.
Apresentar a historia de cada contetido é uma maneira de mostrar que a matematica vai
muito além das contas de um problema.

Em relacao ao estudo dos padroes fractais obtidos a partir de uma sequéncia de
poligonos inscritos, uns nos outros, esta foi utilizada para despertar nos alunos a curiosidade
em como fazer pesquisas nas mais diversas areas da matematica.

Em um estudo futuro desejo analisar o padrao fractal obtido pelo entrelagamentos
das circunferéncias (apresentados no capitulo 4) utilizando equagoes diferenciais e sistemas
dindmicos, a fim de determinar se esses padroes podem ser descritos por equacodes ou
numeros complexos e qual seria a dimensao de Hausdorff associada. As construcoes
apresentadas nesse trabalho, assim como outras estdao disponiveis em <https://www.

geogebra.org/u/diego.lemos.524596>.
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