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Resumo

Esta dissertacao tem como objetivo contribuir para o desenvolvimento da Modelagem Matematica
como ferramenta de ensino-aprendizagem para educandos do Ensino Médio. Os temas adotados
foram a dindmica da populagdo brasileira e a frota de automoveis do pais. Iniciamos com uma
breve apresentacao da Modelagem Matematica e algumas das suas principais ferramentas para o
desenvolvimento de um modelo. Os modelos que utilizamos para analisar a populagédo e a frota
foram modelos de crescimento inibido, dados por equagoes variacionais continuas ou discretas.

Os modelos exponencial assintdtico e logistico foram os que satisfizeram mais os dados colhidos.
Nosso objetivo foi tentar traduzir as equacOes diferenciais de nossos modelos em equagoes de
diferencas para que possam ser usadas no Ensino Médio.

Palavras-chaves: Modelagem Matemaética, Modelos de crescimento inibido, equagoes de difer-

encas, dindmica populacional, crescimento de frota de carros.






Abstract

This thesis aims to contribute to the development of mathematical modeling as a tool for
teaching and learning for students of high school. The topics chosen were the dynamics of the
population and the country’s car fleet. We begin with a brief presentation of mathematical
modeling and some of its main tools for the development of a model. The models we use
to analyze the population and the fleet were inhibited growth models, data for continuous or
discrete variational equations. The asymptotic exponential and logistic models were more that
satisfied the data collected. Our goal was to try to translate the differential equations of our
models in difference equations that can be used in high school.

Keywords: Mathematical Modeling, inhibited growth models, difference equations, popula-

tion dynamics, growth of fleet cars.
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Introducao

Nos tltimos anos a tecnologia tem avancado de forma muito rapida, uma das contribuicoes
é a internet com seu volume de informacoes além de novas descobertas nas diversas areas do
conhecimento. Porém, acreditamos que a matematica no ensino bésico tem seguido em sen-
tido contrério, visto que os indices mundiais mostram pouco avanco nesta drea e nosso pais,
infelizmente, é um exemplo disso.

Existe pois a necessidade de modificar o ensino da matematica, no ensino basico em especial
no médio, onde os indices de avaliacao sao os menores. No ensino médio percebemos a grande
dificuldade que os alunos tém na resolugdo de problemas - muitos ndo conseguem nem mesmo
entender as informacgoes contidas em um problema. Acreditamos que a Modelagem Matematica,
que procura compreender os fendmenos da realidade, possa dar uma motivacdo maior para se
estudar esta disciplina.

Para se aplicar a estratégia da modelagem é necessério um tema gerador ou problema. Em
nosso caso especifico, que necessitamos enfrentar diariamente um transito intenso e, via de re-
gra, congestionamentos de carros para chegar nas escolas, consideramos que um estudo sobre o
crescimento da frota relacionado com o da populagao fosse interessante e motivador tanto para
mim como para os alunos do ensino médio.

Em principio o tema seria restrito a cidade de Mau4, do estado de Sao Paulo. Entretanto,
no processo de coleta dos dados, verificamos que, por ser um municipio novo, teriamos poucos
valores para realizar uma modelagem mais abrangente. Portanto, foi abandonada essa ideia de
se trabalhar com a cidade, e foi estendida para todo territério nacional.

No desenvolvimento do trabalho resolvemos resumir aos dados da frota brasileira de veiculos
para somente automoéveis. Devido a isso surgiu novos porqués, como por exemplo: serd que a
frota de automoéveis cresce mais que a populagao brasileira? Teriam alguns pontos em comuns
quando modelados?

O objetivo principal deste trabalho é mostrar que podemos ensinar a matemaética de uma
forma mais atraente quando usamos a estratégia da modelagem para entender algum fenémeno
que faz parte de nossa realidade.

Estudamos o crescimento da populacao brasileira relacionado com o crescimento de sua frota
de automoveis e procuramos uma maneira de traduzir os modelos de equagoes diferenciais (mod-

elos continuos) em equagoes de diferengas (modelos discretos).

13
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Capitulo 1

Modelagem Matematica

Segundo, Bassanezi [I]: “Modelagem matematica ¢ um processo dinamico utilizado para
obtencao e validacio de modelos matematicos. E a forma de abstracio e generalizacdo com a
finalidade de previsdo de tendéncias. A modelagem consiste, essencialmente, na arte de trans-
formar situagoes da realidade em problemas mateméticos cujas solugoes devem ser interpretadas
na linguagem usual.

A modelagem ¢ eficiente a partir do momento que nos conscientizamos que estamos sempre
trabalhando com aproximagoes da realidade, ou seja, que estamos elaborando sobre represen-
tagoes de um sistema ou parte dele.” A modelagem é uma ferramenta til, ndo somente como
elo entre a matematica pura e a realidade. Além disso, é um instrumento 6timo no ensino-
aprendizagem.

Ao passo que anos vao se passando na escola, os alunos se deparam cada vez mais com varias
dificuldades nos temas de matemética, entre eles a necessidade de se ver certos contetidos sem
significado algum, formulas e formulas. No Ensino Médio (EM) isso é muito claro e amplo.

Assim a modelagem como forma de ensino pode despertar varios interesses para os alunos,
sendo uma forma de estimulo prético, na abordagem dos contetidos da matemaética pura.

“(...) é preciso desenvolver o trabalho matematico ancorado em relag¢oes de confianga entre o
aluno e o professor e entre os proprios alunos, fazendo com que a aprendizagem seja vivenciada
como uma experiéncia progressiva, interessante e formativa, apoiada na agao, na descoberta, na
reflexdo, na comunicacdo. E preciso ainda que essa aprendizagem esteja conectada & realidade,
tanto para extrair dela as situacoes-problema para desenvolver os contetidos como para voltar a
ela aplicar os conhecimentos construidos.” [5](p.29)

Aproveitando do espirito de questionamento dos alunos, propondo-lhes que a matematica
seja algo inovador, que sirva para relacionar problemas do cotidiano e, além disso, questoes de
outras matérias.

A modelagem matemaética pode ser dividida:

e Coleta de dados — E a fase onde é feita a coleta ou selecio de dados, através de experimentos,

pesquisa de campo, pesquisa diversas, entre outras;
e Abstracdo — E nesta fase na qual se faz a separacido dos dados coletados, para distinguir

15



16 CAPITULO 1. MODELAGEM MATEMATICA

quais sao significativos para o estudo.

Além da separacdo temos inicio da formulacao das hipoteses, perguntas sobre o tema chave. E
uma fase importantissima, pois é a partir dessas hipdteses é que comeca a se criar um caminho ou
nao, para o modelo. Lembrando que a modelagem é algo simples, porém nao existe um caminho
pré-estabelecido, o modelo vai por si proprio criando este caminho, como um leito de rio, ao se
deparar com os obstaculos.

A proposito, neste momento existe também uma necessidade em se verificar se o problema é
possivel, pois o0 modelo é criado a partir dos dados e nem sempre o problema é simples, o mesmo

pode ser tao complicando que se torna impossivel de ser modelado;

e Resolucao — Apods a coleta e separagdo, vem estd fase que é responsavel, em tese, pelo

surgimento em si do modelo.

Através de célculos matematicos, inicia-se uma espécie de traducgdo dos simbolos ou varidveis
para a linguagem matematica. ApoOs essa traducdo comeca a parte resolucao das férmulas ou
submodelos, neste momento a uma necessidade de trabalho com nimeros e varidveis, isto é, ne-
cessidade de certa experiéncia com alguns conceitos de matemaética, como por exemplo, equagoes
de diferengas ou diferencias.

Provavelmente exista uma necessidade de uso de computador, devido alguns problemas para
se resolver seja muito dificil e trabalhoso, sem uso do mesmo, em outras palavras é quase que

necessario o uso de computador. Por fim é feito um modelo que pode ser ideal ou nao.
e Validacdo — Parte ou fase, na qual se faz a certificacdo do modelo ou nao.

Esté fase é bem simples se compara o modelo com os dados e se faz uma verificacao para se
concluir se o modelo serve para resolver os problemas, lembrando que nem sempre se consegue
um modelo ideal, ainda quando se estiver trabalhando com dados reais, fica-se feliz se chegar
proximo.

Entretanto se o modelo encontrado nao for préoximo do esperado é necessario rever os passos

ou fases anteriores, esta nova etapa é chamada de Modificagao;

e Modificagdo — Nem sempre conseguimos um modelo de primeira, em outras palavras quase
sempre nao se consegue, entao existe a necessidade de rever as fases anteriores, e talvez

uma modificacado em algum momento tenha alguns efeitos positivos e valiosos no modelo.

Do mesmo modo é refeito todos os passos anteriores ou somente alguns, nesse momento requer
um pouco de experiéncia e paciéncia.

Em algum momento o modelo deve surgir, claro que nem sempre é aquilo que se espera e ainda
lembrando que um modelo ideal, geralmente é aquele que serve para responder ou esclarecer os
problemas iniciais e também para se fazer previsoes, o futuro é algo sempre que fez as geragoes
sonhar, estd um passo adiante, é importantissimo, nao somente para estudo do modelo em si.
Tentar fazer previsoes de dias, meses ou anos futuros é algo & inovar que vérias geragoes tentaram.

Certamente nao estamos aqui dizendo que agora descobrimos a maquina do futuro, seria
muita pretensao, mas que através da modelagem, podemos as vezes acertar algo e isso ja seria

de uma felicidade imensa.
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1.1 Modelagem e Ensino

No ensino béasico o aluno tem que ser preparado nao apenas para resolver problemas de
matematica, mas também saber relacionar a matematica com as outras ciéncias. E também
importante que o aluno perceba que os conteidos nao podem ser estudados simplesmente de
qualquer forma, como se fossem algo independente. E necessério relacionar a matematica com o
cotidiano e o mesmo tem que chegar a conclusao que a todo o momento utilizarao a matematica
e o raciocinio logico, através de céilculos por mais simples que ser for, e cabe ao professor criar
meios para que o aluno consiga chegar a esta conclusao.

Mas o professor ndo vai conseguir chegar a este objetivo com apenas aulas simples e expos-
itivas, querendo que seus alunos com simples e metddica reproducao de tudo que se passa em
sua aula, chegue a uma conclusao matematica, salvo algumas excec¢bes. O professor tem que ser
o primeiro a mudar a sua postura como educador.

Segundo os PCN[5]: “(...) o papel do professor ganha novas dimensées. Uma faceta desse
papel é a de organizador da aprendizagem; para desempenha-la, além de conhecer as condi¢oes
socioculturais, expectativas e competéncias cognitivas dos alunos, precisara escolher o(s) prob-
lema(s) que possibilita(s) a construgao de conceitos/procedimentos e alimentar o processo de
resolugao, sempre tendo em vista os objetivos a que se propoe atingir.”

Para se obter esses resultados positivos, deve o professor estar preparado para as dificuldades
que vai enfrentar, que ndo serao poucas. Essas dificuldades sdo desde falta de materiais, prob-
lemas que alunos trazem de suas casas, até rejeigao que terd de “profissionais” que nao querem
sair de suas aulas rotineiras, que ja estao acostumados coma pratica de uma aula mecanica.
Com essas dificuldades e outras intimeras, pode surgir o desdnimo. Porém o professor nao deve
desistir, como educador e inovador, tem que sempre estar preparado para as criticas, que nao
serao poucas, objecoes e até a falta de cooperacao dos colegas de profissao.

O educador deve levar o aluno além de compreender o mundo externo, saber compreender
seus colegas, fazendo com que seu aluno saiba se relacionar em grupo. Através de trabalhos em
classe, ou extraclasse, os alunos ampliam seus conhecimentos e quando estao trabalhando em
grupo também podem desenvolver o seu raciocinio.

Dentro dos vérios recursos que podem ser utilizados em sala de aula, destacamos em especial
a resolugdo de problemas, devido a sua afinidade ou relagdo com a modelagem. Quando se fala
na resolucao de problemas em sala de aula, quer seja em ensino fundamental, médio ou até no
superior, notamos grandes dificuldades até em problemas de simples resolu¢ao. Muitos chegam
a conclusao que a matemética é muito dificil, mas estao enganados, porque a matematica é uma
ciéncia como as outras, porém o erro esta na forma de como é ensinada.

“Todavia, tradicionalmente, os problemas nao tém desempenhado seu verdadeiro papel no
ensino, pois, na melhor das hipoteses, sdo utilizados apenas como forma de aplicagao de conheci-
mentos adquiridos anteriormente pelos alunos. A prética mais frequente consiste em ensinar um
conceito, procedimento ou técnica e depois apresentar um problema para avaliar se os alunos sao
capazes de empregar o que lhes é ensinado.

Para a grande maioria dos alunos, resolver um problema significa fazer célculos com ntmeros
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do enunciado ou aplicar algo que aprenderam nas aulas.” (PCNJ[5], p. 24)

Além disso quando o professor trabalha dessa forma, esta sendo um mero profissional, preocu-
pado em passar formulas, defini¢oes, resultados e demonstragoes (quando faz). Esta sonegando
conhecimento para seus alunos, apenas fingindo que esta passando algo de importante para seus
alunos, esses alunos s6 vao dar conta de que foram enganados quando for preciso mostrar o
conhecimento que lhes foram negados, como por exemplo, em um teste ou numa faculdade.

Entao para que isso nao venha acontecer, tem o educador que mudar a forma com vem
sendo passada a resolugao dos problemas. Nao deixar o aluno pensar que por apenas mera
reproducao estaréd aprendendo a resolver qualquer problema que lhe dado. Mas, que para se
resolver problemas existe toda uma avaliagao, uma construcgao, analise dos dados e assim chegarao
as conclusoes, que serao tomadas por eles mesmos através da utilizacao de seu raciocinio l6gico.

Ao passo que a modelagem vem sanar esses problemas, ji que em primeiro lugar esté pre-
ocupada na resolucao de alguns problemas iniciais e se utiliza na matemaética para resolvé-los,
mas nao na forma tradicional. Agora cabe ao aluno construir seus caminhos e quando ele é
estimulado a achar a solugao de um problema, ele vai por si proprio criando maneiras de chegar
a solucao, tirando suas proprias conclusoes desenvolvendo suas habilidades, assim construindo
seu raciocinio matematico, e além aprendendo novos contedados.

Entao cabe ao professor ser o incentivador e cooperador para que o aluno adquira essas

habilidades e a modelagem ser um meio inovador para esse desenvolvimento.



Capitulo 2

Equacoes Diferenciais e de Diferencas

Conforme Bassanezi [3] (p.14): “Um problema real nao pode ser representado de maneira
exata em toda sua complexidade por uma equacao matemética ou um sistema de equagoes.
Um modelo deve ser considerado apenas como um retrato ou simulagao de um fenémeno e sua
validacao depende muito da escolha das variaveis e das hipoteses formuladas. E muito frequente
em se tratando de modelar um fendémeno ou um experimento, obtermos equagoes para descrever
as “variagoes” das quantidades (variaveis de estado) presentes e consideradas essenciais. Desta
forma, as leis que regem tal fendmeno sao traduzidas por equagoes de variacoes.”

Dessa forma a necessidade de ser estudar as equagoes de variagoes, porém vamos antes definir

variagoes.

2.1 Variacoes
Podemos considerar duas variaveis x e y e a funcao f: A = R, com A C R, logo,
flx)=y,Vre A (2.1.1)
Assim temos quatro principais variagoes:

e Simples é quando fazermos a diferenga entre a variavel dependente y em duas situagoes da

variavel independente y, respectivamente:

Ay = f(22) — f (21) (2.1.2)

e Média é a razao entre a variacao de y pela variagao de x:

Ay -y _ flz2) — f(a) (2.1.3)

Ax 19— 11 To — T1
., . . L. . . o . Ay
Estd muito usada no Ensino médio, dada a sua importancia geométrica, pois A—g é o

coeficiente angular da reta entre os dois pontos;

19



20 CAPITULO 2. EQUACOES DIFERENCIAIS E DE DIFERENCAS

e Relativa é variagdo de y por unidade de z, relativa ao estagio inicial y = y; :

1Ay 1 <y+1—y> _ 1 <f(“’i+1) _f(xi)) (2.1.4)

vi Azi Yy \Tig1 — X Yi Tiyl — T

e Instantanea é a que o proprio nome ja define, pois da func¢ao f(x) = y queremos a variagao
no instante, em cada valor x, sendo uma das mais usadas em calculo, chamada de derivada.
E calculada pelo limite:
. + Az) —
lim L EHAD = T@) (2.1.5)

Az—0 Az

A medida que o valor de Az tende a 0 (zero), ou vai se aproximando de 0, a sequéncia {z,,}

. . - s f yn—y Lo
converge para x* assim a sequéncia das variagoes média {xnﬂ} converge para f’ (z*).

2.1.1 Limite no Ensino Médio

Considerando uma fungao f : R — R definida por f (z) = 2z + 1.

Vamos determinar para que valor a fungao f se aproxima, quando x se aproxima de 3.

Tabela 2.1: valores da funcao f (z) = 2z + 1.
Lz [f@] = | f(2)]

295 | 6,90 | 3,01 | 7,020

296 | 6,92 | 3,005 | 7,010

2,97 | 6,94 | 3,003 | 7,006

2,98 | 6,96 | 3,002 | 7,004

2,99 | 6,98 | 3,001 | 7,002

E facil perceber que quando mais x se aproxima de 3, tanto para valores menores como para
valores maiores que 3, mais f se aproxima de 7. Logo podemos dizer que 7 é o limite da f quando

x se aproxima de 3.

Usamos a notacao:
lim f(x) =7 (2.1.6)

z—3
Dizemos que Limite de f (z) quando x “tende” a 3 é 7.
De maneira geral podemos definir Limite,

Sejam f: D — R, onde D é o dominio de f, aeR tal que todo intervalo aberto contendo a

intersecte D\{a} e [ e R. Diz-se que f (z) tende para 1 quando x tende para a, escreve-se,

lim f(z) =1

T—ra

Dizemos que Limite de f (z) quando x “tende” para a é igual a .
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2.2 Equacoes de diferencas

Uma equagao de diferengas é dita de primeira ordem se for do tipo:

yo dado
ou, ainda da forma,
yn""l = f (yn7 n) (2 2 2)
Yo dado

Assim sendo uma equagao de diferengas de primeira ordem é uma sequéncia {y,}, .y dado
por uma férmula de recorréncia.

Uma férmula de recorréncia ou sequéncia gerada por uma lei de recorréncia é uma sequéncia
que para determinar o proximo termo depende do termo atual, isto ¢, na sequéncia {yy }, oy Para

se determinar y, 11 geralmente necessitamos saber y,, ou dependemos dele.

Exemplo:
hn+1 - hn = 2
(2.2.3)
hy = 15
ho = hi+2 = 17
h3 = hy+2 = 19 594
hy = hg3+2 = 21 ()
Mas por outro lado,
ho = hi+2
hs = hy + 2 = hi+2%*2
hy = h3+2 = hi+2x%3 (2.2.5)
h, = hn+1—|—2 = h1+2>1<(n—1)
Logo,
hp =15+4+2(n — 1), paran > 1 (2.2.6)
2.2.1 Equacgoes de diferencas de primeira ordem
Equacoes lineares sao do tipo:
Yn = Apn-1Yn—1 T Qn—2Yn—2 + Gn—3Yn—3 + - + AGm¥Ym (227)

Sendo a sua ordem k = n — m, e quando k = 1 dizemos que a equacao de diferengas é de

primeira ordem e ainda se o segundo membro da equacao s6 depende do termo anterior ela sera
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dita como uma equacao de diferencas de primeira ordem auténoma:

= ay,—
Yn Yn—1 (2. 9 8)
Yo dado
resolvendo:
Yy = ayo
y2 = ayl = a*yo
Yys = ay? = a3y0
Yn = aYn—1 = a"yo
sendo assim temos que,
Yn = a"yo (2.2.9)

é a solugao de[2.2.§
Podemos ainda pensar numa forma de generalizar essa solugdo, vamos supor que a solucao

de seja do tipo:
Yn = ka" (2.2.10)

fazendo uma substituicao,

ko™ = aka" ! < ka" — aka™t = ka" ! (o — a)=0= ou

E assim temos para n = 0 devemos ter yy = ka®, entdo yo = k. Portanto,

0 se = 0
Yn = Yo (2.2.11)

Yoo se yo # 0

De mesmo modo podemos calcular a solucao para equacgao de diferencas de primeira ordem

nao auténoma,

Yn = QYn—1+0b

(2.2.12)
%0 dado
resolvendo:
yo= ayo+b = a(ayo +b)
Yo = ayi+b = a(ayo +0b)+b = a’yo+b (1 +a)
y3 = aya+b = a(a2y0+b(1+a))+b = a3y0+b(1+a+a2)

Yn = aYpn—1+b = a”y0+b(1+a+a2+-~+a”_1)
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e como,
ltata+ o part=1i=C 12
1—a 1—a
logo a solucao é,
Yo = yo+bn se a = 1
Yn = yoa"—i-blf_“; se a # 1

2.2.2 Equacoes diferenciais

Quando as equacoes sao determinadas por variacoes instanténeas, dizemos que sao equacgoes
diferenciais.
Do Calculo temos,
dy
— =f(z 2.2.13
Y=t (22.13)

que a solucao de [2.2.13] feita através do Teorema Fundamental do Calculo,

y(z) = /0 F(t)dt (2.2.14)

e ainda do Teorema do Valor Médio que todas as solugoes estao,

y(x)=c+ /Oxf (t)dt (2.2.15)

Se a func¢ao incognita depende apenas de uma variavel, dizemos que Equagao diferencial é
Ordinaria (EDO), caso dependa de mais variaveis dizemos que é uma Equagao Diferencial Parcial.

Na EDO,
dny dy dn—l y
— = Yy ey ——— 2.2.16
dxm / <x Y da dxzn—1 ( )
Para resolvermos a EDO [2.2.16] queremos determinar uma fungdo y que seja derivéavel,
definida e solugao da equagao [2.2.16]
Em uma EDO a solugao geral seria o conjunto de todas as solugbes. De certa forma queremos

uma destas solugoes, que também satisfaga uma condigao inicial.

% :f(xvy)

y(z0) =wo

(2.2.17)
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Capitulo 3

Coleta de Dados

A pesquisa foi feita através de coleta de dados de sites oficiais, como por exemplo, do site
IBGE e DENATRAN.

Os dados foram dispostos em tabelas, para um melhor compreensao e entendimento de como

estao dispostos. Para facilitar e dar inicio a modelagem foram feitas duas tabelas iniciais.

Na tabela estao dispostos os censos da populacao brasileira, segundo o IBGE[9], de 1872
a 2010.

Na tabeld3.2] temos os dados da frota brasileira de automoveis, fonte DENATRAN(S)].

A principio, comegamos a tentar modelar a populacao brasileira, por escolha propria ou por
aparentar certa dificuldade em se modelar. Com os dados da tabela foi feito um grafico,
figura [3] para se visualiza o comportamento dos dados, se seria possivel verificar uma curva de

tendéncia.

Na tabela foi feita uma conversao para milhoes, sem perda qualitativa dos dados, uma

questao de estética visual.

Com os dados da tabela [3.2] foi feito também um grafico, figura [3] para se visualizar o

comportamento dos dados, novamente foi feita uma conversao para milhées dos dados da tabela

25
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Tabela 3.1: Censo da populagao brasileira (fonte[9])
Ano ‘ tempo (t,) ‘ habitantes () ‘

1872 0 9930478
1890 18 14333915
1900 28 17438434
1920 48 30635605
1940 68 41236315
1950 78 51944397
1960 88 70070457
1970 98 93139037
1980 108 119002706
1991 119 146825475
2000 128 169799170
2010 138 190755799

Tabela 3.2: Dados da frota de automoveis brasileira (fonte [8])
Ano ‘tenpo @n)‘ auunnévds(an)‘

habitantes

1998 0 17056413
1999 1 18809292
2000 2 19972690
2001 3 21236011
2002 4 23036041
2003 5 23669032
2004 6 24936451
2005 7 26309256
2006 8 27868564
2007 9 29851610
2008 10 32054684
2009 11 34536667
2010 12 37188341
2011 13 39832919
curva de tendéncia
250,0 -
200,0 - .
*
150,0 - ¢
+
100,0 - * oh
2
50,0 - . * 4
00® "‘ ¢ : : : : : :
0 20 40 60 80 100 120 140 160
tempo

Figura 3.0.1: Tendéncia da populagao brasileira



automoéveis

45,00
40,00
35,00
30,00
25,00
20,00
15,00
10,00

5,00

0,00

curva de tendéncia da frota de carros

Figura 3.0.2: Tendéncia da frota de automoveis brasileira
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Capitulo 4

Modelagem da Populacao

4.1 Populacao

“O termo populacao tem, consoante a disciplina a que se refere, distintas definicbes. Em
Biologia define-se como um grupo de individuos que acasalam uns com os outros, produzindo
descendéncia. Em Sociologia define-se como um conjunto de pessoas descritas a um determinado
espago, num dado tempo. Em Estatistica define-se populagdo como o conjunto de todos os
elementos ou resultados sob investigacao.”[10]

Por outro lado, populagao para o nosso estudo serd apenas o conceito mais simples de ser a
totalidade dos individuos que habitam uma localidade, um pafis.

Do mesmo modo, é importante no nosso estudo a demografia, esta que estuda a dindmica
populacional. Se uma populagdo estd aumentando ou diminuindo, variagoes de natalidade, mor-
talidade, crescimento, dentre outros.

Dentro todos os sete bilhoes de habitantes do mundo, estaremos preocupados com a populagao
brasileira. Quantos somos? Estamos em crescimento? Qual serd populagao no ano de 20507

Uma populacao depende de varios fatores para determinar o sua variacao, mas os principais

Sa0:

e Variagao de habitantes é o nimero de crescimento, se positivo aumentou e se negativo
diminui, é medido fazendo ntimeros habitantes no instante final(hy) menos o nimero de

habitante no instante inicial(h;), isto é:
Ah=hy—h;

e Indice de crescimento é variacdo de habitantes dividida pelo nimero de habitantes no

instante inicial, como:

hy—h;
P L

h;

e Crescimento natural é a diferenca entre o nimero de nascidos e 6bitos;

e Taxa migratéria é a diferenca entre o ntimero de habitantes que entram e saem de um

territorio, ou pais no nosso caso.
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Figura 4.2.1: Populagao (estagao de trem de Maué 7h data 26,/03/2013, fonte autor)

4.2 Modelo malthusiano

Thomas Robert Malthus foi um britanico estudioso, de grande influencia na economia politica
e demografia, acabou sendo muito conhecida por suas teorias sobre a populagdo. Uma delas que

a populagao crescia de forma geométrica e os alimentos de forma aritmética, conforme[11].

A variagdo do nimero de habitantes depende do tempo ¢, entdo podemos escrever:

dh
— =F(t 4.2.1
= F ) (12.1)
Essa funcao F' depende do tempo. Dados dois valores de tempo t1 e 9, temos:

Ah =hy —hy = f(t2) — f (t1) (4.2.2)

Fica bem claro que se Ah > 0 , a populagdo cresce neste intervalo de tempo, se Ah < 0,
entdo a populagao diminui e se Ah = 0 ela continua a mesma, constante.

Conforme Bassanezi [2]:

“Admitimos que a proporgao de individuos reprodutores permanece constante durante o
crescimento da populagdo. Admitimos também que as taxas de fertilidade n e de mortalidade
m sejam constantes. Estas hipoteses sao realisticas em uma populacao grande que varia em
condigoes ideais, quando todos os fatores inibidores do crescimento estdo ausentes ( a espécie
tem recursos ilimitados e nao interage com competidores ou predadores).”

Assim temos que taxa de crescimento da populacdo é @ = n — m, isto & que coeficiente
o é determinado conforme o nimero de nascidos menos o nimero de mortes, assim podemos

determinar:

h(t+1)—h(t)
h(t)

=n—m = «: taxade crescimento relativa
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h(t+1)—h(t) = ah(t)

h(t+1) = h(t)+ah(t)

h(t+1) = (L+a)h(t)

31

(4.2.3)
(4.2.4)
(4.2.5)

Vamos considerar que a populagio inicial seja h (0) = hg, temos entdo uma relagao de recor-

réncia:
hit+1) =1+a)h(t)
h (0) = ho
fazendo os célculos:
hiy1 —he = aly

hiya —hip1 = ahg

hisn —he = ahy [1+(1+a)+m+(1+a)"*1

hiyn — hy (1+a)" -1

= oY T dta) -1
he “Tray—1 U1
ht+n n
-1 = (1 -1
y (1+a)
ht+n n
= (1
tr~ (14 a)

e finalmente temos,

htJrn
=1 —1
o i/ I

Para finalizar podemos escrevemos o modelo, considerando

h=0= h,= ho(l—}—a)"
ou

ht = h06

In(l14a)t

(4.2.6)

(4.2.11)

(4.2.12)
(4.2.13)

(4.2.14)

(4.2.15)

Considerando toda a populagao brasileira na tabela[3.1] calculamos e obtemosa = 0, 021646,

logo In (1 + «) = 0,02141, e como a populacao em 1872 era cerca de 9,9 (em milhdes). Obtemos

o modelo malthusiano:



32 CAPITULO 4. MODELAGEM DA POPULACAO

modelo de Malthus

habitantes
=
8

modelo

0 50 100 150

tempo

Figura 4.2.2: Modelo malthusiano (t = 0 = 1872)

250 1 comparagao: modelo; x dados (h)

200 -
2 150
=
£
% modelo
8 100

¢ h
50

150

tempo

Figura 4.2.3: Comparagao dados x modelo; malthusiano

ht = 9 960,0214t
- Y

parat > 0 (apartirde1872)

Apesar de ser um modelo bom para os dados iniciais ele nao serve para valores futuros pois:

lim h = 0o
t—o00

Isto é, quando tempo for grande o ntmero de habitantes iria para o infinito, isso é impossivel,

pois devido as varias consequéncias, toda populagao tende a estabilizar-se.

Por este motivo iremos a seguir propor um modelo assintético.
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4.3 Modelo Exponencial Assintético

O modelo anterior nao pode ser usado para valores futuros. Uma vez que sabemos que toda
populagdo tem crescimento inibido. Vamos desenvolver um modelo onde a populagao tende a
um ponto de estabilidade. Queremos determinar um valor de estabilidade, e usar o modelo

Exponencial Assintotico.

hi = h* — ae P (4.3.1)

Nos modelos assintéticos um dos ingredientes mais importante é o valor limite da variavel
dependente, também denominado valor de equilibrio ou de estabilidade. Para se efetuar um
ajuste assintético é necessario conhecer a priori o valor de equilibrio que, na verdade é o valor

limite da tendéncia de h quando t cresce, ou seja,

lim A= lim <h* — ae_ﬂt) (modelo exponencial assintético) (4.3.2)
t—+o00 t—+o00

Existem algumas formas de determinar esse valor h* (valor de estabilidade da populagao
brasileira), mas um dos mais usando é o método Ford-Walford. Este método bem simples usa
a relagdo com os pares (hy, hyy1), a medida h; aumenta, a nossa fungao vai se estabilizando

chegando préximo da assintota, assim;

tl}inoo f (ht) - tlgrnoo ht—H - tlg-noo ht =h <433)

Dessa forma o conjunto de pares ordenados (h¢, hy1) converge para o ponto (h*, h*), isto é,

o valor h*é o ponto procurado, valor limite ou limite superior,
' =f(h") = hiy1 Sy (4.3.4)

em seguida fizermos um ajuste linear na fungao,

f(h)=ah+p (4.3.5)
mas como,
K = f(h")=ah™+p
h*—ah* =
(1—a)h™ = B
h = b
11—«
Portanto o valor de h* = %, dessa forma conseguirmos finalmente calcular o valor limite A*,

agora para determinarmos os coeficientes v e 3, por um ajuste exponencial entre ¢; e (h* — h;),
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Tabela 4.1: Relagao entre a populagao e seu valor posterior
’ Temp()(t) ‘ hn ‘ hn+1 ‘

0 99| 14,3
18 14,3 174
28 17,4 30,6
48 30,6 41,2
68 41,2 51,9
78 51,9 70,1
88 70,1 93,1
98 93,1 | 119,0
108 119,0 | 146,8
119 146,8 | 169,8
128 169,8 | 190,7
138 190,7
“ calculo h*: Ford-Walford
=
250,0 -
hi1 = 1,1203h, + 8,0744
200,0
150.0 1 ¢ h+1
100,0 - —— Linear (h+1)
50,0 -
0,0 | | ‘ e
0,0 50,0 100,0 150,0 200,0

Figura 4.3.1: Calculo de h*(todos os dados)

e assim temos
h* —h=qae P

ou seja,

h(t)=h"— e Pt

4.3.1 Calculo de h*

Na primeira tentativa, para o calculo de h*, utilizemos todos os dados da tabela
Desta forma obtivemos hyy1 = 1,1203h; + 8,7074 o que nao permite determinar h*, pois o

coeficiente da reta é maior que 1 e sendo assim teriamos um valor de h* negativo.
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calculo h*: Ford-Walford
250,0
hy,; = 0,9708h, + 27,632

200,0 -
150,0 -
£

100,0 -
50,0 -

0,0 T T T T T T T T 1
00 200 400 60,0 80,0 100,0 120,0 140,0 160,0 180,0
hy

Figura 4.3.2: Calculo de h*com dados a partir de 1960

Tabela 4.2: Valores para curva auxiliar
’ tempo (t) ‘ hy — ht

0 936,4
18 932.,0
28 928.9
48 915,7
63 905,1
78 8944
88 876,2
98 853,2
108 827.3
119 799.5
128 776,5
138 755.,6

Se consideramos apenas os valores de hy, que indicam uma tendéncia de estabilidade, podemos
determinar h*. Sendo assim vejamos, se tomarmos h; a partir do ano 1960 (¢t = 88), obtemos a
funcao:

f(h) =0,9708h; + 27,632
Desta forma, obtemos a populacao limite:

27,632
h* Y

= — =04 14 (milho
1= 10,9708 946, 3014 (milhoes)

Como estamos usando apenas o software Excel, o mesmo nao contém em seu menu uma curva
exponencial assintotica e por isso necessitamos de uma curva auxiliar. Tomando entao os valores
hi — hy podemos ajusta-los por uma curva auxiliar exponencial.

Ao se fazer o primeiro ajuste de curva auxiliar o resultado nao foi satisfatorio e resolvemos

refazé-los com dados da tabela para t > 88, devido ao calculo de h*, ter usaremos apenas
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. h.= 1144,2e-0,003t
h,*- h: curva auxiliar '

900,0 -
880,0
860,0 |
840,0 -
820,0
800,0
780,0 |
760,0

740,0 T T T T T T T 1
0 20 40 60 80 100 120 140 160

tempo

hy*-h,

Figura 4.3.3: Curva auxiliar h] — h;

modelo, exponencial assintético
1200 -

1000 -

800 -

600 -~

habitantes

A00 - modelo2?

> /
0

—assintota

tempo

Figura 4.3.4: Modelos exponencial assintotico e assintota (h* = 946, 301)

esses ultimos valores. (figura 4.3.3))

Um ajuste exponencial de h] — h; nos da:

hf—hy = 1144,2¢ %00%

ou

ha (t) = 946,3014 — 1144, 2¢~ 0003

Observamos que para t > 68 a populagdo é negativa, o que nao condiz com a realidade.
Apesar dos ultimos pontos ficarem muito préoximos aos dados reais, acreditamos que h* seja

muito alto.
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comparag¢do: modelo, x dados
1200,0
1000,0 1
800,0
600,0

# dados reais (h)

400,0
modelo2

habitantes

200,0

L 2
<)
®

assintota

>
19
W

0,0
200,0 } 50 100 150

-400,0
tempo

Figura 4.3.5: Comparagdao do modelos exponencial assintotico x dados reais

calculo h,*: Ford-Walford
250,0 -
h,; =0,9238h,+ 34,471
200,0 -
150,0 |
&
100,0 |
50,0
0,0 T T T 1
0,0 50,0 100,0 150,0 200,0
h,

Figura 4.3.6: Calculo de hj com dados a partir de 1970

4.3.2 Novo calculo de h*

Calculando o valor do A* com os dados a partir de 1970, temos:

pe_ 34,471
27 1-0,9238

Da curva auxiliar (fig4.3.7) nos da os coeficientes:

= 452, 3753 (milhdes) (4.3.6)

a="T788,13 e § = —0,008, e assim, obtemos o modelos :

h(t) = 452,3753 — 788, 130008

Ainda fizermos um terceiro modelo para certificarmos qual modelo seria o mais proximo do
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h,*- h,: curva auxiliar

400,0 -

350,0

300,0 -

. 250,0 -
=

& 200,0 -

150,0 |

100,0

50,0 -

0,0 T T T T T T T 1
0 20 40 60 80 100 120 140 160

tempo

h,= 788,13e9.008t

Figura 4.3.7: Curva auxiliar h5 — h

modelo; exponencial assintético

500 -

400 -
300 -
200 -

modelo3

habitantes

assintota
100 & 100 150

200 -
300 -

-400 -
tempo

Figura 4.3.8: Modelo exponencial assintotico (hd = 452,3753)

Comparacdo: modelo; x dados

500,0 - .
4 dadosreais (h)

400,0 - = modelo3

300,0 4 e 388iNtOta

200,0 -
2

200,0
30,0 I se o @ : .

[1-)
= 100 150

-100,0 -

-200,0

-300,0

-400,0 - tempo

Figura 4.3.9: Comparacao do modelos exponencial assintotico x dados reais
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calculo h*: Ford-Walford

250,0 -
hy.: = 0,863h, + 43,799

200,0 +
150’0 i /

50,0 -

ht+1

0,0 T T T 1
0,0 50,0 100,0 150,0 200,0
h,

Figura 4.3.10: Calculo de h3 com dados a partir de 1980

hg*- h: curva auxiliar

200,0 -
h; = 1080,9e0.015t

180,0

160,0

140,0 -

120,0 4

100,0

80,0 -

60,0 -

40,0

20,0 +

0,0 T T T T 1

115 120 125 130 135 140

tempo

habitantes

Figura 4.3.11: Curva auxiliar h3 — hy
real.

4.3.3 Terceiro Modelo Exponencial assintotico
Calculo de h* com a populacao a partir de 1980:

- 14_30798963 — 319,701 (milhées) (4.3.7)
Calculando os valores dos coeficientes através da curva auxiliar (exponencial), determinamos
a =1080,9 e 8 = —0,015,
e temos como modeloy:
h(t) = 319,701 — 1080, 9¢~-015¢

Podemos perceber que nos modelos exponenciais assintéticos apenas os valores finais se aprox-

imam dos dados reais, ou seja, sdo bons para o futuro, mas nao explicam o passado.
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modelo, exponencial assintético

400 -

| P

50 100 150

e h** (3 ssintota)

-400 s Mod el 04

habitantes

-1000 -
tempo

Figura 4.3.12: Modelo Exponencial Assintotico (hi = 319, 701)

400,0 -
200,0 - /J
<
0e e & ¢ ¢ ; ‘
50 100 150

(%]

.EZOO,U 7 tempo @ h{dados reais)
1]

z s modelod
=

2400‘0 ) s 3551 NEOTA
-600,0 -

-800,0 -

comparagdo: modelo, x dados

-1000,0

Figura 4.3.13: Comparacao do modelos exponencial assintético x dados reais

250,0 comparacdo: dados x modelos
200,0
2 150,0
.E + h
£ — 00 2l02
£ 100,0 |
. 100 203
e modelod
50,0 - 4,
L
¢
¢ o
0,0 1 T ! I
0 50 100 150
tempo

Figura 4.3.14: Comparacao dos modelos exponenciais assintéticos x dados reais
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300 comparagdo: Malthus x exp assintético

200 -

100

0 T T 1
100 150 =—=malthus

habitantes
u

-100 exp assint

-200

-300 +

-400 -
tempo

Figura 4.4.1: Comparagao modelos: malthusiano x exponencial assintotico

Desta forma, vamos procurar um modelo mais condizente com a realidade:

4.4 Modelo Misto (Malthus x Exponencial Assintético)

Para facilitar os célculos, vamos usar o valor limite h3 = 452, 3753, calculado anteriormente:

Modelo, de Malthus : hy = 9,9e%02141

Neste caso usamos os valores iniciais(0 < ¢ < 90).

Modelos Exponencial Assintdtico : hy = 452, 3753 — 788, 13¢~0-008¢

fazendo os célculos,
9,9e%014 — 452, 3753 — 788, 1300

Usando o Excel para facilitar os célculos,
Temos que ¢t = 90, e no modelo malthusiano com os valores h,, até ¢ < 90 temos o valor de
a = 0,021641, logo In (1 + «) = 0,02141 e como modelo exponencial ja foi calculado, portanto

nosso modelo é; por simplicidade:

hy = 9, 9002141t se0 <t <90
(4.4.1)

hy = 452, 3753 — 788,13 7908 se ¢t > 90

Ao passo que fica sendo 0 ano 1961,53497 ou 1961 e 6 meses e alguns dias, o valor de mudanca
de modelo. Mesmo assim iremos a seguir fazer o modelo logistico, procurando ainda um ideal

ou mais préoximo dos dados reais.
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Tabela 4.3: Tempo iguais dos modelos: Malthus x Exp. Assintético

CAPITULO 4. MODELAGEM DA POPULACAO

| tempo(t) | Malthus | Exp. Assint. |

88 65,14495 62,56389
87 63,76502 59,43289
89 66,55474 65,66994
90 67,99504 | 68,75124
89,5 | 67,27103 | 67,21368
89,6 | 67,41522 | 67,52168
89,55 67,34309 67,36771
89,54 67,32867 67,33691
89,53 67,31426 67,30610
89,635 | 67,32146 67,32151
89,634 | 67,32002 67,31842
89,6349 | 67,32132 67,32120
89,63495 | 67,32139 67,32135
89,563497 | 67,32142 67,32141
250 4 modelo; misto
200 +
3 150 -
g
E 100 4 = malthus
exp assint
50 -
0 T T 1
0 50 100 150
tempo

Figura 4.4.2: Modelo misto (Malthus x Exponencial Assintotico)

habitantes

500,00
450,00
400,00
350,00
300,00
250,00
200,00
150,00
100,00
50,00
0,00

comparacao (mod x dados)

tempo

150

> dados reais (h)

malthus

— X P @SSiNt

= 3ssintota

Figura 4.4.3: Comparagao entre modelos

misto e dados reais
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4.5 Modelo Logistico

O primeiro modelo que atende a variagdo da taxa de crescimento (ou razao intrinseca do
crescimento populacional) foi formulado pelo matematico belga Pierre F. Verhurst em 1837. O
Modelo de Verhurst supoe que uma populagao, vivendo num determinado meio, devera crescer
até um limite maximo sustentével, isto €, ela tende a se estabilizar. A equacdo incorpora a queda
de crescimento da populacao que deve estar sujeita a um fator inibidor de proporcionalidade.
Este modelo teve um impacto maior quando, no inicio do século XX, os pesquisadores americanos

R. Pearl e L. Reed utilizaram-no para projetar a demografia americana.

O modelo de Verhurst, é o modelo de Malthus modificado, considerando a taxa de crescimento

como uma funcao da populagao:

a = p(h) (4.5.1)
dh
il ah (4.5.2)
dh
- = B(h)h (4.5.3)

Foi considerado que a taxa de crescimento é proporcional & populacao em cada instante,
sendo 5 (h) =r (h;l%h), r > 0 e h* sendo o valor limite de habitantes da populagao brasileira.
Se a populagao inicial h (0) = hg, temos o Modelo Logistico:

QL (4.5.4)
h(0) = hg -
i = (4.5.5)

h(0) = ho
i (o) (4.5.6)
h(0) = ho

E facil perceber que duas solugdes da equacio diferencial sdo quando h(t) =0 e h(t) = h*,

solugOes estacionarias. Agora vamos resolver a equagao:

o, (1 - h) (4.5.7)

dt h*
dh
— = rdl (4.5.8)
h(1- %)
integrando em ambos os lados,
[ = rdt = rttc (4.5.9)
h(1-7%)
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Para resolver a integral do 1° membro, precisamos separar as fragoes, pela técnica das

fragoes parciais,

1 A B A(1— 1) +Bh
A N T ( h)h (4.5.10)
h(1-5%) e h(1- %)
h
1 = A <1 - h> + Bh (4.5.11)
A
1 = A— h—h + Bh = (4.5.12)
A =1
= (4.5.13)
1—42+Bh =1
A =1
= (4.5.14)
Bh =1
A =1
= . (4.5.15)
B =4
Substituindo, )
1 _ A B _ 1 =3
MeE) — RTiE - oatoE (4.5.16)
Agora na integral,
dh
/h (4.5.17)
h(l-g%)
1
/ L i ) (4.5.18)
h 1- hﬁ
1 1
— | dh W) dh 4.5.19
/<h> +/ (1— }fl) ( )
h
In|h|—1In|1— h*’ (4.5.20)
assim,
h
In|h| —In l—h*‘ =In —|=rt+c (4.5.21)
TR
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Conforme a populagao inicial h (0) = hg, entao iremos substituir e calcular o valor de ¢:
ho B hoh*
c=1In - % = In o (4.5.22)
h hoh*
1 = rt+1 4.5.23
nl—,% T+nh*—h0 (4.5.23)
h hoh*
1 -1 = 7t 4.5.24
n - hﬂ* n T r ( )
h
ik
In|5=—1 = rt (4.5.25)
h*—hg
h h* — hg
1 = 7t 4.5.26
h(h* — ho)
In|—=| = rt 4.5.27
" hoh* = hhg ' (4.5.27)
h (h* — hg)
In|———~=| = rt 4.5.28
" ho (B —h) " (4.5.28)
Aplicando exponencial em ambos os membros,
1 h(h*—hg)
e T gy ot
h (h* = ho) ot
ho (h* — h)
h
g

h* —h
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colocando em evidéncia h, para facilitar os calculos vamos substituir h* — hg = m e k = rt,
h o hO eTt
h*—h  h*—h
h—h  m
h = (h*—h)—
(h ~ 1) e
h h
h = h*—=el - p=2ek
m m
h h
h+h—eb = pr2ek
m m
h h
h (1 + Oek> = B2k
m m
h(m—i—hoek) _ h*@ek
m m
h(m+hoet) = *hoet
- h*hoek
m + hoek
I h*hg
~ (m+ hoek) ek
I h*hg
 me% 4 hgeke*
Retornando os valores de m e k:
_ h'hy h*hg B h*
 me=F 4+ ho N (h* — ho) e Tt + hg N (f}% _ 1) et £ 1

em fim temos o Modelo Logistico:

h*hg h*
h (t) - * -7 = *
(h —ho)e t+h0 <%—1)€_Tt+1
h*
h(t) = (4.5.29)

Algumas observagoes:

i) As solugoes ou pontos de equilibrio continuam e sao:

e h=0= h(t) = (h*—(?)% = 0, para todo t. Claro se nao existe populagdo nenhuma

sempre continuara sendo zero;

e h=h*=h(t) = (K_S;MH = Oefhrz+1 = h*, seguramente h* é a solugao de estabilidade;
h*
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ii) Se ho < h* entdo hg < h(t) < h* e, h(t) a medida que passa o tempo tende a h*, sendo

. dh .
crescente pois 7 > 0;

ii) Se hg > h*entao em algum momento temos que, hg > h(t) > h* e, h (t) & medida que passa

o tempo ele tende a h*, pois % < 0.

Como ja foram calculados anteriormente os valores limites h*iremos usar, o hj = 452,3753e o
hi = 319, 701.

4.5.1 Primeiro Modelo Logistico da Populagao

Calculo com valor da assintota ou maximo hj = 319,701,

Tabela 4.4: Célculo do valor da assintota

| tempo (1) | (h) | A" W —h | i
0 9,9 [319,701 [ 309,8 [ 0,032058
18 14,3 305,4 | 0,046940
28 17,4 302,3 | 0,057693
48 30,6 289,1 | 0,105982
68 41,2 278,5 | 0,148085
78 51,9 267,8 | 0,193999
88 70,1 2496 | 0,280697
98 93,1 226,6 | 0,411098
108 119,0 200,7 | 0,592944
119 146,8 172,9 | 0,849315
128 169,8 1499 | 1,132738
138 190,7 1290 | 1,478915

Um ajuste de curva exponencial da fungao f (t, (h*hij,H)), nos da:

hy

_ 2660:0083¢
e = 0,00266e

Da curva auxiliar temos ja o valor de a = 0, 0266, entao é = m = 37,59398, dessa forma
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curva auxiliar

(h/(h* - hy))

h.f{h* - h,)

1,6 - h; = 0,0266¢0%0283¢

1,4 - ¢
1,2
L/

0,8 - +  hjth*-h)

Exponencial (hf{h* - h))
0,6

0,4 -
0,2 -

0 T T 1

Figura 4.5.1: Curva auxiliar f (t, (h*hi_th))

nosso primeiro modelo logistico fica sendo:

h bt
w—n
h = h*ae® — hae®
h+ hae® = h*ae®
h (1 + aebt) = h*ae’
Lo h*aebt
1+ aebt
h*
h = il
2ebt +1
h*
h = ﬁ
a@i t + 1
319,701

h(t)

= 4.5.30
37,59398¢—0,0283t 4 ] ( )

Percebe-se que esse modelo ficou bem proximo dos dados reais, fagamos a comparacao entre

os dois, real e modelo,

Na tabela a ultima coluna nos déa o valor do desvio relativo.

E tabela fizemos algumas proje¢des para alguns anos seguintes, segundo o modelog:
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350,0 '| comparagdo: modelog x dados

300,0 |

250,0 -
w
£ 200,0 -
£ + dados reais (h)
< 150,0
£ ’ modelo6

100,0 assintota

50,0

0,0 T T 1
0 50 100 150
tempo

Figura 4.5.2: Comparagao entre dados reais e modelog logistico

Tabela 4.5: modelo logistico e comparagao com dados

’ tempo () ‘ h ‘ modelo ‘ |h — modg| ‘ %
0 9,9 8,2836924 | 1,6467856 | 0,1658315
18 14,3 13,5532035 | 0,7807115 | 0,0544660
28 17,4 17,7405167 | 0,3020827 | 0,0173228
48 30,6 29,9784460 | 0,6571590 | 0,0214508
68 41,2 49,2806883 | 8,0443733 | 0,1950798
78 51,9 62,2613123 | 10,3169153 | 0,1986146
88 70,1 77,6789046 | 7,6084476 | 0,1085828
98 93,1 95,4980794 | 2,3590424 | 0,0253282
108 119,0 | 115,4549096 | 3,5477964 | 0,0298127
119 146,8 | 139,2533536 | 7,5721214 | 0,0515723
128 169,8 | 159,4951581 | 10,3040119 | 0,0606835
138 190,7 | 181,9711311 | 8,7615629 | 0,0459363
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350 1 projecbes: modelog logistico

300 |
250 A

200 A

150 - = gssintota

habitantes

modelob

100 -

50 +

0 T T T 1
1872 1972 2072 2172 2272

ano

Figura 4.5.3: modelog logistico e projecoes até estabilidade

Tabela 4.6: Projegao para o futuro, conforme modelog

’ ano ‘ tempo (t) ‘ modelo
2020 148 203,5894
2030 158 223,6063
2040 168 241,4979
2050 178 256,9926
2060 188 270,0484
2070 198 280,7975
2080 208 289,4799
2090 218 296,3855
2100 228 301,8107

Por esse modelo temos que a populagao se estabiliza préximo do ano de 2200, que ja é
aproximadamente 318 milhdes.
De forma analoga faremos um modelo logistico para hj = 452,3753, para comparamos com

anterior.

4.5.2 Segundo modelo logistico

Calculo com valor da assintota hj = 452, 3753,

Desta curva temos, b = 0,026 e % = ﬁ = 50, portanto o segundo modelo logistico é:
452,3753
h(t) = 50e—0.026t 1 |

comparando,
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Tabela 4.7: Célculo dos valores para curva auxiliar

’ tempo (t) ‘ hy ‘ hiy1 ‘ h3 ‘ hs — hy ‘ ﬁ ‘
0 99 | 14,3 | 452,3753 | 4424 | 0,02244
18 14,3 | 174 438,0 | 0,03272
28 17,4 | 30,6 434,9 | 0,07264
48 30,6 | 41,2 421,7 | 0,10030
68 41,2 | 51,9 411,1 0,12972
78 51,9 | 70,1 400,4 | 0,18328
88 70,1 | 93,1 382,3 | 0,25927
98 93,1 | 119,0 359,2 | 0,35697
108 119,0 | 146,8 333.4 | 0,48053
119 146,8 | 169,8 305,5 | 0,48053
128 169,8 | 190,7 282,6 | 0,60090
138 190,7 261,6 | 0,72898
Curva auxiliar h, = 0,0200e0.0260t
h/(h,* - h)
0,8
0,7 -
0,6
=05 - Py
% 04 |
03
0,2 -
0,1 -
0 : . ‘ . . ‘ |
0 20 40 60 80 100 120 140 160
tempo

Figura 4.5.4: curva auxiliar f (t, (h*h—tht

Tabela 4.8: modelo7logistico

’ tempo (t) ‘ modeloy ‘

0 38,8701
18 13,9999
28 17,9916
43 29,4631
63 47,4501
78 59,6807
88 74,4839
98 92,0078
108 112,6355
119 138,5008
128 161,9537
138 189,8599

)

51
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500 - modelo; logistico

450

400 |

350
2 300 -
=
8 250
= —assintota
B 200

150 | modelo7

100

50

0 T T 1
0 50 100 150
tempo

Figura 4.5.5: modelo7 logistico (h = 452,3753)

Tabela 4.9: Comparagao; dados x modelor

‘ tempo (t) ‘ hy ‘ modeloy ‘ |ht — mody| ‘ ht_h—":”o‘h ‘
0 9.9 | 88701 | 1,06037 | 0,106780
18 143 | 13,9999 | 0,33398 | 0,023300
28 17,4 | 17,9916 0,55317 0,031721
48 30,6 | 29,4631 | 1,17242 | 0,038270
68 41,2 | 47,4501 6,21382 | 0,150688
78 51,9 | 59,6807 7,73633 | 0,148935
88 70,1 | 74,4839 4,41350 | 0,062987
98 93,1 | 92,0978 1,04120 | 0,011179
108 119,0 | 112,6355 6,36720 0,053505
119 | 146,8 | 138,5098 | 8,31563 | 0,056636
128 169,8 | 161,9537 7,84545 0,046204
133 | 190,7 | 189.8599 | 0,87276 | 0,004576

comparagdo: modelo; x dados

500,0 4
450,0
400,0 -
350,0 -
300,0 -
250,0 - # dados reais (h)
200,0
150,0
100,0
50,0

0,0

modelo7

habitantes

= Qassintota

Figura 4.5.6: Comparacao entre modeloy logistico e dados reais
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250,0 4 comparagdo: dados x modelog x modelo;

200,0

é 150,0 -
£ + dados reais (h)
E 100,0 - modelo6
modelo7
50,0

0 50 100 150

Figura 4.5.7: Comparagao entre os modelos logisticos e dados reais

500 + projo¢bes do modelo;
450 =

400 -
350 -
300
250 -
200 -
150 -
100
50 -

0

modelo7

habitantes

= assintota

T T 1
1872 1972 2072 2172 2272 2372

ano

Figura 4.5.8: projecoes do modelorlogistico

Apesar de temos um valor alto de estabilidade esse modelo ficou mais préoximo dos dados

reais que anterior, veja a comparagao:

Fazendo uma projecao deste modelo temos uma estabilidade no ano de 2300, com uma pop-
ulagao aproximadamente cerca de 452 milhoes.
Ainda foram feitos outros modelos que ficaram bem proximos destes dois, por este motivo

nao iremos mostrar os calculos, por exemplo:

4 B 319,701
8 (1) = ¢3,6263—0,02383 1 |




CAPITULO 4. MODELAGEM DA POPULACAO

Tabela 4.10: projegoes do modelorlogistico
’ ano ‘ tempo (t) ‘ modelor ‘
2010 138 189,8599
2020 148 218,9495
2030 158 248,2808
2040 168 276,8805
2050 178 303,8698
2060 188 328,5644
2070 198 250,5289
2080 208 369,5787
2090 218 385,7427
2100 28 399,2051
2110 238 410,2446
2120 248 419,1826
2130 258 426,3447
2140 268 432,0364
2150 278 436,5299
2160 288 440,0589
2170 298 442,8192
2180 308 4449712
2190 318 446,6449
2200 328 447,9440
2210 338 448,9509
2220 348 449,7303
2230 358 450,3331
2240 368 450,7991
2250 378 451,1590
2260 388 451,4369
2270 398 451,6514
2280 408 451,8169
2290 418 451,9946
2300 428 452,0432

habitantes

250,0 4

200,0

fury
%3]
(=]

~
o

& dados reais (h)
100,0

modelo8

modelo9
50,0

0 50 100 150

tempo

Figura 4.5.9: Outros modelos
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452, 3753
ho (t) = 3,9138-0,026t |

Assim terminamos os modelos da populagdo brasileira, o modelo que mais aproximou dos

dados reais foi o modelo Logistico:

452, 3753

ht) = 50e—0.026t 1 |
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Capitulo 5

Frota de Automoveis

De mesmo modo que na populagao iremos comecar a procurar o modelo ideal para a frota

brasileira de automéveis, da tabela 2,

Semelhante a tabela[3.1] fizemos uma divisao por 1000000, por questao de estética, em seguida

fizemos a curva discreta dos valores reais:
E logo apos foi feito um ajuste exponencial,

E facil perceber, que praticamente, a linha de tendéncia passa por quase todos os pontos,
entdo se conclui que a frota de automoveis esta crescendo e é exponencial, por este motivo foi

feito um modelo de Malthus:

heen 39,83
= g/l w2000y 06419
“ hy 17,06 ’

In (14 @) = In (1 +0,06419) = 0,065244

Logo nosso modelo ficou sendo,

a; = 17’ 0660,065244t

O interessante neste modelo, que praticamente ele, ¢ o mesmo que o proprio ajuste exponen-
cial:
a; = 17,4210061

comparando,

Por esse motivo nao foi possivel calcular um valor de estabilidade, os automodveis ainda
estao em crescimento exponencial, claro que estes dois ajustes tem suas limitagoes, como jéi foi
explicado anteriormente nenhuma populagao cresce para o infinito, mas sempre tem valor suporte

ou capacidade méxima.

o7
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Figura 5.0.1: frota de automoveis (centro de Santo André data 28/03/13, fonte autor)

Tabela 5.1: dados da frota de automdveis e conversao
| Ano | tempo (ty,) | automoveis (a,) | ag
1998 0 17056413 17,06
1999 1 18809292 18,81
2000 2 19972690 19,97
2001 3 21236011 21,24
2002 4 23036041 23,04
2003 5 23669032 23,67
2004 6 24936451 24.94
2005 7 26309256 26,31
2006 8 27868564 27,87
2007 9 29851610 29,85
2008 10 32054684 32,05
2009 11 34536667 34,54
2010 12 37188341 37,19
2011 13 39832919 39,83




45,00
40,00
35,00
30,00
25,00
20,00

automoveis

10,00
5,00
0,00

15,00 -

curva de tendéncia da frota de carros

Figura 5.0.2: figura 3|

45,00
40,00
35,00
30,00
25,00
20,00
15,00
10,00

5,00

0,00

automoéveis

valores reais (automdveis)

y =17,421e00815

+ a

—— Exponencial (a)

tempo

Figura 5.0.3: Ajuste exponencial

45,0
40,0
35,0
30,0
25,0
20,0
15,0
10,0

5,0

0,0

automoveis

modelo,; de Malthus

e miod Malthus

tempo

Figura 5.0.4: modelo1p matlhusiano da frota de automéveis

99
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comparag¢do: mod x ajuste x dados

+ dados reais (a)

automoveis

ajuste

mod Malthus

15

tempo

Figura 5.0.5: comparacao entre modelos: malthusiano e ajuste exponencial e dados

5.1 Relacgao entre crescimento populacional e frota de carros

A seguir fizemos uma razao entre modelo malthusiano de automoveis,
a; = 17’ 0660,065244t
e modelo exponencial assintotico de habitantes,

hy = 452, 3753 — 788, 13¢~0008(126+1)

Perceba que tivemos que fazer um ajuste na variavel tempo, devido o motivo dos dois modelos
nao iniciarem no mesmo instante,
ay 17’ 0660’065244t

Ty~ 152.3753 _ 788, 13¢ ow0s(izery — carre/habi (5.1.1)

Como foi verificado a frota de automoveis estd em crescimento exponencial e a populacao
brasileira nao, quando ¢ feita a razdo, temos que o niumero de automaéveis esta crescimento note
na tabela [5.2] que em 1998 a razao é 0,10, 1 automovel para cada 10 habitantes e ja em 2011

temos a razao é de 0,20, agora temos que 1 automével para cada 5 habitantes.

Apos isso foi feita um ajuste exponencial através de uma linha de tendéncia, dos dados da
tabela [5.2] que maravilha, os dados ficaram quase no total em cima, podemos afirmar que a
populacdo brasileira esté crescendo, mas a frota de automoveis estd em exponencial, estd se

comprando cada ano mais carros.

Em seguida também determinamos a razao entre o modelo malthusiano de automoéveis,

a; = 17’ 0660,065244t
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Tabela 5.2: Razao entre o modelo de automoveis e modelo exp. Ass. da populagao

’ Ano ‘ tempo (t,) ‘ habs
1998 0 0,103569153
1999 1 0,109030130
2000 2 0,114813045
2001 3 0,120937257
2002 4 0,127423332
2003 5 0,134293120
2004 6 0,141469835
2005 7 0,149278142
2006 8 0,157444243
2007 9 0,166095983
2008 10 0,175262943
2009 11 0,184976558
2010 12 0,195270229
2011 13 0,206179449

0,25 - curva de tendéncia da carro/hab’

02 - Y= 0,103280’0531

o
<

=
w

carrofhab.

+  Sériel

(=]
~
=

—— Exponencial (Sériel)

0,05 -

tempo

Figura 5.1.1: Razao entre o modelo malthusiano de automéveis e modelo Exp. Ass. da populagao
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Tabela 5.3: Comparagao entre as razoes

| Ano | tempo (t,) | G257 habs
1998 0 0,103569153 | 0,10895
1999 1 0,109030130 | 0,11434
2000 2 0,114813045 | 0,12001
2001 3 0,120937257 | 0,12599
2002 4 0,127423332 | 0,13228
2003 ) 0,134293120 | 0,13891
2004 6 0,141469835 | 0,14589
2005 7 0,149278142 | 0,15325
2006 8 0,157444243 | 0,16101
2007 9 0,166095983 | 0,16919
2008 10 0,175262943 | 0,17781
2009 11 0,184976558 | 0,18690
2010 12 0,195270229 | 0,19649
2011 13 0,206179449 | 0,20660
0,25 1 curva de tendé&ncia da carro/hab,
0,20 -
£ 0,15
H
8 0,10 4
y =0,1087e0.0452x
0,05
0,00 T T T T T T 1
0 2 4 6 8 10 12 14
tempo

Figura 5.1.2: Curva de tendéncia da razaos

e o modelo logistico de habitantes,

452, 3753

h(t) = 50e—0.026(126+1) 4 |

temos,

ay 17’ 0660,06524475

he 452,3753 (5.1.2)

508—0,026(126+t)+1

Fazendo uma comparacao entre as duas razoes, é facil perceber que a diferenca é minima
entre seus valores,

Fazendo o grafico e a linha de tendéncia exponencial dessa razaos,

comparando ambas as razoes,

O mais impressionante é que a duas razoes segue uma lei exponencial bem definida, devido,
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0,25 + comparagdo: razdo, X razdo,
0,2 -
2 0,15
<
£ s
E 0’1 e 1100 13230
e 00 ra3280°
0,05 -
0 T T 1
0 5 10 15
tempo
Figura 5.1.3: Comparagao entre as duas razoes
razaol
4
17, 060065244 _ 0, 10326005
452, 3753 — 788, 13e—0,008(126+¢)
17,0600652440 - — (452, 3753 — 788, 136_0’008(126+t)) % 0,1032¢0053
17 0660,06524415 — 46 685160,053t —81 3356—1,008+0,045t

e ainda,

raza09

0,065244t
17, 06 - 0, 1087¢%:049%
452,3753 ’

50e—0.026(126+6) 11
17, 0600652448 (50670,026(126+t) + 1)

452, 3753
17, 0600672448 4 g53¢=8:276+(0.065244-0026)!  — 452 3753+ 0, 10870492

= 0,1087¢%049%

17, 06eV,065244¢ + 853 3:276+0,039244¢ _ 49,1732 00492t

17, 0660,065244t — _8536—3,276+0,039244t + 49, 173260,049215

Na verdade temos apenas uma representacao de somas de exponenciais devido a isso o resulta

teria que ser um exponencial.
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Capitulo 6

Ensino Médio e a Modelagem

Matematica

Da mesma forma que ji destacamos no capitulo 2, a necessidade e dificuldade que o educando
tem com matemética, em especial na resolu¢ao de problemas, no Ensino médio isso nao é difer-
ente. Agora os conteiidos que foram jéa ensinados, vao ser abordados de maneira mais especifica
e com um maior aprofundamento e serdao desenvolvidos novos contetidos. Consequentemente
nesta nova etapa, dado que o educando ja esta familiarizado com certos contetudos, exige-se do
aluno uma linguagem matemaética, como a leitura, compreensao, representagao, saber transcr-
ever mensagens matemaéticas da linguagem falada para a linguagem simbolica. Como caracteriza
Parametros Curriculares Nacionais do Ensino Médio (PCNEM) [6]:

“A essas concepgoes da Matematica no Ensino Médio se junta ideia de que, no Ensino fun-
damental, os alunos devem ter se aproximado de varios campos do conhecimento matematico e
agora estao em condigoes de utiliza-los e amplia-los e desenvolver de modo mais amplo capaci-
dades tao importantes quanto as de abstracao, analise e compreensao de fatos matemaéticos e de
interpretacao da proépria realidade.”

Além disso, os PCNEM|6] afirma que o educando precisara: “(...) para isso, habilidades
como selecionar informacgoes, analisar as informagoes obtidas e, a partir disso, tomar decisdes
exigirao linguagem, procedimentos e formas de pensar matematicos que devem ser desenvolvidos
ao longo do Ensino Médio, bem como a capacidade de avaliar limites, possibilidades e adequagao
das tecnologias em diferentes situagoes.”

Dessa forma exige-se que o educando, tenha novas habilidades no campo da matemética,
como o de fazer, pensar, desenvolver seu raciocinio légico e ainda a tentar mudar a matematica
tedrica e decorativa para uma pratica e usual na vida do estudante. Para adquirir essas novas
habilidades é necessario uma postura nova dentro da matemaéatica que por parte dos educadores
como de seus alunos, além disso, exige-se uma cooperagao maior de toda comunidade escolar,
como destaca Pompeu & Monteiro [4]:

“A adog¢@o de uma nova postura educacional é, na verdade, a busca de um novo paradigma
de educacao que substitua o ji desgastado ensino-aprendizagem, baseado numa relagdo obso-

leta de causa-efeito. Procura-se uma educacdo que estimule o desenvolvimento de criatividade
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desinibida, conduzindo a novas formas de relagoes interculturais. Essas relagoes caracterizam a
educagao de massa e proporcionam o espaco adequado para preservar a diversidade e eliminar a
desigualdade discriminatoéria, dando origem a uma nova organizacao da sociedade”

“Mudanca de paradigma, no entanto, ¢ um processo complexo; é necessario querer mudar e
acreditar que isso é possivel. Mais do que constatar que precisamos mudar, é necessario ter a
convicgao de que sempre ha um novo jeito de ensinar, que sempre é possivel mudar.”

Essa mudanga nao sera facil, dentro da educacao tudo que é novo tende uma resisténcia pela
maioria dos envolvidos, quer por um conformismo natural, uma resisténcia as mudancgas, ou até
por falta de acreditar que possa mudar algo, aceitacao da degradagao da educacao.

Mas existem sempre aqueles prontos para novas aberturas e novos desafios, neste que inici-
amos nossas mudancas e certamente conquistaremos novos inovadores dentro desse campo que
requer uma mudanca rapida e eficaz.

Dessa forma percebemos que Ensino Médio esta passando por uma mudanca ou deveria esté;
para prépria sobrevivéncia do nosso pais, como potencia econdémica. Como é de conhecimento
nos ultimos anos nosso pais tem avancado como poténcia econdémica, mas na educacao ainda
estamos bem atrasados, e isso é uma incoeréncia preocupante.

Entao a modelagem matematica vem ser o instrumento para se apreender a resolucao de
problemas, que hoje é tema de grande dificuldade dos educandos, nao somente no Ensino Médio
e em outras areas de estudo. Além disso, a modelagem matemética tem um vasto campo de
aprendizado, como lei de recorréncia, fungoes, equagoes, informética, outras dreas como biologia,
geografia e fisica. Como destaca Bassanezi[I], argumentos favoraveis:

“l. Argumento formativo — enfatiza as aplicacbes matematicas, a performance da Mode-
lagem Matematica e a resolucao de problemas como processos para desenvolver capacidade em
geral e atitudes dos estudantes, tornando-os explorativos, criativos e habilidosos na resolucao de
problemas.

2. Argumento de competéncia critica — focaliza a preparacao dos estudantes para a vida real
como cidadaos atuantes na sociedade, competentes para ver e formar juizos proprios, reconhecer
e entender exemplos representativos de aplicacoes de conceitos matematicos.

3. Argumento de utilidade — enfatiza que a instrugdo matemaética pode preparar o estudante
para utilizar a matematica como ferramenta para resolver problemas em diferentes situagoes e
areas.

4. Argumento intrinseco — insiste em que a inclusao de Modelagem, resolucao de problemas e
aplicagoes fornece ao estudante um rico arsenal para entender e interpretar a préopria matematica
em todas as suas facetas.

5. Argumento de aprendizagem — garante que os processos aplicativos facilitam ao estudante
compreender melhor os argumentos matemaéticos, guardar os conceitos e os resultados e valorizar
a propria matematica.

6. Argumento de alternativa epistemologica — A modelagem também se encaixa no Programa
Etnomatemaética, indicado por D’Ambrosio (1990) “que propée um enfoque epistemologico alter-
nativo associado a uma historiografia mais ampla. Parte da realidade e chega de maneira natural

e através de um enfoque cognitivo, com forte fundamentacao cultural, a acdo pedagobgica”, at-
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uando, dessa forma, como uma metodologia alternativa mais adequada as diversas realidades
socioculturais.” (p.36)

Efetivamente acreditamos que com essas mudancas de postura da comunidade escolar e
junto com da modelagem matemética, o comeco de uma nova realidade para os educandos,
uma matematica mais associada ao seu cotidiano que venha desperté-los para um mundo que
possa se construido e modificado pelos proprios alunos, talvez seja uma utopia, mas ainda acred-
itamos que podemos mudar a educacdao no nosso pais. Por exemplo, uma forma de aplicacao
da modelagem no Ensino Médio, iremos determinar a equagao logistica discreta, que pode ser

trabalhada com contetdos do Ensino Médio.

6.1 Atividade para Ensino Médio

A atividade a seguir podera ser aplicada no Ensino Médio e trabalhada individualmente, em
dupla ou em grupo. Esta atividade pode ser iniciada da simples pergunta: Qual é o modelo da
populagao brasileira (h,)?

Conforme foi feito nos capitulos anteriores, existem diversas formas de criar um modelo,
porém alguns contetidos ainda nao foram abordados no Ensino Médio. Por isso iremos usar
agora um modelo mais simples, o Modelo Logistico Discreto.

Iniciamos com dados da tabela e faremos uma variagdo média, e seguida do grafico de
f (h¢y, Ahy), onde hy é a populagao no tempo t e t = 0 corresponde ao ano 1872; Ahy é a variagao

média entre dois censos consecutivos.

Tabela 6.1: Valores da populacao e sua variagao média

tempo (t) | hy | Variagdo média: (g?) Variagdo relativa: + (i@f)
0 9.9 0,2 0,014
18 14,3 0,3 0,011
28 17,4 0,7 0,014
48 30,6 0,5 0,008
68 41,2 1,1 0,014
78 51,9 1.8 0,021
88 70,1 23 0,024
98 931 26 0,024
108 119.0 25 0,021
119 146.8 26 0,020
128 169,8 2,1 0,015
138 190,7

A figura nos mostra uma curva de tendéncia entre a populagao e sua variacao média:

Neste momento é bom destacar para os alunos que o grafico ¢ bem semelhante a uma parabola
de concavidade para baixo. Um ajuste dos dados por uma equagao quadratica fornece o grafico
de Ahy = f (hy) = ah? + bhy + c.

Um ajuste da equagao anterior é equivalente a ajustamos os pontos da parabola:
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relagdo entre os valores e suas variagdes

25 - * * *

ah,

1,5

0,5 - L 4

0,0 T T T 1
0,0 50,0 1[%],0 150,0 200,0
t

Figura 6.1.1: Relagao entre os valores h; e suas variagoes médias

hiv1 =ah? +(b+1)h +c

Relagdo entre valores anteriores e posteriores

250,0 1

;:
200,0

! hpy =-0,0019h2 1+ 1,4493h, - 0,1016
150,0
100,0 -
50,0 |
0,0 T T T 1
0,0 50,0 h, 100,0 150,0 200,0

Figura 6.1.2: Relagao entre os valores anteriores e posteriores (ajuste quadratico dos pontos)

Do ajuste quadratico dos pontos temos a férmula de recorréncia:

Bpi1 = —0,0019h2 + 1,4493h,, — 0,1016 (6.1.1)

O ponto de estabilidade da populagao é obtido considerando h,+1 = hy,

Da equacao temos uma das raizes muito préxima do zero, entao podemos considerar

Byt & —0,0019R2 + 1,4493h,,.

O sistema nos fornece o valor de estabilidade
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~" h,=-0,0018h, *+0,4493h,

I‘\n=hn

4 ESTABILIDADE

Figura 6.1.3: determinacao do Modelo logistico discreto

hpy1 = —0,0019h2 + 1,4493h,,
hn-l—l - hn

hni1 = hy = h* = 236,474 milhoes.

Agora temos uma equagao de recorréncia ou equagao de diferenca nao linear de primeira

ordem.
Da tabela temos que hg = 9,9, assim temos a equagao:

hpy1 = —0,0019h2 + 1,4493h,
ho =9,9

cujos termos estao dispostos na tabela

Desta forma apresentamos um modelo que pode ser trabalhado no Ensino Médio, cabe ao
educador aproveitar o maximo dos seus alunos. Nesta atividade podem ser vistos varios con-
tetidos, como equacao do 2° grau, funcao quadratica, sequéncia numérica, lei de recorréncia,
plano cartesiano, equagao de diferengas. Podemos ainda utilizar um programa simples (Excel ou

GeoGebra) para fazer os graficos.

O modelo anterior nos leva ao estudo de equagdes de diferencas nao lineares:

hnt1 = f (hn) =rhy (a — hy), comr >0 (6.1.2)
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Tabela 6.2: Valores da equagao de recorréncia
’ n ‘ hn hn+1

9,9 | 14,1618
14,1618 | 20,1437
20,1437 | 28,4233
28,4233 | 39,6589
39,6589 | 54,4893
54,4893 | 73,3301
73,3301 | 96,0604
96,0604 | 121,6879
121,6879 | 148,2272
148,2272 | 173,0802
173,0802 | 193,9273
193,9273 | 209,6040
209,6040 | 220,3048
220,3048 | 227,0728
227,0728 | 231,1287
231,1287 | 233,4759
233,4759 | 234,8057
234,8057 | 235,5499
235,5499 | 235,9633
235,9633 | 236,1921
236,1921 | 236,3185
236,3185 | 236,3882
236,3882 | 236,4266
236,4266 | 236,4477
236,4477 | 236,4594
236,4594 | 236,4658
236,4658 | 236,4694
236,4694 | 236,4713
236,4713 | 236,4724
236,4724 | 236,4730
236,4730 | 236,4733
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Os pontos de equilibrio de sao dados pelos fixos de f ou seja,

h* = f(h*)y=rh*(a—h")
ou
h* = rh* (a — h")
h* = arh* — rh*?
h*— arh* +rh*?> = 0
rh*? — h* (ar — 1) = 0

h* [rh* — (ar — 1)] = 0
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modelo logistico discreto
250
200 -
150 -
==

100
50 -

0 T T T T T T 1

0 50 100 150 200 250 300 350

tempo

Figura 6.1.4: Modelo logistico discreto

logo temos,

hi=0ourhy—(ar—1) = 0
rhy —(ar—1) = 0

rhy = ar—1
ar 1
hy = ——=
2 r T
1
hy = - -
2 a ,

Usando o valor limite k3 = 236, 5, obtido da forma de recorréncia, temos:

1
Ws—a—- — 236,5
T
1
S = 4-236.5
.
1
O<r = T35

Para termos estabilidade do ponto h3 devemos ter

< 1(Keshet [7])

dhn—H
dhy, | s

ou seja,

1
ra—2rhn]h§ =ra—2r (a——) =ra—2ra+2
r

Logo, devemos ter

2—ral<1=1<ra<3
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No caso da populacao brasileira, temos

1,45 h
n - ) 21’L ’ - n :1,4 n 1— n
o =00 (8 1) <1 (1 1)

Agora, tomando

0,002, _ ., _ 145
1,45 7 = 07000
e’
1,45 1,45
— = 1,45 1—
0,002+ ’ 0,002y”( n)
Ynt1 = 1,45y, (1 - yn)

Logo r = 1,45 e a =1 e temos 1<1,45<3, portanto o ponto hj = 236,5 ¢ assintoticamente

estavel, isto é,
lim h,, = hj
n—oo
Exercicios:

1. Mostre que a variacao relativa da populagdo pode ser dada por uma reta. Sugestao: Use

os dados da 42 coluna da tabela 17 e uma régua e transferidor.

2. Determine a razao entre o niimero de habitantes e carros, conforme foi feito, porém agora
por capital ou por Estado. Sugestao: Separe as turmas por grupo, sendo cada grupo
responsavel por uma capital, para se ter uma comparacao entre os razoes, por exemplo

comparar Sao Paulo com Santa Catarina.



Conclusao

Entre as novas tendéncias da Educacao Matematica encontra-se a Modelagem Matemética,
que é uma ferramenta inovadora de ensino-aprendizagem. Diferentemente da atual e conservadora
forma de ensino ela vem facilitar e motivar os alunos, pois utiliza conceitos simples e do cotidiano
dos proprios educandos para servir de instrumento de ensino-aprendizagem de contetdos de
matematica.

No desenvolvimento do nosso trabalho, percebemos que a populagao brasileira j& ultrapassou
seu ponto de inflexdo ou de crescimento mais rapido. Através dos modelos, destacaram-se dois
pontos de estabilidade, o primeiro h3452, 3753 milhoes e segundo h3 = 319,701 milhdes. Com
o valor de h3 o modelo logistico ficou mais préoximo dos dados reais. Seria possivel esse valor ja
que nossa populagao estd em crescimento e ainda tem uma grande parte do territério nacional
com poucos habitantes.

Ja para a frota de automoveis seu crescimento é exponencial - Através dos dados pode se
perceber facil isso e se continuar nessa mesma linha de tendéncia, poderemos ter ainda mais
sérios problemas relacionados com o transito de veiculos.

Através deste trabalho foi proposto que a Modelagem Matemética, como método de instru-
mento de ensino-aprendizagem, tem vérias vantagens em relagao ao método tradicional, dentre

elas destacamos:

e Uso de problemas cotidianos dos alunos, motivando-os ao estudo e curiosidade;
e Uso das novas tecnologias como forma de aprendizado;
e Trabalho coletivo permitindo uma maior participacao dos educandos em sala de aula;

e Uso da modelagem para resolugao de problemas, hoje uma das maiores dificuldades dos

educandos no Ensino Médio;

e Cria a oportunidade dos alunos estarem mais préximo de contetdos da matemética e de

outras ciéncias.

Sendo assim a Modelagem Matematica vem como instrumento de trabalho que aproxima e motiva
os educandos. Por meio dela podemos romper as barreiras criadas pelos alunos e mesmo alguns
professores, fazendo da matematica uma ciéncia extremamente dificil e para poucos. Ainda a
modelagem estimula a pesquisa e apropriagao de conhecimento.

Por fim acreditamos que a educagao matematica no Ensino Médio ainda pode ser mudada,

ela necessita, essencialmente, de uma mudanca de postura dos professores. Quando se faz algo
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sabendo a sua aplicagao, isso traz motivagao tornando o contetido agradavel, prazeroso e recom-

pensador ao se ensinar e apreender a cada dia.
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Anexo

Ajuste de Curvas

O Ajuste de Curvas é método pelo qual tentamos verificar se existe uma tendéncia ou relagao
entre a varidvel dependente x,, e a independente n, isto é, queremos uma aproximagao dos dados,
por uma funcdo x, = f (n) que seja o melhor possivel. O método dos quadrados minimos é um

dos mais usados:

Considere um conjunto de n dados observados {Z, }, . € uma fun¢ao ,, = f (n, a1, as, ..., a;),
onde a; (j =1,2,3,...)s8o parametros - O Método dos mimos quadrados consiste em determinar

estes parametros de odo que minimize o valor de

n

S:Z(xi—i'i)2 :Z[f(n,al,ag,...,aj)—aﬁf

=1 =1

isto é, devemos minimizar a soma dos quadrados dos devios entre os valores Z,, observados e os

valores ajustados z, = f (n,a1,as,...,a;).

O Ajuste Linear é utilizado para aproximarmos os n dados originais por uma equagao de uma
reta
y(x)=f(z;0,b) =azx+b

Estamos procurando os valores dos pardmetros a e b que tornam minimo o valor da soma dos

quadrados dos desvios:

n

S=8(ba)=>_ (b+az;—y)
=1
9 =0+ Y 2(b+az;—7)’ =0

G =0 L 22 (b+az — )’ =0

7
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onde T (respectivamente 7) é a média dos valores T; (respectivamente ; ).

<:>b:¥—a&:]j—ai'

n

Em principio ndo sabemos se o ajuste linear é melhor, mas é um dos mais usados. De forma

semelhante existe outros ajuste como quadratico.
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Frota de veiculos, por tipo & com placa, segundo as Grandes Regides e Unidades da Federagéo - DEZ/2011
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Grandes Regides e

CHASSI

: . io | cAMmHAO |cammHONET| cicLomoTo MOTOCICLET 5 UADRICIC TRATOR .
Unidades da TOTAL AUTOMOVEL | BOWDE | cammiAo | SRV v CAMIONETA n " ongus | VAN o UTILITARID
Federagéo
Brasil 70.543.535] _ 39.832.919] 93[ 2.274.947] 457.954] 4.762.943] 2.066.383)] 486.597 154] 179] 5
Norte 3210722 1421085 0 117546 15.646  2/8.002 7129 205 21 1290 1.478.55  299.002  29.027 1 1 139 1310 14.699
Acte 170439 55872 0 5.669 489 16139 2875 12 21 29 N2 13872 676 0 0 2 83 642
Amaps 130388 55.557 0 3.245 29 13572 3156 13 383 355 43196 7.9% 741 0 0 5 103 553
Amazonas 589.780 283474 o 7718 2419 60606 21783 42 511 2839 144445 32936 7380 0 0 53 354 3.041
ard 1.109.264 379.045 0 4347 4650 79621 26582 112 1416 5244 43576 95070 11806 1 0 27 498 6727
Rondania 634416 173,689 0 24207 4432 53501 7.964 17 521 82 273004 75421 4213 0 1 2 16 159
Roraima 139.090 45230 0 3432 369 15004 3160 0 279 450 55016 13345 4 0 0 2 2 628
Tocantins 437.345 129218 0 19804 3088 39509 6770 9 1310 1305 166546 61062 3497 0 0 30 68 1514
Nordeste 10721675 4481770 6 349867 38907 715318 247471 85 11641 59338  3986.05 516137  86.067 5 2 79 3910 59203
Alagoas 495715 230433 0 16981 1705 34164 12.659 45 27 4835 151070 22416 5210 1 0 7 2 27
Bahia 2585655 1179301 5 9333 14281 207555 67.437 269 1.044 19010 808734 104697 29507 1 0 us 112 12515
Cears 1947562 736.355 0 53967 5708 119258 39601 40 692 7881 833004 90464 11841 0 0 138 674 15527
Maranhéio 942639 277467 0 28048 1972 65702 14331 [} 4676 3639 482721 76321 6650 0 0 A 201 4263
Paraiba 794.093 345197 0 22739 1918 49.937 16.668 2 137 3301 298051 40500 4997 1 0 2 199 4083
Pemambuco 1.996.714 927.245 1 75090 8491 113902 60694 156 1.123 12278 676295 64281 15294 1 0 220 657 8391
Piaui 671,146 205.297 0 18666 1427 45943 9719 &3 3283 2015 320272 63646 3847 0 0 13 an 2219
Rio Grande do Norte 807.874 362.949 0 24009 2006 53762 17.272 52 483 3719 283708 37902 4852 1 0 105 298 7.408
Sergipe 480.287 223526 0 704 1401 2509 9.09 29 176 2660 157203 25910 4869 0 2 105 22 2110
Sudeste 35843080  22.443.457 45 1056985  199.835 2242015 1204293 437 65458 167.957 6420372 958.938  247.491 I 105 12787 6A78 166218
Espito Santo 1.367.967 694.108 1 56183 14604 105618 36774 4 924 5762 324540 60894 12932 2 1 1634 725 7.319
Minas Gerais 7662556 4252225 0 271004 48338 562417 195.052 90 1425 33002 1858361 186895 60545 9 3 1633 2278 25248
Rio de Janeito 4844198 3388777 0 18644 12226 228706 196.015 72 1.004 32414 633695 114928 39365 9 1 598 994 26855
Séo Paulo 21966359 14.108.047 44 609154 124667 1355274 776452 1231 48975 96779 3603776 588221 134659 57 55 6922 2181 1067%
Sul 14387423 8.585.803 30 545327 150731 983.938 386.876 566 12.887 42316 2499.695 563203  83.097 67 60 10099 2013 67.277
Parana 5558521 3293650 5 25837 68100 416712 148.450 180 7.3% 16358 922232 221182 33910 19 10 1593 1024 23472
Rio Grande do Sul 5149420 3164546 25 190338 43538 328528 145 689 a7 4.085 16557 876946 143922 33180 8 3 5923 589 23343
Santa Catarina 3679482 2.127.607 0 129452 39093 239698 92737 115 1476 9401 701517 198099 16007 10 7 2583 400 20462
Centro-Oeste 6380.635  3.194.404 12 205222 52835 543630 156.447 195 13792 15856 1495249 401623  40.915 4 1 843 1427 33260
Distrito Federal 1331933 978813 2 2031 2524 85562 49244 4 310 4666 436300 12461 879 1 6 535 2719 1949
Goias 2679948 1277857 0 90175 20437 23219 59312 89 6.828 6372 653831 162642 17346 0 2 121 361 10288
Mato Grosso 1.303.902 450.728 0 53202 19464 128413 23077 11 3130 2368 426603 131676 7968 2 1 £ 493 6.160
Mato Grosso do Sul 1.064.852 487.006 10 41384 10413 97457 24817 54 1.024 2450 278515 74844 6882 12 20 M2 98 2 149 214 4863
Tabela 2 - de veiculos, por tipo segundo o Brasil - DEZ/2011
. (cAmmHONET A semi- n CAMIHAD <o | MICROONE | CicLoMOT | TRATOR SiDE- CHASSI | rraTor | quapricic
el TOTAL | AuToméveL |motocicrera| 4™ MOTONETA | cAumHRO | CAMONETA | REBOGUE | cite | owmus A [imumanio| MR o Roms | ™eeLo | G oumos pLamaro) (oilt s BoNDE
70.543.535 | 39.832.919] 15.579.899] 4.762.943| 2.739.603| 2.274.947| 2.066.383| 866.508]  670.309] 486.597| 457.954] 340747 296.761] 107.919 24.666 8.364]  3.261 179 154 93
100% 56.47] 22,09 6.75] 388 3.2 293 123]  09502] 06898 __ 0.6492] 0.4830] _ 04207] _ 0.1530] 0.0350} 0.0119] 0.0046] 0.00025

Fonte- Ministério das Cidades, DENATRAN - Departamento Nacional ds Transito, RENAVAM-Registro Nacional de Veiculos Automotores

Figura 6.1.5: Tabela do DENATRAN (dados de 2011)
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