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RESUMO

GAMA, Monica Almeida. Probabilidade: uma abordagem mais préxima do cotidiano.
2018. 99 f. Dissertacao (Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional —
PROFMAT) — Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade do Estado do Rio de
Janeiro, Rio de Janeiro, 2018.

Esta dissertagdo analisou alguns problemas apresentados no livro “O Andar do
Bébado” de Leonard Mlodinow. Preencheu lacunas, pois se propds a explicar o calculo
realizado nos exemplos propostos pelo autor. Em alguns casos, houve no livro a omissao
de passagens do enunciado, dificultando o entendimento do que se pretendia mostrar. O
tema principal é probabilidade. A forma como se apresenta no cotidiano, contrariando
o imaginario popular de que é possivel se distanciar da Mateméatica no dia-a-dia. Este
trabalho se disp0s a quebrar o paradigma de que é preciso realizar calculos para se enten-
der probabilidade. Em diversos momentos é possivel analisar situacoes nas quais nao se
percebe a Matematica. Foi possivel verificar como a intuicdo pode ser uma aliada para o
entendimento da probabilidade, mas pode prejudica-lo em outras ocasidoes. Mostrou como
as pessoas se posicionam diante do acaso. Assim como ha indicios de que nao entendem
o conceito de aleatério, uma vez que buscam padroes onde nio hi. E o caso do conceito
de “matching”. Um aparente ganho no desenvolvimento cognitivo da espécie humana que
¢ mal empregado quando estamos diante do acaso.

Palavras-chave: Probabilidade. Combinatéria. “Matching”.



ABSTRACT

GAMA, Monica Almeida. Probability: a closer approach to everyday life. 2018. 99 f.
Dissertacao (Mestrado Profissional em Mateméatica em Rede Nacional - PROFMAT) —
Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade do Estado do Rio de Janeiro, Rio de
Janeiro, 2018.

This dissertation analyzed some problems presented in Leonard Mlodinow’s book
“The Drunk Walk ”. It filled in gaps because it set out to explain the calculation made
in the examples proposed by the author. In some cases, the book omitted passages of
the utterance, making it difficult to understand what it was intended to show. The main
theme is probability. The way it presents itself daily, contrary to the popular imagination
that it is possible to distance yourself from mathematics in everyday life. This paper set
out to break the paradigm that one must perform calculations to understand probability.
At various times it is possible to analyze situations in which mathematics is not perceived.
It was possible to see how intuition can be an ally for understanding probability, but it
can harm it on other occasions. It showed how people position themselves in the face of
chance. As well as there is evidence that they do not understand the concept of random as
they seek patterns where there are none. This is the case with the concept of “ matching
”. An apparent gain in the cognitive development of the human species that is misused
when faced with chance.

Keywords: Probability. Combinatorics. Matching.
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INTRODUCAO

A ciéncia € uma grande montanha
de ac¢tucar; dessa montanha s6 consequimos

retirar insignificantes pedacinhos.
Malba Tahan

E indiscutivel que a probabilidade é um tema que seduz e prega pecas nas mentes
mais brilhantes. Grandes matematicos como D’Alembert ja foram traidos por um pensa-
mento equivocado. Um problema de simples enunciado pode pedir solugoes elaboradas.
Assim como, enunciados complicados podem ser associados a situagoes extremamente fa-
ceis. Esta dissertagao se baseia em problemas apresentados no livro “O Andar do Bébado”
de Leonard Mlodinow. A obra tenta deixar a Matemaéatica, em especial, a probabilidade,
mais acessivel para o publico em geral. Sua linguagem é de facil entendimento além da
narrativa tender a comicidade diversas vezes. Apresenta uma grande variedade de exem-
plos e curiosidades. Este trabalho visa preencher algumas lacunas deixadas pelo autor.
A ideia é facilitar o entendimento dos exemplos, visto que o livro omite muitos calculos.
Apresenta solugoes sem se aprofundar. Esta dissertacao se propoe a ser uma ferramenta
que dialogue com matematicos. Nao apresenta um método de ensino. O objetivo é apro-
fundar temas e suscitar ideias.

O capitulo “O que é a probabilidade?” apresenta o inicio do conhecimento ma-
tematico sobre esse tema. Aborda o mito de que os cédlculos sao necessarios para uma
abordagem inicial. Mostrara que a definicao de probabilidade nao é um consenso.

“Espago Amostral” é um capitulo que menciona o porqué a genialidade dos gregos
antigos nao foi suficiente para estruturar a probabilidade. Além disso, define e exemplifica
espaco amostral, equiprovaveis e nao equiprovaveis.

“Combinatoria” mostra como trés exemplos tao distintos podem ser associados
ao lancamento de moedas. Utiliza um principio caro a Mateméatica. O fato de associar
situagoes aparentemente complexas a exemplos simples. Nao aplicavel as Ciéncias ditas
Humanas.

“Probabilidade Conjunta e Condicional” foi um capitulo que buscou a solugao de
agregar situagoes diferentes apresentadas por Mlodinow. Também se propoe a mostrar
erros comuns das pessoas nesse tema. Como pode ser dificil definir qual de duas situacoes
¢ a mais provavel.

“Diante do Acaso” mostra a juncao entre a Matematica e a Psicologia. O ser
humano nao tem dominio sobre o conceito de aleatério. Nao o entende completamente.
H& uma busca frequente por padroes mesmo em contexto onde nao existem. Neste capitulo
é possivel conhecer o conceito de “matching” e como esta enraizado no cotidiano.

Qual o primeiro passo para definir se uma empresa frauda sua contabilidade? O
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capitulo “Lei de Benford” mostra como esse teorema pode ser eficiente na analise inicial
das auditorias fiscais.

Por fim, o capitulo “O Andar do Bébado”. Ele recebe o mesmo nome do livro.
A denominagao se refere ao andar aleatério. Uma imagem mental muito clara do que é
estudado pela probabilidade. Permite elucidar o que é randémico. A falta de controle
da capacidade motora leva a pessoa embriagada a se mover de forma nao previsivel. A
expressao também pode ser associada a falta de controle simplesmente. Assim como o
bébado se move sem garantia de seguir o caminho desejado, mentes brilhantes podem ser

levadas a cometer enganos.
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1 O QUE E PROBABILIDADE?

“No fundo, a teoria das probabilidades é ape-
nas o Senso comum erpresso em numeros.”
Pierre Simon Laplace

Este capitulo visa buscar a definicao de probabilidade. Em geral, calculos sao utili-
zados para a explicacao deste ramo da Matematica. Para resolver uma situacao-problema,
o método utilizado é a comparacao com outros exercicios semelhantes ja resolvidos. Como
se fosse possivel criar um catdlogo. No entanto, isso acarreta em erros, pois é comum haver
falha na interpretagao do que se quer calcular. A proposta é que se defina a probabilidade
para evitar tais equivocos. Além disso, assim como a Geometria e qualquer conhecimento
matematico, procura-se definir cada ente de forma criteriosa para que este conceito nao
possa ser refutado posteriormente. Apesar deste foco, deseja-se associar, sempre que pos-
sivel, os exemplos a situac¢oes do cotidiano para garantir o entendimento. Essa prética é
utilizada em toda a dissertacao.

Segundo Carvalho et al. (2016), os experimentos podem ser de dois tipos: determi-
nisticos ou aleatérios. “Um experimento é deterministico quando repetido em condic¢oes
semelhantes conduz a resultados essencialmente idénticos.” O ato de soltar objetos a uma
determinada altura do solo faz com que o mesmo siga em sentido descendente. A natu-
reza do objeto pode retardar o momento de chegada, mas nao ha davida que encontrara
o chao. A acdo da gravidade no planeta Terra garante que esse experimento é determi-
nistico. Ja os aleatorios sao aqueles que ao serem repetidos nas mesmas condigdes podem
gerar resultados diferentes, como o langamento de um dado. Nao existe a garantia de que
ird sair um determinado nimero em um dado honesto!. O mesmo se pode dizer sobre
os nimeros na loteria e outros tantos experimentos sobre os quais nao se tem certeza
a respeito dos seus resultados. No entanto, em muitos casos, o conjunto dos possiveis
resultados do experimento é conhecido previamente.

E de conhecimento geral que a origem da probabilidade foram os jogos de azar.
Comegou no século XVI com Gerolamo Cardano tentando maximizar seus ganhos em
apostas. Segundo Boyer e Merzbach (2012), Pierre Simon Laplace foi o primeiro a estru-
turar a teoria da probabilidade. Isso ocorreu no século XVIII. Para muitos, até hoje, a
probabilidade se restringe a calculos numéricos, utilizados para realizar escolhas sobre o

langcamento de um determinado produto ou definir previsdes metereolégicas. Para além

1 Um dado cujas faces tém a mesma chance de sair é chamado de dado honesto ou ndo-viciado. Se o
dado apresentar uma face maior do que as demais, ou mais pesada, essa tenderd a cair para baixo mais
vezes do que as outras. Assim, o ntiimero contido na face oposta ird aparecer mais vezes. Esse dado é
chamado de viciado.
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dessa visao pragmatica, é preciso entender a probabilidade como uma area da matema-
tica que nao tem como objetivo apenas calculos. A probabilidade nao pode se resumir a
contas. Nao deve apenas buscar valores especificos para cada problema apresentado, mas
sim modelos que podem ser aplicados em situagoes gerais.

Segundo Feller (1957), a probabilidade é semelhante a geometria. Deve ser regida
por axiomas e partir de experiéncias mais simples, como o lancamento de dados para
posteriormente ser generalizada em modelos abstratos. Os axiomas sdo verdades nao
questionaveis. A geometria é construida a partir de conceitos primitivos e axiomas. O
ponto é um conceito primitivo para a geometria. Nao se define ou demonstra o que
é um ponto. Dizer que o ponto é feito quando se apoia a caneta no papel é apenas
um recurso estilistico para passar a ideia do conceito. Nao é uma definicdo. Em sua
apresentacao axiomatica da probabilidade, Kolmogorov (1956) considera evento aleatério
e sua probablididade como conceitos primitivos.

Feller (1957) entende haver trés aspectos que devem ser considerados no estudo da
probabilidade: (a) o contetdo légico formal, (b) o conhecimento intuitivo (experiéncias
anteriores) e (c) as aplicagoes.

O contetdo logico formal é a maneira como a Matematica se estrutura. A geometria
se baseia em axiomas e a partir deles demonstra teoremas. Fossa (2009) diz que “axioma é
uma proprosicao aceita sem demonstracao.” Sao alicerces. A partir deles sao construidas
as teorias matematicas.

Existem conceitos na Matematica que sao muito abstratos. No entanto, a probabi-
lidade e a geometria sao temas que sao mais intuitivos. Muitas vezes, é possivel relacionar
conceitos dessas areas a situacoes cotidianas. Considere que um jogador vence se ao lan-
car um dado, sair o nimero 5. E comum ouvir que a chance dele ganhar é “uma em
seis.” Expressoes como esta sao vagas, mas sao importantes para o conhecimento inicial
de probabilidade. As pessoas entendem que a oferta de faces que garantem vitéria é de
apenas uma em um total de seis. Por ser um objeto familiar, percebem também que isso
nao significa uma garantia. Pode-se jogar o dado dez vezes e sair sempre o niimero dois,
mesmo para um dado honesto. O conhecimento intuitivo é importante para o estudo ini-
cial da probabilidade, mas ha outro fator central. Em suas aulas sobre o tema, o professor
Augusto César Morgado dizia ser essencial que a pessoa que fosse resolver um problema
de combinatoéria ou probabilidade se colocasse na posicao de quem vai efetivamente lidar
com aquela situacao na pratica. Exercicios sobre como acomodar pessoas em uma fila ou
lancamento de moedas, por exemplo, devem ser tratados como se a pessoa fosse de fato
organizar uma fila ou apostar em moedas.

Para o entendimento do que é probabilidade, inicialmente é preciso utilizar o co-
nhecimento intuitivo de situagoes simples. Valorizar o conhecimento intuitivo garante um
ganho posterior sobre as generalizagoes. Por exemplo, para entender o teorema do pro-

duto, pode-se utilizar uma situagao hipotética. Considere uma adolescente que goste de
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tirar fotos. O que seria mais provavel para a vida adulta dela? Ser mae ou ser fotografa e
mae? As pessoas tém uma tendéncia a acreditar que a segunda opcao é a mais provavel.
No entanto, ela é mais especifica que a primeira. Ser mae é muito mais provavel do que
ser mae e ainda ser fotografa. Outra vantagem desse exemplo é que nao envolve niime-
ros. Ele esta associado a um importante teorema, mas nao utiliza calculos. Em geral, a
aceitacdo para esse formato é melhor. E interessante observar que muitos concursos pu-
blicos no Brasil substituiram a Matematica por Raciocinio Logico. O publico que estuda
para tais provas ficou aliviado com a troca, mas continuam sendo problemas matematicos
com outra roupagem. Muitas vezes sem numeros ou calculos. O raciocinio intuitivo é
importante, mas niao pode ser um fim em si mesmo. E preciso haver um jeito formal de
explicar estes exemplos, ou seja, suas generalizagoes. Somente assim, é possivel aplicar
essas estruturas em uma conjuntura mais complexa.

Segundo Singh (1946), ndo hd uma definigdo formal universalmente aceita para
a probabilidade. H4 matematicos que sdo mais categéricos. Azevedo (2004) afirma que
nao se define probabilidade. Ela é um axioma. Singh (1946) discute quatro tentativas
de grandes matemadticos para formalizar a probabilidade: as de Bernoulli-Laplace, Von

Mises, Kolmogorov e a de Jeffreys. Elas serdo agora brevemente apresentadas.

e Bernoulli-Laplace

O tratamento do tema proposto por Bernoulli e Laplace é conhecido como a defi-
nicdo classica de probabilidade. Na definicdo de Bernoulli e Laplace considera-se
conhecido o conjunto de todos os n resultados possiveis e equiprovaveis de um de-
terminado experimento. Se m deles sao favoraveis a um evento A, a probabilidade

,m
de A acontecer é —.
n

Uma das criticas feitas a esta definicao é o uso da ideia de equiprovavel antes mesmo
de se definir probabilidade. Ao se falar em equiprovavel, ja se utiliza o conceito de
probabilidade. Singh (1946) afirma que, para resolver isso, alguns autores retiram
a palavra equiprovavel. Porém isso gera outro problema. Causa confusao sobre os
conjuntos de resultados possiveis nos quais os elementos aparecem mais de uma vez.
No caso dos nimeros sorteados na Mega Sena, cada um tem a mesma chance de ser
sorteado. Diz-se que sdo resultados equiprovaveis. Por outro lado, em uma caixa na
qual hé 4 bolas verdes e 1 branca, a probabilidade de sortear verde é maior do que
sair branca. Ao se retirar a palavra equiprovavel, nao é possivel diferenciar esses

conjuntos de possiveis resultados.

A definicdo ndo contempla os conjuntos de resultados possiveis nos quais um caso
tem probabilidade maior de ocorrer do que outro. Como exemplo, pode-se citar
uma apolice de seguro de vida. Imagina-se que a seguradora liste n possiveis causas

de morte. Um dos motivos de 0bito poderia ser a pessoa estar viajando de aviao e o
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1

mesmo cair. Neste caso, a probabilidade nao é de —. Mortes por causas naturais ou
n

acidentes de carro sdo mais comuns. Cada item da lista apresenta diferentes chances

de ocorrer.

Azevedo (2004) lembra outra critica a definicao classica. Ela vale somente para
conjuntos de resultados finitos. A teoria de Laplace apresenta ainda outro fator
limitador. Para aplica-la é preciso conhecer todos os possiveis resultados de um
experimento. Ela foi criada em um contexto de jogos. Experiéncias sobre as quais
se tem conhecimento sobre o que ird sair. No entanto, a teoria classica nao consegue

determinar a probabilidade de um senhor de 50 anos viver até os 61.

Von Mises

Para Von Mises, a probabilidade de um evento esta associada a frequéncia relativa

em que ele ocorre. Seja s a quantidade de vezes que o evento A ocorre e n o nimero
s

de repeticoes do experimento. A probabilidade de A é o limite de — quando n tende
n

ao infinito.

Ele é o precursor da nocao frequentista de probabilidade. Von Mises avanca esta
discussao ao exigir que o limite proposto seja invariante com relacao a “permutagoes”
no conjunto de repeticoes considerado. O limite citado nao é o usual da Matematica.
A ideia é repetir o experimento um numero de vezes suficientemente grande e utilizar
a proporc¢ao de um determinado resultado como sua probabilidade. Pode-se observar
a quantidade de meninas que nasceram no Brasil durante o ano de 2017. Dali se
define que a proporcao de bebés desse sexo é a probabilidade de nascer uma menina
no pais. Segundo Azevedo (2004)

Dizer que P(A) = lim,, o fn(A) equivale a dizer que para todo
€ >0,

P(|P(A) = fu(A)l > €) =0

A probabilidade do médulo acima ser diferente de zero é praticamente nula. Dessa
forma, a probabilidade do evento A e a frequéncia relativa de A diante de um ntimero
suficientemente grande de repeti¢coes de um experimento sao praticamente o mesmo

valor.

Kolmogorov

Segundo Corry (1997), no Congresso de Matematica de 1900, Hilbert propds 23
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problemas matematicos. O sexto deles se referia a axiomatizacao da probabilidade?:

As investigacdes sobre os fundamentos da geometria sugerem o
problema: tratar da mesma maneira, por meio de axiomas, aque-
las ciéncias fisicas nas quais a matematica desempenha um papel
importante; no topo da lista estdo as teorias das probabilidades e
da mecénica (CORRY, 1997, p. 84)

Kolmogorov definiu probabilidade a partir da teoria da medida. Concordando com
Hilbert, Kolmogorov (1956) defende que a probabilidade é uma disciplina da Mate-
mética tal como a Geometria ou a Algebra e precisa ser regida por axiomas. Eles

tém que servir como alicerces para teoremas posteriores.

A teoria de Laplace é aplicada para conjuntos finitos. Kolmogorov vai além. Sua
definicdo de probabilidade também se aplica a conjuntos infinitos enumerdveis e
nao enumeraveis. Além disso, a definicdo de Laplace estda contemplada pela de

Kolmogorov.

Kolmogorov utiliza em sua teoria algebras e o-algebras de subconjuntos. Se X é
um conjunto nao vazio, uma algebra de conjuntos em X é uma cole¢ao nao vazia A
de subconjuntos de X que é fechada sob unides finitas e complementares. Quando
uma algebra é fechada também sob unides enumeraveis, ela é chamada o-algebra.
Os eventos serao elementos de uma o-algebra aos quais serd atribuido um nimero

que representa a probabilidade associada a eles.

Narens (2007) afirma que a teoria de Kolmogorov se baseia em seis axiomas, sao

eles:

1. A incerteza é expressa através de uma unica fungao P;
O dominio da funcao P ¢é uma o-algebra de conjuntos;
O contradominio de P ¢ o intervalo [0, 1];

P(0) = 0 (evento impossivel);

P(X) =1 (evento certo de ocorrer);

A

Se A; € A para cada ¢ € N é uma sequéncia de conjuntos dois a dois disjuntos,

entao:

P(UZ,A) = Y- P(A)

=1

O axioma 6 nos diz que a funcao de probabilidade ¢ aditiva.

2 The investigations on the foundations of geometry suggest the problem: To treat in the same manner,
by means of axioms, those physical sciences in which mathematics plays an important part; in the first
rank are the theory of probabilities and mechanics.
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Para Kolmogorov, X é o espaco amostral e a classe de eventos para os quais definimos
a probabilidade é uma o-algebra A em X. A probabilidade é uma medida P que
satisfaz aos seis axiomas citados. Neste caso, para cada evento A pertencente a

o-algebra A, sua medida P(A) corresponde a probabilidade desse evento.

A teoria de Laplace satisfaz os axiomas de Kolmogorov. Seja X um conjunto finito
e nao vazio de todos os possiveis resultados de uma tnica repeticao do experimento.
O espago amostral sera a algebra A formada por todos os subconjuntos de X. Isto

é, A é o conjunto das partes da X. Para cada subconjunto A de X, Laplace definiu

#A
P(A) = —
P se aplica a subconjuntos de X, aos eventos. Isto é, o dominio de P é A. Resta

(#A denota a quantidade de elementos do conjunto A). A funcao

verificar que a funcao P satisfaz os demais axiomas. Se o evento for (), aplicando a

_# #X

teoria classica, tem-se P(()) = X 0. Da mesma forma, P(X) = X 1. O
contradominio de P é o intervalo [0, 1]. De fato, para um subconjunto A qualquer,
tem-se #0 < #A < #X, logo 0 < P(A) < 1. A aditividade de P é facilmente

verificada.

Jeffreys

Howie (2002) diz que para entender a probabilidade é preciso observar que ha dois
grupos principais de classificagdo. Para alguns matematicos, a probabilidade é uma
fracdo baseada em uma sequéncia de repeti¢oes de um experimento. Ou seja, uma
vez que a probabilidade de lancar uma moeda e aparecer cara é de 50%, ap6s uma
sequéncia de jogadas tendendo ao infinito, a quantidade de caras sera, aproximada-

mente, a metade delas.

No entanto, para outro grupo ha uma perspectiva diferente. Para um meteorologista
afirmar que hé probabilidade de 50% de chover amanha, ele ndo analisa o clima de
uma sequéncia de dias. O profissional se baseia em uma série de dados climaticos
que o fazem atribuir um nimero numa escala entre 0 e 1. Essa abordagem atribui

um grau de conhecimento ou “crenca” ou interpretagao Bayesiana.

Para Howie (2002), o calculo da probabilidade de jogos de azar é facilmente realizado
devido ao conhecimento de todos os resultados possiveis. Essa abordagem nao pode
ser utilizada para o exemplo de chover em um determinado dia. Neste caso, hé
uma inversao do cdlculo da probabilidade, devido a incerteza sobre os resultados
possiveis. Chover deriva de uma conjuntura de fatores. Howie (2002) afirma que a
primeira mencao a “probabilidade inversa” foi feita em um artigo de 1764 de Bayes.
Seu método poderia ser aplicado ao sorteio de bolas de uma urna. Apds se retirar
cada bola, a mesma é reposta na urna. Ha bolas pretas e brancas e nao se conhece

a proporcao de cada cor. A partir da observagao dos primeiros sorteios, verifica-se



18

que safram p bolas pretas e ¢ brancas. A probabilidade da préxima ser preta® é de

P+ /ptg+2.

Neste contexto é possivel entender a perspectiva de Jeffreys. Para Jeffreys (1950
apud HOWIE, 2002), o teorema de probabilidade inversa de Bayes “esta para a

probabilidade assim como o de Pitdgoras estd para a geometria” 4.

Howie (2002) conta que no inicio da década de 1930, a teoria de Bayes estava
associada a inferéncia cientifica e nao era considerada 1til para a analise de dados.
Jeffreys mudou isso. Seu livro Theory of Probability foi o primeiro a aplicar a teoria
de Bayes. Somente por volta de 1950 que as teorias de Bayes voltaram a ter seu
valor e o status de estatistico foi atribuido novamente a Jeffreys. No entanto, Singh

(1946) afirma que a maijoria dos matematicos nao aceita a abordagem do autor.

A hipétese principal da teoria de Jeffreys é que a toda proposicdao
p feita sobre dados ¢ podemos atribuir uma tnica probabilidade e
que probabilidades de diferentes proposigoes sobre diferentes dados
sdo comparaveis. Mas ele ndo deu qualquer indicagao de como esse
nimero é calculado. (SINGH, 1946, p. 258)°

Dentre essas abordagens sobre probabilidade, a mais utilizada ¢ a de Kolmogorov,
sendo a de Laplace considerada um caso particular para conjuntos finitos de resultados
possiveis. A nocao de probabilidade baseada na teoria de conjuntos esta presente em
textos didaticos. Para ilustrar este fato, vamos considerar a abordagem de Carvalho et
al. (2016) para probabilidade. Inicialmente, eles citam Cardano em linguagem moderna:
o Espaco Amostral é o conjunto de todos os resultados possiveis de um determinado
experimento. Ja a probabilidade é o quociente da quantidade de casos favoraveis pelo
total de resultados possiveis de um experimento aleatério. Para entender o que significam
casos favoraveis, pode-se pensar em uma aposta. Sao os casos nos quais o jogador vence.
A situagao procurada, é chamada de “evento”. Neste exemplo, é a vitoria do participante.
O evento é um subconjunto do espaco amostral. E importante lembrar que essa definicao
de probabilidade se refere aos espacos amostrais finitos e equiprovaveis®.

Mais formalmente, Carvalho et al. (2016) consideram A um subconjuto de um

espaco amostral S e definem:

A probabilidade é uma funcdo que associa a cada evento A um ntmero
P(A) (a probabilidade do evento A ocorrer) de forma que:

3 Este resultado também foi obtido independentemente por Laplace em 1774 e é conhecido como Regra
de Sucessao de Laplace. Para mais detalhes consulte Gorroochurn (2016).

4 0 Theorem of Inverse Probability de Bayes is “to the theory of probability what Pythagoras’s theorem
is to geometry

5 Jeffreys’ fundamental hypothesis is that every proposition p on data q has a unique numerical proba-
bility and that probabilities of different propositions on different data are comparable. But he gives
no indication how this number is to be assessed in any given case.

6 Espacos Equiprovaveis sdo conjuntos nos quais cada elemento tem a mesma probabilidade de ocorrer.
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1. Para todo evento A, 0 < P(A) <1
2. P(S)=1

3. Se A e B sao eventos mutuamente excludentes, isto é, eventos que
nao podem ocorrer simultaneamente (isto é, AN B = ()) entao:
P(AUB)=P(A)+ P(B).

Admitem que S é finito e equiprovével, e definem a probabilidade P(A) de um dos

resultados contidos no subconjunto A ocorrer por

numero de casos favoraveis

P(4) = total de resultados possiveis

Essencialmente, eles apresentam a definicao classica revestida do formalismo de
Kolmogorov. Vamos tratar um exemplo concreto sob esta perspectiva. Considere o lan-
camento de dois dados de seis faces. Neste caso, o espago amostral possui 36 resultados
distintos. Considerando-se o par ordenado (resultado do “dado I”, resultado do “dado
I17), tem-se S = {(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(1,6),(2,1),...,(6,6)}. O evento con-
siderado serd sairem ntmeros iguais para ambos os dados. Este evento corresponde ao

subconjunto A do espaco amostral S que possui seis elementos, a saber

A={(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(55),(6,6)}.

Sua probabilidade é dada por P(A) = 66 = é Esta probabilidade é um ntmero racional
contido no intervalo [0,1]. O limite inferior da probabilidade é zero. Para entender isso,
pode-se pensar no mesmo experimento, o lancamento dos dados, mas agora o evento A
é sair um nuimero maior do que 7 para o primeiro dado. Nao h& nenhuma face com esse
ndimero, logo, o conjunto que representa este evento é vazio. Assim, P(A) = g =0.

O limite superior da probabilidade é 1. Neste caso, o evento A é igual a S. P(Y5)
¢ a probabilidade de sair algum dos resultados do espaco amostral. Uma vez que S
é o conjunto composto por todos os resultados possiveis do experimento, entao, todos
sdo casos favoraveis. Dali, tem-se que P(S) = 22 = 1. Neste caso, a probabilidade ¢é
equivalente a 100 % de chance de acerto.

Sejam A e B dois eventos mutuamente excludentes. Isso significa que os conjuntos
A e B nao possuem elementos em comum. Pode-se pensar no evento A ainda como os
numeros dos dois dados serem iguais e o B como numeros diferentes. Ao se langarem os
dados, nao é possivel ocorrer o evento A e B ao mesmo tempo em uma tentativa. Todos

os resultados estarao no conjunto A ou no B, logo AU B = S, assim:

1= P(S)= P(AUB) = 20 = 8 90

26 =36 35" P(A) + P(B).
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O mesmo argumento pode ser utilizado para o caso de eventos dois a dois disjuntos.
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2 ESPACO AMOSTRAL

Na vida, nao existe nada a temer, mas a
entender.
Marie Curie

Assim como a probabilidade foi definida no capitulo anterior, o conceito de espago
amostral o é neste trecho da dissertacdo. Muitas vezes, ele é tratado como um conjunto
finito. Ha a preocupacao de se buscar defini¢bes e nao focar apenas no caso particular
de conjuntos finitos. Decidiu-se abordar espagos amostrais nao-equiprovaveis por serem

pouco explorados, além de formalizar um método para lidar com eles.

2.1 Tudo a seu tempo

Os gregos contribuiram brilhantemente para o desenvolvimento da Matematica,
mas nao inventaram a probabilidade. Segundo Mlodinow (2009), um dos motivos é que
eles ainda nao conheciam a aritmética necessaria. Na Grécia Antiga, nem o zero era
representado. Os conceitos de espago amostral e probabilidade foram criados por Gero-
lamo Cardano no século XVI. Mlodinow (2009) afirma que a Matematica daquele século
apresentava recursos adequados para a descoberta de Cardano. Embora ainda fossem
rudimentares, na época do matematico ja era possivel contar com a ideia de fracoes,
essencial para a probabilidade. No entanto, o sinal de igual s6 foi inventado depois.

Além disso, Cardano nao era diferente das demais pessoas do mesmo periodo his-
torico. Era supersticioso. Para ele, o uivo de um céo significava que uma pessoa amada
iria morrer. Aparentemente, a racionalidade necessaria para a criacdo de um conceito
cientifico inovador associada a fé em algum tipo de crenga pode parecer um paradoxo.
Pode soar contraditorio, mas todos sabem que os seres humanos sao complexos. Muitos
tentam classificar fé e razao como conceitos antagonicos. No entanto, irracional é nao
admitir que a maioria das pessoas carregam ambos. Estudiosos renomados que muito
contribuiram para as ciéncias foram adeptos a credos. Cardano é s6 um exemplo desse

grupo. Apesar das adversidades, ele foi o inventor da probabilidade.

2.1.1 Espagos Amostrais

A obra de Cardano se referia a espagos amostrais finitos. Sao conjuntos nos quais

conseguimos contar todos os seus elementos. Mais precisamente, existem um natural n €
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N e uma funcao bijetora f definida em [n] = {1,2,...,n} com valores no espago amostral.
H4 outros tipos de espagos amostrais. Meyer (2006) classifica os espagos amostrais em
finitos, infinitos enumeraveis e infinitos nao-enumeraveis. Nos conjuntos infinitos nao-
enumeraveis nao é possivel “contar” seus elementos, mas nos infinitos enumeraveis, sim.
Associa-se cada elemento a um tnico niimero inteiro positivo.

Para ilustrar espagos amostrais infinitos enumerdveis, Meyer (2006) cita um ex-
perimento de fabricacdo continua de pecas até que sejam produzidas 10 pecas perfeitas.
Neste caso, nao se sabe quantas unidades serao feitas até se obter a meta. Em teoria,
poderia ser uma quantidade infinita. Como conjunto nao-enumeravel, Meyer (2006) cita
o exemplo do langamento de um missil. Os registros da altura em relacao ao solo a cada
instante ¢ um conjunto nao-enumeravel. Como outro exemplo, pode-se recorrer ao ramo
da Analise Matematica. Considere um conjunto A. Denotamos por P(A) o conjunto de
todos os subconjuntos formados pelos elementos de A. Lima (2016) afirma que o conjunto
P(N), ou seja, o conjunto de todos os subconjuntos formados com os niimeros naturais é
nao-enumeravel. Para provar isso, é preciso mostrar que nao existe uma correspondéncia
biunivoca entre os elementos de P(N) com os naturais, ou seja, deseja-se mostrar que
nao existe uma fungao bijetiva f : N — P(N). Para a fungao ser bijetiva, é preciso
ser sobrejetiva e injetiva. Sera provado que ela nao é sobrejetiva, mas antes é preciso

considerar uma proposicao.

Proposicao 1 (Lima (2016, p. 37)). Dado um conjunto nao-vazio A,
ndo existe uma fungdo sobrejetiva f : A — P(A).

Prova. Seja f: A — P(A) uma fun¢ao qualquer, mostraremos que f
nao é sobrejetiva, ou seja, mostraremos que existe algum subconjunto
de A, denotado por Zy, tal que Z; # f(x), para todo z € A. Afirmamos
que:

Zy=f{eeA:ia¢ f(a)}

tem as propriedades desejadas. De fato, dado xzg € A, temos uma das
seguintes possibilidades:

(i) 2o € f(z0) = 20 & Zy, logo, f(z0) # Zf
(i1) o & f(x0) = xo € Zy, logo, f(xo) # Zy . O

A demonstracao anterior diz que para qualquer funcdo f definida em A e com
valores em P(A), sempre existe um conjunto Zy, subconjunto de A que nao é imagem,
através de f, de nenhum elemento de A. O conjunto Z; é o subconjunto formados por
elementos de A que nao pertencem a sua prépria imagem. Convém notar que se a funcgao
f for tal x € f(z), para todo = € A, Z; seria o conjunto vazio.

S6 hé duas possibilidades para um elemento xy qualquer, ou pertence a f(xy) ou
nao pertence. No item (i), como xy € f(xg), por definicdo, ndo pertence a Z;. No item

(1), o ¢ f(zo), por definicdo, estd em Z;.
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Deste modo, Lima (2016) demonstra que o conjunto P(N) é nao-enumeravel, “Se
P(N) fosse enumerével, entao existiria uma fungao bijetiva f : N — P(N), sendo bijetiva,

ela é sobrejetiva, o que contraria a proposic¢ao.”

2.2 Espacgos nao-equiprovaveis

Para se aplicar a definicdo Laplaciana de probabilidade é preciso que o espago
amostral utilizado seja equiprovavel. No entanto, mesmo matematicos renomados se en-
ganam. Mlodinow (2009) diz que D’Alembert definiu o espago amostral S do langamento

de duas moedas pela quantidade de caras, S = {0, 1,2}. Afirmou que a probabilidade de

sair uma cara nesse experimento era de 3" De fato é um possivel espago amostral, o erro
foi aplicar a definicao classica em um conjunto nao-equiprovavel.

Neste caso, é preciso utilizar um outro espaco S; que seja equiprovavel. Uma
abordagem inicial a problemas desse tipo, seria listar os casos possiveis. Assim, admitindo
que os elementos de S; sejam os pares ordenados (resultado da primeira moeda, resultado

da segunda moeda), tem-se:
S1 = {(cara, cara), (cara, coroa), (coroa, cara), (coroa, coroa)}

Em 57, ha dois casos com uma cara, aplicando a definicao Laplaciana, a probabilidade do
evento uma cara € 2 = 1

Segundo Meyer (2006), é muito comum a referéncia ao espago amostral como o
unico. Diz-se que é “0” espaco amostral. O correto é definir como “um”. No exemplo
acima tem-se dois espacos amostrais distintos para o mesmo experimento.

Mesmo que a pessoa nao seja supersticiosa como Cardano, pode errar. Ao longo
da histéria, muitos renomados estudiosos cometeram equivocos. D’Alembert claramente
dominava os conceitos matematicos, mas cometeu enganos como qualquer um.

Voltemos ao lancamento de dois dados. Dessa vez serd considerada a soma dos

resultados. Logo, o espaco amostral é
S1=142,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12}.

Se o evento A é a soma ser igual a 6, qual a probabilidade de ele ocorrer? E impor-
tante observar que as somas apresentam probabilidades distintas. Para sair 2 é preciso
sair 1 em cada dado, mas a soma 6 pode ser obtida de cinco formas diferentes a saber
(1,5),(5,1),(2,4),(4,2) ou (3, 3), onde as coordenadas de cada par ordenado representam
os resultados obtidos em cada um dos dados. Se consideramos S; como espago amostral,

o evento £y = {6} ¢é cinco vezes mais provavel do que o evento Ey = {2}. Como ja foi
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visto, ha 36 resultados possiveis para o experimento “lancamento de dois dados”. Cada
um deles gera uma soma. Dai, P(E;) = 36 Ja a probabilidade de sair a soma 2 é 316

Uma estratégia para lidar com espagos nao-equiprovaveis é recorrer a um que seja
equiprovavel. O espago amostral S esta bem definido, mas nao é possivel aplicar a teoria
Laplaciana diretamente. Se fosse feito assim, P(F;) seria 111 Para nao cometer este erro,
é preciso associar o evento a soma 6 aos resultados que a geram. Na pratica, foi utilizado
o espago S no qual todos os resultados tém a mesma probabilidade de ocorrer. Dessa
forma, foi possivel utilizar a definicao classica de probabilidade usando em S o evento
A=1{(1,5),(5,1),(2,4),(4,2),(3,3)} para calcular em S; a probabilidade de Ej.

Outro exemplo de espago amostral nao equiprovavel é uma experiéncia na qual
ha trés bolas azuis e uma branca em uma caixa. Neste caso, s6 é possivel distinguir as
bolas por sua cor apds o sorteio. Além disso, as bolas serdo devolvidas a caixa apds
cada retirada. Qual a probabilidade de uma pessoa sortear duas bolas brancas em duas
tentativas?

A fim de facilitar a escrita, a cor azul sera representada por A e a branca por B.
Sera utilizada a notagdo (cor da primeira bola sorteada, cor da segunda bola sorteada)

para definir os possiveis resultados. Neste exemplo, um espaco amostral é

S = {AA, AB, BA, BB}

Ao visualizar este conjunto, pode-se ter a ideia de que a probabilidade de sairem
duas bolas brancas é de 7 No entanto, a probabilidade de cada par é diferente. S é nao
equiprovavel, pois o caso BB tem menos chances de sair do que o AA. Para mostrar essa
diferenca, as bolas azuis serao diferenciadas por indices, a saber, Ay, As e As.

Para calcular a probabilidade do evento duas bolas brancas, sera utilizado o espago

amostral equiprovavel S;. Assim, tem-se:

S1={(B, B), (A1, B), (A2, B), (A3, B), (B, A1), (B, A3), (B, A3), (A1, A1), (A2, Ay),

(Asz, A3), (A1, Ag), (A1, Az), (Ag, A1), (As, Ar), (As, As), (A, Az)}

Obviamente que o caso (Asg, B) e (Ag, B) serao visualmente iguais. A ideia de listar
os elementos de S é mostrar mais claramente as probabilidade de cada caso. A abordagem
de listar é interessante no primeiro contanto com a combinatoria e a probabilidade. Assim,
utilizando o espaco amostral S; equiprovavel e a defini¢do laplaciana de probabilidade, é
posslivel verificar que a probabilidade de sairem duas bolas brancas em duas retiradas é

de —.
16
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No entanto, em varios problemas, é dificil enumerar os elementos do espago amos-
tral. Pretende-se utilizar posteriormente, técnicas mais eficazes. Construir modelos ma-
tematicos que possam ser usados em situacoes semelhantes. O problema acima pode ser
resolvido pelo teorema do produto. A probabilidade de sair a cor branca em cada tentativa
é de 7 entao a probabilidade do evento mencionado é de 411 . i = 116

O teorema do produto assim como outros sao apresentados de forma prematura
aos alunos. Nao é explorado o conceito de equiprovavel antes. Assim, a combinatoria e
a probabilidade se tornam um conjunto de férmulas sem sentido. Os estudantes tentam
aplica-las de qualquer maneira sem analisar cada experimento.

Ao recorrer a um espago equiprovavel subjacente, temos um entendimento concreto
dos espacos nao-equiprovaveis. A partir do momento que essa ideia for familiar, pode-se
recorrer a conjugacao da regra do produto com as permutacoes simples. Para entender
essa pratica, considere uma caixa com 6 bolas verdes, 4 amarelas e 2 azuis. Todas elas
apresentam forma e massa iguais, ou seja, nao é possivel distingui-las pelo tato, apenas
pela cor. SO é possivel saber a cor apds a bola ser sorteada. Sera retirada uma de cada vez.
Admitindo que hé reposicao da bola a cada sorteio, qual a probabilidade de se retirar trés
cores distintas? O espaco amostral composto por todos os resultados é nao-equiprovavel.
Sortear trés bolas azuis é menos provavel do que sairem somente bolas verdes.

Neste caso, é muito trabalhoso listar os resultados de um espaco equiprovavel asso-
ciado. Além disso, listar as triplas ordenadas (a, b, ¢) com a, b, ¢ € {verde, amarela, azul}
nao captura o fato de as bolas verdes terem mais chance de serem sorteadas. Ainda as-
sim podemos calcular probabilidade de sair uma tripla (verde, amarela, azul) da seguinte

maneira:

Mas a ordem das cores nao importa neste caso. Aplicando a permutacao das trés
1

cores, ha 6 formas distintas desse resultado ocorrer. Dali, 36 6 = 5 ¢ a probabilidade
deste evento.

H& um ganho no uso dessa estratégia, mas nao é recomendado que seja a primeira
opcao de abordagem. Entende-se que é preciso um avanco gradativo para de fato se conhe-
cer o espaco amostral trabalhado. E preciso aprofundar os conhecimentos sobre espagos
amostrais equiprovaveis. Depois compara-los aos que nao o sdao. Por fim, para resolver
diretamente um problema referente a um espago nao-equiprovavel, é interessante associar
a ele um conjunto auxiliar equiprovavel para aplicar a definicao classica de probabilidade

e, posteriormente, usar diretamente resultados de combinatoria.
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Figura 1 - Roleta
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Fonte: Captura de tela de

video do youtube’.

Um exemplo de espago amostral nao equiprovavel foi apresentado pelo professor
Conrad Pinheiro. Ele utiliza uma roleta na qual cada regiao tem probabilidades diferentes
de sair. Utilizando a roleta da Figura 1, qual a probabilidade de sair o niimero 27

Um espago amostral para esse experimento é S = {1,2,3,4,5}. As probabilidades
de cada regiao sao diferentes. Para resolver esse problema, deve-se recorrer ao conceito
de probabilidade geométrica. Tunala (1992) a define para um segmento de reta, area
ou volume. Considere um segmento L e outro contido nele [. Escolhendo-se um ponto

aleatério em L, a probabilidade de ser um ponto também de [ é:

comprimento de |

P(l) =
(0 comprimento de L

Ao definir a probabilidade geométrica, Tunala (1992) considera um espago amos-
tral equiprovavel. Isso se deve ao fato de ter padronizado as unidades de medida dos
comprimentos. Ao usar a mesma medida, o autor utiliza o conjunto de pontos de cada
segmento. Cada ponto tem a mesma probabilidade de sair.

De forma andloga, Tunala (1992) definiu a probabilidade geométrica para regioes.
Considere as figuras planas A e a. Sendo que a esta contida em A. Escolhendo-se um

ponto aleatério de A, a probabilidade de pertencer a a é

area de a
Pla) = ——
(a) area de A

No espago amostral S, nao se pode aplicar diretamente a defini¢cdo classica. A proba-

" Disponivel em: <https://www.youtube.com/watch?v=UtYqfbck0TQ>. Acesso em: 30 out. 2017.
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Figura 2 - Alvo

Fonte: Captura de tela de

video do youtube®

bilidade de sair o nimero 2 nao é ; Considere a circunferéncia pela qual a ponta da
seta gira. Ela pode ser dividida proporcionalmente para cada regiao do circulo. O cir-
culo foi repartido em quatro partes, sendo que as regides 1 e 2 ocupam uma delas e sao
congruentes. Utiliza-se a estratégia de repartir a figura em oito regioes cujas areas sao
congruentes a 2. Proporcionalmente, a circunferéncia pode ser dividida em oito pedagos.
Assim, P(2) = é

Ainda utilizando o conceito de probabilidade geométrica. Considere uma pessoa
que nunca jogou dardos. Admitindo que ela acertou o alvo em uma tentativa, qual a pro-
babilidade de ter sido no centro? Neste caso, nao se tem informacoes sobre o desempenho
do jogador em questao. Nao é possivel definir a precisao de sua tentativa. Se fosse um pro-
fissional desse esporte, a probabilidade de acertar o centro seria alta. Assim, sera utilizada
a probabilidade geométrica. Para isso, seria preciso calcular a area do centro O e de todo o

alvo A. Dessa forma, a probabilidade do evento O = {acertar o dardo no centro do alvo}
: P(O) area de O
é = —F.

area de A

2.2.1 Jogada de Vénus

Nosso tltimo exemplo de espago amostral nao equiprovavel esté associado a dados
usados na Grécia Antiga. Os gregos nao possuiam dados. Utilizavam ossos chamados
astragalos. Consiste em um objeto tridimensional com seis faces, porém duas delas nao
apresentam estabilidade para que o 0sso se apoie sobre elas. As demais faces tém proba-

bilidades nao equiprovaveis, a saber duas tém 10% e as outras duas, 40%. A jogada de

8 Disponivel em: <https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Kempten Astragaloi.jpg>. Acesso em:
30 out. 2017
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Figura 3 - Astragalos

Fonte: Imagem do Wikimidia Commonss.” |

Vénus correspondia a langar quatro desses ossos e encontrar faces diferentes pra cada um.
(MLODINOW, 2009, p. 35).

A probabilidade desse evento é

P 10.000

Esse exemplo é diferente da quantidade de caras no langcamento de duas moedas.

Aqui nao é conveniente recorrer ao espago amostral equiprovavel, ou seja, listar os casos

possiveis. A estratégia que sera utilizada é a regra do produto e a permutacao simples
das quatro faces.

Pode-se calcular a probabilidade de se ter 4 resultados distintos:

10 10 40 40 16

100 100 100 100  10.000

E preciso lembrar que esses resultados podem aparecer em ordens diferentes nos 4
16 384
24

10.000 °°~ 10.000°

0ssos, usando a permutagao simples, tem-se: 4 -3 -2 -1 = 24. Dal,
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3 COMBINATORIA

Busque a simplicidade, e desconfie dela.

Alfred North Whitehead

Quando lidamos com espagos amostrais finitos, o calculo de probabilidade depende
essencialmente da caracterizagao adequada do espaco amostral e da determinacao da
cardinalidade do espago amostral e do subconjunto associado ao evento de interesse. Neste
capitulo, vamos analisar alguns dos problemas apresentados por Mlodinow (2009) dando

especial atencao a estes dois aspectos.

3.1 Executivos e Moedas

E de conhecimento geral que é muito dificil prever qual filme serd um campedo de
bilheteria, porém a industria de cinema tenta fazer isso frequentemente. Para Mlodinow
(2009), ¢é dificil definir se o sucesso de um produto se deve & sorte ou a habilidade de
alguém. No entanto, os estiidios medem a competéncia de um executivo pelo niimero de
sucessos de bilheteria atribuidos a ele. Mlodinow (2009) entende que é um experimento
aleatorio um filme ser um sucesso ou nao. Isso ndo determina a capacidade profissional
de um executivo. Uma vez que ele entende ser um processo randoémico, faz uma analogia
ao lancamento de moedas.

Mlodinow (2009) apresenta o exemplo de 10 executivos que jogaram 10 moedas.
Considere o evento de, pelo menos um, conseguir, no minimo, 8 caras ou, no minimo, 8
coroas. Ele afirma que a probabilidade desse evento é 3 Ao resolver esse problema, é
preciso entender que o executivo ganharia se obtivesse 8 ou mais resultados iguais. Assim,
8 a 10 caras garantiriam sua vitoria. Da mesma forma se fossem coroas.

Para calcular essas sequéncias de lancamentos que garantem vitérias, serd utilizada
a permutacao com repeticdo. As sequéncias serao associadas a palavras. Quando o resul-
tado for cara, sera utilizada a letra K. Se for coroa, C'. Assim, um resultado que atende
ao evento ¢ KKKKKKKKCK, no qual ocorreu cara para quase todos os lancamentos.
Apenas a nona moeda teve coroa como resultado. A permutacdo ird possibilitar saber o
nimero de resultados possiveis para cada caso.

Para calcular a quantidade de sequéncias de lancamentos de 10 moedas em que

ocorrem 8 ou mais caras, consideramos as seguintes situagoes:

e 1° caso: exatamente 8 caras

Nesta sequéncia tem-se o K aparecendo exatamente 8 vezes e o C, 2. Um total de

10 lancamentos.
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10!
Py = Sl 45 resultados possiveis de sucesso.

e 2° caso: exatamente 9 caras

Aquisao 9 Ksel C.

10!
Plgdl =or 1 10 sequéncias que atendem ao evento.

e 3° caso: 10 caras

Apenas 1 caso.

Sendo assim, temos 56 casos para 8 caras ou mais e outros 56 para 8 coroas ou
mais, totalizando 112 casos.

Ao invés de calcular a probabilidade do evento ocorrer, serd utilizada a probabili-
dade do evento complementar. Sera calculado o evento de nenhum deles conseguir esse
resultado. Ao se jogar uma moeda, ha dois resultados possiveis. Considerando 10 moe-
das, tem-se 2! = 1024 resultados distintos. Destes, 112 atendem ao evento, logo, 912 nao
atendem.

Cada um dos executivos pode ter um dos 1.024 resultados. Ainda que a ordem na
qual essas sequéncias saem para cada executivo nao importe no “mundo real”, é preciso
leva-la em conta na composicao do espago amostral para capturar a real propor¢ao de
ocorréncia entre os possiveis resultados. O espaco amostral ) de interesse sera formado
por 10-uplas cujas componentes sao possiveis sequéncias obtidas por cada um dos 10
executivos. A cardinalidade de Q ¢ igual a 1024'°. A probabilidade de nenhum deles

obter 8 ou mais caras ou coroas é

91210

Togqm = 0,31401

Logo, 1 — 0,31401 = 0,68599 que resulta em®, aproximadamente, uma probabilidade de
—. A primeira vista, emplacar 8 ou mais sucessos de bilheteria nos pareceria resultado e
sinal da efetiva competéncia de um executivo. Com esse exemplo, Mlodinow (2009) nos
mostra que em um equipe de 10 executivos, pelo menos um deles apresentar esse resultado

em um conjunto de 10 filmes langados nao ¢ tao improvavel como podemos imaginar.

3.2 Resultados de um teste

E de conhecimento geral que muitas vezes as pessoas nao estudam na frequéncia

adequada. E muito comum turmas inteiras participarem de avaliagoes para as quais nao

9 Os célculos foram realizados no octave.
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se prepararam adequadamente. Eventualmente estas provas sdo objetivas. Dessa forma,

nao é necessario contar apenas com o preparo. A sorte pode ajudar neste tipo de situagao.

Suponha que apliquemos uma prova com 10 questées de verdadeiro ou
falso a uma classe de 25 alunos do sexto ano. Fagamos um registro
dos resultados que uma aluna em particular poderia obter: ela poderia
responder corretamente a todas as perguntas; poderia errar s6 uma —
o que pode acontecer de 10 maneiras, pois ela poderia errar qualquer
uma das 10 perguntas —, poderia errar duas perguntas — o que pode
acontecer de 45 maneiras, pois existem 45 pares distintos de perguntas
— e assim por diante. O resultado é que, em média, em um grupo
de estudantes que estdo dando chutes ao acaso, para cada aluno que
acertar 100% das perguntas encontraremos cerca de 10 acertando 90%
e 45 acertando 80%. Naturalmente, a chance de que um aluno obtenha
uma nota préxima a 50% ¢é ainda mais alta, mas numa classe de 25
alunos, a probabilidade de que ao menos um deles acerte 80% ou mais,
se todos os alunos estiverem apenas chutando as respostas, encontra-se
ao redor de 75%. (MLODINOW, 2009, p. 34)

Inicialmente, vamos quantificar todos os possiveis desempenhos de uma aluna es-

pecifica, a saber:

e Nao errar nenhuma questao

Apenas um caso. A aluna acertou exatamente o gabarito.

e Errar apenas uma questao

A forma mais simples de analisar esse problema é que ela pode errar qualquer uma
das 10 questoes, entao sdao 10 casos para este item. Outra forma de abordar o pro-
blema é associar a uma “palavra” na qual cada acerto sera representado por A e
cada erro por E. Para o caso no qual ela erra a primeira questao, essa estratégia
gera a palavra FAAAAAAAAA. Pode-se calcular todos os anagramas dessa palavra

utilizando a permutagao com repeticao:

10!

ST

91
Py =

e Errar exatamente duas questoes

Nesse exemplo, fica um pouco mais dificil calcular os casos possiveis. Pode-se re-
correr a ideia de que tem-se 2 possibilidades de erro. Pode-se analisar como se ela
escolhesse qual questao errar. Para o primeiro engano, a aluna pode errar qualquer
uma das 10 questoes. Para o segundo, 9. Teria-se 90 resultados. Nesse raciocinio,
ha uma relacao de ordem. Errar as questoes 1 e 2 é diferente de errar as perguntas
2 e 1. No entanto, numa prova nao faz diferenca a ordem na qual os erros se su-
cederam. Assim, cada um dos pares de questoes foram contados duas vezes. Para
corrigir este método, dividi-se os 90 casos por 2. O total de vezes que a aluna pode

errar duas perguntas é 45.
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Outra forma de pensar é usar anagrama. Serd usada a permutacao com repeticao
novamente. Nesta situacao, temos como exemplo, a palavra AEFEFAAAAAAA. O

numero de organizacoes possiveis sao:

10!

8,2
Py T8l

e Errar exatamente trés questoes

Neste exemplo, pode-se, novamente, utilizar as duas abordagens mencionadas. Para
o primeiro erro, tem-se 10 possibilidades. Sobram 9 questoes para ocorrer o segundo
erro. Ja para o terceiro, 8. Assim, sao 10-9 -8 = 720 resultados. Neste caso, pode-
se considerar um tunico trio de erros. Imagine que a estudante errou as questoes
1 — 3 —4. H&a 6 formas diferentes de organizar essas questoes. Seria como se a
aluna estivesse fazendo a prova em outra ordem. A sequéncia 4 — 3 — 1 é uma das
6. Considerando cada trio, tem-se 6 organizagoes distintas 3-2-1 = 6. A ordem
na qual as questoes foram erradas nao importa. Todos esses grupos correspondem

a apenas um grupo de erros. Ao dividir 720 por 6, tem-se 120 casos possiveis.

A outra maneira teria como exemplo a palavra FEEAAAAAAA. A quantidade de

anagramas é:

10!

73
Pig 7.3

=120

Para os demais casos, se forem exatamente, respectivamente, 4,5,6,7,8,9 e 10
questoes erradas serao 210 casos, 252,210, 120,45, 10 e 1.
Pode-se fazer uma comparacio com o Tridngulo de Pascal'®. Consiste em um tri-

angulo formado pelos valores da combinagao de n e p, C?, sendo n,p > 0.

100 triangulo de Pascal era chamado de aritmético. Era um problema ja conhecido ha 600 anos antes
de Pascal. Foi estudado na China por Zhu Shijie (1280 — 1303) e Yang Hui (viveu por volta de
1261 — 1275) (BOYER,; MERZBACH, 2012, p. 148). O estudo sobre esse assunto também aparece em
uma obra alemd Rechnung (1527), quase um século antes do nascimento de Blaise Pascal (BOYER;
MERZBACH, 2012, p. 199). A justificativa para o tridngulo ter sido renomeado para Tridngulo de
Pascal é que o matemadtico descobriu propriedades do mesmo (BOYER; MERZBACH, 2012, p. 254).
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cy ol 1 2 1
cy ci ¢ C3 1 3 3 1
cy ¢t ¢ o oof 1 4 6 4 1

Para preencher o tridngulo, usa-se o teorema (Relagao de Stifel)

P p+1 __ v+l
Cn + Cn - Yn+l

Por exemplo, para encontrar o termo C} soma-se os termos C9 e C3.

Para demonstrar a relacao de Stifel:

Considere um conjunto A de n + 1 elementos, um dos quais é x. O
nimero de subconjuntos de A com p+1 elementos é Cgﬁ. Esse nimero
é igual & soma do niimero de subconjuntos nos quais x nao figura, C21,
com o nimero de subconjuntos nos quais = figura, C2 (CARVALHO et
al., 2016, p. 135).

Outra forma de provar a Relacao de Stifel é algebricamente.

1 n! n!
Gt O S o T p - DL 1)
n! n!
T P ey Y
_nl-(p+1)+nl-(n—p)! nl-(p+l+n-—p)  nl-(n+1)
(=) (a=p)l-p+ D) (n=p)-(p+1)!
_ (n+ 1! _ ortl
e

O Triangulo de Pascal poderia ser utilizado para determinar a quantidade de er-
ros possiveis da aluna no teste mencionado. Bastava observar a 11* linha do triangulo.
Embora o teste tenha 10 questoes, a contagem no tridngulo é a partir do zero, por isso

utiliza-se a 11%, a saber
1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1

Considere que os alunos nao estudaram nada. Toda resposta sera aleatéria. O Triangulo
de Pascal também define a distribuicao das notas dos alunos. Assim, em uma turma,
tem-se algo préximo dessa distribuicdo. Um aluno nao errou nada, cerca de 10 erraram
apenas uma, entao acertaram 90%. Se um aluno errou duas, garantiu 80% da prova e

assim por diante.
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Neste contexto, a probabilidade de um aluno acertar 80% ou mais da prova é
proxima de 75%. O total de formas de responder essa prova é 21, uma vez que para cada
uma das 10 questoes cabem duas respostas. Os 25 alunos podem responder de qualquer
uma das 1024 formas.

No caso do desempenho dos 25 alunos, serd analisada a probabilidade complemen-
tar. Ao invés de calcular a probabilidade de pelo menos um atingir 80% ou mais na prova,
o evento analisado serd nenhum aluno atingir este indice.

O espago amostral €2 de interesse serda formado por 25-uplas cujas componentes
sao possiveis respostas apresentadas por cada um dos 25 alunos. A cardinalidade de €2
¢ igual a 1024%°. Pelo Triangulo de Pascal, ha 56 casos para os quais os alunos tirariam
80% ou mais. Sao os primeiros trés nimeros da 112 linha. Sobram, 968 resultados abaixo
de 80%. Dessa forma, a probabilidade de nenhum aluno atingir 80% ou mais na provall
é:

9682

g = 024512

Em uma prova na qual todos os alunos nao tem ideia do contetido dela, suas
respostas sao aleatérias. A probabilidade de ndo atingirem nem 80% corresponde a,
aproximadamente, 25%. Para alcangar a probabilidade de pelo menos um aluno acertar
80% ou mais, tem-se 1 — 0,24512 = 0, 75488. Aproximadamente 75%.

3.3 Outra analogia a moedas

Bill Miller foi considerado o maior administrador de fundos dos anos 90 do século
XX nos Estados Unidos, pois conseguiu ter excelentes resultados durante um periodo de 15
anos. Cogitava-se que seu desempenho nao poderia ser obra de mero acaso (MLODINOW,
2009, p. 189). Para analisar esta situacdo, faremos uma analogia com o langamento de
moedas. Consideraremos como bem sucedido o administrador que obtiver uma sequéncia

de 15 caras seguidas. Se for considerada a quantidade de administradores de fundo daquele
1

32.768’
que, em um grupo de 1.000 administradores de fundos, por exemplo, um deles consiga o

resultado de 15 caras seguidas, a probabilidade é muito maior, cerca de 3% (MLODINOW,

2009, p. 192). O excelente desempenho quando visto individualmente é raro, mas nao é

pais, a probabilidade de um deles tirar 15 caras seguidas é mas ao se considerar

surpreendente que em um grupo grande de administradores ao menos um deles apresente
um excelente desempenho.

Ao se langar um moeda héa dois resultados possiveis, cara ou coroa, fazendo isso

11 55 célculos foram feitos no octave.
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15 vezes, tem-se um total de 2% = 32.768 permutacoes, mas apenas uma delas é sair

apenas caras, logo, a probabilidade de uma pessoa jogar a moeda 15 vezes e somente sair

caras é de Sera calculada a chance de que algum dos mil administradores que

(301]negaram3a2 'j7o6g8ar moedas em 1991 tenha tirado 15 caras seguidas. Para caracterizar
o espaco amostral, considere o conjunto S de todas as matrizes M = (m;;) de ordem
15 x 1.000 tais que m;; € {cara, coroa}. A j-ésima coluna da matriz M representa a
sequéncia de 15 lancamentos do j-ésimo administrador.

Todos os possiveis cendrios de lancamentos estdo representados no conjunto'? S e
|S| = 21100 Sejam A; = {M € S, my; = cara, k =1,...,15}. Isto é, é o conjunto
de 15 lancamentos de 1.000 pessoas nos quais a j-ésima pessoa tirou 15 caras seguidas.
Note que |A| = (2!%)199971 " No conjunto A, o resultado de uma delas ja esta definido.
Assim, sobram 999 outros candidatos que podem apresentar qualquer outro resultado,
pois basta que apenas um tenha atendido ao evento. A proeza de tirar apenas caras em
15 lancamentos de uma moeda.

A chance de algum dos mil administradores tirar 15 caras seguidas ao lancar uma

moeda uma vez por ano durante 15 anos é dada por:
U0 4,
5]
Para calcular a quantidade de elementos do conjunto no numerador, serd utilizado o
principio da inclusao-exclusao (n = 1.000):
n

(Ui Al =D 1A= D A NAgl+ D A NAR N A

j=1 1<j1<ja<n 1<j1 <ja<jz<n
4+ -+ (—1)"‘1|Aj1 NA;,N---NA,
Note que

|Aj1 N Aj2 M---N Ajk| - (215>n_k'

A intersecao entre estes conjuntos é composta dos resultados que sao iguais para

as j-ésimas pessoas. Dessa forma, ha indecisdo para os demais j — k jogadores.

12/1S| representa o nimero de elementos do conjunto S
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Assim

n

U A=Y = T @ S @0 ()

1<j1<g2<n 1<51<g2<gs<n

=()f5 @yﬁw2+(yﬂ> '~+@y4w%ﬁw"
Sfgmer-(onere

— 215 n 215 )n

Vale observar que na pentltima linha da demonstragdo ha o desenvolvimento do
bindmio de Newton (2! —1)". Logo, a chance de que algum dos mil administradores tire

15 caras seguidas ao lancar uma moeda uma vez por ano durante 15 anos é dada por:

| U1.05)0 Aj! (215>1.000 o (215 . 1)1.000 (215 . 1)1.000 1\ 1-000
J= _ _ _
|5| - (215)1.000 =1- (215>1.000 =1- (1 B 215>

Que é cerca'® de 3%.

Vamos recapitular alguns detalhes do calculo acima. Foi usada uma matriz para
relacionar dois aspectos do experimento. Cada administrador foi associado a uma coluna
da matriz A. Cada linha da matriz A corresponde a um lancamento de moeda por cada
um dos 1.000 administradores. A matriz A; contém uma sequéncia de 15 caras, ou seja,
o j-ésimo administrador foi bem sucedido. Para cada administrador, ha 2!5 possiveis
resultados distintos ao jogarem uma moeda 15 vezes. Como sao 1.000 individuos, tem-se
215x1.000 yegyltados diferentes. O sucesso do j-ésimo administrador aparece combinado a
999 dos demais. Assim, hé variacao em 21°*1-990-1  GQeria 215 para cada um dos demais 999
participantes. Cada um destes possiveis resultados esté representado por um elemento do
conjunto de matrizes A;.

Considere n = 1.000. O conjunto U7_; A; retine todas as possibilidades de admi-
nistradores bem sucedidos. Note que os conjuntos A; nao sao disjuntos pois cada um
deles retine no conjunto de 15 anos, os casos em que ha pelo menos um (o j-ésimo) ad-
ministrador bem sucedido. Mas podem haver dois, trés, ..., até mil administradores bem
sucedidos. Foram determinados quantos elementos hd na unido de todos os A;. Pelo

Principio da Inclusdo-Exclusio, para calcular | U7_; Ay,

I3 Foi utilizado o octave para efetuar os clculos:

octave:1> 1-(1-1/2"(15))~1000
ans = 0.0300570695428242
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e somou-se a quantidade de elementos de cada um dos A; (conjunto em que ha pelo

n
menos um administrador bem sucedido, o j-ésimo) — > |A;]
=1

e foram subtraidas todas as possibilidades em que ha pelo menos dois administradores
bem sucedidos — > [A4;, N A
1<i1<je<n
e somou-se a quantidade de casos em que ha pelo menos trés administradores bem su-
cedidos e assim por diante até chegar a uma possibilidade, todos os administradores

serem bem sucedidos: conseguirem tirar somente caras em 15 jogadas.

n

Na igualdade 3= <), j,<n(2'%)"72 = i

(215)"=2 vé-se que para todas as duplas

;o n ~ .. .
possiveis, tem-se 5 formas de escolhé-las. Para estes administradores, havera resultados

definidos, apenas caras, mas para os demais 998, serao (2!5)1000-2. 1.1 = 215x998 .1 .1

possiveis resultados. O argumento para as demais parcelas é andlogo.
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4 PROBABILIDADE CONJUNTA E CONDICIONAL

A pior forma de desigualdade é tentar fazer
duas coisas diferentes iguais.
Aristoteles

Este capitulo trata de exemplos nos quais os eventos se relacionam ou nao. Ha
casos de probabilidade condicional, teorema do produto e até de eventos independentes.
Os exemplos de Mlodinow (2009) nao sao como os convencionais de probabilidade. Mais
uma vez, o autor omite dados que uma nota de rodapé poderia orientar na resolucao dos
mesmos. No entanto, sdo criativos, fogem do trivial utilizado nos livros que apresentam
este conteido. O objetivo deste capitulo é analisar cada exemplo. Dessa forma, conseguir
preencher as lacunas entre eles e as respostas que o autor afirma corresponderem as
indagacoes.

Steyer e Nagel (2017) salientam a importancia em distinguirmos entre o significado
matematico ou formal dos termos probabilisticos e o significado desses termos quando
usados em uma aplicacao da teoria da probabilidade para um fenémeno concreto do
mundo real. O conceito intuitivo de um evento geralmente implica que os eventos sao
ordenados em relagdo ao tempo. Ou seja, na linguagem comum, um “evento” é anterior,
simultaneo ou posterior a outro “evento”. No entanto, eventos no contexto da teoria da
probabilidade nao sao necessariamente ordenados em relacdo ao tempo. Ainda assim,
nas aplica¢gbes um ordenamento é importante e até vital para haver sentido do fendmeno

descrito (STEYER; NAGEL, 2017).

Definicao 1. Dizemos que dois eventos A e B definidos no mesmo espago amostral sao

independentes se e somente se
P(ANB)= P(A)- P(B). (1)

Se dois eventos sao independentes, a probabilidade de ambos ocorrerem sera o
produto da probabilidade de cada um calculado de forma isolada. Quando aplicado a
eventos, o termo “independente” é usado para designar eventos que satisfazem (1). Por
vezes, apenas somos capazes de decidir se dois eventos sao ou nao independentes apds o

calculo das trés probabilidades em (1) (KALBFLEISCH, 1985).

Exemplo 1. Uma carta é selecionada de um baralho de 52 cartas. Considere o evento

A, a carta € um ds e o evento B, a carta € do naipe de espadas.

Supondo equiprobabilidade das 52 cartas, temos

PANB) = PA)= 5. P(B) =1
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Portanto, (1) é satisfeita. Vemos que quando as 52 cartas sao equiprovaveis, os eventos A
e B sao independentes.

Suponha que a carta do as de espadas tenha sido marcada e que agora o jogador
que distribui as cartas seja capaz de fazer com que o as de espadas saia duas vezes mais

2
que qualquer outra carta do baralho. Assim a probabilidade do as de espadas sair é 3

1
enquanto que a de qualquer outra carta é 03 Temos

> 14

PANB) = =, P(4) = o P(B)=

53

Neste caso, P(AN B) # P(A)P(B) e os eventos A e B nao sao independentes.
Ainda considerando eventos A e B definidos no mesmo espago amostral, queremos
agora definir a probabilidade do evento B ao restringirmos nossa atengao ao subconjunto

do espacgo amostral definido pelo evento A.

Definigao 2. Sejam A e B eventos definidos no mesmo espago amostral tais que P(A) >
0. Definimos a probabilidade condicional de B dado A, P(B|A) por

P(ANB)

P(BIA) = 505 @)

Quando P(A) = 0, P(B|A) nao esta definida. Ilustraremos com exemplos a relagao
entre P(B|A) e P(B). Note que se A e B sao eventos independentes, segue de (1) e (2)
que P(B|A) = P(B). Isto é, a ocorréncia de A nao afeta a probabilidade de B.

Exemplo 2. Considere um dado no formato de um octaedro com faces numeradas de 1

a 8. Associe a ele o espaco amostral equiprovdvel
0=11,2,3,4,5,6,7,8}

Sejam A o evento: sair uma face impar e o evento B: sair ao menos 7.

Temos
P(A) = ;1 = ;, P(B) = z = i, ANB={7}.
Logo
P(AIB) = ng(;f) = = P(A)

Observe também que

P(B|A) = P(If(Z)B) - i — P(B).
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Exemplo 3. No mesmo espago amostral 2, considere os eventos

At =1{1,2,3,57F e A-={357)

Temos
mmAH:P%&Sm=;<PB>
P(B|A-) = W = ; > P(B).

Estes exemplos nos mostram que as probabilidades P(B) e P(B|A) podem ser iguais ou

qualquer uma delas maior do que a outra.

4.1 Policial Divorciado e Morto

Suponha que uma pessoa casada tenha, em média, uma chance de apro-

ximadamente 0 de se divorciar a cada ano. Por outro lado, um policial

. 1 .
tem uma chance de aproximadamente —— de morrer em servigo. Qual

é a probabilidade de que um policial casado se divorcie e morra no mesmo
ano? Segundo o principio acima, se tais eventos forem independentes,

1 1
a probabilidade serd de aproximadamente — - ———, que equivale a
1 50 5.000
250.000° E claro que os eventos nao sio independentes; na verdade,

estao ligados: depois de morrer, droga, o policial ndo pode mais se di-
vorciar. Assim, a chance de que ele tenha tanto azar é um pouco menor

1
. (MLODIN 2 .42
que 5eoes (MLO OW, 2009, p. 42)

Considere os eventos D = se divorciar e M = policial morrer. Como Mlodi-
now (2009) informa a ndo independéncia dos eventos, vamos calcular a probabilidade da

interse¢ao usando a probabilidade condicional (2):
P(M N D) = P(M|D) - P(D).

Ao afirmar que essa probabilidade é menor do que P(M) - P(D), Mlodinow (2009) nos

permite concluir que'*

P(M|D) < P(M).

4 p(M/D) - P(D) < P(D) - P(M)
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No entanto, nao é possivel entender de imediato o que permite que ele faca esta afirmacao.

Antes de prosseguir, serao introduzidas algumas nogoes. Diz-se que um evento A de
um espagco amostral {2 é binomial se ele tem probabilidade p de ocorrer e a probabilidade
do evento complementar, 2 — A, tem probabilidade 1 — p. Isto é, temos apenas dois
possiveis resultados. Observe que os eventos M e D sao binomiais. (IRETON-JONES;
GOTTSCHLICH; BELL, 1998). O coeficiente de correlacao entre dois eventos binomiais
A e B é definido por

P(ANB)— P(A)P(B)

AB = ’ ’
P P R(B)( - P(B) ’

Ele mensura a forca de associacdo entre os dois eventos e a direcdo dessa associacao.
Quando ele é positivo a ocorréncia de um evento refor¢a a do outro; quando é negativo a
ocorréncia de um evento enfraquece a do outro.

Os eventos M e D estao negativamente correlacionados. Isto é, o numerador em

(3) é negativo:

P(M N0 D) — P(M)P(D) < 0.

4.2 Caso dos Collins

No ano de 1964 na cidade de Los Angeles, a sr.(a) Juanita Brooks foi empurrada
pelas costas e teve a bolsa roubada. FEla conseguiu se levantar e viu uma mulher loira
correndo. O vizinho Jonh Bass olhou na direcao dos gritos. Disse ter visto uma mulher
que entrou correndo em um carro amarelo estacionado. O carro partiu e passou ao lado
do sr. John. Ele conseguiu ver que o motorista era um homem negro com barba e
bigode. No entanto, a sr.(a) Juanita ndo viu o homem e o vizinho ndo viu a mulher.
Além disso, outras testemunhas apresentaram informagoes desencontradas sobre a cor do
veiculo. Uns diziam que era amarelo, outros que era amarelo com teto cinzento e até
amarelo com teto branco. Dias depois um policial encontrou um carro amarelo com teto
cinza estacionado em frente a uma casa do bairro. Verificou que os donos se encaixavam
na descricao dos suspeitos. O casal Collins foi preso e levado ao tribunal. Como nao havia
provas contundentes contra o casal, a acusagao consultou um professor de matematica que
apresentou algumas probabilidades, sao elas (MLODINOW, 2009, p. 46):

O professor afirmou que a regra do produto valia para essa situagdo. Assim, a
probabilidade de encontrar um casal que atendesse a descri¢cao era de 12.000.000° No
entanto, essas caracteristicas apresentam intersecoes nao vazias. o

Um homem que tem barba, em geral, tem bigode também. Se um homem negro

tem barba, a probabilidade de ele ter bigode nao é de T mas sim de quase 100%. Neste
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Tabela 1 - Caso dos Collins

CARACTERISTICAS PROBABILIDADE INDIVIDUAL
Automével parcialmente amarelo 1/10
Homem com bigode 1/4
Homem negro com barba 11/10
Garota com rabo de cavalo 1/10
Garota loira 1/3
Casal inter-racial num carro 1/1.000

Fonte: A autora, 2017.

caso, pode-se retirar a probabilidade de um “homem negro com barba”, dessa forma, o

valor final cairia para O livro nao cita, mas a ré é descrita usando um penteado

“rabo de cavalo”, por }sgc()) %Olg)r%babilidade desta caracteristica entra no calculo. . Além
disso, nao fica clara a origem das probabilidades destas caracteristicas.

O que é relevante para o julgamento nao é o calculo da probabilidade de um casal
reunir essas caracteristicas. O importante é dado que um casal apresente essas caracteris-
ticas, qual a chance de ser culpado? No bairro onde ocorreu o crime, havia alguns milhares
de habitantes, Assumindo a probabilidade citada pela acusacao, 1200.000° poderia-se en-
contrar dois, ou talvez trés casais com as mesmas caracteristicas dos Collins. Assim, a
probabilidade de o casal Collins ser culpado é de ; ou ; (MLODINOW, 2009, p. 49).

Pode-se considerar dois eventos: A é um casal se enquadrar na descricdo dos sus-
peitos e B o casal ser culpado. P(A/B) = 1, pois dados que o casal é culpado, possui

as caracteristicas citadas. 100% de chance. No entanto, por estimativa, P(B/A) = 5 ou

1
P(B/A) = =. A acusagao tentou confundir o jiri entre estas probabilidades condicionais.
Probabilidades muito significativas para deixar o juri em duvida para acusar um casal

Se1 provas concretas.

4.3 Duas Meninas

Se uma mae esta gravida de gémeos, qual a probabilidade de nascerem duas me-
ninas? Seria —. Poderia-se mostrar isso apresentando todos os elementos do espaco
amostral: (menina, menina), (menina, menino), (menino,menina) e (menino,menino). Se
a pergunta fosse, dado que um bebé é menina, qual a probabilidade de nascerem duas

meninas? E importante analisar que ndo se menciona qual deles é menina. Se é o primeiro

15 http:/ /www.law.harvard.edu/publications/evidenceiii/cases /people.htm
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ou o segundo bebé. Para fazer isso pode-se utilizar dois métodos (MLODINOW, 2009,
p. 61):
e Espaco Amostral

Nesta situacao, somente um caso nao atende a descri¢ao, (menino,menino), logo, a

probabilidade é de zl))

e Probabilidade Condicional
Neste método, usaremos a férmula (2):
Evento A = nascer uma menina

Evento B = nascerem duas meninas

P(B|A) = —— . —

e

~~

I

~—
| QO |

|

w

No entanto, a pergunta poderia ser, dado que o primeiro bebé ¢ menina, qual
a probabilidade de ambos serem meninas? (MLODINOW, 2009, p. 61) Serao utilizados

dois métodos:

e Espaco Amostral
Nesta situacao, s6 ha dois casos do espago amostral que satisfazem o evento: (me-
nina, menino) ou (menina, menina). A probabilidade é de ;
e Probabilidade Condicional
Neste método, usaremos a férmula ja citada:
Evento A = a primeira ser menina

Evento B = nascerem duas meninas

=
ss
E
|
|
A DO |
Il
\
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Figura 4 - Relacao entre conjuntos

A U-A U

Fonte: A autora, 2017.

4.4 Ler Mentes

Mlodinow (2009) cita um caso de um curioso estudante. Nos anos 70 do século XX,
em Harvard, um aluno de psicologia relatou ao seu professor algumas situagoes inusitadas.
Entre elas, que sua esposa conseguia dizer as palavras em que ele estava pensando. Ele
acreditava que havia uma conspiragao contra ele.

A probabilidade de se escolher uma pessoa de forma aleatéria e ela ter problemas
psiquiatricos é pequena. Da mesma forma, é pouco provavel que uma pessoa escolhida ao
acaso acredite que sua esposa pode ler mentes. No entanto, a probabilidade de uma pessoa
acreditar que sua esposa lé mentes uma vez que essa pessoa tem problemas psiquiatricos
é alta. Assim como, ter problemas psiquiatricos, dado que pensa que a esposa pode ler
mentes.

Seja o0 evento A acreditar que a esposa leia mentes. O evento B é ter problemas
psiquiatricos. Como sao eventos positivamente correlacionados, a probabilidade de ambos
ocorrerem é maior do que o produto das probabilidades de A e de B. A Figura 4 ilustra
esse fato. Ela ilustra também a relagdo entre P(B|A) e P(B) quando A e B estao
positivamente relacionados. Quando se reduz o espago amostral a pessoas com problemas
psiquidtricos estd se aplicando a probabilidade condicional. E possivel concluir o que a
intuicao ja definiu. Encontrar alguém que acredite em leitura de mentes fica mais provavel.
Ao calcularmos P(B|A), os casos favoraveis sao todos os elementos do conjunto A que

estao no conjunto B e o espac¢o amostral é o conjunto A, visto que este evento ja ocorreu.
4.5 Menos é mais
Os cientistas Daniel Kahneman e Amos Tversky desenvolveram experimentos para

identificar a nocao que as pessoas tém de probabilidade. Apresentaram a elas assercoes

sobre uma personagem ficticia e pediram que indicassem a mais provavel. Curiosamente,
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as assercoes indicadas como mais provaveis eram as que relacionavam duas afirmacoes.
Por exemplo, as pessoas afirmaram que era mais provavel que “Linda fosse bancaria e
participasse do movimento feminista” do que a afirmacao “Linda participa do movimento
feminista”. Esse erro de julgamento em pequena escala ilustra um risco maior: aferir
probabilidade sobre eventos desconhecidos pode gerar julgamentos errados (MLODINOW,
2009, p. 35). Neste caso, a intui¢do nao é confidvel. Em geral, as pessoas pensam que
as afirmagoes com mais dados sdo mais provaveis. Acreditam que dois eventos associados
apresentam probabilidade maior do que apenas um deles isolado. A maior quantidade
de dados da uma falsa ideia de veracidade. No entanto, é o evento isolado que é mais
provavel.

O que é mais provavel: que um réu, depois de encontrar um corpo, deixe
a cena do crime, ou que um réu, depois de encontrar um corpo, deixe
a cena do crime porque teme ser acusado pelo macabro assassinato? E
mais provavel que o presidente aumente os gastos federais com educacao
ou que aumente os gastos federais com educagao utilizando fundos ob-
tidos pelo corte de outros gastos dirigidos aos estados? K mais provavel
que uma empresa aumente suas vendas no ano que vem ou que aumente
as vendas no ano que vem porque a economia em geral passard por um
bom ano? Em todos os casos, embora a segunda opg¢ao seja menos pro-
véavel que a primeira, pode parecer mais provavel (MLODINOW, 2009,
p. 33).

Em todos esses exemplos, hd a mesma situagdo. Comparam-se as probabilidades
de um evento isolado com a associacdo dele a outro. Como consequéncia de (2), vemos
que a probabilidade conjunta P(A N B) ¢ sempre menor do que P(A), P(B), P(B|A) ou
P(A|B).

Sobre o caso do réu, o primeiro evento é deixar a cena do crime o segundo, ser
culpado. Sao eventos independentes. Eventos independentes sdo eventos que podem
ocorrer sem que um influencie o outro. Ao se lancar dois dados, o resultado de um “nao
afeta” o nimero que saira no outro. O réu pode deixar a cena por diversos motivos, por
estar sendo ameacado, para chamar ajuda ou até mesmo, por ser culpado.

Outro experimento feito por Daniel Kahneman e Amés Tversky consistiu em apre-
sentar uma situacao de um paciente hipotético a um grupo de médicos. O suposto enfermo
tinha embolia pulmonar e possiveis sintomas desenvolvidos. Um deles é raro, paralisia
parcial e outro comum, falta de ar. Os médicos acreditaram que era mais provavel o paci-
ente apresentar ambos do que apenas a paralisia (MLODINOW, 2009, p. 34). Considere

a paralisia parcial como o evento A e a falta de ar como o evento B. A e B sdo eventos

independentes.
1 1
Suponha P(A) = 20 e P(B) = T A probabilidade de manifestacdo apenas do raro
1 1 1 1
é de —. Pelo teorema do produto, a probabilidade de ambos ocorrerem é de — - - = —.
20 20 4 80

Dessa forma, pode-se concluir que é menos provavel que ambos os sintomas ocorram.
Pode-se analisar o teorema do produto pelo ponto de vista da geometria. Na

figura 5, ha os conjuntos dos casos de embolia analisados e de cada evento. Utiliza-se
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Figura 5 - Abordagem geométrica

Embolia Pulmonar Paralisia

Falta de ar

Fonte: A autora, 2017.

cada quadrado como uma unidade. Assim, as probabilidades supostas sdo representadas
na figura. Verifica-se que a intersecao entre os dois sintomas é menor do que a regiao do
evento A, “Paralisia”.

Ainda sobre eventos independentes, pode-se citar o processo judicial de Paula Jones
contra Bill Clinton. Na época, ele era presidente dos Estados Unidos. Ela o acusava
de assédio sexual.’® 200 advogados foram convidados a estimar se o litigio terminaria,
brevemente. Para um grupo foi perguntado apenas isso. Para outro, foram apresentadas
hipoteses para tal fato. Acordo, retirada da queixa ou encerramento por parte do juiz
foram algumas das justificativas. O segundo grupo ficou mais inclinado a acreditar no fim
prematuro (MLODINOW, 2009, p. 34).

Pode-se separar cada situagdo em dois eventos: A e B. O primeiro seria o processo
acabar rapidamente. O segundo qualquer uma das situagdes que ocorreriam junto. B
poderia ser, haver acordo, por exemplo. Além das hipdteses de evento B, poderia haver
a morte de uma das partes, o surgimento de um fato novo entre outras. Dizer que o
processo ira acabar por acordo é escolher uma das muitas possibilidades. O evento nao
ficard mais provavel de acontecer porque foi apresentada uma justificativa. A intersecao
de dois eventos é menos provavel do que apenas um deles ocorrer.

Mlodinow (2009) questiona por que os gregos antigos nao definiram a probabili-
dade. Alguns fatores contribuiram para isso, um deles é a religiao. Acreditavam que o
que acontecia em suas vidas era a vontade dos deuses. Nao havia a noc¢ao de aleatorio.
Também nao sabiam aritmética. Apesar de terem desenvolvido a base da Matematica
que temos até hoje, nao podiam calcular resultados mais provaveis em simples jogos.

A probabilidade de, ao jogar um dado, sair o niimero 6 é de 6 Ao se arremessarem

16 http://wwwl.folha.uol.com.br/fsp/mundo/ft30079904.htm
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1
= 3% =~ 0,03, ou seja, 3% de

|~
|~

dois dados, a probabilidade de sair 6 em ambos é de
chance de conseguir.

Diante do exposto, conclui-se que é mais provavel que A ocorra do que a intersecao
AN B. O que é apresentado como justificativa, na verdade é um segundo evento. Ele
da a falsa sensacao de veracidade ao primeiro. Assim, ambos ocorrerem ¢é a intersecao de

eventos independentes.
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5 DIANTE DO ACASO

Tudo ¢ numero.
Pitagoras

Os exemplos apresentados neste capitulo mostram como as pessoas lidam com o
conceito de aleatério. A ideia é mostrar que, apesar dos experimentos serem randomicos,
ainda sim, as pessoas buscam padroes nos resultados. Deseja-se exibir solugoes logicas
de cada exemplo, mas também como conceitos da psicologia interferem na opiniao das
pessoas. Mesmo aquelas que possuem conhecimentos matematicos.

A psicologia tem interesse em compreender o comportamento humano diante do
acaso. Ela tem especial interesse pelo chamado “matching”. Nao ha consenso entre
os psicologos em caracterizar essa estratégia como um equivoco cometido por falta de
compreensao da teoria da probabilidade ou como um trago inerente do comportamento
humano.

Koehler e James (2014) descrevem uma experiéncia na qual havia 10 pares de
copos, em cada par, um verde e um vermelho. Os pesquisadores usaram um dado de 10
faces, sendo 7 verdes e 3 vermelhas. Lancavam-no e escondiam uma moeda embaixo do
copo do par cuja cor correspondia a qual saira no dado. Sendo assim, a sequéncia de cores
para o esconderijo das moedas foi aleatéria. Os participantes tinham que adivinhar em
qual copo de cada dupla a moeda estava escondida. Foi combinado que quem encontrasse
moedas poderia ficar com elas. Obviamente que a ideia dos jogadores era maximizar sua
quantidade de acertos.

Para alcancgar seus objetivos, as pessoas optaram por duas estratégias. Umas
optavam sempre pela cor cuja probabilidade era maior de sair. Neste caso, a verde.
Outras preferiram corresponder suas escolhas as probabilidades de cada cor (“probability
matching”). Seus palpites seguiram 70% para o verde e 30% para o vermelho. Esses
comportamentos eram recorrentes em experiéncias nas quais havia escolhas binarias com
predominancia da segunda estratégia.

A estratégia de optar sempre pelo verde é a estratégia 6tima, ela maximiza a
quantidade de acertos. Ela permite acertar, em média, 70% dos palpites. No caso do
“matching”, o participante precisa optar por uma cor e de fato ela ser a certa. Nesta
estratégia, o participante opta pelo verde cerca de 70% das vezes e ha 70% de chance de
a cor correta ser essa. Ja para o vermelho, ele é escolhido cerca de 30% das vezes e a
chance desta escolha estar certa é de 30%. No “matching”, hd em média, 58% de chance
de acerto, pois 0,7-0,74+0,3-0,3 = 0, 58.

Do ponto de vista probabilistico, o “matching” é uma escolha equivocada, pois

estamos diante um evento aleatério. Nao ha um padrao, por isso, nao é possivel definir
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em qual jogada seria o momento de se optar pela cor menos provavel. Uma vez que o
experimento é randomico, a melhor opcao é a de maximizar.

Koehler e James (2014) afirmam que pessoas que tinham um melhor desenvol-
vimento cognitivo optaram pela maximizacdo em experimentos de mesma natureza. O
fato de terem conhecimentos matematicos contribuia para a escolha, mas nao era o fator
principal. No entanto, em experiéncias feitas com criancas pequenas, animais e pessoas
que estavam com indice de glicose baixo, observaram que a maximizagao era a estratégia
preferida. Esses resultados contradiziam a ideia de que a maximizagao era uma estratégia
complexa. Indicavam que era uma ac¢ao da intuicao.

Pesquisadores verificaram que, na maioria dos casos, se a pessoa tivesse que dar um
unico palpite, optava pela estratégia de maximizacdo. No exemplo dos copos, escolheria a
cor verde, por ser a mais provavel. No entanto, em sequéncias de palpites, optavam pelo
“matching”.

Koehler e James (2014) afirmam que os pesquisadores Gaissmaier e Schooler (2008
apud KOEHLER; JAMES, 2014) fizeram uma experiéncia de previsao bindria em duas
etapas. Na primeira, apresentaram sequéncias aleatorias. Nesta fase, identificaram os
participantes que eram adeptos da maximizacao e os que preferiam o “matching”. Na se-
gunda, as sequéncias nao eram aleatérias, apresentavam algum padrao. Os que utilizavam
o “matching” conseguiram explorar melhor o padrao dos que os demais.

Ainda nao é consenso entre os pesquisadores qual dos dois métodos é mais elabo-
rado em relacdo a ganho cognitivo. Alguns acreditam que o “matching” é uma estraté-
gia superior. Estao embasados no argumento da maximizacao ser uma reagao intuitiva.
Além disso, houve experimentos que demonstraram existir um maior esfor¢o cognitivo ao
se aplicar o “matching”. No entanto, apesar de ser uma estratégia superior, é usado de
forma incorreta. Em parte, se deve ao fato das pessoas nao acreditarem que lidam com
sequéncias randomicas.

Mlodinow (2009) afirma que muitos tém dificuldade de lidar com o que ¢ aleatorio.
Isso ¢ verdade, mas nao é a tnica causa para escolherem o “matching”. O autor nao deixa
claro qual o mecanismo que exibia as cores aos participantes. Admitindo que fosse um
computador que acendesse as lampadas, as pessoas poderiam ter duvida se de fato seria
um experimento aleatorio. Elas poderiam ficar tentadas a entender que a programagao
da maquina iria influenciar em algum tipo de padrao. Nao estariam de todo erradas.

E muito dificil recriar experimentos usando computadores cujos resultados sao ale-
atérios.!'”. Os programas computacionais conseguem gerar ntimeros “pseudo-aleatérios”.
J& o site <random.org> garante que pode gerar nimeros realmente aleatérios. De forma

mais simples, pode-se garantir a randomicidade do experimento com bolas em uma caixa.

17 https://www.ime.usp.br/ pf/algoritmos/aulas/random.html
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Ao invés de se acender lampadas, bolas seriam sorteadas. Neste caso, para que a proba-
bilidade de sair cada cor fosse a mesma, seria necessario haver a mesma quantidade de
cada cor. Admitindo que a pessoa que as sorteie nao tenha como vé-las ou diferencia-las

de qualquer forma a nao ser pela cor apds o sorteio.

5.1 Estratégias diante do acaso

Newell e Schulze (2017) descrevem um experimento como os anteriores. H& duas
escolhas (cores branca e preta) e os participantes precisam dar palpite sobre qual delas
ird sair. As pessoas conhecem as probabilidades de cada cor, mas costumam utilizar

estratégias diferentes'®:

Considere um dado com 4 faces pretas e 2 brancas que serd lancado 60
vezes. Antes de cada jogada, uma pessoa serd perguntada sobre qual

18 Consider the following problem (referred to hereafter as the “die problem”): A die with 4 black faces
and 2 white faces will be rolled 60 times. Before each roll you will be asked to predict which color (black
or white) will show up once the die is rolled. You will be given 1$ for each correct prediction. Assume
that you want to make as much money as possible. What strategy would you use in order to make as

much money as possible by making the most correct predictions?

1. Go by intuition, switching when there have been too many of one color or the other.

2. Predict the more likely color (black) on most of the rolls but occasionally, after a long run of

blacks, predict white.

3. Make predictions according to the frequency of occurrence (4 of 6 for black and 2 of 6 for white).

That is, predict twice as many blacks as whites.
4. Predict the more likely color (black) on all of the 60 rolls.

5. Predict more black than white, but switching back and forth depending on “runs” of one color or
the other.

The description of this problem tells you everything you need to know in order to make the rational
choice. The relative pay-off probabilities are known, the payoff amount is known, and assuming you
believe that the die is fair and will not be altered throughout the 60 rolls, then you know that pay-off
probabilities will remain stationary.

Yet, people seem to find this problem quite difficult: Newell and Rakow (2007), for example, found
that a majority of their participants chose Strategy (c). That is to say, they chose the strategy which
exemplifies a “probability matching” — and hence incorrect — response. Strategy (d) is the maximizing
strategy, the correct answer in the sense that it will yield more correct predictions than any of the other
strategies. It will yield around 40 correct predictions (4/6 x 60), a level that cannot be exceeded given
the randomness of the outcomes. Strategy ¢ — the matching strategy — is expected to yield only around
(4/6 x 4/6 x 60) + (2/6 x 2/6 x 60) = 33 correct predictions, because whenever a white outcome is

“

predicted there is only a 1 in 3 probability that it will occur. Such predictions are “wasted” because a

black outcome is twice as likely. Why are people tempted to match under such transparent conditions?
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cor (preta ou branca) ird aparecer. O participante ird receber um ddélar
por cada resultado que acertar. Assume-se que a pessoa tentard ganhar
a maior quantidade de dinheiro possivel. Qual estratégia ird garantir o
maior nimero de acertos?

1. Seguir a intuigdo, trocando quando tiver saido uma ou outra cor
muitas vezes.

2. Optar mais pela cor preta na maioria dos resultados, mas, apds ter
caldo muitas vezes preta, chutar branca.

3. Dar palpites de acordo com a proporcao de cada cor, nesse caso, (4
de 6 para a cor preta e 2 de 6 para a branca). Isso significa optar por
duas vezes mais pretas do que brancas.

4. Chutar sempre a cor preta para todos os 60 lancamentos do dado.

5. Optar mais pela preta do que pela branca, mas, dependendo da quan-
tidade de cores que saia, trocar pela outra.

A descrigao do problema diz tudo que é preciso saber para dar palpites
racionais. As probabilidades sdo conhecidas. Admitindo que o dado é
honesto e continuara sendo apoés os 60 langcamentos, conclui-se que a as
probabilidades serdo mantidas.

No entanto, a maioria das pessoas parecem achar esse problema dificil:
Newell e Rakow (2007), por exemplo, descobriram que a maioria dos
participantes escolhe a estratégia (3). Isso significa que eles escolhem
a probabilidade de “matching”. O método que amplia a quantidade
de acertos mais do que qualquer outro é o do item (4). Ele garante 40
acertos (4/6 x 60), um nivel que nio pode ser superado em experimentos
aleatérios.

A estratégia de “matching” s6 resultaria em torno de 33 acertos, (4/6 x
4/6 x 60) + (2/6 x 2/6 x 60) = 33, pois o palpite na cor branca sé
possui uma chance em trés de aparecer. Esse “chute” é perdido, uma
vez que a cor preta tem o dobro de probabilidade de sair. Por que as
pessoas tentam o método de “matching” diante de condig¢bes tao dbvias?
(NEWELL; SCHULZE, 2017, p. 64)

O célculo de “matching” desse exemplo é baseado no teorema do produto. Antes

de defini-lo é preciso considerar a probabilidade condicional. Segundo Carvalho et al.
(2016, p. 133), dados dois eventos A e B, a probabilidade condicional de B dado A é o

numero

P(ANB)/P(A).

Sera utilizada a simbologia:

P(B|A) =

P(AN B)

P(A)

Aplicando para o exemplo apresentado:
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2
PBie) = TS L = 1 =2
10

A partir da definicao de probabilidade condicional, pode-se enunciar o teorema do
produto, segundo Fonseca e Martins (1996), “A probabilidade da ocorréncia simultanea
de dois eventos, A e B, do mesmo espacgo amostral, é igual ao produto da probabilidade

de um deles pela probabilidade condicional do outro, dado o primeiro.”

P(AN B)

P(BIA) =~ 5

= P(ANB) = P(A)- P(B|A).

Na experiéncia dos copos, o fato da moeda estar embaixo de um copo verde, nao
interfere onde estara na préoxima dupla. Trata-se do teorema do produto para eventos
independentes. Neste caso, sejam os eventos A e B independentes, P(A|B) = P(A) e
P(B|A) = P(B) (FONSECA; MARTINS, 1996, p. 18), ou seja, o fato de ter ocorrido A
antes, nao afeta a probabilidade do evento B ocorrer e vice-versa.

Em geral, as pessoas escolhem o método do item 3 a fim de ampliar a quantidade
de acertos, porém, o que aumenta o nimero de palpites corretos é o item 4. Neste tltimo
caso, em 60 lancamentos do dado, tem-se —-60 = 40, ou seja, a quantidade de acertos é em
torno de 40 deles, mas na estratégia de “matching”, é preciso ocorrer duas situacoes. Para
haver acerto, a cor sorteada e o palpite do participante devem coincidir. Para calcular o
numero esperado de acertos no “matching”, vamos considerar o espago amostral formado
por pares ordenados em que a primeira coordenada indique a cor da face sorteada e a
segunda coordenada o palpite dado pelo participante. Vamos indicar por by, by, b3, by,
as faces pretas e por wi,ws, as faces brancas do dado. Analogamente, como estamos
admitindo que o participante utilizard a estratégia de “matching”, o conjunto de seus
possiveis palpites ira refletir o desequilibrio de ocorréncia das duas cores. Vamos denotar

por uy, us, us, uy, palpites na cor preta e por vy, vo, palpites na cor branca.

Q= {(fag)a f € {b17b27b3ab47w17w2}7 g € {u17u27u37u471)17v2}}'

Os eventos serao subconjuntos de ). Para estimar os acertos do participante, vamos



53

considerar os eventos

Ay = {uma face preta é sorteada} = {(f,g), f € {b1,b2,b3,bs}, g € {u1, us, us,ug,v1,v2}},
Ay = {uma face branca é sorteada} = {(f,g), f € {wi, w2}, g € {u1, us, us,ug,v1,v2}},
B; = {um palpite na cor preta} = {(f,g), f € {b1,ba,bs,bs, w1, wo}, g € {uy,us,us, us}},
By = {um palpite na cor branca} = {(f, g), f € {b1, b2, b3, by, w1, wa}, g € {v1,v2}}.

Observe que a probabilidade de sair a cor preta é

O #A 24 4

#0366

P(A)

Em 60 lancamentos do dado, tem-se em torno de 1 - 60 = 40 lancamentos em que a cor
da face sorteada é preta. Note que os eventos sao A; e B;, i = 1,2 sao independentes.
Desse modo, a probabilidade de um palpite no preto, dado que a face sorteada foi preta
é dada por

P(B,|A)) = P(By) = #DB, B 24 4

40 36 6
Assim, o nimero esperado de acertos no preto em 60 lancamentos é dado por

60- P(A;NB;) =60-P(A)-P(B)) =

O~

60 = —.

O o~

Analogamente, o niimero esperado de acertos na cor branca em 60 lancamentos é dado

por

20
60 = —

60 - P(A3 N By) = .

(21 )
[N )

Assim a média de acertos na estratégia de “matching” é dada por

80 20 100
— 33
37373

Observe que este valor é inferior ao obtido na estratégia do item 4.

5.2 Exemplo das lampadas

Mlodinow (2009) trata da estratégia de “matching” ao descrever um experimento
que utiliza escolha binaria que consistiu em acender uma lampada vermelha ou uma verde

de forma aleatéria. O participante devia observar uma sequéncia de acendimentos e depois
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tentar adivinhar a cor que seria acesa. A partir de um determinado niimero de tentativas,
mesmo que seja um processo randomico, a pessoa que participa da experiéncia pode
entender que existe um suposto padrao para a sequéncia de cores e descobri-lo significaria
100% de acerto nos demais palpites. O participante pode entender que deveria usar a
estratégia de “matching”.

Considere que a maquina das lampadas de fato gere sequéncias aleatérias. Se a luz
verde apareceu em 75% dos resultados anteriores, pode-se pensar em duas estratégias para
acertar qual serd a proxima a acender. A primeira seria sempre responder verde, assim,
haveria uma média de 75% de acertos. Esse método é usado por alguns animais. Outra
opgao é o “matching”, significa descobrir um suposto padrao para ampliar a quantidade
de palpites certos. Os seres humanos costumam optar pelo “matching”, mas no entanto,
isso resultaria apenas cerca de 6 acertos de 10 tentativas. (MLODINOW, 2009, p. 13).

Admitindo que o experimento é aleatério, o fato da luz verde ter aparecido em 75%
das vezes na fase de observagao, nao define que essa proporg¢ao sera seguida nos proximos
acendimentos. A chance da verde acender é sempre 50% para cada tentativa, pois foi
dito que é um processo randémico e nao se determinou que era um espac¢o amostral nao-
equiprovavel. Nao se definiu que uma cor tem maior probabilidade do que outra. Sobre o
desempenho do uso do“matching” nessa experiéncia:

Os experimentos que investigavam a probabilidade de “matching” utili-
zam processos que geram resultados aleatérios (exemplo das luzes verde
e vermelha que sdo acesas). Isso siginifica que a probabilidade de apa-
recer a cor verde é sempre a mesma independente do que ocorreu ante-

riormente. Dessa forma, é facil mostrar que o “matching” é inferior a
estratégia de maximizacio'®. (KOEHLER; JAMES, 2014, p. 104)

Considere uma pessoa que deseja aumentar ao maximo seus acertos na experiéncia
das lampadas. Supondo que ja houve um determinado niimero de acendimentos e que o
participante ja percebeu a probabilidade de sair cada cor. Verificou-se que o verde saiu
em 75%. A partir disso, considere uma sequéncia de n acendimentos. Admitindo que o
participante ira adotar a estratégia de “matching”, entao ele ird escolher verde 0,75 X n
vezes e vermelho 0,25 X n vezes. Em cada um desses casos, a chance de ele estar certo é

respectivamente dada por 0,75 e 0,25. Desse modo é provavel que ele tenha

(0,75 x n) x (0,75) + (0,25 x n) x 0,25 = 0,5625n + 0, 06251 = 0, 625n

19 Tn the experiments investigating probability matching that are of interest here, the outcomes being
predicted (e.g., green vs. red light) are determined by a random process that is serially independent
and stationary, which means that probability of, say, the green light illuminating is the same on every
trial, regardless of what occurred on the previous trial or how many trials have elapsed. Under such
circumstances, it is easy to show that, if one’s goal is to maximize the number of correct predictions,
probability matching is inferior to an alternative strategy in which the higher probability outcome is
predicted on every trial.
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acertos. Sao 62,5% de acertos em n acendimentos. Isto é, acerto em média em (0,75 X
0,75) + (0,25 x 0,25) das vezes, ou seja, em torno de 60% das vezes.

Vale lembrar que o fato do experimento ser aleatorio, ndo garante que as propor-
¢oOes apresentadas nos primeiros acendimentos serao mantidas nos proximos. Os calculos
apresentados referem-se a uma média e foram feitos admitindo que o participante de
alguma forma capturou as probabilidades subjacentes as cores verde e vermelho. Mais
precisamente, a quantidade esperada de acertos do participante em n acendimentos seriam

dados por
(0775 X n) Xp+(0725 X n) X (1_]))7

onde p é a probabilidade por ele atribuida ao verde. O que é importante observar é que

na estratégia de “matching” temos em geral 0 < p < 1. Portanto,
(0,75 xn) xp+(0,25xn) x (1 —p) < (0,75 xn)xp+(0,75xn)x (1—p)=0,75 X n.

Isto é, a estratégia de “matching” nunca supera em desempenho a de maximizacao —
aquela em que sempre apostamos na cor que € percebida como mais provavel.

De certa forma, um tipo de estratégia de “matching” ja era perseguido por Pita-
goras. Muitos mateméaticos buscaram enquadrar o mundo nas leis matematicas de forma
a encontrar padroes. Boyer e Merzbach (2012) afirma que os pitagéricos veneravam a
Matemaética, a tomavam nao somente como ciéncia, mas como religido. Quando Pitago-
ras diz que “tudo é ntimero” se refere a esse fato, mas também a tentativa de procurar
padroes a sua volta.

Até hoje as pessoas buscam leis para prever situagoes. Isso se da até mesmo em
sistemas aleatérios, como os niimeros que serao sorteados na Mega Sena ou os resultados

das acoes na Bolsa de Valores?.

Talvez nao entendam o conceito da aleatoriedade ou
simplesmente acreditam que exista um padrao que se repete apos centenas de resultados.

Aparentemente, ndo é apenas o “matching” responsavel por isso. Grandes desco-
bertas foram feitas com o objetivo de se buscar um padrao para um determinado experi-

mento. Foi assim que a Fisica foi criada.

20 http:/ /www.infomoney.com.br/acoes/noticia/416800 /numeros-fibonacci-forma-simples-para-tentar-

prever-reversoes- mercado
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6 LEI DE BENFORD

O aumento da canalhice é o resultado da
md distribuicao de renda.
Millor Fernandes

O livro de Mlodinow (2009) nao preenche as lacunas sobre como conseguiu encon-
trar muitas das solugoes que apresenta para seus exemplos. Por outro lado, hd uma gama
de casos interessantes associados a probabilidade entre outros assuntos. Este capitulo se

propoe a apresentar a Lei de Benford. Uma das ferramentas nas auditoriais de empresas.

6.1 Apresentacao da Lei

Em 1881, o astronomo Simon Newcomb observou que as paginas das tabelas de
logaritmos correspondentes aos primeiros digitos 1 e 2 eram mais gastas do que as dos
digitos 8 e 9. Ele descobriu que alguns algarismos aparecem com mais frequéncia como
primeiros digitos significativos do que outros em alguns conjuntos aleatérios. O cientista
enunciou a lei do Primeiro Digito Significativo, também conhecida como Lei de Benford.
Muitos anos depois, em 1938, a lei foi redescoberta por Frank Benford, mas nenhum deles
a provou, somente Theodore Hill o fez em 1995. Rousseau (2010)

A Lei de Benford diz que em um conjunto de niimeros positivos aleatérios a frequén-
cia dos primeiros digitos significativos de nimeros ¢é desigual. O primeiro digito signifi-
cativo de um ntmero positivo é o digito ndo nulo mais a esquerda em sua representacao
decimal. Para descrever a lei, é conveniente escrever todo nimero em funcio de sua

mantissa. Todo nimero real positivo x, pode ser escrito como
xr=y-10", y €[1,10), n€Z,

y ¢ a mantissa de x e sua parte inteira nos da o primeiro digito significativo de x. A
partir desta representagao, Hill (1995) descreveu os conjuntos { Dy = i} dos niimeros reais
positivos cujo primeiro digito significativo era igual a i da seguinte maneira

{Dy =i} =Ut>_[i,i+1)-10", 1=1,2,...,9.

Esta descrigdo permitiu que Hill (1995) definisse e caracterizasse a o-algebra em que a

funcao probabilidade associada a lei de Benford estivesse bem definida.

Seja 1 € {1,2,...,9}. A Lei de Benford nos diz que a frequéncia de i serd dada
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0 1 2 3 4 ) 6 7

B(7) | 0,3010 | 0,1761 | 0,1249 | 0,0969 | 0,0792 | 0,0669 | 0,0580

0,0511

0,0458

Fonte: Rousseau (2010)

por

1

Segundo a Lei de Benford, o algarismo 1 aparece como primeiro digito significativo cerca

de 30%, o 2, aproximadamente em 18% dos casos e assim por diante até o algarismo 9,

em torno de 5% Mlodinow (2009, p. 92). Esses valores podem ser calculados assim:

e Parai=1
log,q (1 + 1) = log, (1 + 1) = log,y 2 =0, 3010,
aproximadamente 30%.

e Parai=2

1 1 3
log;, (1 + z> = log,q (1 + 2) = log,, 5= log,y 3 — log,, 2

~(),4771 — 0,3010 = 0, 1761,

aproximadamente 18%.

e Parai=9

1 1 10

=1-log,;3*=1-2-log;y3=1—2-0,4771 = 0, 0458,

aproximadamente 5%

A frequéncia de cada algarismo pode ser verificada na Tabela2:



58

Tabela 3 - Frequéncia dos primeiros digitos significativos nos

balancetes
DIGITO | BENFORD % | FREQUENCIA RELATIVA
1 30,1 % 30,74 %
7 5.8 % 5,92 %
8 51 % 5,33 %

Fonte: Gava e Vitiello (2007)

6.2 Aplicagoes da Lei de Benford

Uma aplicacdo para a Lei de Benford é descobrir fraudes financeiras. Essa lei
foi utilizada no caso de Kevin Lawrence. Ele foi acusado de desviar o dinheiro de seus
investidores. O contador forense, Darrell Dorrell, compilou cerca de 70 mil dados ban-
carios referentes a transferéncias e cheques emitidos pelo réu e utilizou a Lei de Benford
Mlodinow (2009, p. 92). Os dados nao passaram no teste, e a investigagdo prosseguiu e
desmascarou o esquema fraudulento de Lawrence e seus socios.

Para explicar como ¢ feita a primeira analise, pode-se utilizar o caso de Wayne
James Nelson, gerente do escritério do Tesoureiro do Estado do Arizona. A maioria dos
cheques que ele passou seguiu o oposto da Lei de Benford, o primeiro algarismo de cada
cheque comegava com 7, 8 ou 9 que sao justamente os algarismos que menos aparecem na
distribuicao. O gerente emitiu os cheques abaixo de 100 mil délares, possivelmente para
tentar encobrir a fraude ou por serem valores que nao chamariam a atencao do governo,
mas ao criar os valores que deveriam ser aleatérios, criou um padrao?.

Outro exemplo de aplicagao da lei foi descrito por Gava e Vitiello (2007). O estudo
utilizou cerca de 2 mil balancetes de 44 empresas publicas brasileiras no periodo de 1986
a 2002. O objetivo era verificar se houve indicio de fraude e associar a mesma ao periodo
de alta ou baixa inflagdo Gava e Vitiello (2007). Os autores registraram a frequéncia dos
algarismos de 1 a 9 em todos os 71.799 balancetes. Alguns dos dados encontrados como
primeiro digito estao na Tabela 3 Gava e Vitiello (2007):

Para verificar se a variagdo em relacdo a frequéncia esperada era aceitavel, os
autores utilizaram alguns testes estatisticos.

Em nosso estudo, a Lei de Benford foi aplicada ao balancete de abril de 2017 do
governo do Estado do Rio de Janeiro®? referente as despesas liquidadas em programas.

Foram, analisados 105 valores, apresentados na Tabela:

21 http://www.journalofaccountancy.com /issues/1999 /may /nigrini.html

22 http://www.fazenda.rj.gov.br
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Tabela 4 - Frequéncia dos primeiros digitos significativos no
balancete de abril de 2017

DIGITO | BENFORD % | FREQUENCIA | F. RELATIVA
1 30,1 % 36 34,29 %
2 17,6 % 22 20,95 %
3 12,5 % 15 14,29 %
4 9,7 % 6 571 %
5 7.9 % 5 4,76 %
6 6,7 % 5 4,76 %
7 5.8 % 5 4,76 %
8 51 % 3 2.86 %
9 4,6 % 8 7.62 %

Fonte: A autora, 2017.

Demos um tratamento andlogo ao proposto por Gava e Vitiello (2007) as discre-
pancia e, aparentemente, ndo ha indicio de fraude, porém, seria necessaria uma pericia
técnica a fim de determinar se de fato nao houve.

Embora seja uma grande descoberta, o fato de um grupo de ntimeros nao seguir a
distribuicao dessa lei, ndo quer dizer que houve fraude, apenas demonstra a necessidade

de haver uma averiguacao mais criteriosa para a amostra Rousseau (2010, p. 15)
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7 O ANDAR DO BEBADO

A imaginacao € mais importante do que o
conhecimento.
Albert Finstein

Este capitulo apresenta um experimento de Mlodinow (2009) aparentemente sim-
ples. Desejou-se mostrar a relagao do andar do bébado com o que é aleatério, um cami-
nhar sem rumo, a sorte o define. O foco deste capitulo é associar o rigor matematico da
enunciacao de teoremas a situagoes praticas. Isso foi uma preocupacao em toda a disser-
tagdo, mas aqui houve um cuidado maior. O objetivo é que o leitor nao tenha lacunas no
entendimento.

Na Matematica, ha uma ideia recorrente de utilizar estruturas simples para resolver
problemas complexos. Esta estratégia sera usada para discutir o exemplo dos filmes do
George Lucas.

Imagine que George Lucas produza um novo filme da série Guerra nas
estrelas e, em um teste de mercado, resolva realizar um experimento in-
sano. Ele lanca dois filmes idénticos, mas com titulos diferentes: Guerra
nas estrelas: episédio A e Guerra nas estrelas: episédio B. Cada filme
tem sua prépria campanha publicitaria e seu programa de distribuicao,
idénticos em cada detalhe, a nao ser pelo fato de que os trailers e pro-
pagandas de um filme dizem Epis6dio A e os do outro dizem Episédio
B. Agora fazemos uma competicdo entre os dois. Qual filme fard mais
sucesso? Suponha que observemos os primeiros 20 mil espectadores e
registremos o filme que resolveram assistir (ignorando os fas obstinados

que assistirdo a ambos e insistirdo na ideia de que existem diferencas
sutis, mas significativas, entre os dois). (MLODINOW, 2009, p. 21)

Como os filmes e suas campanhas publicitarias sao idénticos, podemos assumir
a probabilidade de 50% de cada um ser escolhido. Assim, pode-se utilizar o modelo
matematico no qual a escolha de cada espectador pode ser simulada pelo lancamento
de uma moeda. E intuitivo acreditar que cada filme permanecerd na lideranca durante
a metade do tempo. No entanto, é 88 vezes mais provavel que um dos filmes fique na
lideranga do que a mesma passe de um para outro continuamente (MLODINOW, 2009,
p. 21).

Feller (1957) descreve uma disputa entre duas pessoas. O jogo se baseia em lancar
uma moeda. Uma simples partida de cara ou coroa. O exemplo de Mlodinow (2009)
é inspirado no de Feller (1957) e descreve uma situacao similar. Apesar de serem dois
filmes, ambos sdo iguais. Assim, sua decisao pode ser simulada através do langcamento de
uma moeda. Pode-se associar cada face da moeda com a preferéncia de cada espectador
por um dos filmes. Imagina-se que ha uma fila de pessoas na porta do cinema. Uma

moeda ¢ lancada a fim de simular qual filme o espectador vera.
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O titulo deste capitulo é também o do livro de Mlodinow (2009). Refere-se a uma
caminhada aleatéria. Em relacao aos filmes, a randomicidade rege as decisoes dos espec-
tadores. O assunto aqui tratado foi o mais desafiador nesta dissertagao. Sera utilizado o
artigo de Border (2017) por apresentar uma linguagem de mais facil compreensao. Vamos
combinar as abordagens e notagoes de Border (2017) e Feller (1968).

Ao invés de utilizar as faces da moeda conforme a abordagem de Feller (1957), os
votos em cada filme serao associados a dois ntimeros. Se o escolhido for o A, o voto sera
contado como +1. Se for o B, —1. Cada espectador t, sendo t = 1,2,... tem seu voto

representado por X;. Assim, pode-se realizar a soma desses votos:
Si=X1+Xo+- -+ X,

Se essa soma for um numero positivo, tem-se que o filme A teve mais votos. Se for um
numero negativo, B foi o ganhador da bilheteria. No caso da soma ser nula, houve empate.
Neste caso, Feller (1957, p. 67) diz “convencionaremos afirmar que Peter lidera no n-ésimo
lancamento se S,, > 0 ou S, = 0, mas S,,_; > 0 (isto é, em caso de empate sera declarado
lider o competidor liderou na pentltima jogada).”?® Utilizando a analogia da disputa dos
filmes, em caso de empate no voto t, o Episddio A ainda estara na lideranga se o voto

anterior foi para A. Caso contrario, B serd o lider.

7.1 O que é um passeio aleatério?

Quando uma funcao estd definida em um espaco amostral, ela & chamada de varia-
vel aleatoria. Uma variavel de Rademacher é uma variavel aleatoria que assume apenas

dois estados, cada um deles com probabilidade 1/2. Isto é, X : Q — {—1,1} tal que

Uma sequéncia de Rademacher é uma sequéncia (X;) de variaveis de Rademacher indepen-
dentes. O indice ¢ indica um instante no tempo, que tal como Feller (1968), chamaremos

de época. O conjunto de épocas coincide com o de inteiros nao negativos:
Z,=40,1,2,...}.

A época 0 é o instante que antecede o primeiro langamento da moeda (ou voto).

23 We shall therefore agree to say that as the nth trial Peter leads if either S; > 0 or S; = 0, but S;_; > 0,

(i.e., in case of a tie that player leads who led at the preceding trial).
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Para cada t, definimos a soma acumulada
Si=Xi+--+ X,

Convencionamos que Sy = 0. A sequéncia Sy, S1,59,...,5;,... é chamada de passeio

aleatorio simples no conjunto dos nimeros inteiros.

7.2 Caminhos

Feller (1957) associa o voto do t-ésimo espectador e a soma acumulada S; dos votos
até o momento ao ponto (t,S;). A preferéncia de cada espectador define uma sequéncia
de pontos. Isto é, ele identifica o passeio aleatério (Sy) a um conjunto de pontos do plano

(t,S;). Seguir estes pontos significa percorrer um caminho.

Definicao 3. Sejam z,y inteiros, x > 0. Um caminho s = (So, $1, S2, S3, - - -, Sz) da origem
ao ponto (x,y) € a linha poligonal cujos vértices tém abscissas 0,1,2,...,x e ordenadas
S0, S1, 82, - . ., Sz satisfazendo:

s; — sj—1 = %1, so=0, s;=uy. (4)

Tal como em Border (2017) e Feller (1968), quando nos referirmos ao caminho,
usaremos o s; para indicar a soma acumulada Sj.

Em conformidade com Feller (1957), no contexto da disputa de episédios a abcissa
x = p+m do ponto final de um caminho representa o total de votos, admitindo que cada
pessoa vota em algum dos dois episdédios e que o episédio A tenha recebido p votos e o
episodio B, m votos. Quando uma pessoa votar no episdédio A sera somada uma unidade
positiva ao montante. Se o voto for para o episédio B, serd subtraida uma unidade. Se a
soma parcial sp = X7 + X5 + - - - + X}, é positiva, o resultado parcial até o k-ésimo voto
indica a vitéria de A. Quando ela é negativa, indica a vitéria de B. Ao final da votacao,
temos s, = p — m ¢é o saldo da soma de todos os votos. Se s, for positivo, A vence a
disputa. Para a soma igual a zero, ha empate. Se a soma for negativa, B vence. Em (4),

temos
sj—8j1=X;==x1, paraj=12..., .

A soma atual menos a anterior resulta em um determinado voto X, durante a apuragao.
Se for para o episédio A, X; = +1, para o B, X; = —1. Ou seja, sempre é possivel
verificar para qual episédio foi o j-ésimo voto X;, uma vez que s;_; + X; = s;. Existe

uma bijecao entre a sequéncia de votos e as somas acumuladas.
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7.2.1 Pontos “alcancaveis”

Quando s; = k, para k € 7Z, dizemos que o caminho s visita k na época t. Se existe
um caminho s tal que s; = k, dizemos que o caminho s atinge o ponto (¢, k) ou que o
ponto (¢, k) é alcangével a partir da origem.

Quais pontos do plano pertencentes a Z, X Z sao alcangaveis? Voltemos a disputa
de episddios para analisar esta questao. Considere que t pessoas assistirao ao Episodio A
ou ao Episodio B. Assim, a soma dos votos de cada episddio corresponde ao total de votos
t. Sendo p o numero de votos do episédio A e m, do B, entdo t = p + m. Assumindo
que para cada voto em A foi registrado como +1 e para o B, como —1, obtemos a
soma acumulada de votos S; = p — m = k. Se associamos a esta votagdo o caminho
s = (sg,81,..-,5), vemos que o ponto (¢,k) é alcancavel. Note que todo caminho que

atende a Definicao 3 pode ser associado a uma votagao entre os dois episodios.

Proposicao 2. Para que o ponto (t, k) € Z, X Z seja alcangdvel, devem ezistir inteiros

nao negativos p e m, tais que
p+m=t e p—m==k. (5)

Corolario 1. Se (t,k) € Z, X Z é alcangdvel, entio as coordenadast e k tém a a mesma
paridade. Além disso, t > |k

Demonstragio. Seja (t, k) € Z, x Z alcangavel. Como t € Z, tem-se duas possibilidades

para t:

i) t é par. Isto é, t = 2v para algum v € Z,. Sabemos que existe uma solugao inteira

nao negativa de (5):

2u=p+m
k=p—m
Logo

k=2v+p)=2v—m).

Portanto, se t é par, k também deve ser par para que (5) tenha soluc¢do inteira nao
negativa. Neste caso
_t+k t—k

m=—-.:

p=—5" ¢ 2

ii) ¢ é impar. Isto é, t = 2v + 1 para algum v € Z,. Sabemos que existe uma solugao
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inteira nao negativa de (5):

2u+1=p+m

k=p—m
Logo
k=2v+p +1=2(vr—m)+1

Portanto, se ¢ é impar, k também deve ser impar para que (5) tenha solugao inteira

nao negativa. Neste caso

t+k t—k
= — e m —= ———.

P=5 2

Como t = p+ m, temos p,m < t. Como k = p — m, temos
—t=0—-t<k<t—-0=t.

[]

O ponto (5,4) nao é alcangavel. De fato, para (¢, k) = (5,4), o sistema (5) ndo tem
solucdo (p,m) em Z, X Z.
De maneira andloga a Feller (1957), Border (2017) define a quantidade de caminhos

possiveis até um ponto alcangavel.

Definicao 4. O nidmero de caminhos até um ponto (t,k) € Z, x Z é denotado por Nyy.

Se (t, k) ndo for alcangdvel, entao Ny = 0.

Na Proposigao 3, Border (2017) nos mostra como determinar o niimero de caminhos

até um ponto alcancavel (t, k).
Proposicao 3. Se (t,k) é um ponto alcangdvel, entao

Ny = (tf—k:) = <t—tk> (6)

2 2

Prova. Pela Proposicao 2, ha inteiros nao negativos p e m tais que (5) é satisfeita. Utili-
zando a analogia dos filmes, p é a quantidade de votos no filme A. E o ntimero de vezes
que aparece o +1; m é a quantidade de vezes que aparece —1. Na soma dos votos, +1 e

—1 podem aparecer em qualquer ordem, assim, o total de organizacoes possiveis é uma



Figura 6 - Os pontos alcancaveis

estao em preto.
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Fonte: Border (2017).
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Figura 7 - Alguns caminhos até (5,1)

3 34
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Fonte: A autora, 2017.

permutacao com repeticao de t = p + m. Dessa forma:

e 157 = ) () - 1)
P plm! m - -

2 2

Entao existem exatamente N, caminhos diferentes da origem ao ponto (¢, k).

A Figura 7 ilustra alguns caminhos da origem até o ponto alcangavel Ny = (5, 1).
H& dez caminhos possiveis ligando a origem ao ponto /N;. Pode-se pensar em uma deter-
minada sequéncia de passos e depois utilizar permutagao com repeticao. Pode-se tragar
qualquer poligonal da origem ao ponto escolhido. Usando a Figura 7, tem-se que ha trés
subidas e duas descidas. Associando aos episddios, A foi escolhido trés vezes e B duas.

~ . . ~ 3,2
Sao cinco votos, assim a permutacao P

= 10 caminhos.

Dizemos que um caminho da origem até (¢,k) tem comprimento t. Feller (1957)
explica que se a ordenada do ponto final (¢,%k) nao for determinada e tivermos fixado
apenas o numero de espectadores t, tem-se 2¢ caminhos distintos de comprimento ¢ que
partem da origem. De fato, para cada espectador ha duas possibilidades de escolha. Assim
o voto de cada um deles pode ser associado ao langcamento de uma moeda. Assim, para
cada um dos t votos, tem-se duas opcoes, resultando em 2' caminhos ligando a origem a
um ponto (¢, k) para algum k € Z. Se k > 0, o episédio A vence, se k < 0, B vence e se
k = 0, houve empate. Um ponto qualquer (¢, k) pode ser ligado a origem por um caminho,

se t e k forem da forma (6). Sempre se pode tragar poligonais de um ponto qualquer do
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plano a origem, mas aqui hd condi¢bes que devem ser satisfeitas (4). p,m € N pois
representam a quantidade de votos em cada um dos episédios. Além disso, na definigao,
t € N, de fato, pois representa a quantidade total de votos. Pela definicao de t e k, na
situacao em que episédio B fosse o mais votado, k assumiria valor negativo.

Em um caminho, a ordenada s, também admite uma outra interpretacao: ele
representa a posicao de uma particula que se move ao longo do eixo vertical partindo da
origem; a cada época ela se move uma unidade para cima se o episédio A recebeu um
voto, ou para baixo, se o voto foi para o episédio B. Na época n, a posicao da particula é
o ponto s, do eixo vertical. O caminho s = (s, $1, .. ., S,) representa o diagrama espago-
tempo do passeio aleatorio (.S;), o eixo horizontal faz o papel do eixo temporal. (FELLER,
1957, p. 74).

Assumiremos que todos os caminhos sao igualmente provaveis. A descricdo dos
eventos associados a passeios aleatorios é feita basicamente através da imposi¢ao de con-
di¢oes sobre as somas S;. O evento “na época n, a particula estd na posi¢ao r” serd
denotado por {S,, = r} e sua probabilidade P(S,, =), por p,,.

Border (2017) denota a probabilidade de se alcangar um determinado ponto (¢, k)
por px = P(S; = k).

Corolario 2. Se (t,k) é um ponto alcangdvel, entdo

t —t
pre=|t+k| 27 (7)
2

Os caminhos que foram contados em (6) sempre partem da origem (0, 0) do sistema
de coordenadas. A partir disso, define-se um recurso que sera utilizado algumas vezes no

futuro. Considere a nova origem no ponto (g, ko), tem-se:

Corolario 3. Se (t1, k1) é um ponto alcangdvel a partir de (tg, ko), o nimero de caminhos

que ligam esses pontos é

Ntl—to,kl—ko (8)

Neste caso, (to, ko) se tornou a nova origem, e utilizamos a férmula (6).

7.3 Principio da Reflexao

Feller (1957 apud BORDER, 2017) usa os caminhos como ferramenta central para
andlise de passeios aleatérios e de suas aplicacoes. Assume que é possivel manipular
trechos deles. Cortar, transladar, rotacionar sao algumas das técnicas utilizadas. Assim,

busca uma bijecdo entre os caminhos que deseja contar com outros. A ideia é facilitar
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Figura 8 - Exemplo do Principio de Reflexao

Fonte: A autora, 2017.

a contagem para definir a probabilidade desejada. O primeiro método utilizado foi o

Principio da Reflexao.

Lema 1 (Principio da Reflexao). Sejam (t1, ki) um ponto alcangdvel a partir de (to, ko)
e ambos do mesmo lado do eizo x. FEntao hd uma correspondéncia biunivoca entre o
conjunto dos caminhos de (to, ko) a (t1,k1) que tocam ou cruzam o eixo x com o conjunto

de todos os caminhos que vao de (to, —ko) a (t1,k1).

Prova. Sem perda de generalidade, assuma que as coordenadas de A = (to, ko) e B =
(t1, k1) sdo nimeros inteiros e positivos, ou seja, t; > to > 0, ko, k; > 0. Por reflexao de A
em relagdo ao eixo x, é encontrado o ponto A’ = (¢, —ko) (Figura 8). Um caminho de A
para B é definido como na Definigdo 3, com A sendo a origem.

Considere um caminho {s;, = ko, Stgs1,---,54, -1, = k1} de A para B tendo um
ou mais vértices no eixo x. Seja t* a abscissa do primeiro ponto em que o caminho toca
o eixo x (Figura 8); ou seja, escolha t* tal que s, > 0,...,8_1 > 0,8+ = 0. Entao
{=519, —Stgt1s -y —St—1, 8 = 0,8p11, Sp=42, - - -, S, 1} € um caminho ligando A" a B e
tendo 1" = (t*,0) como o primeiro vértice do eixo z. As se¢bes AT e A'T sendo reflexdes
uma da outra, garantem a existéncia uma correspondéncia um a um entre os caminhos

A’ para B e os caminhos de A para B. H

Para visualizar o Principio da Reflexao, considere na Figura 8, os pontos A =
(to, ko), B = (t1,k1) e Ay = (to, —ko). O caminho vermelho é a reflexdo do trecho que
encontra pela primeira vez o eixo x no ponto t*. Com este procedimento, é possivel
estabelecer uma correspondéncia biunivoca entre os caminhos de A até B que tocam ou

cruzam o eixo e os caminhos de A’ até B.
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7.4 Apuracgao parcial da votacao

O entendimento do comportamento da disputa de episddios serd feito basicamente
através da imposicao de condicoes sobre as somas .S;. O evento “na época n, a apuracao
parcial dos votos é igual a " serd denotado por {S,, = r} e sua probabilidade P(S,, = r),
por p,,. Veremos nesta secao algumas situagoes especiais que podem acontecer durante

a votacao e que serao lteis na andlise da disputa de episodios.

7.4.1 Contando caminhos

O primeiro resultado desta segdo é consequéncia do Principio da Reflexao (Lema 1).

Apresentaremos um detalhamento da prova feita por Border (2017).

Teorema 1 (Teorema da Elei¢ao). Se k > 0, entao hd exatamente

k

- Nn,k

n

caminhos da origem ao ponto (n,k) que satisfazem sy >0, t=1,2,...,n.

Prova. Se s; > 0 para todo t,t = 1,2,...,n, entdo s; = 1, ou seja, o primeiro voto nao
foi para o episddio B, caso em que teriamos s; = —1, uma vez que s; > 0, Vt.

Como todo caminho considerado tem s; = 1, para contar todos os possiveis ca-
minhos até (n, k), basta tomar o ponto (1,1) como ponto de partida. Pelo Corolario 3,
o numero total de caminhos de (1,1) para (n,k) é N,,—1,-1. No entanto, nem todos os
caminhos que partem de (1,1) nos interessam. Alguns destes caminhos tocam o eixo z,
assim, nao satisfazem s; > 0. Quantos destes caminhos tocam o eixo x?7 Pelo Principio
da Reflexdo (Lema 1) essa quantidade coincide com a dos caminhos que ligam (1,—1) a
(n,k). O Corolario 3 aplicado ao ponto (1, —1) como ponto de partida nos d& N, _j 1.
Vale lembrar que dentre os caminhos contados em N,,_; ;1;, também considera caminhos
que cruzam o eixo x. O objetivo é contar quantos tocam, assim, se cruzou é porque tocou
antes.

Assim, o ntimero de caminhos de (1,1) a (n, k) que nao tocam o eixo x é:

Nn—Lk—l - Nn—l,k+1

Considere p e m como em (5). Isto é,

n-+k n—=k
P= 2
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Entdao** p+m=mn,p—m==k, n+k = 2p. Assim:

n—1 n—1 n—1 n—1
No-ip1—Npcipri=|n—-1+k—-1)—-|n—-1+k+1|=|n+k—-2|—(n+k

2 2 2 2

Substituindo n + k = 2p e n = p + m, tem-se:

_(m+p—1 B m+p—1
_< p—1> < p )

(m+p—1)! _ (m4p-1)
p=Dm+p-1—-(-1)) pl(m+p-1-p)

_(m4p-—1! p (m+p-1! m
p—1m! p  plm—-1) m
_(p=m)(p+m—1)! ptm
N plm! p+m
_p—m (p+m)
Cp+m o plm!
k —k
Substituindo p+m =n, p = n—;— em = nT, tem-se:
k ! k
n o (vtkfo)l. (n=kf2)l  n ’

]

Segundo Feller (1957), ha vérias interpretagoes para o problema tratado no Teo-
rema 1. Originalmente, ele foi enunciado em 1887 por Bertrand. Em uma delas, considera-
se uma votacao com dois candidatos P e (), com p e q votos respectivamente. Admitindo
p > ¢, a probabilidade de nao haver mudanca na lideranca durante a contagem de votos
é P=4/pt+q. Nao podemos utilizar o Teorema 1 para resolver a disputa de episdios pois ele
exige o conhecimento da quantidade de votos recebido por cada concorrente.

Denotaremos

e ()

Teorema 2. Entre 0s Ny, caminhos ligando a origem ao ponto 2n do eixo x, ha:

(a) exatamente Lo, o caminhos tais que:

31>0752>07"'752n71>0752n:() (10)

24 basta somar as duas equacdes primeiras para encontrar a tltima igualdade
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Figura 9 - Caminho tipico

Fonte: Feller (1957).

(b) exatamente Lo, caminhos tais que:

8120782207"'a82n—12078271:0 (11)

(c) exatamente Lo, caminhos tais que:

Sl20782207"'78271—1:1782%:2 (12)

Prova. Cada caminho que satisfaz a condigao (10) passa pelo ponto Ny = (2n—1,1) e pelo
Teorema 1, o nimero de caminhos da origem até N tais que s1 > 0,89 > 0,...,59, .9 >0

¢ igual a

1 o — 1 1 (2n—-2) 1 (2n-2
. — . = — :Ln_, ]_3
2n —1 (n—l) 2n—1 nl(n—-1)! n <n—1> n=2 (13)

Isto prova (a).

Considere um caminho s de comprimento 2n + 2 que satisfaz a condigao (10). Isto
é, s vai da origem O = (0,0) até N = (2n+2,0) e s, > 0 para t = 1,2,...,2n. Omitindo
o primeiro e o ultimo lados, temos um caminho s’ que liga o ponto O; = (1,1) para
N1 = (2n—1,1) e a0 mesmo tempo é tal que todos seus vértices estdo em cima ou acima
da reta y = 1 (veja Figura 9). Considerando a origem em O;, temos um caminho da nova,
origem ao ponto N; (que tem as novas coordenadas (2n,0)), nenhum desses vértices estao
abaixo do novo eixo x. Temos entao estabelecido uma correspondéncia um a um entre
caminhos que satisfazem (11) e todos aqueles de comprimento 2n + 2 que satisfazem (10),
e o teorema fica provado.

Sejam A = {s, 1 > 0,85 >0,...,82,.1 > 0,80, =0} e B={s, s1 > 0,85 >
0,...,80m1 = 1,8, =2} e F: A — B tal que para cada s € A associa s = F(s) =
(81,...,82,-1,2). F é uma bijecdao. Logo, A e B tém a mesma quantidade de elementos.

0
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Figura 10 - Caminho s

(1,1)

(0,0)

Fonte: A autora, 2017.

Como

|{S, §1>0,8>0,...,89,.1>0,89, = 0}| = Loy,_o

|{51 Z 0, 59 Z 07 <oy S2n—3 Z 07 Sop—2 = 0}| = L2n—27

o Teorema 2 nos diz que ha tantos caminhos para (2n,0) com todos os vértices interiores

acima do eixo x como ha para (2n — 2,0) sem vértices abaixo do eixo x.

Considere
e Z, é conjunto dos caminhos que satisfazem? s, = 0.
e P, é o conjunto dos caminhos que satisfazem s; > 0,...,s; > 0.
e N; é o conjunto dos caminhos que satisfazem s; > 0,...,s; > 0.

Mostraremos agora algumas relacoes tteis entre os conjuntos Z;, P; e N,
Lema 2. Hd uma correspondéncia um para um entre Pay, € Nom_1.

Prova. Todo caminho s de Ps, passa por (1,1) e satisfaz s; > 1 para j = 1,...,2m, pois
em Ps,,, todas as somas parciais sdo positivas. (No contexto da disputa de episddios,
como o primeiro voto foi 1, vemos que ele foi para o Episédio A.)

Vamos considerar o ponto (1, 1) como nova origem do plano cartesiano (Figura 10).

Deste modo, cria-se a partir de s, um caminho s’ de comprimento 2m — 1 (Figura 11). O

25 Quando Border (2017) utiliza Sy, ele se refere aos somatério dos votos; quando usa s; se refere aos

caminhos, necessariamente ao ponto gerado pelo voto ¢ apurado que gerou o somatério S;.



73

Figura 11 - Caminho s’ partindo da nova origem (1,1)

Fonte: A autora, 2017.

primeiro voto foi contabilizado, sobraram 2m — 1. Precisamente, s’ = (s{, 81, ..., S5,_1) =
(31 —1,82— 17---732m_ 1)

Dessa forma, s’ € I'y,,_1. O

Lema 3 (Lema de Nelson). Hd uma correspondéncia um para um entre Za,, € Noy,. Mais
ainda, a cada caminho em Zs,, que possui um valor minimo —k, corresponde um caminho

em Nam que termina em (2m, 2k).

Prova. Para provar o lema, indicaremos como construir uma funcao bijetiva F' : 25, —
Nop.

Considere um caminho s em Z,,,. Ele assume um valor minimo —&* < 0 em algum
ponto t < 2m, possivelmente —k* é assumido mais de uma vez. Seja t* o menor ¢ para o
qual s; = —k*.

Observe que se o caminho s ja é um elemento de Ny, temos s, > 0 para t =
0,...,2m. Consequentemente, k* = 0 e t* = 0. Neste caso, definimos F(s) = s. Caso s
nao pertenca a Nj,,, temos necessariamente s; < 0 para algum 0 < ¢t < 2m. Logo, k* > 0
e 0 < t* < 2m (Figura 12). Vamos construir um caminho s" em Ny, da seguinte maneira

(veja Figura 13):
e Tome o trecho do caminho s que vai de (0,0) até (t*, —k*).
e Reflita este trecho em relagdo a reta vertical ¢t = ¢*.

e Deslize o trecho refletido até que o antigo ponto final (¢*, —k*) coincida com o ponto
(2m,0).

e Considere (t*, —k*) como a nova origem do plano cartesiano.

O caminho s pertence a Ny, e definimos s’ = F(s) (veja Figura 14)

S/ = (St* + k?*, Stx41 -+ k*, ey Som -+ k*, Spr_1 + 2]{3*, Loy 87 —+ 2k'*,2k'*>



Figura 12 - O caminho s nao pertence a N,

(f’*: _k-"*)

Fonte: Border (2017).

Figura 13 - Construc¢ao do caminho s’

(?f*: _k*)

Fonte: Border (2017).
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Figura 14 - O caminho s’

Fonte: Border (2017).

Mostraremos agora que F' é inversivel: seja s um caminho em MN5,,. Se ss, = 0, temos
F~1(s) = 5. Se sy, > 0, sabemos pelo Corolario 1 que sy, é par. Isto é, sy, = 2k, para
algum inteiro k > 0. Considere £ a tiltima época em que s; = k (veja Figura 15) Vamos

construir um caminho s’ em Z,,, da seguinte maneira:
e Tome o trecho do caminho s que vai de (, k) até (2m, 2k).
e Reflita este trecho em relagao a reta vertical t = ¢.

e Deslize o trecho refletido até que o antigo ponto final (£, k) coincida com a origem

(veja Figura 16).
e Considere o ponto inicial como a nova origem do plano cartesiano (veja Figura 17).

O caminho s’ pertence a Z,,:

8,:(ng—2E,SQm,1—QE,...,S{—2E,81—E,...,Sz 1—]{,0).

O procedimento descrito para construcao de s’ inverte o descrito na defini¢ao de F'. Pro-

vamos assim a correspondéncia um a um entre Zs,, € Noy,. O

7.4.2 Lema principal

Border (2017) diz que a abordagem geométrica sera utilizada para provar o Lema

a seguir.



Figura 15 - Ultima época em que s; = k

2k

v/

Fonte: Border (2017).

Figura 16 - Deslize o trecho refletido até a origem

Fonte: Border (2017).
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Figura 17 - O caminho s’ = F~1(s)

Fonte: Border (2017).

Lema 4. Sao idénticas as probabilidades:

P(Som = 0), (14)
P(S1#0,...,5m #0), (15)
P(S1>0,..., S, > 0), (16)
P(S; <0,...,8m<0), (17)
2P(S1 > 0,...,5, >0), (18)
2P(S; <0,..., S, <0). (19)

Prova. Observe que todos os eventos citados podem ser associados a caminhos de com-
primento 2m. Para calcular a probabilidade P(E) de um evento E associado a caminhos
de comprimento 2m, é preciso determinar a quantidade de caminhos associadas ao evento
E e dividir por 22™.

A probabilidade em (16) esta associada a situacdo em que o Episédio A sempre
vence. Podem ocorrer empates, mas A sempre esta na lideranga, pois nao ha S; < 0. O
caminho nao cruza o eixo x. Assim, ndo ha troca de lideranca. Na probabilidade (17), é

a mesma situacdo, porém quem sempre lidera é B. Nos dois casos, por simetria?®, temos
{s, 51 >0,...,89m >0} =|{s, 51 <0,...,89,m <0}.

Portanto, P(S; > 0,...,S5, >0)=P(S; <0,...,S5, <0).

Analogamente, (18) e (19) correspondem a vitérias, sem empate, para A e B

26 Basta definir F': {s, s1 > 0,..., 89, >0} — {5, 51 <0,...,52, <0}, F(s) = —s.
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respectivamente. Por simetria, temos
{s, 51 >0,...,89, >0} =[{s, s1<0,...,5, <0}.

Portanto, P(Sl > O,...,ng > O) = P(Sl < O,...,ng < O)
Vamos agora calcular P(S; # 0, ..., S, # 0). Note que

{s, 51 #0,..., 80, #0} ={s, 51>O,...,52m>O}U{s, s1<0,...,89, <0}

Portanto

P(S)£0..... Sy #0) = 22120 con 201

s, 51 >0,..., 50, >0} + [{s, 51 <0,..., 50, <0}
- 22m

W op(S, >0,...,8m>0) 2 2P(S, <0,...,S5, <0).
Serd demonstrada a igualdade entre (16) e (18). O Lema 2 mostra que ha uma bi-

jecao entre os conjuntos Pa,, € Naym,—1. Logo estes conjuntos possuem a mesma quantidade

de elementos.
‘PQm’ = ‘Nmely'

Como 2m — 1 é {mpar, sabe-se pelo Corolario 1 que sy, ; > 0 para todo s’ € Na, 1.
Somente para uma quantidade par de votos seria possivel obter um empate no ultimo

voto. Com a bijecao, cada caminho s em Ps,, pode ser associado a um tnico caminho

s" em N3,,_1. Como queremos comparar as probabilidade P(S; > 0,...,S5, > 0) e
P(S1>0,...,S, > 0), vamos construir a partir de s’ um elemento s” de Na,,
s = (5/17 SR Sl?m—l» ng)

S6 ha duas possibilidades para o tltimo voto. Se for para o Episédio A, sera adicionado
+1ash, ;,assim s; > 0. Se o filme escolhido for o B, serda somado —1, assim, s > 0.

Assim, o niimero de caminhos do conjunto N5, é o dobro de N,,_;. Isto é,
‘N2m| = 2’N2m71|-

Entao

_ |N2m| _ 2|-/\/’2m—1| _ 2|P2m| _

22m 22m 22m

P(S1 >0,...,5, >0)

2P(S; > 0,...,S, >0).
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Isto é
P(SlZO,...,SQmZO):P(Slzo,...,SQm_lZO):QP(51>O7...,SQm>O).

Conclui-se que as probabilidades em (16) e (18) sdo iguais. Para concluir a prova do
lema, vamos mostrar que as probabilidades em (14) e (16) s@o iguais. Pelo Lema de

Nelson (Lema 3), temos

|sz| = ’N2m|-
Entao
|Z2m’ |N2m|
P(ng:()): 22m = 922m :P(Sl 207752m20)

7.4.3 Empates

Deseja-se saber se houve troca na lideranca de um dos filmes. Assim, é preciso
contar o nimero de vezes que os caminhos cruzaram o eixo x. Primeiramente, é preciso
contar quantas vezes eles tocaram o eixo mencionado. Estudaremos agora os caminhos
que unem a origem a um ponto N do eixo x (observe que uma abscissa impar no eixo x

¢ impossivel como ponto final de caminhos deste tipo). Temos N = (2n,0).

Defini¢ao 5 (Retornos ao zero). Quando um caminho toca o eizo x, diz-se que retornou

a zero ou a origem. Neste caso, sy = 0 para algum voto t.

Segue da Proposicao 3 que t é par. Podemos também entender esta condigao
considerando um caso particular. Suponha que os primeiros a votos foram para o Episodio
A. Assim, a partir da origem, (0, 0), foram adicionados a segmentos de comprimento 1 com
coeficiente angular +1. Para que s; seja zero, é preciso que se tenha a mesma quantidade
de votos no Episédio B. Dessa forma, s; = 0 apds t = 2a votos.

Considere t = 2n. O ndmero de caminhos da origem a (2n,0) é Ny, o, entdo pelo
Corolario 2, a probabilidade us, de um caminho de comprimento 2n terminar no ponto
(2n,0) é dada por:

Uom = <2n> L972n, (20)

n
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Uzn = P(Sa, = 0) é a probabilidade de ocorrer um empate?’ na época t = 2n.

Definig¢ao 6 (Primeiro retorno ao zero). Quando um caminho toca o eizo x na época 2m e
s517# 0,50 #0,...,82m—1 # 0, diz-se que aconteceu o primeiro retorno a zero. Denotamos

por fom a probabilidade de ocorrer o primeiro retorno a zero na época 2m. Isto €,
fom = P(S1# 0,52 #0,...,89,_1 # 0,53, =0).

Como consequéncia do Lema 4, temos

Corolario 4. Uma formula explicita para fo,, €

1 1 2m\ 1
m — m—2 m — ~ m — <~ 1 o :1,2,.... 21
/2 Ugm—2 — U2 2m—1u2 om — 1<m>22m (m ) (21)

Prova. Como 2m — 1 é impar, pelo Corolario 1, temos necessariamente g, 1 # 0.
Logo, podemos escrever o evento primeiro retorno na época 2m como (57 # 0,5y #
0,...,%m_2 # 0,59, =0). Os caminhos associados a este evento pertencem a diferenga
entre dois conjuntos: o conjunto dos eventos em que s; nunca se anula até a época 2m — 2

menos o dos eventos em que s; nunca se anula até a época 2m. Isto é,

{87 Sl%0782#07"'782771—2%0782771:0}:
={s, s1£0,80#0,...,8m 2Z0}\ {s, s1#0,8#0,...,89, # 0}

Observe que para caminhos de comprimento 2m, temos

{5, 51# 0,520 #0,..., 825 # 0} C{s, 51 £0,80#0,..., 52,2 # 0}

Além, disso a quantidade de caminhos de comprimento 2m tais que s; # 0,59 # 0, ..., So;_o #
0 é igual a quatro vezes a a quantidade de caminhos de comprimento 2m — 2 tais que
s17# 0,80 #0,..., 89, 2 # 0. temos

P((Sl%07527{07"'7S2m72%0)\(sl#0752%07"'7527717&0))
:4-\{57 $1# 0,8 #0,...,80m o2 Z 0} —|{s, 51 #£0,80#0,..., 580, #0}

22m

= P(Sy £0,8 #£0,...,Smm2#0)— P(Sy £ 0,8 £0, ..., S, #0)

que pelo Lema 4 ¢é igual a

= Ugm—-2 — U2m-

27 Nada se sabe sobre a quantidade de vezes que isso ocorreu até ¢t = 2n.
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Por (20), temos

2m — 2 2
Uom—2 — Ugam = (T;n_ 1 ) . 272(m71) — <::> . 272m

(2m — 2)! 1 4m?
= — U m = — U m
(m—1)(m—1)122m=2 ™~ om@2m —1) °

2m 1 1 2m\ 1
:< —1>u2m:u2m: —
2m — 1 2m — 1 2m — 1\ m ) 22m

— Uom

]

Podemos obter também uma férmula recursiva para o retorno ao zero envolvendo

0 primeiros retornos.

Corolario 5. Para m > 1, temos
Uom = Z f2ru2m—2r~ (22)
r=1

Prova. Se um retorno a origem acontece na época 2m, entao o primeiro retorno ao zero
acontece em uma época 2r < 2m. Neste caso, todo caminho s de comprimento 2m da
origem até o ponto (2m,0) cujo primeiro retorno ao zero aconteceu no ponto (2r,0) pode
ser decomposto em um trecho de comprimento 2r em que s; # 0,80 #0,...,89.1 #0 e
um trecho de comprimento 2m — 2r em que sy, = 0. Portanto, a quantidade de caminhos
de comprimento 2m da origem até o ponto (2m, 0) cujo primeiro retorno ao zero aconteceu

no ponto (2r,0) é dada por
22T : f2r : 22m—2r * Uogm—2r -

Somando sobre 7, obtemos (22). O

7.5 Na liderancga

O foco desta secao ¢é analisar a probabilidade de um dos filmes permanecer na
lideranga. A probabilidade ter sido escolhido pela maioria dos espectadores. Feller (1957)
afirma que a probabilidade de haver troca na lideranca é proxima de zero. Em caso de
empate na época t, Feller (1957 apud MLODINOW, 2009) define que a lideranca é do
competidor que ganhava até o voto t — 1. E uma hipétese razodvel pois o empate nao
caracteriza troca na lideranca.

Feller (1957) descreve um apostador ficticio Peter. A cada jogada de uma moeda
honesta ele ganha ou perde uma unidade. A sequéncia de vitérias e derrotas é associada

a um caminho, uma linha poligonal em que cada vitéria é associada a um segmento de
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Figura 18 - Vitéria de Peter

Fonte: A autora, 2017.

Figura 19 - Derrota de Peter

Fonte: A autora, 2017.

comprimento 1 e de coeficiente angular +1. Quando Peter perde, pode-se associar a um
segmento de comprimento 1 e de coeficiente angular —1. Quando a linha poligonal tocar
o eixo horizontal, a quantidade de sucessos e o numero de fracassos estarao empatados.
Se a linha cruzar o eixo, isso implica mudanca na sorte de Peter, troca da liderancga. Se o
ultimo segmento estiver acima do eixo z, Peter venceu. Se o segmento estiver abaixo do
eixo, ele perdeu.

Pode-se pensar nesta estrutura com dois participantes. Considere os jogadores A
e B. O segmento com coeficiente angular positivo é a representacao da vitéria de A em
uma tentativa. Ja o segmento com coeficiente angular negativo, é o sucesso de B em uma
jogada. Cada tentativa ird corresponder a um segmento formando uma linha poligonal.

As ordenadas dos vértices dessa linha representam o saldo dos pontos acumulados pelos



83

dois jogadores ao longo de uma sequéncia de rodadas. Cada poligonal determina um
caminho diferente. Todos os possiveis caminhos caracterizam todos os possiveis resultados
de partidas sucessivas entre os jogadores A e B. E preciso analisar todos os caminhos
possiveis a fim de calcular a probabilidade de mudar a lideranca. Nao é factivel listar
todos os casos possiveis. Serao utilizados teoremas.

Analogamente, podemos adaptar esta perspectiva para a disputa entre os episddios.
Toda vez que o Episédio A receber um voto, serd acrescentado um segmento de compri-
mento 1 com coeficiente angular positivo. Quando o Episédio B receber um voto, vamos
associar um segmento de comprimento 1 e de coeficiente angular —1. Assim, a sequéncia
de votos dados aos episddios correspondera a uma poligonal. Sempre que ela estiver acima
do eixo x, significa que A esta com mais votos acumulados do que B. Analogamente, para
o caso de B estar vencendo, a poligonal estara abaixo do eixo x. Dessa forma, o Episodio
A estd na lideranga enquanto a poligonal estiver acima do eixo x. Quando estiver abaixo
do eixo, B estara a frente da disputa. Quando a poligonal encosta no eixo x ao se contar
o k-ésimo voto, ha empate na soma acumulada de pontos de cada episédio. Neste caso,
ainda nao houve a mudanca na lideranca. Para verificar quem tem vantagem até este
momento, é preciso verificar qual episddio era o lider até o voto k — 1.

E importante observar, que a anélise de lideranca feita por Feller (1957) e adap-
tada por Mlodinow (2009) para a disputa de episddios nao esté interessada na lideranca
ininterrupta e sim na analise dos periodos em que cada episddio se manteve na lideranca.
Para esclarecer este aspecto, vamos retomar Feller (1957). A apuragio parcial da votagao
nos episddios A e B até o t-ésimo voto pode ser acompanhada em S; ou s;.

Em conformidade com Feller (1957)%%, diremos que o episédio A estd na lideranga
entre a época k — 1 e k se o segmento que liga os pontos (k—1,s,_1) e (k, si) encontra-se
acima do eixo x, isto é, se ao menos um dos vértices sp_1 ou s é positivo (neste caso,
o outro vértice é positivo ou nulo). Analogamente, diremos que o episédio B estd na
lideranga entre a época k — 1 e k se o segmento que liga os pontos (k — 1,s,_1) e (k, sx)
encontra-se abaixo do eixo z, isto é, se a0 menos um dos vértices s;_1 ou s; é negativo
(neste caso, o outro vértice é negativo ou nulo).

Feller (1968, p. 78) observa que nossa intuigao nos leva a acreditar que em uma
longa disputa de lancamentos de uma moeda entre dois jogadores, cada um deles per-
maneceria cerca de metade do tempo na lideranca, e que a troca de lideranca nao seria
um pouco frequente. No entanto, o préximo resultado nos mostra que neste caso, somos
traidos por nossa intuicdo. O proximo teorema analisa a fragao do tempo total em que a

particula permanece acima do eixo x. No contexto da disputa dos episddios, o teorema

28 We shall say that the particle spends the time form k —1 to k on the positive side if the kth side of its
path lies above the x-azis, that is, if at least one of the two vertices sp_1 and sy is positive (in which case
the other is positive or zero). (FELLER, 1957, p. 77)
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nos dird a probabilidade do episédio A permanecer na lideranga ao longo de uma fracao
do total de votos. Por vezes, esperamos que a fragao 1/2 (isto é, permanecer na lideranga
durante metade dos votos) seja a mais provavel. No entanto, acontece exatamente o con-
trario. As fragdes proximas a 1/2 sdo as menos provdveis. Enunciaremos o teorema® no

contexto da disputa de episddios.

Teorema 3. Seja aoy 2, a probabilidade de que durante o intervalo de 0 a 2n o episédio
A permaneca durante 2k votos na lideranca e o episédio B permaneca durante 2n — 2k

votos na lideranca. Entao
Qiok 2n = Uk U2p—2k, k=0,1,...,n. (23)

Prova. A probabilidade de que o episédio A permaneca na lideranga durante todo o
intervalo de 0 a 2n é dada por (16) e coincide, pelo Lema 4, com (14) que foi calculada,
em (20):

2
P(Slz();752m20):P(52m:O):U,2n: (;) _2—271‘

Portanto, gy 2, = Uty = Ug,. Analogamente, usando (17) do Lema 4, obtemos o 2, =
UgUsa, = Usoy. Isto é, cada episddio tem a mesma probabilidade de permanecer na lideranca
durante todo o intervalo de 0 a 2n.

Resta provar (23) para 1 < k < n — 1. A prova sera feita por inducao sobre n.
Antes da inducao, vamos deduzir uma expressao para oy, 2, recursiva que envolve também
probabilidades de primeiro retorno ao zero.

Se o episddio A permaneca durante 2k votos na lideranca e o episdédio B permaneca
durante 2n—2k votos na lideranca, em algum momento houve um empate. Seja 2r a época
em que ocorreu o primeiro retorno ao zero. Como 1 < k < n — 1, temos 2r < 2n. Isto ¢,
o primeiro empate deve acontecer antes do término da votagao. Do contrario, apenas um
dos episddios permaneceria o tempo todo na liderancga. Assim, como o primeiro empate
acontece na época 2r, o caminho s associado a disputa dos episodios pertence a uma das

duas classes:

e Na primeira classe, o episédio A liderou durante todo o intervalo de 0 a 2r.

29 Em Feller (1957, p. 77), Theorem 1: Let aog 2, be the probability that in the time interval from 0 to
2n the particle spends 2k time units on the positive side and 2n — 2k time units on the positive side and

2n — 2k time units on the negative side. Then

Q2K 2n = U2kU2n—2k
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e Na segunda classe, o episddio B liderou durante todo o intervalo de 0 a 2r.

Na primeira classe, temos necessariamente r < k£ < n — 1, e no trecho do caminho
s posterior ao vértice (2r,0), o episédio A permanece na lideranca exatamente por mais
2k —2r votos. Vamos calcular quantos caminhos de comprimento 2n hé na primeira classe.
Note que temos 2% - f5,. caminhos de comprimento 2r cujo primeiro retorno acontece na
época 2r. Por simetria, em metade deles o episdédio A lidera todo tempo. Além disso,
pela definicao de gy 2,, ha Q2n=2r . Qok—2r,2n—2r caminhos de comprimento 2n — 2r em
que episddio A permanece durante 2k — 2r votos na lideranca e o episédio B permaneca
durante 2n — 2k votos na lideranca. Consequentemente, o nimero total de caminhos de

comprimento 2n na primeira classe é dado por

1
2r 2n—2r 2n—1
5 227 fo,2 * k2 2n—2r = 2 - for - Qok—2r 2n—2r

Na segunda classe, temos necessariamente 2k < 2n — 2r, pois todo o tempo em
que o episédio A permanece na lideranga ocorrerd apds o vértice (2r,0). Além disso, o
episoddio B liderou durante todo o intervalo de 0 a 2r. Vamos calcular quantos caminhos de
comprimento 2n hé na segunda classe. Note que temos 22" - fo, caminhos de comprimento
2r cujo primeiro retorno acontece na época 2r. Por simetria, em metade deles o episdodio

B lidera todo tempo. Além disso, pela defini¢do de agy 2, hd 27"2"

* Qi 2n—2r Caminhos
de comprimento 2n — 2r em que episdédio A permanece durante 2k votos na lideranca.
Consequentemente, o nimero total de caminhos de comprimento 2n na primeira classe é

dado por

1
2r 2n—2r 2n—1
3 27 - fo,2  Qiog 2n—2r = 2 « Jor - Qop2n—2r-

Observe que as classes sdo disjuntas entre si e também sao disjuntas com as classes

correspondentes a diferentes valores de r. Desse modo

1 k 1 n—Fk

Qo) on = B Z for - Qok—2r2n—2r + B Z for - Cop 2n—2r- (24)
r=1 r=1

De posse de (24) — expressao recursiva para qa 2, que envolve também probabili-

dades de primeiro retorno ao zero — e pelo argumento apresentado inicialmente para k = 0

e k = 2n, temos

UpUanp, k=0
— 1 k 1 n—=k
Q2k,2n 3 2t Jor - Qoporan—2r + 520020 for - Qokon-2r, 1< k<n-—1-:
Ugn U, kEL=n

Vamos agora provar (23), por indugdo sobre n. Paran = 1, sé temos dois possiveis valores
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para k: k=0 ou k = 1. Vimos na parte inicial da demonstracao que (23) se verifica para

n = 1. Nossa hipotese de inducgao é
Qog2y = UgplUoy—ok, VvV =1,2,...,n—1.

Observe que no primeiro somatério em (24), temos n — k < n —r < n — 1. No segundo

somatorio, k <n —r < n — 1. Usando a hipdtese de indugdo em (24), obtemos

1 k 1 n—k
Aok on = ) Z Jor O2k—2r 2n—2r 1 2 Z Jor A2k, 2n—2r
r=1 r=1

1 k 1 n—k
=3 Z Jor + Usp—2pUn ok + 5 Z Jor + UaiUon—2r ok
r=1 r=1
1 k 1 n—k
=5 Uzn-2k Z Jor = Ugk—or + o ok Z Jor * Uzn—2r 2k
r=1 r=1
Por (22)
1 1
= ) " Ugp—2k U2k + 2 - UgkU2n—2k = U2kU2n—2k-
Portanto,
1 k n—k
Qokon = 5 Uzn—2k > for - uop—ar + o Uk > for - Usn—ar—ok = UnjUsp—o. (25)
r=1 r=1

]

O evento para a situacao dos episddios de George Lucas é que um dos filmes esteja
na lideranca. Pretende-se verificar se é mais provavel que um deles esteja a frente ou
que alternem na preferéncia dos espectadores. Deve-se lembrar que a escolha de cada
pessoa esta associada ao langamento de uma moeda. Sem perda de generalidade, pode-se
definir que ao sair cara, o voto é para o episédio A, quando sair coroa para o B. Por
convengao, quando o voto for para o episdédio A, serd adicionado +1 a soma acumulada.
Se o voto for para B, —1. Pode-se fazer somas acumuladas a cada voto, Si,.5,...,S5;.
Neste caso, sao 20.000 espectadores, entdo o vetor formado por essas somas parciais tem
20.000 coordenadas, ¢ uma 20.000-upla. Para saber para quem foi um determinado voto
g;, € preciso utilizar as somas 5; e S;_; como visto.

Vamos usar o Teorema 3 para determinar a probabilidade do episédio A permanecer
na lideranga ao longo de uma fragao do total de votos. Sendo que 2k é o nimero de votos

ao longo dos quais o episédio A permanece na lideranca. Lembramos que

2
Uop = ( n) . 272n.
n
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Seja 2n = 20.000 e £ = 0, ou seja, o episédio A nunca assumird a lideranca. Substituindo

na férmula (23), tem-se:

0 20.000 20.000
_ 920 . 9—20.000 _ 7 | . 9—20.000
40.20.000 (o) (10.000) 10.000

20.000! 1 20.000!

~10.000! - 10.000! 220000 ~ (10.000!)2 - 220000

Para 2k = 10.000, ou seja, ambos os filmes permanecem na lideranca pelo mesmo

periodo, tem-se:

10.000 ) 2_10.000 ) 10.000 . 2—10.000
5.000 5.000

10.000! 1 10.000! 1 (10.000!)?

(5.0001)2 210000 * (5,000!)2 ~ 210000 — (5.000!)4 - 220-000

(¥10.000,10.000 = <

Para verificar que uma probabilidade é cerca de 88 vezes maior do que a outra,

sera feita a divisao®?:
20.000! B (10.000!)2 B 20.000! (5.000!)4 . 220.000
(10.0001)2 - 220000 * (5.0001)% - 220000 — (10.0001)2 - 220000 (1000012
5.000! \*
= 20.000! - | —
(10.000!)

~ 18192 - 1077337 <4, 2285 - 1016.325>4

2, 8462 - 1035659
~ 8 8625 - 10 = 88, 625

A probabilidade de um dos filmes permanecer na lideranga por todo o periodo da escolha
dos 20.000 espectadores é praticamente 88 vezes maior do que a de haver igual periodos

de lideranca para ambos os filmes.

7.6 Troca de lideranca

Possivelmente, quando olhamos para o problema da disputa dos episdédios pela
primeira vez e pensamos no cenario “permanecer na lideranca por metade do tempo”,
temos duas possibilidades em mente (Figura 20)

No entanto, no contexto do Teorema 3 os caminhos ilustrados na Figura 21 também

30 Os fatoriais foram calculados por https://www.calculatorsoup.com/calculators/discretemathematics/factorials.php
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Figura 20 - “Permanecer na lideranca por metade do tempo”

Fonte: A autora, 2017.

Figura 21 - “Permanecer na lideranca por metade do tempo”

s L

NA LN/

Fonte: A autora, 2017.

correspondem a “permanecer na lideranca por metade do tempo”. Observe que a diferenca
entre eles é a quantidade de trocas de lideranca. O ntimero de vezes que a poligonal cruzar

o eixo x ¢ a quantidade de mudancas na lideranca.

Nao importa o quao longa seja a série de jogadas, o nimero mais provavel
de mudanca de lideranca é zero; exatamente uma troca é mais provavel
do que duas, duas sdo mais provaveis do que trés e assim sucessivamente.
(FELLER, 1957, p. 68)3!
Ha uma mudanca de sinal na época ¢ se s;_1 e s;11 tem sinais opostos. Isso requer
que s; = 0. Consequentemente, pelo Corolario 1, ¢ deve ser par. Precisaremos de alguns
lemas para estabelecer a probabilidade de trocas de lideranca.

Considere t =2m + 1 e

U. = {s, s1 =1e stroca de sinal exatamente ¢ vezes até t} (26)

F.={s, 84 =2c+1}. (27)
Lema 5. Para todo impar 2m+1, existe uma correspondéncia um a um entre os conjuntos
Z/[() € ]:0.

Prova. Seja s € Uy. Seja s’ o caminho correspondente ao trecho de s a partir de (1,1).

Ao considerarmos (1, 1) como a origem de um novo sistema de coordenadas, ndo cruzar o

31 No matter how long the series of tossings, the most probable number of changes of lead is zero; exactly
one change of lead is more probable than two, two changes are more probable than three, etc.
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eixo horizontal no antigo sistema de coordenadas corresponde a nao cruzar a reta y = —1.
Note que h& uma correspondéncia um a um entre os caminhos em U, e os caminhos de
comprimento 2m que nao cruzam a reta y = —1.

Dizer que a reta y = —1 nunca foi cruzada é o mesmo que analisar a situacao em
que a reta y = —2 nunca foi tocada (ou cruzada). De fato, note que para cruzar a reta
y = —1, é preciso que na época anterior ou posterior a reta y = —2 tenha sido tocada ou
cruzada. Com 2m épocas, pelo Corolario 1, o caminho s’ termina necessariamente em um
ponto de ordenada par: (2m,2k), k € Z. Como o caminho nunca toca (ou cruza) a reta
y = —2, sh, ¢ um inteiro par e ndo-negativo. Isto é, os caminhos considerados devem
terminar em pontos da forma (2m, 2k) com k > 0.

Vamos contar quantos elementos ha em U, da seguinte maneira: para cada k > 0,

e vamos contar quantos caminhos de comprimento 2m partem da origem e chegam ao
ponto (2m, 2k);

e vamos contar quantos caminhos de comprimento 2m partem da origem, chegam ao

ponto (2m, 2k) e tocam a reta y = —2;

e a diferenca entre os dois valores obtidos corresponde a quantidade de caminhos em

Uy que terminam em (2m, 2k)

e para obter o nimero de elementos em U, vamos somar em k.

Pela Proposicao 2, ha Ny, o caminhos que partem da origem e chegam ao ponto
(2m, 2k). A quantidade de caminhos que partem de (0,0) e chegam a (2m,2k) inclui os
caminhos que tocam ou cruzam a reta y = —2. Pelo principio da reflexdo (Lema 1), a
quantidade de caminhos que tocam ou cruzam a reta y = —2 coincide com a quantidade de
caminhos que partem de (0, —4) e chegam a (2m, 2k) com k > 0. Que por sua vez, coincide
com a quantidade de caminhos que partem de (0,0) e chegam a (2m, 2k + 4). Para obter
os caminhos que pertencem a U, devemos retirar de todos os caminhos de comprimento
2m aqueles que tocam ou passam pela reta y = —2. Logo, h& Noy, o1, — Nopy, 2x+4 caminhos

em Uy que terminam em (2m, 2k), com k > 0. Portanto

Uol = " (Nomok — Nomokra) = D (Nomok — No opra)
k=0 k=0
= Nomo + Nomo + Noma + -+ + Nopom — Nopa — Noms — Nomg — - — Nopmoom
= Nom.o + Nom.2

Pela Proposicao 2, temos |Fo| = Napi11. Pela relagao de Stifel:

2m 2m 2m +1
|Z/{0| = NQm,O + N2m72 = + = — NQm—H,l — |JT_'O|

m m—1 m
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Figura 22 - Principio da reflexao, y = —2

(2m, 2k)
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Fonte: A autora, 2017.
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Lema 6. Para todo impar 2m+1, existe uma correspondéncia um a um entre os conjuntos

Z/{l € .Fl.

Prova. Para determinar a quantidade de elementos de U, vamos considerar (1,1) como
nova origem e analisar caminhos de comprimento 2m que cruzem y = —1 apenas uma vez.
Como ha apenas um cruzamento da reta y = —1 e o caminho parte da origem, a primeira
ordenada apds o cruzamento s6 pode ser negativa. Além disso, pelo Corolario 1, como a
ordenada no cruzamento é impar, a abscissa também deve ser impar. Um caminho que
cruza y = —1 na época 2rv — 1 pode ser decomposto em dois caminhos. Um que vai de
(0,0) a (2v, —2) e outro, de comprimento 2m — 2v que parte de (2v, —2). Como ¢ = 1, no
caminho de comprimento 2m — 2v nao ha novos cruzamentos com a reta y = —1. Para
contar os caminhos que partem de (2v, —2), vamos argumentar como no caso ¢ = 0.

Consideramos (2v, —2) como nova origem. Queremos calcular quantos caminhos
de comprimento 2m — 2r nao cruzam com a reta y = 1. Isto ¢, nao tocam nem cruzam a
reta y = 2. Cada um destes caminhos termina em um ponto da forma (2m — 2v, 2k) com
k < 0. Para cada k <0,

e vamos contar quantos caminhos de comprimento 2m—2v partem da origem e chegam

ao ponto (2m — 2v, 2k);

e vamos contar quantos caminhos de comprimento 2m — 2v partem da origem, chegam

ao ponto (2m — 2v,2k) e tocam a reta y = 2.
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Figura 23 - Principio da reflexdo, y = 2

(0,4)

(2v, —2) ~ (0,0)

Fonte: A autora, 2017.

Pela Proposi¢ao 2, ha Nay,_9, 9, caminhos da origem e chegam ao ponto (2m —2v,2k). A
quantidade de caminhos que partem da origem e chegam a (2m—2v, 2k) inclui os caminhos
que tocam ou cruzam a reta y = 2. Pelo principio da reflexdo (Lema 1), a quantidade de
caminhos que parte da origem, termina em (2m — 2v,2k) e toca a reta y = 2, coincide
com a quantidade de caminhos que parte de (0,4) e termina em (2m — 2v,2k). Que
por sua vez, coincide com a quantidade de caminhos que parte da origem e termina em
(2m—2v,2k—4). Tal quantidade é dada por Nay,_9, 2r—4. Para calcular quantos caminhos

de comprimento 2m — 2v nao tocam nem cruzam a reta y = 2, fazemos

Z (N2m—2y,2k - NQm—Qu,Qk—4)
k=0
—m—4v
- Z (N2m—2u,2k - NQm—QV,Qk—ZL)
k=0
2m — 2v 2m — 2v
= Nopm—200 + Nopm—9,, 2 = ( ) + ( )
m— v m—v+1
2m —2vr +1
= = N. m—2v+1,—
(m—l/—|—1> 2m—2v+1,—1

Isto é, a quantidade de caminhos de comprimento 2m — 2v que nao tocam nem cruzam a
reta y = 2 coincide com a de caminhos que partem da origem e terminam em (2m — 2v +
1,—1). Portanto, podemos estabelecer um correspondéncia um a um entre caminhos de
com 2m — 2v que nao tocam nem cruzam a reta y = 2 e caminhos que partem da origem
e terminam em (2m — 2v + 1,—1). Voltando ao sistema de coordenadas anterior (ver

Figura 24), podemos estabelecer um correspondéncia um a um entre caminhos de com
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Figura 24 - Sistema de coordenadas anterior: origem em (1,1)

Fonte: A autora, 2017.

2m — 2v que partem de (2v,—2) e nao tocam nem cruzam a reta y = 0 e caminhos que
partem de (2v, —2) e terminam em (2m + 1, —3). Cada caminho que parte de (2v, —2)
e termina em (2m + 1, —3) pode ser combinado com a por¢ao inicial que vai de (0,0) a
(2v, —2) para formar um caminho da origem até (2m + 1,—3). A reflexdo em torno do

eixo horizontal desses caminhos gera todos os elementos de F;. Logo, U] = |F]. O]

Lema 7. Para todo impar t = 2m + 1, existe uma correspondéncia um a um entre os

conjuntos U. e F,.

Prova. Faremos a prova por inducao em c¢. Os casos ¢ =0 e ¢ =1 ja foram provados nos
Lemas 5 e 6. Admita que [U.| = |F.|. Seja s € U.11. Seja t > 1 a primeira época em
que s cruza o eixo x. Sabemos que t é par. Isto é, ¢ = 2v. Além disso, como s; = 1,
sabemos que sz, ; = —1. Observe ainda que no trecho s’ de s que vai de (0,0) a (2v,0),
todas as ordenadas sdo nao-negativas. O trecho s” de s que vai de (2v,0) a (2m + 1, ;)
cruza o eixo x exatamente c vezes e sf = —1. Seja s a reflexdo de s” em relagao ao eixo
x. Observe que s” cruza o eixo x exatamente ¢ vezes e s}’ = 1. Pela hipétese de indugao,
existe uma bijegdo F' definida de U, em F.. Considerando a origem em (2v,0), s” pode
ser visto como um elemento de U,. Seja v = F(s"). Temos vy, 5,1 = 2c+ 1. Vimos
no item (c) do Teorema 2 que podemos associar a ' um caminho v’ de comprimento 2v
tal que vy, = 2. O caminho obtido pela jun¢ao de v’ e v (transladado) pertence a F..;

(ver Figura 25). O processo descrito é inversivel e concluimos que |Uei1| = | Fesa]- O

Teorema 4. A probabilidade & 21 de até a época 2m+1 ocorrerem exatamente c trocas

de lideranga € igual a 2poy,+1 2041. Isto €

fc,2m+1 = 2P{52m+1 =2c+ 1}, Cc = O, 1, ce (28)
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Figura 25 - Indugao em ¢

(2m + 1,2¢ + 3)

(2m—|; 1,2¢+ 1)

Fonte: A autora, 2017.

Prova. Seja t = 2m + 1. Considere

Ci. = {caminhos que realizam exatamente ¢ trocas de sinais até a época t}.
Vamos considerar também os conjuntos

Cic1 =CieN{s, sy =1} e Ciem1 =CicN{s, 51 =—1}

Note que C; .1 € C; . —1 sao disjuntos e, por simetria, tém a mesma quantidade de elementos
€ Ct,c = Ct,c,luct,c,fl-

Agora
o |Ct,c| o |Ct,c,l| + |Ct,c,—1| o 1 |Ct,c,1| 1 |Ct,c,—1|
Eeamy1 = 2m+1l 2m+1 Y 9 92
24m 22m+ 2 2m 2 2em
_ 1 |Ct,c,1| 1 |Ct,c,1| _ |Ct,c,1|
2 2m 2 22m 2m

= P ({c trocas de sinal em 2m + 1 épocas dado que S = 1})
Observe que C; . coincide com U.. Note que para calcular
P ({c trocas de sinal em 2m + 1 épocas dado que S; = 1}),

devemos dividir a quantidade de elementos de U, pela quantidade de caminhos de com-

primento 2m+ 1 tais que s; = 1. Como tais caminhos passam por (1,1), hd 2*™ caminhos
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deste tipo. Pelo Lema 7

|7, |
Qm Qm 2m+1

Eeomt1 = = 2P(Som+1 = 2¢+ 1) = 2pamt1.2041

]

E importante lembrar que se estivermos interessados em controlar por quanto
tempo um dos episddios é lider, mas também ter controle sobre troca de lideranca sera
necessario combinar alguns resultados. Concluimos esta se¢do calculando a probabili-
dade P, de cada episédio permanecer por metade do tempo na lideranca e haver apenas
exatamente uma troca de lideranca quando consideramos 20.000 espectadores.

Calculamos anteriormente a probabilidade de um dos episédios permanecer metade

do tempo na lideranca

~ (10.000!)2
0510.000,10.000 - (5000‘)4 . 220,000

Pelo Teorema 4, a probabilidade®? de uma troca de lideranca é igual a

§120.000 = 535000 10,001 ) ~ 220900 * 10,0011 10.000] ~ 10.001 " \ 10.000]
| 3.638504561 - 10741 (4.298577926 - 1016325
B 10.001 2.84625968 - 1035-659

3638594561 - 10° . (4.228577926
B 10.001 2.84625968

1 (20.001) 1 20.001! 20.001! ( 5.000! )4
= * (¥10.000,10.000

4
) *+ ¢¥10.000,10.000

4
) + (¥10.000,10.000 = 7,4681 - ©¥10.000,10.000

Para calcular P., a troca de lideranga deve acontecer na época 10.000. Devemos
considerar dois casos: o episédio A lidera até a época 10.000 e o episdédio B lidera até a
época 20.000 e o episdédio B lidera até a época 10.000 e o episédio A lidera até a época
20.000. Por simetria,

[{s1>0,85>0,...,590909 > 0, 510000 = 0}
£20.000

P=2-

Pelo item (b) do Teorema 2

. Loow)® _ 2 (10.000\° 2 (10.0001)?
220.000 (5.001)2 . 220.000 5.000 (5.()01)2 (5.000!)4 . 220.000
2
= W + (¥10.000,10.000

32 Célculos efetuados em <https://www.calculatorsoup.com/calculators/discretemathematics/factorials.
php> e <https://octave-online.net/>.


https://www.calculatorsoup.com/calculators/discretemathematics/factorials.php
https://www.calculatorsoup.com/calculators/discretemathematics/factorials.php
https://octave-online.net/
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CONCLUSAO

O livro O Andar do Bébado se dispoe a aproximar o publico em geral da Matema-
tica. Principalmente da probabilidade, assunto evitado por muitos. E rico em exemplos
que nao sao encontrados em livros usuais sobre o tema. Suas comparagoes extrapolam
os simples problemas de lancamentos de moedas. No entanto, alguns exemplos usam a
estratégia das moedas com uma nova roupagem. Os exemplos apresentados no capitulo
de Combinatéria sobre executivos ou desempenho de alunos em provas chamam a aten-
¢ao para situagoes em que a primeira intuicao ilude. Faz com que as pessoas considerem
como probabilidades raras ou pouco frequentes. No entanto, ao calcula-las, surpreendem
e contrariam a primeira impressao. Por outro lado, o leitor nao se pode deixar levar
completamente por eles. Estes e muitos outros exemplos do livro deixam a sensagao de
que varias instancias da vida cotidiana estao de tal modo reguladas pelo acaso que pouco
controle ou interferéncias as pessoas tém sobre elas. Vale lembrar que ha hipoteses feitas
pelo autor que orientam o leitor para um caminho especifico. Considerar que “todos os
alunos estao despreparados e respondem as questoes chutando as respostas” artificializam
as situagoes descritas e relativizam o real significados das probabilidades encontradas. Da
mesma forma, pode-se analisar o exemplo dos administradores de fundos que jogaram 15
moedas, uma por ano. Ao se considerar o evento sairem apenas caras, pode-se parecer
algo pouco provavel. Isso porque se considera que o experimento ainda nao foi comecado.
No entanto, ao se analisar o mesmo evento em um contexto de probabilidade condicional,
isso muda. Se a pergunta for: qual a probabilidade de sairem 15 caras, uma vez que ja
safram 14, a probabilidade aumenta para 50% De qualquer modo, é ainda interessante
trazer o acaso para o nosso cotidiano. O entendimento da complexidade de nossa vida
pode ser beneficiado se também a olharmos pelas lentes do acaso.

A obra é de facil leitura em relagdo a dinamica da escrita, mas em muitos exemplos
o calculo foi omitido. Mlodinow apenas apresenta respostas, dificultando o entendimento
até mesmo de quem ¢é da area de exatas. Ao tentar atingir um publico amplo com
exemplos “cotidianos” e pouca presenca de termos técnicos e conceitos precisos, ele nao
deu boas condi¢oes para um leitor menos familiarizado com a teoria avancar e aprofundar
seu conhecimento. Além disso, dificultou o entendimento preciso por parte de um piiblico
mais capacitado para compreender os detalhes do argumento. E o caso citado no capitulo
Probabilidade Conjunta e Condicional sobre o policial divorciado e morto no mesmo ano.
Aparentemente, Mlodinow deixa a pista da correlagdo negativa entre os eventos com a frase
sobre a impossibilidade de se divorciar depois de morto. No entanto, ela foi introduzida
no texto quase como uma piada e desviou a atencao do leitor para o seu papel “técnico”.
Neste caso, especialmente, uma pequena nota de rodapé citando a correlacao teria nos

poupado bastante tempo e também indicado um caminho a ser seguido por um leitor
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leigo mais interessado. Como fomentador de debate, o livro é rico em exemplos originais.
Alguns aparentemente simples, mas que carregam conceitos matematicos densos.

Além disso, esta pesquisa mostra que determinados conceitos usuais na Educacao
Bésica nao sao consenso ou sao pouco explorados. Definir espago amostral como o con-
junto de elementos equiprovaveis nao pode ser a primeira abordagem. Pode-se comecar
a explicar a probabilidade pelo conceito de Espago Amostral. Sé nao é possivel ja utili-
zar a definicdo equiprovavel para isso. Essa dissertacao pdde concluir que o conceito de
espaco amostral nao é tao explorado. Um mesmo experimento pode exibir conjuntos de
espaco amostral diferente. Nao ha um tinico, mas é preciso analisar a tatica utilizada para
calcular a probabilidade procurada. Espacos amostrais nao equiprovaveis nao sao muito
abordados pelos livros didaticos. A estratégia utilizada aqui foi associa-los a conjuntos
equiprovaveis. Percebe-se, em muitos momentos, que a probabilidade nao pode ser um co-
nhecimento aplicado de forma mecanica. Quem aborda um problema precisa vivencia-lo,
se colocar na situagao apresentada.

Outro fator existente é como as pessoas tém dificuldade em diferenciar qual si-
tuacdo seria mais provavel. Pode-se verificar isso nos exemplos da secao Menos é Mais.
Quanto mais informacoes eram apresentadas, mais provaveis se tornavam aos olhos dos
participantes. Dois eventos associados pareciam ter mais chance de ocorrer do que apenas
um isolado.

Além disso, Mlodinow exibe um curioso problema sobre lampadas. Considere uma
maquina que acenda lampadas de duas cores, verde e vermelha, uma de cada vez. A
informagao de que a sequéncia de cores acendidas ¢é aleatéria passa despercebida por
muitos. Em geral, as pessoas procuram um padrao. A principio, pode-se pensar em que
elas ndo acreditam em como uma maquina possa funcionar de forma aleatoria. Pensou-se
em utilizar uma caixa com bolas de mesmo peso e tamanho, mas cores diferentes para
simular o acendimento das luzes. As bolas seriam sorteadas e depois repostas a caixa.
Haveria a mesma quantidade de cada cor. No entanto, esse método nao foi testado. Nao
foi possivel verificar se o desempenho das pessoas seria 0 mesmo.

Ainda convém lembrar que o capitulo O Andar do Bébado foi o mais desafiador
desta dissertacao. Mais uma vez se recorreu ao lancamento de moedas, porém diversos
contetdos foram aplicados para resolvé-lo. O problema poderia ter sido apresentado ape-
nas como um simples lancamento de moedas. No entanto, Mlodinow preferiu investir em
uma linguagem atual muito interessante. Fez a comparacao a uma disputa por audiéncia
entre filmes de George Lucas. Ao se pensar na analogia das moedas, pode-se entender
que é um problema simples. No entanto, pdde-se verificar que nao é tao simples contar
o numero de vezes em um dos filme esta na lideranga. Mlodinow nao citou exatamente o
exemplo de Feller. Feller afirma que é mais provavel ndao haver troca nenhuma, em relacao
a ocorrer uma troca, esta em relacao a duas, e assim por diante. Outro foco de confusao

foi Mlodinow nao precisar o que seria troca de lideranga. Feller explica que é uma questao
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de unidades de tempo, ou seja, o caminho percorrido pode ser de votos alternados.
Finalizamos este trabalho com algumas das lacunas deixadas por Mlodinow pre-
enchidas. Tentamos facilitar o entendimento de seu exemplos. Sem sombra de duvida,

pusemos a prova nossa intui¢ao diante do acaso.
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