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Resumo
O conceito de infinito é algo que a maioria dos estudantes do FEnsino Bésico tem co-
nhecimento, porém, que é compreendido muito mais como oposto de finito do que pelo
sentido que é empregado na Matematica e em alguns cursos de Ensino Superior. Obje-
tivando diminuir a distancia entre as diferentes concepc¢oes existentes entre os referidos
niveis de ensino, este trabalho busca apresentar uma nocao de infinito matematico e

algumas aplicagoes sob argumentos acessiveis ao Ensino Bésico.

Palavras-chave: Infinito; Teoria dos Conjuntos; Paradoxos; Geometria; Area.



Abstract
The concept of infinity is something that the most elementary school students have
knowledge, however, which is understood much more as the opposite of finite than by
the sense that is used in mathematics and in some higher education courses. In order
to reduce the distance between the different conceptions existing between the referred
levels of education, this work seeks to present a mathemathical notion of infinite and

some applications under arguments accessible to Basic Education.

Keywords: Infinity; Set Theory; Paradoxes; Geometry; Area.
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1 INTRODUCAO

1 INTRODUCAO

O presente trabalho aborda a tematica do infinito, que é de senso comum do ponto
de vista informal mesmo no Ensino Béasico, o qual exibe uma grande diferenca em
comparacao com o conceito formal no contexto da Matemética.

Iniciamos entao a discussao de nosso trabalho com o seguinte questionamento:

Como a Matemaética aborda o conceito de infinito?

Uma das maiores conquistas da Matemaética como linguagem tem sido a
sua propria coragem imaginativa para enfrentar o conceito mais inacessivel
e paradoxal que poderia pretender a fragilidade temporal do intelecto: o
conceito de infinito. No6s poderiamos quase dizer que a matemaética é a
linguagem que finge falar de infinito, ou a ciéncia que pretende medir o
infinito [19, p. 60].

A afirmagao acima de Ortiz reflete o quanto se mostra delicado conceituar o infinito
pela Matemaética enquanto ciéncia, mesmo sob argumentos e pressupostos criados com
a Teoria dos Conjuntos, das conhecidas somas infinitesimais do Calculo, entre outras
ferramentas e situagoes comuns a ela.

Conceituar o infinito ou compreender seu emprego nas intimeras aplicacoes na Ma-
teméatica e em outras areas é, de fato, uma tarefa nao muito simples, pois, comumente
o conceito é associado a ideias puramente abstratas.

Mostrando-se essa problematica que envolve a conceituagao e aplicacoes do infinito
como discussao pertinente, o presente trabalho vem aborda-lo como um assunto de
razoavel conhecimento no senso comum, embora compreendido muito mais como o
oposto de finito. As deficiéncias na construcao do conceito continuam, mesmo sendo
trabalhado no Ensino Bésico em algumas situacoes. Tal deficiéncia na compreensao do
conceito por parte dos discentes do referido nivel de ensino se d4 muitas vezes por nao
se trabalha-lo como se deveria, implicando a tais discentes nao conseguirem construir
uma concepcao de infinito que lhes permitam dar continuidade a seus estudos quando
optam por alguns cursos de Ensino Superior.

Diante da situacao de que no Ensino Basico costuma se construir uma visao apenas
superficial do conceito, objetiva-se apresentar um trabalho que, sob a mediacao de
docentes, possibilite aos discentes desse nivel de ensino a construcao de uma concepgao
de infinito adequada e que permitam-lhes dar continuidade sem maiores dificuldades

nos cursos Ensino Superior que necessitem do conceito como tal.

12



1 INTRODUCAO

A construcao do trabalho parte da énfase dada a evolucao histérica do conceito de
infinito e como ele emergiu a partir de aplicagoes, mesmo sem uma formalizacao mate-
matica direta, como veremos em algumas aplicacoes abordadas no capitulo destinado
a Geometria. Serd discutida de forma sucinta a trajetoria enfrentada pelo conceito
em algumas areas de conhecimento, mas enfatizando-se os avancos e recuos dele na
Matematica.

Para um melhor discernimento acerca do trabalho, nao seguiremos uma linha cro-
nologica do desenvolvimento da tematica, buscando-se logo no primeiro capitulo apre-
sentar como se deram fatos relativos as oscilagoes e ao éxito para a formalizacao ma-
temética do conceito de infinito com os trabalhos de Georg Cantor em sua Teoria dos
Conjuntos. Ainda no primeiro capitulo sao ressaltados alguns percalcos que o conceito
continuou a enfrentar até a sua efetiva aceitacao, sendo enfatizadas as significativas
contribuigoes do mateméatico David Hilbert, mediante & resolucao problemas oriundos
do paradoxos do Hotel do Infinito, em que o emprego do conceito apresenta-se como
condicao essencial a resolucao.

No capitulo seguinte, a discussao do conceito de infinito terd um tom um pouco
diferente, pois, ela partird dos paradoxos cléssicos do pensador grego Zenon de Eleia,
que os empregou num sentido muito mais filosofico do que matematico para defender
suas fundamentacgoes, mas principalmente para refutar as ideias de seus adversarios
da Fscola Pitagorica. No entanto, deve ser salientado que nesse trabalho objetiva-se
chegar as resolucoes dos paradoxos mediante argumentos matematicos e, entao, refutar
as afirmacoes filosoficas de Zenon.

No terceiro capitulo serao apresentados os calculo de areas como o circulo, a paré-
bola, como também se busca estimar um valor aproximado para 7, em que o emprego do
infinito surgiu ja na antiguidade como caminho necessério a resolucao desses problemas.
A metodologia adotada enfatizara o Método da Ezaustao grego, por ser considerado de
argumentacao matemética mais acessivel para resolver os problemas propostos. Assim,
direcionamos um papel de destaque as contribuicoes de Arquimedes de Siracusa que
conseguiu aprimorar esse método e, com isso, ¢ considerado por muitos como o maior
matematico da antiguidade e um dos maiores de todos os tempos, sendo considerado
um dos precursores do Calculo.

E por fim, ainda no capitulo trés, é destacado o papel desempenhado por Pierre de
Fermat no emprego do infinito para o calculo de areas sob curvas de funcoes do tipo
f(z) = 2™, com m natural, sendo delimitadas pelo eixo das abscissas no intervalo [0; 0]

e pela reta x = b, o que levou-o a margem de descobrir os fundamentos do Cllculo

13



1 INTRODUCAO

Infinitesimal.

Em suma, o trabalho busca, mediante exemplos classicos, constituir-se como suporte
pedagogico que leve o leitor a construir um conceito de infinito e de seu respectivo
emprego na resolucao de varios problemas, de modo que tal conceito venha apresentar-

se como algo mais proximo das concepcoes evidenciadas em cursos de Ensino Superior.
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2 O INFINITO NA TEORIA DOS CONJUNTOS

Um dos problemas mais emblematicos, e que levou estudiosos de areas diversas do
conhecimento a refletirem sobre ele, concerne ao conceito de infinito. E um conceito
em que discussoes relativas a ele se deram ja desde a antiguidade, e que perpassaram
algumas areas como a Matematica, a Filosofia, a Teologia, entre outras.

Durante muito tempo o conceito fora discutido e, dependendo da area e do periodo
em que se discutiu, ele ganhou certas conotacoes, mas que nao serviram para resol-
ver problemas de cada area em especifico. Entre elas estava a Matematica, que ja se
deparara com problemas de defini¢do de lugares geométricos (retas, planos e pontos
infinitos), ja pensados por Euclides e Eudoxo, porém, que os viam como arbitrarios
e desprovidos de uma formalizacdao. Além de nao ganhar uma definicdo ou aplicacao
formal, grandes expoentes da Matemética, entre eles Gauss, Cauchy e Galilleu, reluta-
vam em aceitar o conceito de infinito, o que implicou na nao consolidacao do conceito
e, consequentemente, da nao difusao dentro do mundo matematico |2, p. 16].

Nas diversas areas de conhecimento, o emprego do conceito de infinito se deu basi-
camente fundamentado sob perspectivas do senso comum, isto é, baseado na ideia de
que o infinito configurava-se mais como ideia e nao como algo relacionado a niimeros, o
que dificultou sua insercao na Matematica. Como ja prevalecia a aceitacao do Divino
como o Unico de natureza infinita, acarretavam-se associagoes com uma maior facili-
dade ao conceito a visao teologica, e esta area ganhou certa propriedade sobre a ideia.
Assim, o infinito perpetuou-se muito mais relacionado a algo inatingivel e abstrato do
que como nimeros ou limites.

Essa forma de se conceber o infinito (fortemente arraigada no senso comum), apesar
de tudo, nao impossibilitou sua facil associacao a natureza de infinito concernente aos
niimeros naturais (e racionais), mas apenas isso. Portanto, na Matematica, a primeira
forma de se conceber o infinito esteve diretamente relacionada aos ntimeros naturais
(de forma clara), e isso era evidenciado na Geometria Euclidiana mediante tamanhos
arbitrarios de lugares geométricos, no entanto, ela limitava-se as margens do que seria,
posteriormente, conceituado como infinito real.

Até mesmo descobertas que chegaram a fascinar alguns estudiosos por alguns ins-
tantes, foram nao compreendidas como deveriam e, portanto, ficaram & margem de sua
magnitude. E o caso de Galileu Galilei (1564-1642) que, objetivando estabelecer uma
relacao entre os conjuntos naturais e de nimeros pares mediante bijecoes, observou a

seguinte associacao:
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2.1 O Infinito de Cantor 2 O INFINITO NA TEORIA DOS CONJUNTOS

0«0
1+ 2
24

3+ 6

Ficou evidente, e isso fora dito por ele, que o conjunto N U {0} e o conjunto dos
niimeros pares apresentavam mesma quantidade de elementos. No entanto, tal desco-
berta colocava em xeque o axioma de Fuclides, que dizia que “o todo é sempre maior
que a parte”. Com isso, ele optou por nao aceitar o infinito como estava se mostrando,
optando por evita-lo como conceito matematico. No entanto, no ano de 1872 o alemao
Richard Dedekind (1831-1916) deu inicio aos fundamentos mateméaticos que concei-
tuam o infinito afirmando que um conjunto é infinito quando pode ser colocado numa
correspondéncia biunivoca com partes de si proprio [10, p. 21]. Segue que isso foi
constatado por Galileu, mas ignorado, pois, parecia-lhe paradoxal, embora viesse a ser
a “propriedade fundamental dos conjuntos infinitos, com todas as suas implicacoes”.

Como se percebe, durante séculos a nao formalizacao do conceito de infinito assolou
varios estudiosos das mais diversas areas, cabendo a um matemético lancar em suas
formulagoes tedricas, uma definicao formal de tal conceito. Esse matematico fora Georg
Ferdinand Ludwig Philipp Cantor (1845-1918).

2.1 O Infinito de Cantor

Cantor concentrou-se em seus estudos buscando formalizar uma definicao de infinito
fundamentada em pressupostos matematicos, o que levou-o a elaboracao da Teoria
dos Conjguntos, que iria transformar toda a Mateméatica como area de conhecimento
levando-a a forma como ela se apresenta atualmente [13, p. 2|. Seu grande mérito foi
mostrar que haviam infinitos com cardinalidades diferentes (que ele chamou de também
poténcias ou tamanho).

Apobs a descoberta de Galileu e da formalizacao de Dedekind, Cantor percebeu que
se dois conjuntos como N U {0} e o conjuntos dos nimeros pares podem ser colocados
sob uma correspondéncia biunivoca, entao, pode-se dizer que os dois conjuntos possuem

mesma cardinalidade.
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2.1 O Infinito de Cantor 2 O INFINITO NA TEORIA DOS CONJUNTOS

A partir da percepgao de que era possivel estabelecer uma cardinalidade para con-
juntos infinitos, tornava-se possivel comparar o tamanho entre os mesmos, estabelecendo-
se quem poderia ter maior ou menor cardinalidade, o que foi constatado por ele em
alguns casos. Dada essa verificacao, Cantor conseguiu estabelecer a hierarquizacao
entre os infinitos diversos, ideia a ser abordada a frente.

Para darmos continuidade a narrativa de sob melhores entendimentos, torna-se
necessario apresentar algumas defini¢oes, pois, ao longo desse capitulo serao feitas

mencoes acerca delas como quesito para resolugao de alguns problemas.

Defini¢ao 1. [20] Uma funcio f : A — B é uma sobrejecao se, e somente se, para
todo y € B, existe x € A, tal que f(z) =1y.

Definicao 2. [20] Uma funcao f: A — B é uma injecdo se, e somente se, x1 # T3 =
f(z1) # f(x2), para x1, 72 € A.

Defini¢ao 3. [20] Uma funcio é f : A — B € uma bijecdo se, e somente se, f €

sobrejecao e injecao simultaneamente.

Pode-se dizer em outras palavras que f : A — B ¢ uma bijecao se, e somente se,
todo elemento y € B, for imagem, através de f, de um tnico = € A.

Abaixo destacamos um resultado classico.

Proposicao 1. Uma funcao f : a — B € uma bijecao se, e somente se, existe uma

funcgao g : B — A, tal que (go f)(a) =a,Ya€ A e (fog)b) =b,Vbe B.

A funcdo g é chamada de inversa de f, a qual denotaremos por 1.

Para entendermos alguns principios basicos acerca do conceito de infinito, torna-
se interessante entendermos com ele é compreendido e mensurado nos conjuntos nu-
méricos, como também em alguns subconjuntos proprios deles, para posteriormente
entendermos suas aplicagoes em funcgoes, sequéncias, etc.

Considere o conjunto dos numeros naturais de 1 até k denotado por I, = {1,2, ..., k}.

Definicao 4. [16| Dizemos que A # @ ¢ infinito se para todo k € N, nao existe uma
funcgao bijetora f: I, — A.

Com Definicao 4 pode-se provar o seguinte resultado:

Teorema 1. N € infinito.

17



2.1 O Infinito de Cantor 2 O INFINITO NA TEORIA DOS CONJUNTOS

Demonstracao: Seja f : I, — N uma funcao qualquer, entao, temos que f(1), f(2),
-+, f(k) € N. Assim, sendo o nimero m = f(1)+ f(2) +-- -+ f(k), entdo, m > f(x),
para todo = € Iy, tal que m ¢ f(I;). Logo, isso implica que f : I; — N nao pode ser

uma bijecao, pois, nao é uma sobrejecao. Portanto, o conjunto N é infinito. O

Definicao 5. [16] Sejam A e B dois conjuntos. Se existir uma bijecio f : A — B,
diz-se que tais conjuntos apresentam a mesma cardinalidade ou que sao equivalentes e

escreve-se A ~ B.

E possivel demonstrar que ~ é uma relacao de equivaléncia. Portanto, sao satisfeitas

as propriedades abaixo.

(i) A ~ A (propriedade reflexiva);
(ii) Se A ~ B, entdo B ~ A (propriedade simétrica);
(iii) Se A~ B e B ~ C, entao A ~ C (propriedade transitiva).

No que segue, verificaremos que P = {2,4,6,8, ...} tem mesma cardinalidade que
N.

Seja f: N — P, onde f(z) = 2z, entdo, existe g : P — N, tal que g(z) = z/2.

A inversa de f é obtida quando isolamos o y na equagdo x = f(y). Desse modo,

temos que a inversa de f(z) é dada por
x
szy:yZEZQ(x).

Logo, como g = f~!, entdo, pela Definicdo 5 e pela Proposicao 1, os conjuntos N e
P possuem mesma cardinalidade.

Mediante os mesmos argumentos pode-se concluir que outros subconjuntos de N
como o conjunto dos nimeros impares (em que cada elemento seja dado por x =
2n—1, n € N) e o conjunto dos nimeros quadrados perfeitos (onde cada elemento seja
dado por z = n?,n € N), por exemplo, também apresentam a mesma cardinalidade
que a dos naturais, pois, também estao sob uma relagao biunivoca com o conjunto dos
nimeros naturais.

A cardinalidade de N ¢ definida como X, (1é-se alef 0), sendo atribuida ao infinito
considerado de menor cardinalidade.

Ao se atribuir cardinalidade ao infinito, os conjuntos numéricos puderam ser hierar-

quizados segundo suas respectivas cardinalidades e, surpreendentemente, os conjuntos

18



2.1 O Infinito de Cantor 2 O INFINITO NA TEORIA DOS CONJUNTOS

N, Z e Q tem cardinalidade designada por Ny. Entao, vejamos os casos das cardinali-
dades dos conjuntos Z e Q.

Provemos que o conjunto Z tem mesma cardinalidade de N.

Defina f: N — Z por

f(n):{ ( n/2, se n é par

1 —mn)/2, sen impar.

Seja f(a) =m, com a € N e m € Z. Note que existe g : Z — N, tal que

g(m) =

2m, sem >1
—2m+1, sem <1.

Provemos que f ¢ uma bijecao e que ¢ é sua inversa. Sabemos que se f(z) é invertivel,
entdo sua inversa ¢ obtida fazendo x = f(y).

Para determinar f~! analisemos separadamente cada uma das sentencas que com-

poem f.
e f(n) =n/2, se n & par. Logo, n é da forma 2k, k € N.

Para facilitar, podemos escrever y = n/2, para n = 2k.

Trocando y por n e n por y, temos n = y/2, para y = 2k.

Isolando y, temos: y = 2n, para y = 2k.

Ou seja, y = 2n, para 2n = 2k = n = k. Como k € N, entdo, f~! = 2n, para
n>1.

e f(n)=(1—n)/2, se n éimpar. Logo, n é da forma 2k — 1,k € N.

Para facilitar, podemos escrever y = (1 —n)/2, para n = 2k — 1.
Trocando y por n e n por y, temos n = (1 —y)/2, para y = 2k — 1.

Isolando y, teremos:

1—y=2n
y—1=—-2n
y=1-—2n,

para y = 2k — 1.

19
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Ou seja, y = 1 — 2n, para

1—-2n=2k—1
—2n =2k —2
n=1-k.

Como k € N, entdao, 1 —k ¢ N. Logo, f~! =1 —2n, paran < 1.

Temos entao que
f—lz{ 2n, sen >1

1—2n, sen < 1.

Logo, temos que f~! = g. Assim, torna-se evidente que os conjuntos N e Z apresentam
mesma cardinalidade.

Em relacao a cardinalidade do conjunto dos racionais é possivel demonstrar que ela
é a mesma de N. A seguir apresentaremos um argumento informal, devido a Cantor,
que fornece o resultado mencionado.

A demonstracao da enumerabilidade dos racionais que adotaremos aqui seguira
uma linha de raciocinio analoga a que Cantor utilizou, pois, a consideramos de facil
compreensao ja que dispensa diretamente demonstragoes da bijecao f : N — Q. Assim,

vejamos.
Teorema 2. O conjunto Q dos niumeros racionais possui cardinalidade Ng.

Demonstra¢ao: Consideremos o diagrama a seguir.

1/1—=1/2 1/3—=1/4 1

Y
3/L1/3/2/3 / /
s

S S

4/1 4/2  4/3  4/4 4

S

Considere a listagem dos racionais positivos com base no sentido das setas e ex-

cluindo as fragoes equivalentes. Observe que com esse raciocinio teremos a listagem de
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todos os nliimeros racionais positivos, de tal modo que temos a sequéncia infinta

1 112
1757273a§717§7"' .
Denotando essa sequéncia por (qi, g2, g3, - - + ), entdo, é facil lembrar que temos também
a sequéncia (0, —q1, —q2, —qs, -+ - ) que representa os racionais nao positivos. Logo, a
sequéncia

(07 q1, —q1,92, —42,493, =43, " - )

contém todos os elementos de Q, o que nos permite concluir a demonstragao [8, p.
663].

Logo, o conjunto QQ esta em bijecao com N e, portanto, também possui cardinalidade
No.

[...] dois conjuntos se dizem equipotentes, se, e somente se, eles po-
dem ser colocados em correspondéncia biunivoca. Se dois conjuntos sao
equipotentes, diz-se que eles tem o mesmo nimero cardinal. Os ntmeros
cardinais dos ntmeros finitos podem ser identificados com os nimeros na-
turais. Os nameros cardinais dos conjuntos infinitos recebem o nome de

numeros transfinitos [8, p. 662].

A Teoria dos Conjuntos permite a construgao de uma sequéncia infinita de niimeros
transfinitos e, embora nao seja o intuito do nosso trabalho apresenta-la, ha demonstra-
coes que se destinam a mostrar que ha efetivamente um nimero ilimitado de ntimeros
cardinais. Assim, dado um ntmero transfinito qualquer, sempre existe outro de maior
cardinalidade [8, p. 664-667].

Essa ideia é corroborada em Lima, quando ele afirma que

Cantor foil a primeira pessoa a provar que existem diferentes ntimeros
cardinais infinitos. Mais precisamente, os conjuntos N e R sdo ambos infini-
tos mas ele mostrou que nao pode existir uma funcao sobrejetiva f : N — R.
Em particular, nao pode existir uma correspondéncia biunivoca entre N e
R. Como certamente existe uma fun¢éo injetiva de N em R (a saber aquela
que a cada n € N faz corresponder o proprio n como elemento de R), diz-se

entdo que a cardinalidade N é estritamente menor que a de R [15, p. 67].

E intuitivo que a cardinalidade imediatamente maior que a dos naturais seria a dos
conjuntos R e C, sendo definidas por ¥y (Alef 1).
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Para entendimento da ideia de valores infinitamente grandes e infinitamente pe-
quenos e, assim, compreendermos o que foi afirmado acerca da cardinalidade dos reais
torna-se necessario o apresentar o teorema a seguir, as vezes chamado de “Principio

dos Intervalos Encaixados” [14].

Teorema 3. (Intervalos Encaixantes.)[9, p. 19] Seja Iy D Iy D I3---1,--- uma
sequéncia decrescente de intervalos limitados e fechados I, = [a,,b,]. A intersecdo
() I, nao € vazia. Isto é, existe pelo menos um nimero real x tal que x € I, para todo

n € N.

Outra informacao importante diz respeito aos conceitos de intervalos degenerado
e nao degenerado, que serd preciso para compreender a demonstracao do proximo
teorema. Seja [a;b] um intervalo fechado. Se a = b, entdo, esse intervalo se reduz a
um tnico elemento [a;a] = {a} e, assim, é dito degenerado. Todo intervalo nao-
degenerado, isto é, do tipo [c; d], com ¢ # d é um conjunto infinito [10, p. 43].

Provaremos agora o resultado abaixo.
Teorema 4. O conjunto R dos numeros reais € N;.

Demonstragao: Utilizaremos a demonstracao de [14, p. 86]. Considere ntimeros
reais a,b,c e d tal que a < b < ¢ < d. Considere os intervalos I = [a,b] e J = [¢,d],
tal que I O J e que existe um xy € J. Sendo um subconjunto enumeravel dado
por X = {xy, 29, x3, Ty, "+ ,Tp, -}, com X C R, entdo, vamos mostrar que se pode
encontrar um nimero real o ¢ X.

Note que X é um subconjunto enumeravel de R. Seja I; um intervalo fechado e
nao degenerado, tal que x; ¢ I1; seja I, um intervalo do mesmo tipo, tal que zy & I,
com Iy D Iy e assim, prosseguindo com o raciocinio, supomos obter uma sequéncia de
intervalos Iy D I, D I3 D --- D I, limitados, fechados e nao degenerados, de modo que
xy & I, onde 1 < k < n e, com isso, pode-se encontrar um novo intervalo I, tal que

In+1 C ITL com Typ41 ¢ In+1.

581[2132[...113"[::6”4_1[...
T T
I, I, I, I,

Figura 1: Intervalos encaixantes.

Dai, isto pode nos fornecer a sequéncia decrescente de intervalos fechados, limitados

e nao degenerados Iy DI, D I3 D --- D1, D I,41 D --- de tal modo que a intersecao,
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pelo pelo Teorema dos Intervalos Encaixantes, € nao vazia, pois existe um real = que
pertence a todos os I,,. Como x,, ¢ I,,, segue-se que x nao nenhum dos z,, e, portanto,
temos que nenhum conjunto enumeravel X pode conter todos os niimeros reais. Logo,
existe o € () I,,, para todo n € N. ]

E importante ressaltar que Ja antes da definicio da cardinalidade dos ntmeros
reais estabelecida por Cantor, Bernardo Bolzano (1781-1848) ja havia percebido a
relagdo de bijecdo entre os intervalos [0,1] e [0,2], por f : [0,1] — [0,2], tal que
f(z) =2x,2 €]0,1] |8, p. 530|.

Segue que partir de tal bijecao é passivel de se estabelecer generalizagoes, em que
o intervalo [0, 1] tem a mesma cardinalidade do intervalo [0, o], para todo « € R. Isso
confirma a ideia de Dedekind quando estabeleceu que um conjunto é infinito caso se
possa colocé-lo numa correspondéncia biunivoca com algumas partes de si mesmo.

Outro exemplo interessante pode ser dado mediante a bijecao

f } 5 l SR,
tal que f(x) = tg(x). Assim, evidencia-se que a cardinalidade dos reais é igual a
cardinalidade dos nimeros reais do intervalo |—m /2, 7/2[.

O passo dado por Cantor em estabelecer o conceito de infinito foi essencial para a
Matematica, assim como em outras areas de conhecimento e digno do comentario de
David Hilbert (1862-1943): “Ninguém nos expulsard do paraiso que Cantor criou para

nos”.

Figura 2: Georg Cantor (1845-1918)
Fonte: https://www.storyofmathematics.com/19thcantor.html
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Segundo Howard Eves [8], Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor, era filho de
pais dinamarqueses, no entanto, era russo. Ele nasceu em Sao Petersburgo em 1845.
Em 1856 mudou-se para Frankfurt, na Alemanha. Cantor demonstrou desde muito
cedo o interesse sobre o continuo e o infinito. Embora seu pai tenha sugerido cursar
Engenharia, Cantor dedicou-se ao estudo de Filosofia, Fisica e Matematica. Estudou
em Zurique e obteve o titulo de Doutor em 1867.

Seus interesses eram voltados a Teoria dos Ntumeros, Séries trigonométricas e Equa-
¢oes indeterminadas. Elaborou uma forma de abordagem dos ntimeros irracionais, que
difere bastante da de Dedekind — mais disseminada entre os meios académicos.

Em 1874, Cantor iniciou seu pioneiro trabalho que culminou com a Teoria dos
Conjuntos e Teoria do infinito. Com isso, ele criou uma nova area de pesquisa da
Matematica, onde em muitos artigos, foi desenvolvida a Teoria dos Niimeros Transfini-
tos. Tais estudos fundamentam-se numa abordagem do infinito na Matematica, onde
foi apresentada toda aritmética dos nimeros transfinitos (nimeros de cardinalidade
infinita), que se mostra muito similar & aritmética dos nimeros finitos.

Desde muito cedo, Cantor teve seus interesses pelo infinito fomentados pelos pa-
radoxos de Zenon, o que reflete suas tendéncias aos estudos da Fscoldstica medieval,
sobre a natureza do infinito. Embora suas contribui¢oes tenham sido uma das mais
relevantes dentro da Matemética e hoje a Teria dos Conjuntos permeie todos os ramos
da Matemaética, inicialmente ele catalisou varios pontos de vista divergentes, dentre eles
estava Leopold Kronecker, que nao mediu esforcos para impedir que Cantor lecionasse
na Universidade de Berlim, onde ele lecionava.

As querelas entre Cantor e Kronecker se davam por algumas controvérsias pertinen-
tes a inconsisténcias da Teoria dos Conjuntos, e se estenderam até o século XX, onde
Hilbert — um matemético formalista — e outros mateméticos buscaram resolvé-las,

dentre elas estavam a Hipdtese do Continuum e o Paradozro de Russel.

2.2 O Infinito de Hilbert

Quando se fala sobre o infinito, dificilmente nao ha como deixar de se creditar as
significativas contribuicoes relativas a disseminacao do conceito e de sua aplicacao na
Matematica a David Hilbert (1862-1943), sendo considerado como um dos grandes ma-
tematicos dos séculos XIX e XX e o principal representante do formalismo matematico
[8, p. 677].

Desde o inicio dos trabalhos que abordavam o infinito, em particular os infinitos

24



2.2 O Infinito de Hilbert 2 O INFINITO NA TEORIA DOS CONJUNTOS

distintos, gerou-se uma série de “insegurancas’ pelos matematicos, levando-se a ques-
tionamentos acerca da legitimidade do infinito na Matematica. No entanto, Hilbert
decidiu seguir numa direcao, cuja finalidade concernia em justificar o uso do referido
conceito na Matematica partindo das varias axioméaticas existentes, tanto das ja abor-
dados na Teoria dos Conjuntos de Cantor, como outras j& bem disseminadas, como
as de Weierstrass (1815-1897), que mediante uma consistente fundamentagao para a
Analise Matematica removeu “falhas” que ainda persistiam no calculo infinitesimal.

Diante de tudo o que estava se apresentando, Hilbert sugeriu a utilizacao de mé-
todos dedutivos como meio de se abordar o conceito de infinito em sua integralidade,
em que operagoes com os infinitamente pequeno e grande fossem substituidos por pro-
cedimentos finitos, mas que deva produzir exatamente os mesmos resultados ([11] e
[6]).

Hilbert tinha como objetivo desenvolver com o infinito férmulas, teoremas e suas
respectivas provas com valores e validacoes considerados de mesmas consisténcias que
as obtidas com as do finito, isto é, ele estava preocupado em mostrar que o emprego do
infinito na Matemaética deveria seguir as mesmas regras e que o finito e que apresen-
tassem também as mesmas consisténcias aritméticas. Tal forma de pensar o conceito
de infinito implicava que este ganhasse um aspecto mais préatico e perdesse um pouco
de sua natureza puramente abstrata.

Hilbert chamou a atencao para o fato de que certas operacoes realizadas com o con-
ceito eram passiveis de realizacao, meramente, em pensamento, sendo percebidas quase
que exclusivamente de forma intuitiva. Para ele, a Analise por si s6 nao seria capaz
de tornar para todos o conceito de infinito discernivel. Portanto, fazia-se necessario
o estabelecimento de fundamentos que viessem corroborar o que ja se fora apropriado
pela Matematica no tocante & aplicacao do conceito, como também tudo o que ainda
estivesse por ainda vir.

Na busca incessante de justificar o infinito, muitas produgoes surgiram, entre elas
a de Dedekind e a de Cantor, com o objetivo de independer do raciocinio intuitivo
e prover de logica tanto a Aritmética para aplicacdo do conceito como as nocoes de
conjuntos infinitos. No entanto, a Mateméatica necessitaria de algo a mais.

Diante dessas diversas problematicas, Hilbert, j4 conhecedor e apreciador da Te-
oria dos Conjuntos elaborada por Cantor, busca justificar o conceito de infinito a
partir do que ele considerou central em tal teoria, isto é, a dos nimeros transfinitos
(No, Ny, Ny, - -+ ), que além de crid-los, formulou um calculo para eles, embora Cantor

nao tenha conseguido demonstrar, por exemplo, a Hipdtese do Continuo, ou seja, nao
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provou como N; > Ng. Mas fato é que para Hilbert, estava justificado e desenvolvido
o conceito de infinito e, segundo suas proprias palavras: “gracas ao esforco hercileo
de Frege, Dedekind e Cantor o infinito se fez rei e reinou em grande triunfo. Em voo
vertiginoso, o infinito atingiu o pindculo da gloria” ([6] e (|11]).

Sua grande contribui¢cao nao concerniu em formular axiomas ou teoremas que jus-
tificassem diretamente o infinito, mas em verificar se a Aritmética produzida até entao
era passivel de aplicacao tanto para grandezas finitas quanto para o infinito.

Hilbert concluiu que operagoes com o infinito s6 podem apresentar alguma consis-
téncia logico-matematica se forem construidas a partir de pressupostos do finito, ou
seja, operacoes so sao validas para o infinito se forem também para o finito. Restava
ao infinito ser somente uma ideia que foge a experiéncia, mas que sua totalidade deve

ser vista como um complemento do concreto.

2.2.1 O Paradoxo do Grande Hotel do Infinito

Além do empenho em buscar definir o conceito de infinito mateméatico mediante
métodos de sistemas formais que constituem a Mateméatica (axiomas, defini¢oes, teo-
remas, etc.), Hilbert tem a sua relevancia o crédito de elaborar um paradoxo que tem
como temética principal o conceito de infinito e a sua operacionalidade. Tal paradoxo
concerne ao “Hotel do Infinito” ou “Hotel de Hilbert” e, como veremos, ilustra bem
a ideia de justificar o referido conceito e como proceder, mediante fundamentacgoes
logico-matematicas, diante de determinadas probleméaticas.

Esse paradoxo é um experimento matematico bem interessante sobre conjuntos infi-
nitos criado Hilbert e se configura como um 6timo exercicio para calculos com o infinito.
E importante mencionar que embora hajam versoes bem diferentes dos problemas do
hotel, e cada um deles com uma diversidade de solucoes, os problemas aqui apresen-
tados foram retirados e adaptados de Yokoyama [25] e as formas de resolugoes seguem
de modo andlogo as do raciocinio apresentadas em Elon [13]. Entao, vejamos.

Considere um hotel com infinitos quartos, cuja enumeracao deles é dada pelos nime-
ros naturais N=1,2,3,....n —1,n,n+ 1, ... e que esta lotado, ou seja, hd um hospede
em cada quarto e, consequentemente, nao seria capaz de estar recebendo novos hospe-

des. Tal maneira de pensar seria anéloga ao caso de um nimero finito de quartos.

Problema 1. Se chegar um novo cliente, ele poderd ser hospedado?
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Figura 3: Hotel do Infinito
Fonte: https://sophiaofnature.files.wordpress.com/2015/03 /hotel-de-hilbert.jpg

Solucao: Sim. Basta que o hospede seja direcionado ao quarto 1, sendo pedido ao
hospede do quarto 1 que se direcione para o quarto 2; o do quarto 2 para o quarto 3;
e seguindo esse procedimento de modo que o hospede do quarto £ passe para o quarto
k + 1, e assim, por diante, o que implica em todos os hospedes serem acomodados.

Perceba que a acomodacao dos hospedes é possivel através da relagao biunivoca
dada por f: N — N, em que f(n) =n+ 1.

Em termos

Problema 2. Se alguém trouzesse sua familia e ela fosse constituida de uma quan-
tidade infinita de membros, tornar-se-ia possivel agora liberar infinitos quartos para

hospedar essa familia?

Solugao: Sim. A estratégia para acomodar uma quantidade infinita de hospedes nao
seria tao simples, no entanto, é possivel acomodé-los. Considere que se for direcionado
o hospede do quarto 1 para o quarto 2; o do quarto 2 para o quarto 4; e seguindo
esse procedimento de modo que o hospede do quarto k passe para o quarto 2k, deve-se
ficar com todos os quartos impares vagos. Logo, como existem quartos desocupados
de numeracao impar em quantidade infinita, entao, o problema estaria solucionado e,
logo, todos seriam hospedados.

Observe que a solucao encontrada corresponde a duas relagoes biunivocas: a pri-
meira, f : N — P, em que P é o conjunto dos pares, que corresponde a acomodagao
dos hospedes antigos, dada por f(n) = 2n; e a segunda, g : N — I, em que [ é o
conjunto dos fmpares, que corresponde a acomodagao dos novos hospedes que ¢ dada

por g(n) =2n — 1.
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Problema 3. Apds algum tempo, chegam ao hotel infinitas familias e cada uma de-
las constituida de infinitos membros. E agora, serd que o hotel poderd hospedar todo

mundo?

Solucao: A resposta também é sim. No entanto, a acomodacao dos novos hospedes
é bem mais criteriosa e, acentuadamente, caracterizada por indicios mateméaticos. Para
que se dé a possivel hospedagem de todos, deve-se seguir os seguintes procedimentos:

i- Deve-se pedir que cada héospede do quarto n, com n € N dirija-se para o quarto
2n. Logo, todos os quartos com enumeracao impar estarao desocupados.

ii- Deve-se enumerar todas as familias e todos os seus membros. Assim, sejam k
e m as cardinalidades que representam respectivamente membros e familias, em que
m=1,2,--- nn+l,---ek=0,1,2,3,--- ,n,n+1,---. Logo, cada um dos individuos
serd associado a um par ordenado (m, k).

ili- Enumera-se cada um dos quartos vagos por 2"(2k + 1) — 1, em que k e m
representam, respectivamente, familias e membros.

iv- Pede-se ao individuo de numero r da familia de numero s que se dirija ao
2"(2s+1) — 1.

Verifiquemos como ficaria as possiveis ocupagoes dos quartos pelas familias e res-
pectivos membros:

Familia 0: Sendo seus membros enumerados por (1,2,3,---), entdo, eles irdo ocu-
par, respectivamente, os quartos de nameros (1,3,7,15,---);

Familia 1: Sendo os membros dessa familia também enumerados por (1,2,3,---),
entdo, eles irdo ocupar, respectivamente, os quartos de numeros (5,11,23,47,---).

Perceba que pode-se acomodar todos os hospedes, mas como saber se nao ocorrerao
problemas na acomodacao, isto é, em relacao a hospedes distintos serem direcionados
a um mesmo quarto? Vejamos.

De fato nao ha familias enumeradas com um mesmo nimero, no entanto, em relacao
aos individuos ha alguns que sim, mas de familias diferentes. Entao, suponha que dois
individuos de numeragoes a e b que pertencem, respectivamente, as familias = e y sejam

direcionados a um mesmo quarto de nimero w. Logo,

2°2r +1)—1=w=2"2y+1)— 1.
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Assim, vejamos.
2°2r+ 1) —1l=w=2"2y+1)—1

2%(2x +1) =2"(2y + 1)

2¢ 2y+1
20 2r+ 1
Perceba que se a = b, entao,
2¢ 2y +1
—:1:
20 2z +1
2y+1=22x+1
2y =2z
Yy =

Perceba que se os individuos tiverem os mesmos nimeros, entao, eles deverao ser

da mesma familia. Ou seja, trata-se do mesmo individuo.

Caso tenhamos a # b, supomos sem perda de generalidade que

a>b=—=a—-b=teN.

Entao
a

__ ot
a>b:>§_2,

em que 2! é da forma 2u,u € N. Segue que

2 1
Qi_‘—l:l =2u =2y + 1 =2(2zu+ u)

em que 2y + 1 é impar e 2(2xu 4 u) é par. Absurdo!

Note que se a < b temos
a

em que 21 é da forma 2u;,u; € N. Segue que

2y +1 1
- (2 92— 9+ 1
2w+ 1 2u (2yur +u1)2 = 20 +

em que 2x + 1 é impar e 2(2yu; + uy) é par. Absurdo! Logo, temos uma contradigio,
[

caso os individuos tenham numeros diferentes.
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De tal maneira, todos os recém chegados podem se hospedar e, em hipotese alguma,
dois deles se verao acomodados num mesmo quarto.

Esse paradoxo de Hilbert reflete bem a possibilidade de se efetuar calculos com
conjuntos infinitos e apresenta solucoes construidas edificados sobre fundamentagoes
logico-matemaéticas, algo tanto almejado por ele.

Através desse exemplo, Hilbert mostrou de forma muito clara a possivel Aritmética
do infinito e hoje, Matematica e Fisica sdao ainda fortemente influenciadas pelo seu

trabalho e sua visao.

Figura 4: David Hilbert (1862-1943)
Fonte: https://br.pinterest.com/pin/123145371036389640/

Segundo Howard Eves [8], David Hilbert nasceu em 23 de janeiro de 1862 em
Ko6nigsberg, na Prussia Oriental, hoje cidade de Kaliningrado, Riussia. E considerado
como renomado e brilhante professor de Geometria Euclidiana e sendo um dos grandes
nomes da Matematica dos séculos XIX e XX.

Em 1886, Hilbert tornou-se professor de Matematica na Universidade de Konigsherg
e em 1895 passou a lecionar na Universidade de Go6ttingen, Alemanha, onde passaria
o resto de sua carreira e onde gigantes como Carl Friedrich Gauss, Bernhard Riemann
e Peter Dirichlet tinham sido também professores de Matematica.

Ele era notavel em varios ramos da Matematica, como Teoria dos Nimeros, Geo-
metria, Topologia, Equacgoes Diferenciais, Calculo de Variacoes, entre outros, além de
desenvolver trabalhos no ramo da Fisica. Em 1899, Hilbert publicou seu livro Fun-
damentos da Geometria (obra que lhe consagrou) e em 1900, Hilbert, num projeto

audacioso, ele definiu seus famosos 23 problemas ou Problemas de Hilbert. Com isso,
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conseguiu exercer uma influéncia maior do que a de qualquer outra pessoa, pois, eles
acabaram propiciando uma enorme quantidade de trabalhos produzidos em modelagem
matematica no século XX.

Esses 23 problemas ou Problemas de Hilbert elevaram a Matematica a um novo
patamar e essa lista, disse ele, nao era para excluir outros problemas, mas apenas uma
amostra deles. Desde que Hilbert apresentou os 23 problemas, uma enorme quantidade
de trabalhos tem sido produzidos, buscando suas respectivas solucoes. Dentre esses
problemas podemos citar alguns que variam de acordo com as suas situagoes em relagao

as sua solucoes [24]:

e Hipotese do continuum: Procura saber se existe algum ntimero transfinito com-
preendido estritamente entre as cardinalidades de N e R. Esse problema foi
solucionado por Paul Cohen em 1963 mostrando que a resposta depende de quais

axiomas sao usados para a teoria estabelecida.

e Linha reta como a menor distdncia entre dois pontos: O problema consiste em
formular axiomas para a Geometria em termos da definicao acima de “linha reta”
e investigar as implicacdes. Amplo demais para ter solucao definitiva, porém

muito trabalho foi feito.

e Axiomas para a Fisica: Desenvolver um sistema rigoroso de axiomas para algu-
mas areas da Matematica da Fisica, tais como Probabilidade e Mecanica. Andrei

Kolmogorov estabeleceu axiomas para a Probabilidade em 1933.

e Hipotese de Riemann: Provar que todos os zeros nao triviais da funcao zeta de

Riemann encontram-se sobre a linha critica. Ainda sem solugao.

e Leis de reciprocidade em campos numéricos: Generalizar a lei classica da reci-
procidade quadratica, sobre quadrados em algum modulo, para poténcias mais

elevadas. Parcialmente solucionado.

o Finitude de sistemas completos de funcoes: Resume-se a estender um teorema
de Hilbert sobre invariantes algébricos apar todos os grupos de transformacdes.

Provado falso por Masayoshi Nagata em 1959.

o Desenvolvimento do cdlculo de variacoes: Hilbert clamava por novas ideias no
Calculo de |Variagoes. Embora muitos trabalhos tenham sido produzidos a ques-

tao mostra-se vaga demais para ser considerada resolvida.
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Em 1902, ja com 40 anos de idade, tornou-se coeditor da revista matematica, Mathe-
matische Annalen de lideres mundiais. Encerrou seus trabalhos de ensino e pesquisa
na Universidade de Gottingen em 1930 ao aposentar-se aos 68 anos de idade, mas
continuou trabalhando como editor na referida revista até 1939.

David Hilbert morreu em 14 de fevereiro de 1943 com a idade de 81 anos, em

Gottingen.
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3 O INFINITO NOS PARADOXOS DE ZENON

Como ja foi dito anteriormente, o conceito de infinito foi tema de varios estudos
desde tempos que remontam a antiguidade, e apareceram nao somente como objeto
de estudo, mas também como mecanismos que objetivavam refutar ideias de outrem
— mesmo sem que houvesse ainda uma “compreensao” mateméatica do conceito. Um
personagem que aparece no cerne desse tipo de discussao foi Zenon de Eleia, cujos
trabalhos se deram por meio de paradoxos [12, p. 151].

Os paradoxos de Zenon sao vistos aqui como fator de expressiva contribuicao para
compreensao do emprego do infinito na Matematica, mas também como uma 6tima
oportunidade para verificar que tal conceito ha tempos intriga o ser humano. Ademais,
perceberemos que seus paradoxos propiciaram influéncias e contribuicoes significativas
para o desenvolvimento do conceito de infinito na Matematica — como na Fisica —
mediante reflexoes e questionamentos suscitados por eles.

Ao buscarmos o sentido da terminologia paradozo, percebe-se que, etimologica-
mente, ela tem o significado de “apresentar uma opiniao contraria”’. Trata-se de uma
palavra de origem grega (para = contra; e doxo = opinido) e apresenta-se, essencial-
mente, como uma proposicao que carrega uma contradicao, sendo muitas vezes per-
cebida como um absurdo para concepcoes do senso comum. Abaixo apresentamos a

definicao da palavra paradoxo:

Paradoxo. (Pa.ra.do.xo) [cs] sm. 1 Ideia, conceito, proposicao, afirma-
¢ao aparentemente contraditéria a outra ou ao senso comum: Surpreendia
a todos com seus paradoxos. 2 Contradicao, incompatibilidade com o con-
texto; falta de coeréncia: Quanto mais enriquece mais fica preocupado, esse
é o paradoxo de sua vida. Paradoxal a2g. [F.: Do latin paradozon] [1, p.
648].

Embora Zenon tenha sido uma das principais referéncias nesse tipo de proposicao,
outros vieram a construir proposicoes analogas, como também houveram outros que
nao necessariamente objetivavam causar reflexoes acerca de determinadas tematicas.
No entanto, é evidenciado que a elaboracao de paradoxos para explicar, fundamentar,
questionar ou refutar ideias ou ideologias sao algo recorrentes desde a antiguidade e,
em particular, instrumentos presentes como meios de propagacao de ideias.

E fato que os paradoxos de Zenon sempre geravam grandes confusées e incertezas,

pois traziam em suas estruturas dividas concernentes a escolha entre duas perspectivas
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fundamentadas na racionalidade, no entanto, apresentavam-se contraditorias entre si

[12, p. 211|. Segundo Costa, as formulagoes de Zenon tem atribuigoes especificas:

E por intermédio do paradoxo que Zenao demonstra o absurdo e o equi-
voco de uma determinada posicdo filosofica, posi¢ao esta supostamente con-
traria & sua. Escondido no paradoxo, o Eleata nao mostra o que, mas o que

nao é; ou ainda mais do que isso: ele mostra o que néo pode ser [7, p. 205].

Nesse contexto, torna-se interessante compreender o momento histérico em que ele
estava inserido, para que se possa estabelecer um melhor entendimento das intencio-
nalidades que permeiam e caracterizam seus paradoxos. Embora o principal objetivo
aqui nao seja levar a discussao acerca do conceito de paradoxos para o campo filosofico,
nem simplesmente justifica-lo a partir do contexto e realidade social do periodo.

Zenon elaborou seus paradoxos com o intuito de questionar diretamente algumas
correntes de pensamento que ele considerava adversarias por estarem em desacordo
com suas ideias. Entre tais “escolas” estavam a dos Pitagoricos que defendiam ideias
de multiplicidade e de divisibilidade, e que eram os principais pontos de divergéncia
com Zenon e sua Escola, que defendiam a unidade e a permanéncia |3, p. 55].

Segundo os pitagoéricos, niimeros inteiros eram os elementos essenciais e intrinsecos a
natureza e que tudo era constituido de niumeros [8, p. 97|. Suas concep¢oes convergiam
para a ideia de uma teoria dos niimeros, ou de grandezas, que ficou conhecida como
“Teoria das Ménadas” [12, p. 191-192|. Segundo tal teoria, existiria uma unidade
minima e, portanto indivisivel, que constituiria todas as grandezas. Tal unidade era
designada por eles de Monada e por tal teoria, por exemplo, o tempo e espaco (tema
central dos paradoxos a serem abordados aqui) eram, de fato, constituidos de unidades
minimas, respectivamente, de pontos e de instantes.

Tal ideia é apresentada em Caraca quando ela afirma

[...] que a matéria era formada por corpusculos cosmicos, de extensdo nao
nula, embora pequena, os quais, reunidos em certa quantidade e ordem, pro-
duziam os corpos; cada um de tais corpusculos - mdnada - era assimilado
& unidade numeérica e, assim, os corpos se formavam por quantidade e ar-
ranjo de monadas como os numeros se formavam por quantidade e arranjo
de unidades [5, p. 72].

Essa ideia de que tudo era constituido dessa multiplicidade de unidades minimas

estava atrelada a uma outra concepc¢ao aceita pelos mateméticos e filésofos gregos
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concernia ao fato de que uma grandeza finita poderia passar por um processo de divi-
stbilidade infinita, ao ponto de atingir, pela “ Teoria das Ménadas”, a unidade minima
que a constituia [5, p. 74]. Assim, um segmento finito poderia passar por infinitas
subdivisoes, em que cada unidade resultante seria considerada a unidade minima —
ou segmento — de comprimento e, portanto, finita. E essas ideias eram duramente
criticadas por Zenon [3, p. 55|.

Para uma melhor compreensao do trabalho, propomos aqui separar a discussao
filosofica da discussao matematica. Assim, iremos apresentar as duas frentes que re-
presentaram os ataques a Escola Pitagorica. Uma dessas frentes se deu a partir da
descoberta dos incomensuraveis e sua argumentacao era de cunho matematico; e a
outra era filosofica, em que destacava-se Zenon.

Iniciemos, entao, com aquela dos incomensuraveis, mas para isso precisamos enten-
der o que sao comensuraveis. Assim, seja AB um segmento de reta que para medi-lo
fixemos uma unidade de medida u, tal que u = 1. Estipulando que segmentos congruen-
tes tem mesmas medidas e que AB possa ser decomposto em p segmentos congruentes,
em que cada um deles seja congruentes a u, entdo, a medida de AB (aqui denotada
por E) é p-u = p. Nessa situacao, temos que p serd um nimero natural. No entanto,
pode ser que essa situacdo ndo ocorra, isto é, que a medida AB nao seja constituida
de um nimero exato de vezes do segmento unitario u. Entdo, AB nao sera um nimero
natural e, portanto, por construcao isso nos leva a concepc¢ao de ntimeros fracionarios.

Seja C'D um segmento de comprimento x. Considere que ele caiba g vezes em u e p
vezes em AB. Perceba que C'D de medida x serd uma unidade de medida padrao para

ue AB e, por isso sao considerados comensuraveis [15, p. 53|. Temos

CD=q-v=2=1/q

AB=p-z=p(1/q) =p/q.

E importante salientar que a Escola Pitagérica comecou a ruir a partir de sua
principal descoberta: o Teorema de Pitdgoras. Isso se deu pelo fato dos pitagoricos
acreditarem na existéncia apenas de grandezas comensuréveis, isto é, na ideia de que
na razao de dois segmentos levaria ou a um numero natural ou numa fracao p/q, tal
que p e ¢ sejam multiplos de x € N e quando x = 1, tinha-se p/q irredutivel.

Eles acreditaram por muito tempo, como os demais matematicos gregos, que dois

segmentos AB e C'D quaisquer eram sempre comensuraveis e também aceitavam sem
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questionar-se que existiria um terceiro segmento EF tal que m(EF) = AB e n(EF) =
CD [13, p. 48-49).

Essa ideia de comensurabilidade era reforcada pela Teoria das Moénadas, pois, se-
gundo ela sempre se podia estabelecer uma unidade minima como padrao de medida: a
monada. Assim, compreendia-se a medida de um segmento qualquer como a disposicao
de uma determinada quantidade dessas unidades minimas.

As limitagoes na consisténcia da teoria dos pitagoricos surgiram pelo fato deles
utilizarem-se apenas de medidas comensuraveis e tais limitagoes ficaram claras quando
se tentava resolver o problema da medida da diagonal do quadrado acreditando-se
poder tomar um namero racional r = p/q irredutivel como possivel soluc¢ao, pois, como
ja foi dito, para os pitagoricos, niimeros se resumiam aos inteiros positivos e as razoes
entre eles.

O grande abalo a teoria dos pitagoricos ocorre com a descoberta dos incomensura-
veis, isto é, de um tipo de segmentos que nimeros naturais e a razao entre eles nao sao
capazes de medi-los. Em outras palavras, segmentos incomensuraveis nao apresentam

uma unidade padrao de medida. Esse abalo é evidenciado em Eves quando ele afirma:

A descoberta da existéncia de ntimeros irracionais foi surpreendente e
perturbadora para os pitagéricos. Em primeiro lugar porque parecia desferir
um golpe mortal na filosofia pitagorica segundo a qual tudo dependia dos
numeros inteiros. Além disso, parecia contraria ao senso comum, pois in-
tuitivamente havia o sentimento de que toda grandeza poderia ser expressa
por algum namero racional [8, p. 106].

A descoberta dos incomensuraveis surgiu quando tentou-se calcular a diagonal de
um quadrado pelo proprio Teorema de Pitdgoras. Vejamos isso na consideracao a
seguir:

Considere um quadrado com medida de lado [ unidades de comprimento e d sua da

diagonal, tal que, sem perda de generalidade, d/I seja uma fracao irredutivel.

-

Figura 5: Quadrado de lado I.
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Logo, pelo teorema de Pitagoras, sabe-se que sendo d a medida da diagonal, entao,

& =1+
P =217
d2
1—2:2<:>
2
(7)o~
d
- =2
l

Embora hoje seja algo comum para alunos do Ensino Baésico, v/2 se apresentava
como algo inesperado, nao conhecido e, portanto, nao explicavel pela Teoria das Mo-

nadas. A contradicao se dava na passagem d? = 2 -[2. Note que d? é miltiplo de 2 e

de 2. De fato.
Sendo d um ntmero impar, entao, ele é da forma d = 2k + 1, em que k € N. Assim:

P =2k+1)?=
= 4k* + 4k + 1 =
= 4(k* + k) + 1.

Perceba que podemos escrever k2 4+ k = m, entdo, temos que

=4k +k)+ 1= d* =4m + 1,
que é um niamero impar. Contradi¢ao! Lembre que tinha-se d> = 22, isto é, d? é par.
Sendo d um ndmero par, entao, ele é da forma d = 2k, onde k£ € N. Assim:
d* = (2k)* =
=4k =
= 2(2k?) =
=2m

que é um ndmero par.

Note que tinhamos

&> =2 = 21* = 4k* = 1> = 2k7,
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isto é, [2 também é um ntmero par, o que implica em [ também o ser.

Como d/l é uma fragao irredutivel tem-se novamente uma contradigao, pois, sendo
d e [ nimeros pares, entao, deve haver que pelo menos o 2 como divisor comum, o que
implica numa redutibilidade da fracao. Absurdo! n

Essa forma de demonstracao por métodos aritméticos e geométricos levou os pitago-
ricos & constatacao da incomensurabilidade da razao da diagonal pelo lado do quadrado
e, a partir dai, a teoria pitagorica sofreu iniimeros questionamentos, a ponto de nao
mais sustentar-se nos pressupostos da comensurabilidade e da Teoria das Monadas.
Matematicamente, a Escola Pitagoérica sofreu um contundente abalo.

Apesar do problema, os pitagéricos buscaram sustenti-la mediante o processo de
subdivisoes sucessivas, buscando fundamentar tal teoria pela propriedade de “conti-
nuidade”. Essa tentativa desesperada em buscar explicar a continuidade a partir do
discreto, isto é, a incomensurabilidade de segmentos a partir de segmentos comensuré-

veis constituia a base principal da Teoria das Ménadas, como atesta Caraca:

A ser ela verdadeira, a recta, como toda figura geométrica, seria for-
mada de moénadas postas ao lado uma das outras e, entao, ao procurar a
parte aliquota comum a dois segmentos, ela encontrar-se-ia sempre, quanto
mais nao fosse quando se chegasse, por subdivisoes sucessivas, as dimensoes
da moénada - se um segmento tivesse m, outro n vezes o comprimento da
monada: a razdo dos comprimentos seria m/n [...| outra tentativa de fuga
parece ter residido numa vaga esperanca de que, considerando como infinito
- um infinito grosseiro, mal identificado, que era mais um muito grande, do
que o infinito moderno - o nimero de moénadas que formam um segmento
de recta, talvez a dificuldade desaparecesse [5, p. 74-76].

Tal tentativa catalisou de forma constante e inexoravel, varios ataques das mais
diversas escolas gregas, destacando-se dentre eles os de Zenon de Eleia, que deixou
explicita a contradicao na argumentacao da escola pitagorica acerca da incomensu-
rabilidade de determinados segmentos — em particular, a da diagonal do quadrado.

Segundo o proprio Zenon:

[...] como querem que a recta seja formada por corptisculos materiais de
extensdo nao nula? Isso vai contra a vossa afirmacdo fundamental de que
todas as coisas tem um ntmero. Com efeito, entre dois corpusculos, 1 e 2,
deve haver um espaco — se estivessem unidos, em que se distinguiam um do
outro? — e esse espaco deve ser maior que as dimensoes de um corpusculo,
visto que estas sdo as menores concebiveis; logo, entre dois posso intervalar

um corpusculo, 3, e fico com dois espacos: um entre 1 e 3, e outro entre
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3 e 2, nas mesmas condigoes. Posso repetir o raciocinio indefinidamente e
fico, portanto, com a possibilidade de meter entre 1 e 2 quantos corpusculos

quiser. Qual é entdo o nimero que pertence ao seguimento que vai de 1 a
27 [5, p. 77].

A outra frente (filosdfica) que contestava de forma veemente a Escola Pitagorica
tinha como principal personagem Zenon de Eleia, um dos primeiros filosofos antigos
a observar certas particularidades do infinito, embora, pelo que parece, ele nao tenha
buscado apresentar uma defini¢ao formal para o conceito propriamente dito. Seu intuito
principal era apenas em refutar as ideias de multiplicidade e de divisibilidade defendida
pelos pitagoéricos, no entanto, sendo relevante salientar que suas contribui¢oes foram de
grande valia para o estudo tanto do infinito, como das sequéncias infinitas e a aritmética
que as envolvia.

Zenon utilizou as grandezas de tempo e espaco no seu ataque a construcao pitagorica
das Monadas, deixando claras as incoeréncias de tais argumentagoes acerca de tentar
demonstrar que algumas grandezas continuas poderiam ser constituidas de um nimero
infinito de unidades minimas encontradas por um processo de infinitas subdivisoes.

Com o intuito de refutar perante os matemaéticos da época as contradi¢oes da teoria
pitagorica, Zenon elaborou seus paradoxos que buscavam mostrar que se o tempo e o
espaco, de fato, eram infinitamente divisiveis existindo uma menor unidade de ambos,
entao, isso implicaria que o movimento seria impossivel de acontecer. Em suma, Zenon
procurava, a partir dos pressupostos de seus adversarios, leva-los ao absurdo. Vejamos
como se davam suas ideias.

Para isso, tomemos como verdade a ideia de que, por exemplo, um segmento AB
possa passar de um processo de subdivisoes sucessivas, sempre tomando-se se ponto

médio, como mostra a Figura 6.

Ae A oB
Ao AL oM;

Ao—]ow3—QM2

Ag Mlagn,

Figura 6: Segmentos AM,,.
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Tomando AB = c e que M; seja seu ponto médio, entdo, AM; = ¢/2; tomando M,
como ponto médio de AM, entdo, AM, = c/4; tomando agora M como ponto médio
de AMs, entdo, AM; = c/8. Perceba que esse processo de se tomar sempre os pontos
médios dos segmentos pode continuar infinitamente.

Agora pensemos o seguinte: Quanto tempo se levaria para sair do ponto A para
seu ponto sucessor dado por M, com n € N7 A resposta é: Nunca! Isso por que o
processo de subdivisoes se dara de forma ininterrupta infinitamente e, portanto, nunca
se sairia do ponto A.

E sobre as proprias formas de pensar dos pitagoricos que Zenon fundamentou seus
paradoxos para leva-los a contradicao. Ele supunha sempre poder ocorrer a divisibili-
dade ocorrendo infinitamente como também encontrar mediante essas infinitas divisoes
os pontos que corresponderiam as unidades minimas (ménadas).

Acredita-se que Zenon elaborou cerca de 40 paradoxos, no entanto, todos se per-
deram, chegando ao nosso conhecimento apenas alguns, sendo relevante salientar que
estes nao sao narrados diretamente por ele, mas por outros filésofos, dentre os quais
destacam-se Aristoteles em seu Livro VI de Fisica, que narrou alguns de seus parado-
xos, afim de refuté-los.

Para que se tenha uma melhor compreensao dos paradoxos que aqui serao aborda-
dos, buscamos relata-los de forma sucinta, mas objetivando ser fiel as ideias apresen-
tadas por Zenon. Aqui serao apresentados dois dos mais famosos paradoxos dele: o de
“Aquiles e a Tartaruga”, e o da “ Dicotomia”.

Em ambos os paradoxos o infinito é a questao chave para levar a Teoria das Ménadas
dos pitagoricos a contradi¢ao. Mostraremos que, independentemente da versao adotada
(h& mais de uma para alguns), eles tem em comum Sequéncias Infinitas e Progressoes
Geomeétricas e, por tal caracteristica, eles apresentaram uma solucao por caminhos
mateméaticos. E o que sao Sequéncias Infinitas e Progressoes Geométricas? Vejamos

cada um dos dois casos.

Definigao 6. [13| Sequéncia infinita € toda fun¢ao real de dominio N ={1,2,3,4,...},
em que cada elemento da tmagem € denominado termo da sequéncia e sendo repre-
sentado pelo simbolo a, (termo geral), com n representando a posicao da sequéncia

ocupada por ele ou

(al,ag,ag, s )

Exemplo 1. Seja a sequéncia dada pela fungao f : N — R, tal que f(n) = (—1)", isto

é:
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f:N—>R

Figura 7: f(n) = (—1)".

Temos que essa funcao ¢ uma sequéncia infinita x,, dada por

Exemplo 2. Seja a fungao g : N — R, tal que g(n) = 2n, isto é:

f:N—=R

Figura 8: g(n) = 2n.

Essa fungao é uma sequéncia infinita que pode ser representada por (2,4,6,8, ...)

Para nossa discussao, precisaremos também do conceito abaixo:

Definicao 7. [13| Progressao Geométrica € toda sequéncia
A1, A2, A3, ,Qp, " -

em que cada termo, a partir do segundo, € igual ao produto a,.1 = a, - q do termo

anterior por uma constante q chamada razao.
Pela definicao, temos portanto que
_ : _ _ 2, _ _ 3.
Ay =0a1°q; 3 =0Q2-q=0a1-q; G4 =0A3 - =0a1-q; -+

41



3 O INFINITO NOS PARADOXOS DE ZENON

Dada uma Progressao Geométrica qualquer, em que seu primeiro termo é a;, e razao
q, entao, seu termo geral (enésimo termo) sera dado por a, = a; - ¢"*,n € N.

Um fato que utilizaremos é que b, = ¢", |q| < 1 se aproxima de zero quando n fica
grande. Para ilustrar tal fato, consideremos quais os valores assumidos pela sequéncia
b, = (1/10)",n € N na Tabela 1.

Valores atribuidos a n Valores da expressao (1/10)™
1 (1/10)' = 1/10 = 0,1
2 (1/10)2 = 1/10 = 0,01
3 (1/10)* = 1/10 = 0,001
4 (1/10)* = 1/10 = 0,0001
5 (1/10)5 = 1/10 = 0, 00001

k (1/10)% = 0,00...001, com k algarismos zeros

Tabela 1: Tabela para valores de n.

Abaixo destacamos um importante resultado acerca da soma dos termos de uma

Progressao Geométrica.

Teorema 5. A soma dos infinitos termos de uma progressao geométrica de razao q,

tal que |q| < 1 é dada por

Exemplo 3. Vamos calcular a soma abaixo.

SO S
10 100 ' 1000

Note que a soma acima é a soma de infinitos termos de uma progressao geométrica,
em que a; = 3/10 e razdo ¢ = 1/10.
Logo,
ax 3/10 1

SOO: pr— :—'
1-¢ 1-1/10 3

A partir do discernimento e compreensao da aplicacao do conceito de infinito abor-

dados em sequéncias, aplicaremos o Teorema 5 em dois paradoxos de Zenon.
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Nesses paradoxos, Zenon partia da ideia de que os pressupostos dos pitagoricos da
Teoria das Monadas eram verdades, ou seja, que as ideias de divisibilidade infinita e

que o espaco constituido de infinitos pontos eram possiveis.

Paradoxo 1. (Aquiles e a Tartaruga) O destemido herdi grego, Aquiles, e uma tar-
taruga decidem apostar uma corrida. Sendo ele dez vezes mais veloz que ela, fica
estabelecido que ele ird dar-lhe uma vantagem deixando-a comecar a corrida uma certa
distancia a frente dele, estando num ponto que corresponda a metade do percurso.
Iniciando-se a corrida, quando Aquiles percorre a distdncia que correspondia & van-
tagem dada por ele a tartaruga, esta jd tivera percorrido uma distdncia equivalente a
1/10 do que Aquiles percorreu. Logo, ela ainda estaria & sua frente. Prossequindo a
corrida, Aquiles ao percorrer uma distdncia equivalente a 1/10, entdo, iria alcancar o
ponto anteriormente atingido pela tartaruga e esta jd tivera percorrido mais uma dis-
tancia equivalente a 1/100 do ele havia percorrido. E sequindo esse raciocinio, Aquiles
jamais iria alcancar a tartaruga, pois, sempre que ele atingisse certo ponto, ela jd teria

percorrido certa distdncia e, consequentemente, estaria num ponto a frente.

Aguiles e a Tartaruga
D‘E@w

#

K T

Figura 9: Aquiles e a Tartaruga.

Fonte: https://forumdediscursus.wordpress.com/antiga-2/tudo-parado/

Nesse paradoxo, Zenon parte da ideia de que os pressupostos dos pitagoricos da
Teoria das Monadas sao verdades, ou seja, que as ideias de divisibilidade infinita e que
o espaco constituido de infinitos pontos sao possiveis. Assim, como é sempre possivel
a sucessao infinita de subdivisoes e cada uma sempre implica na existéncia de novos
pontos, entao, Zenon conclui que Aquiles jamais iria alcancar a tartaruga.

No entanto, na esfera matemaética, esse paradoxo de Zenon apresenta uma solucao
que difere de sua conclusao, isto é, havera um instante em que Tartaruga é alcancada
por Aquiles e, consequentemente a venceria. Vejamos.

Solucao: Seja x a distancia a ser percorrida por Aquiles e a tartaruga para finalizar
o percurso. Note que ao Aquiles avancar uma distancia equivalente a x/2, a tartaruga
avanga o equivalente a x/20; quando ele avan¢a uma distancia equivalente a x/20, ela

avanca uma distancia equivalente a x/200. Continuando o processo, ambos percorrerdo
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as seguintes distancias: Aquiles, 5z/9 e a Tartaruga, x/9. Vejamos tais calculos e
comparemos eles.

Seja d4 a distancia percorrida por Aquiles. Entao

d1+1+1+1+ 11+1—|—1+1+
=T+ =+ -—T+ ——x+ - ==x — 4 |.
D) 20 200 2000 2 10 100 ~ 1000
Note que temos como segundo fator a soma de termos de uma progressao geométrica
com infinitas parcelas, em que a; = 1 e razao ¢ = 1/10.
A soma desses infinitos termos é dada por
1 1 1

=1t —F — F ——
5 +10+100+1000+

Logo,
a, 1 10

SOO: = = —.
l—-¢ 1-1/10 9

Podemos concluir que a distancia percorrida por Aquiles é
J 1 " 1 N 1 N 1 N 1 10 5
=z —t —F+— 4 ... ==z — = -
479 10 100 ' 1000 279 9

Note que ao percorrer todas as infinitas distancias, Aquiles devera ter percorrido
5z /9, isto é, uma parte equivalente a cinco nonos da distancia total do percurso da
corrida.

Seja dr a distancia percorrida pela tartaruga. Entao

PRI SR SR ERNRNES S RN SRS
=507 200" T 2000 T T 2%\ 10 " 100 T 1000 T )

Note que ao percorrer os infinitos pontos, a distancia percorrida pela tartaruga é

1/1 1
SOO:A:_'
1-1/10 9

Ao comparar as duas respostas, nota-se que a tendéncia é Aquiles alcanca-la a

distancia de 5x/9, pois, a distancia atingida por ela ao percorrer os infinitos pontos é

1 1 5 1 /5 1 1
d:_ = — s — . = — —_ :_d ...d: d7
T RY 9 " (x> O

isto é, uma distancia correspondente a um décimo daquela percorrida por Aquiles.
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Paradoxo 2. (Paradoxo da Dicotomia ou do Estadio) Um corredor pretende percorrer
certa ertensao. Antes de chegar ao final, ele terd que passar por um ponto localizado
no meio do percurso, 1/2 da extensao total. Antes disso, ele deveria passar pelo ponto
que corresponde a 1/4 do percurso. Ainda antes, pelo ponto correspondente a 1/8 e,
assim, sucessivamente. Como o espaco pode passar por um processo de divisoes sem
limite, entao, hd um numero infinito de pontos que o corredor deve percorrer antes
de chegar ao final de seu percurso. Fica evidente que serd necessdria uma quantidade
de tempo, pois, € necessdrio atravessar uma quantidade infinita de pontos. Como isso
nao € possivel, logo o corredor nao poderia sequer sair da sua posi¢do inicial. Assim,

conclui Zenon, ele nunca chegaria ao final!

O Estadio

; &
. Lﬁ_"ﬁl
pad

Figura 10: O Estadio.

Fonte: https://forumdediscursus.wordpress.com/antiga-2/tudo-parado/

Note que nesse paradoxo também temos a divisibilidade presente nas subdivisoes
infinitas acarretando sempre em novos pontos. Assim, de acordo com Zenon, se pela
Teoria das Monadas pode-se sempre uma ponto médio, entao, jamais o atleta iria iniciar
a corrida, pois, sempre existiria um ponto médio entre o que determina a posicao do
atleta e qualquer outro fixado a frente. Logo, isso sendo verdade o atleta jamais
iria iniciar a corrida, pois, nao sairia do lugar e o movimento seria impossivel. Uma
contradicao, ja que a experiéncia sensivel mostra o contrario.

Em outras palavras, sendo F, o ponto que determina a posicao do atleta, nao se
conseguiria encontrar um P; que fosse exatamente o sucessor de Fy, pois, existiria um
P, que seria o ponto médio de P Fy. De modo anélogo, também existira um P3 que
seria o ponto médio de PyP,, e assim, por diante. Logo, sempre se encontraria uma

sucessao de novos pontos médios dados por

Py — Py

Py = 5

e, portanto, o atleta nao sairia de sua posicao inicial.

Verifica-se mais uma vez o infinito aparecendo nos paradoxos de Zenon, em que a
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ideia central leva o atleta praticamente a imobilidade, pois, seria necessario a passagem
por uma sequéncia infinita de pontos. No entanto, sob uma perspectiva no ambito
matematico sabemos que isso nao acontece, ou seja, o atleta iria iniciar sua corrida
como também iria conclui-la. Vejamos entao essa perspectiva.

Observando a sequéncia de forma decrescente, ela seria dada por

(1 111 )

PR )

e que tal sequéncia é claramente perceptivel como sendo a de uma Progressao Geomé-
trica, em que a; = 1/2, a razdo ¢ = 1/2.

Note que, dado um segmento qualquer, sempre ¢ possivel estabelecer um ponto
médio. Entretanto, apesar de existirem pontos inatingiveis através de uma sucessao
enumeravel, sabemos que a soma desses infinitos pontos resulta num valor finito. Em
outras palavras, como é possivel calcular a soma das distancias percorridas pelo atleta,
entao, temos que o atleta cumpriria sua tarefa.

Nos paradoxos apresentados, “Aquiles e a Tartaruga” e o da “Dicotomia” (ou do
“FEstddio”), Zenon argumenta que se tempo e espago podem ser infinitamente divisi-
veis, entao, o movimento seria impossivel, pois, seria necesséario efetuar uma sequéncia
infinita de atos para atingir os infinitos pontos, algo que nao pode ser realizado em
um periodo de tempo finito. Assim, ao demonstrar a impossibilidade do movimento,
Zenon, leva ao absurdo os fundamentos da Teoria das Monadas.

O papel desempenhado pelos pensamentos de Zenon implicou em resultados posi-
tivos, pois a partir de seus questionamentos, suscitou a necessidade de uma reflexao
acerca de conceitos algumas grandezas como tempo e espaco, nimeros continuos e de

infinito.
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Figura 11: Zenon de Eleia.

Fonte: https://42eb54.wordpress.com/category/uncategorized/

Nao existe nos tempos atuais nenhuma obra completa e diretamente produzida
por Zenon, sendo as fontes principais para os seus paradoxos as citacoes na obra de
Aristoteles e de um comentador aristotélico chamado Simplicio.

Zenon de Eleia foi um filosofo grego da escola eleatica e discipulo de Parménides e
teria vivido, aproximadamente, entre os anos 490 a.C e 430 a.C. Ele notabilizou-se por
seu brilhantismo e, sobretudo, por elaborar uma série de paradoxos que lhe rendeu o
status de criador da dialética, apontado por Aristoteles. Assim, mediante um método
dialético que antecipou Socrates, Zenon procurava, partindo dos pressupostos tedricos
de seus proprios oponentes, leva-los ao absurdo.

Dentre seus paradoxos, destacam-se os de “Aquiles e a tartaruga, o da Dicotomia” e
o da “Flecha”. O argumento central desses paradoxos parte da divisibilidade ao infinito
do espago e da necessidade, portanto, de algum corpo em movimento percorrer um
espaco infinito em tempo infinito, o que por ser impossivel farao com que o corpo
permaneca inerte.

Por volta dos 40 anos, Zenon teria acompanhado seu mestre Parménides numa vi-
agem a Atenas, tendo entao conhecido Socrates. Conta-se também que, quando sua
patria, a Cidade-Estado de Eleia, foi submetida aos desmandos de um tirano, o Zenon
politico empreendeu liberta-la, mas acabou de maneira tragica, enfrentando corajosa-
mente terriveis suplicios, sendo torturado para que delatasse seus companheiros. No
entanto, ele delatou os aliados do proprio tirano e ainda o xingou de “a peste do Estado”.

Com a morte de Zenon, houve uma subversao geral dos cidadaos contra o déspota,
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e a rebeliao culminou com a liberdade do Estado. H& relatos de que Zenon, quando
estava sendo interrogado, arrancou a lingua com os dentes, mostrando que nao falaria

nada.
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4 O INFINITO NA GEOMETRIA

Nessa secao iremos tratar do conceito e aplicacao do infinito no calculo de areas
de regides curvas como que envolvem a area do circulo e da pardbola, como também
mediante um método analogo ao de Arquimedes, iremos estimar uma aproximacao para
o valor da constante w. Além disso, apresentaremos um método para o célculo de areas
sob curvas utilizado por Fermat.

Por fins didaticos, em relacao as areas do circulo e do segmento parabolico, nao
serao apresentados aqui os métodos classicos para os seus respectivos calculos, ja que
os raciocinios originais apresentam-se com certa complexidade, além de exigirem o
conhecimento de algumas proposicoes como pré-requisitos. Portanto, serao adotados
métodos distintos dos de Arquimedes por serem considerados mais simples e acessiveis,
mas que possibilitem ao leitor ter uma ideia acerca dos métodos originais utilizados
por ele, além de possibilitar calcular as areas do circulo e do segmento parabdlico e de
se estimar uma boa aproximacao para .

Cabe salientar que esclarecer o leitor no que diz respeito a como se davam os pro-
cedimentos do método classico para os calculos das areas das do circulo e do segmento
parabodlico, como também para a estimativa para o valor da constate 7 mostra-se nao
s6 relevante, mas como também necessario para uma melhor compreensao dos métodos
aqui adotados. Assim, entender o momento historico em que esse método classico era
um procedimento basico dos geometras gregos serd de extrema utilidade.

A area do circulo, como também de outras formas curvilineas como a da parabola
mostrou-se como uma grande desafio aos gedmetras gregos. E fato que as ferramentas
da Geometria Euclidiana nos permite calcular a area de qualquer tridngulo e, a partir
dai, de qualquer outra forma poligonal, mas quando se fala de formas curvas, ela se
se apresenta insuficiente. Surge entao o seguinte questionamento: qual o método seria
(ou é) capaz de propiciar o valor das &reas dessas formas planas?

Ha indicios de que na Grécia Antiga a Geometria se desenvolveu de modo a buscar a
resolugao de alguns problemas através de procedimentos de uma Matematica dedutiva.
Assim, partindo desses pressupostos, iremos seguir uma ideia andloga a de Arquimedes
para obter a area do circulo, mas que nao serao métodos idénticos aos utilizados por
ele originalmente. No entanto, os procedimentos usados aqui, além de nos dar ideia de
como se davam as estratégias de Arquimedes, nos permite calcular a area do circulo.

Basicamente, isso se dava através de um método, cuja descoberta, na verdade é
atribuida a Eudoxo (408 a.C - 355 a.C), que ficou conhecido como Método da Ezaustao
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e sera tratado posteriormente. Por um processo andlogo a esse método, iremos tratar de
como os grego Arquimedes conseguiu estimar uma boa aproximacgao para a constante
.

Em relagao ao cédlculo do segmento paraboélico, também nao nos utilizaremos do
métodos classicos, que exigiam a utilizacao de algumas proposigoes. Seguiremos ideias
muito analogas as do Método da Eraustao, mas nao o faremos seguindo as mesmas pro-
posicoes que Arquimedes, que demonstrou o valor do segmento parabélico por meio de
uma dupla reductio ad absurdum (redugao ao absurdo) nos moldes do referido método
8, p. 421].

Por fim, também seguindo ideias aos moldes das adotadas no Método da Fxaustao,
iremos apresentar o método utilizado por Pierre Fermat para calcular areas compreen-

dias entre as retas y =0 e x = b, com 0 < x < b e curvas do tipo y = 2™, m € N.

4.1 O Valor para 7 por Arquimedes

Estreitamente ligado ao problema do célculo da area do circulo estd o do calculo de
7, razao entre a circunferéncia de um circulo e seu didmetro [8, p. 141]. Percebeu-se
a constante 7 surgindo mediante calculos envolvendo a quadratura do circulo e isso
foi também notado desde a antiguidade, sempre se mostrando presente nas grandezas
que envolviam a figura compreendendo-se como a razao entre seus respectivos com-
primentos e diametros. Sabe-se que o valor de 7 = 3,141592653589793... tem uma
exorbitante quantidade de casas decimais conhecidas, isso mediante instrumentos de
calculo. No entanto, na época dos gregos isso nao era possivel, mas isso nao os impediu
de conseguirem encontrar valores para uma boa aproximacao para o numero 7w, claro
que levando-se em consideracao as limitagoes da época.

Arquimedes de Siracusa (287-212 a.C.) foi o primeiro a encontrar o valor aproxi-
mado da constante mediante fundamentacoes matematicas. Sendo capaz de aplicar
de forma aprimorada o Método da Fxaustao, que serd mostrado na proxima secao, ele
conseguiu obter resultados importantes, como calcular volumes e areas das superficies
de muitos corpos, como também, apresentou um valor aproximado para 7.

Através da computacao ja sao conhecidas significativas aproximacoes cada vez mai-
ores do valor de 7, entretanto, aqui o faremos mediante um método analogo ao desen-
volvido por Arquimedes e que ficou conhecido como o Algoritmo de Arquimedes |3, p.
93].

Para estimar o valor aproximado da constante m mediante tal método, seguiremos
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uma linha de raciocinio apresentada em Burton [4], que mostra-se sob uma argumenta-
¢ao acessivel, além propiciar ao leitor uma ideia dos métodos originais de Arquimedes.

Observe a Figura 12.

Q
l2n
P T R
| | 1./2
r r
(0

Figura 12: Insercao de poligonos com lados [,, e Iy,

Tal método consiste em conjecturar uma férmula para encontrar a medidas para o
comprimento do lado de um poligono regular inscrito num circulo. Assim, sem perda
de generalidade, suponha que o segmento PR corresponda ao lado de um poligono
P, regular inscrito com n lados. Note que T é o ponto médio de PR. Com isso,
considerando que PR = I,,, entdo, TR = (1/2) - 1, = 1,,/2.

Observe que, pelo critério LAL (lado, angulo, lado) os tridngulos APTQ e ARTQ
sao congruentes. Logo, PQ = QR. Considere que QR = I, como a medida de outro
poligono P, regular inscrito com 2n lados.

Agora observe as seguintes relacoes existentes.

Pelo Teorema de Pitégoras, temos no triangulo AOTR que:
OR =0T +TR = 0T =OR —-TR =

2 2 L\ 1,2
OT = \JOR TR = | — (_) e b

Tem-se também
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0Q = QT +TO
QT = 0Q — OT
QT = (0Q - OT)’

= (r— VP Pf)

Por Pitagoras, temos em ART(Q) que:

QR =QT' +TR
_ 2 2 2 2
= (r= VT = WP7A) +(/2)
=2 =2 (Va2 12) 2400 /A 2/
=22 —r\/4r?2 — 1,2,

o que implica

QR = \/27"2 —rV4r2 — 1,2

Note que

PR=1, = m:lgn:\/Qﬂ—mﬂlr?—an.

Pelas relagoes apresentadas, segue que sendo [,, do valor da medida de um poligono
regular com 7 inscrito num circulo de raio r, pode-se descobrir a medida do lado de
outro poligono regular com 2n lados inscrito no mesmo circulo.

Seja P, Pon, Py, Psn, ..., n € N a sequéncia de perimetros de poligonos inscritos
num circulo de raio r, em que Py, < 27r, k € NU {0}. Conhecendo-se o perimetro
de qualquer poligono da sequéncia, o Algoritmo de Arquimedes permite descobrir a
medida do perimetro do poligono que lhe é sucessor [3, p. 93].

Provando ser um eximio calculista, Arquimedes avaliou a razao entre o diametro
e o comprimento de um circulo a partir das conjecturas acima. Arquimedes comecou
inscrevendo o hexagono regular, pois tem-se nesse caso que a medida do lado desse
poligono ¢ igual a medida do raio r do circulo que o circunscreve. Entao, ele comecou
com a seguinte desigualdade: Fs < 27r.

Considere o hexagono regular inscrito num circulo de raio igual a 1. Logo, o lado
desse poligono dado por lg = r = 1. Sabemos que por construcao o perimetro do
circulo serd maior ou igual ao perimetro do poligono inscrito. Logo, sendo o perimetro

do circulo dado por 277 e o do hexdgono regular porFPs = 6lg, em que lg = 1. Entao
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2mr > Py
2mr > 6lg
2m -1 > 6lg
2w > 6l
T > 3lg

T>3-1
T > 3.

Note que com a inscri¢ao do poligono de um poligono regular como seis lados, temos
uma aproximagao para 7 de modo que ele seja um valor maior que 3.

Vejamos a aproximagao para 7 utilizando um dodecagono regular dado por Pis.

Como lg = 1, temos pelo Algoritmo de Arquimedes que

l12 = \/27“2 Y 47’2 — l62
Y N/ et E

=1/2 - V3.

De forma andloga ao caso anterior, temos que o perimetro do circulo é maior ou

igual ao de P, em que P35 = 12l15. Verificando o valor de 7 para o poligono regular

de 12 lados e lembrando que r = 1, tem-se que

2rr Z P12
2rr Z 12 - l12

7T26'l12

7> 3,1058...,

aproximadamente.

Note que para a constante é satisfeita a desigualdade m > n-ly,. Entao, continuando

l24:\/2—\/m,

23

0s raciocinios, temos que
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o que implica

7T212'l24
T>12\/2—/2+V3
T > 3,1326...

Mediante os mesmos raciocinios, tem-se

P =48 - ;s = 1~ 3,1393...

Py = 96 - l96 = T = 3, 1410...

Percebe-se que a medida que o nimero de lados dos poligonos inscritos irao au-
mentando, isso implica que o valor de 7w tende a estabilizar-se nas primeiras casas,
diferenciando-se apenas pelas que se distanciam da virgula e, assim apresentando gra-
dativamente o valor da constante 7.

Embora o Algoritmo de Arquimedes possibilite se estender este raciocinio a poli-
gonos com um namero grande de lados que tende ao infinito, por limitacoes da época,
Arquimedes estimou o valor da constante para poligonos de 96 lados, chegando por
métodos matematicos a uma aproximacao de trés casas decimais, em notagao atual.
No entanto, cabe salientar que os gregos nao apresentavam grandezas em forma de de-
cimais, pois s6 utilizavam-se de ntimeros inteiros ou na forma fracionéria e, portanto,
estimava-se que ™ = 2—72, uma forma muito comum de aproximacao para a constante

em muitas literaturas matematicas.

4.2 A Area do Circulo

Desde muito tempo, os seres humanos ja se utilizavam dos calculos de areas para
resolugao de problemas em situacoes do quotidiano, fato que pode ser observado na
Historia da Mesopotamia e do Egito. No entanto, tratando-se de areas de superficies
curvas, sao datados calculos de areas com de fundamentacao matemaética de perio-
dos que remontam a aproximadamente 450 anos a.C. na Grécia Antiga, onde foram
encontrados registros do célculo de dreas mediante o “Método da Eraustio" |23, p. 2|.

Esse método é comumente associado a Arquimedes e tem suas demonstragoes publi-
cadas por Euclides, no entanto, é creditado a Eudoxo (408 a.C - 355 a.C). Arquimedes,

de fato, conseguiu tornar esse problema mais requintado, pois, ao situar um circulo
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entre as areas de dois poligonos semelhantes, cujas areas que tendem a da figura ini-
cial, uma crescendo e outra decrescendo, a area do circulo comprimia-se gradualmente
pela dos poligonos inscritos e circunscritos, de modo que, aumentando-se o nimero de
lados, suas areas se aproximavam da area da circunferéncia.

O método adotado aqui para o calculo da area do circulo consiste na insercao
gradativa de poligonos regulares, de modo que cada poligono inserido apresente o dobro
de lados do poligono anterior, até que a diferenca entre 4rea do circulo e a do poligono
inscrito se torne tao préoxima de zero o quanto se queira.

Esse tipo de procedimento ficou conhecido como Método da Eraustao e tem essa
nomenclatura adquirida a partir do século XVII. Esse método foi considerado por
alguns como saida apontada pela escola dos platonicos aos famosos paradoxos de Zenon
de Eleia, que causaram profundos questionamentos & escola dos pitagoricos — que fora
profundamente fundamentada pela teoria dos infinitésimos de Democrito [8, p. 418].

Era de conhecimento dos gregos a pratica de se calcular a area de um poligono
qualquer mediante a divisao deste em triangulos e, em seguida, somava-se as areas

encontradas, como mostra a Figura 13.

A

C D
Figura 13: Decomposicao de poligonos em triangulos.

Se S é o valor da area do poligono ABCDFEF, entao tal drea pode ser obtida pela

soma das areas dos triangulos que compoem o referido poligono. Assim,
S=AABC + ANACD + NADE + AAFEF.

De fato, temos uma forma muito eficiente para se calcular a area de poligonos,
porém, a situagao mudava quando se tratava de regioes curvas, pois, calcular suas areas
nao era tao simples e a decomposicao em triangulos nao se apresentava como método

eficaz. Portanto, o Método da Eraustao emergiu como estratégia capaz de resolver, na
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época, os problemas pertinentes aos calculos de determinadas areas curvas. Trata-se
como uma forma de se calcular a area do circulo mediante sucessivas aproximacoes por
areas de poligonos nele inscritos, em que tais poligonos tinham suas areas conhecidas.

Um dos primeiros registros desse tipo de estratégia ¢ mencionado em Eves:

Uma das contribui¢des importantes mais antigas ao problema da qua-
dratura do circulo foi dada por Antifon, o sofista (c. 430 a.C.), um con-
temporaneo de Socrates. Consta que Antifon teria antecipado a ideia de
que, por sucessivas duplica¢oes do nimero de lados de um poligono regular
inscrito num circulo, a diferenca entre o circulo e o poligono ao fim exaurir-
se-ia [...] a corajosa abordagem de Antifon continha o germe do famoso
Método de Exaustdo grego [8, p. 418].

Vejamos a ideia mediante a Figura 14:

200
“lele

Figura 14: Inscri¢ao e circunscri¢ao de poligonos regulares num circulo de raio r.

Fonte: https://mundoeducacao.bol.uol.com.br /matematica/elementos-poligono-

regular-inscrito.htm

Com a Figura 14 fica clara a ideia de que quanto maior for a quantidade do ntimero
de lados apresentados pelo poligono inscrito, mais proxima serd sua area da do circulo

que o circunscreve.
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Para determinar a area do circulo, seguiremos uma linha de raciocinio originalmente
atribuida a Eudoxo e aprimorada por Arquimedes, e que esta descrita em Boyer [3, p.
68]. Para atender a linha de raciocinio aqui exposta, serd inicialmente inscrito um
quadrilatero regular num circulo de raio r e, em seguida, tomando cada ponto médio
dos lados, ligando-os e fazendo-os de novos vértices constroi-se um octdégono regular

também inscrito no circulo, como mostra a Figura 15.

1% insercao 2" insercao
Figura 15: Inscricao de poligonos com 2" lados.

Seguindo os mesmos raciocinios teremos a construcao de um poligono regular com
2™ lados, n > 2, na enésima etapa de procedimentos. Esses poligonos poderao ser

decompostos em 2" triangulos isosceles como na Figura 16.

Figura 16: Triangulo da enésima insercao.

Note que como o poligono inscrito é regular, entdao, o = 360°/2". Bissectando o
angulo a pelo segmento OM, tal que M se encontra no ponto médio segmento AB e
como AOAB é isosceles, pois, OA e OB correspondem ao raio do circulo, tem-se que o
triangulo AOM B é retangulo em M, sendo que seus catetos correspondem ao apotema
(correspondente & altura do triangulo) e & metade da medida do lado do poligono e a

hipotenusa corresponde ao raio do circulo, como mostra a Figura 17.
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Figura 17: Razoes trigonométricas no triangulo da enésima insercao.

Seja [, a medida do lado do poligono regular inscrito no circulo na enésima etapa
procedimentos.
Independentemente do niimero n de iteracoes, note que tem-se as mesmas razoes

trigonométricas a seguir.

B 1,/2

«

M
sinE =55~ s = [, = 2rsin(a/2),
em que /2 = 180°/2™;
A outra relagao é dada por
OM  h,
cos% =55= 71 = h,, = rcos(a/2),

em que «/2 — 180°/2™.

Note que a area dos poligonos obtidos a cada iteragao ird aumentar sucessivamente,
mas, nao poderd ultrapassar a area do circulo, pois por construcao eles estao inscritos
e, portanto, a area do circulo podera ser obtida quando fizermos o nimero de lados dos
poligonos serem tao grandes quanto quisermos.

Seja P, a area do poligono obtida na enésima etapa, o qual pode ser decomposto

em 2" tridngulos isosceles idénticos, cujas areas A; sdo dadas por

bn by 2r sin(a/2) - rcos(a/2)

A= 9

— 72 sin(a/2) COS(O‘/Q)'

Logo,
P, = 2" - At = 2"r*sin(a/2) cos(a/2).

Observe que «/2 = /2",
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Logo, a medida que n é muito grande, temos que cos(a/2) se aproxima de cos0 = 1.

Note que,

2"sin(a/2) = 2"sin(w/2") =7 (Smﬁ/r#) .
sin(m/2")

Quando n se torna grande, tem-se que (| ———=
/2"

) se aproxima de 1, o que pode

ser observado na Tabela 2.

Valores de n | Valores da expressao (

sin(7/2")
/2" )

0,9003163161...

0,9744953584...

0,9935868511...

10 0,9999984312...

100 0,9999999999...

Tabela 2: Valor limite da expressao em funcao de n.

sin(7m/2")

Logo, temos que a expressao (
/2"

) tende a assumir valor igual a 1, quando

n se torna grande.

Logo,

sin(m/2")

P, = 2"r*sin(a/2) cos(a/2) = 7 ( ™/2"

) cos(a/2)r =m-1-1-7% = mr?.

Portanto, P, se aproxima de 772 o quanto se queira, o que nos permite concluir que

a area do circulo de raio r é igual a 77?2,

4.3 A Area do Segmento Parabélico

Dentre a vasta quantidade de trabalhos desenvolvidos por Arquimedes, destaca-se
um concernente a Geometria Plana que diz respeito a area do segmento parabolico e

isso, ele o fez por meio de algumas proposicoes que ele dizia estar contidas no Livro
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Cénicas de Euclides, mas que nao chegou até nos |21, p. 138]. A demonstracao fica
mais clara no livro O Método dos Teoremas Mecdinicos, encontrado em 1899 e que fora
escrito para Eratostenes. Nele é mostrado que a area de um segmento parabolico é 4/3
da area do triangulo inscrito de mesma base e de vértice no ponto onde a tangente é
paralela a base [22, p. 108].

Cabe salientar, no entanto, que o método a ser utilizado para o calculo da area do
segmento parabolico nao seguird os métodos seguidos por Arquimedes. O resultado seré
obtido mediante aplicagao da formula da soma dos infinitos termos de uma Progressao
Geométrica, conforme [9, p. 491]. Assim, considere os segmento parabdlico que é

limitado pela parabola dada por y = 2% e pela corda AB.

Figura 18: Segmento parabdlico 1.

Note que dado um trapézio qualquer, o segmento que liga os pontos médios dos
lados nao paralelos corresponde & semissoma das bases (lados paralelos). Observe a

Figura 19.

(a,0) (a+b,0) (a-+2b,0)

Figura 19: Segmento parabdlico 2.
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Perceba que M é o ponto médio de AB, D é o ponto médio de C'E e, logo, tem-se

que CD = DE = b. Lembre-se que como cada ponto da parabola é dado por y = 2% e

como A, P e B pertencem & curva y, entdo, observe que: AC — b%; DP — (a + b)z; e

EB = (a+2b)°.
Assim, temos que
v Tol:ic
D - C+B
2

a®+(a+ 2b)?
B 2
B a® + a® + 4ab + 4b*
B 2
B 2a° + 4ab + 4b*
B 2

= a® + 2ab + 20

Agora note que MP = MD — PD. Assim,

MP =MD —PD
= a® + 2ab +20* — (a +b)*
= a® + 2ab + 20> — (a* + 2ab + b*)
= b*

De acordo com a figura abaixo, perceba que M P é um lado comum aos triangulos

ANAMP e ABM P, o que implica que suas alturas em relacao é base M P sao dadas pela

medida b. Isto é, do modo como se procedeu, a altura dos tridngulos sao as distancias

entre os pontos pertencentes ao eixo das abscissas dadas.
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(a,0) (a+b,0) (a+2b,0)

Figura 20: Segmento parabdlico 3.

Perceba na Figura 20 que a area do triangulo AAPB ¢é dada pela soma das areas
dos triangulos AAMP e ABMP. Sejam Ay, ') e 'y as areas de AAPB, ANAMP e
ABM P respectivamente. Temos que

Ay =T1+T,

MP-CD MP-DE
= -
2 2
b, B
2 2
b

2 2
=

que, genericamente, corresponde a area obtida relativa & de uma primeira aproximagao
para a area do segmento parabolico e para facilitar calculos ulteriores, observe de forma

atenta que

AAPB = = (CD) = (DE) .

Para dar continuidade ao calculo da area do segmento parabdlico, pode-se supor
sem perda de generalidade que A seja o ponto de origem do sistema de coordenadas,

como pode ser ilustrado pela Figura 21.
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Figura 21: Segmento parabdlico 4.

Pelas relagbes encontradas anteriormente, tem-se agora que C'D = ¢/2. Logo, a
area do triangulo AAPB devera ser dada por

—=3 c\3 ¢

D’ = (—) .

2

Mediante a tomada de dois novos pontos P’ e P” na parabola, tal que segmentos

paralelos ao eixo das ordenadas que vao de tais pontos ao eixo X encontrem os pontos

médios dos segmentos ja seccionados no referido eixo, facamos a insercao de novos

triangulos no segmento parabolico mediante os pontos pertencentes a parabola dados

por P' = (¢/4,0) e P" = (3¢/4,0), tais que se tenham os triangulos AAPP" e ABPP",

como ilustra Figura 22.

Figura 22: Segmento parabélico 5.

Como os tridngulos inseridos estao sob as mesmas condigoes que o triangulo AAPB,
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perceba que utilizando-se dos mesmos raciocinios anteriores, tem-se que as areas dos

triangulos AAPP" e ABPP" sao dadas respectivamente por

Logo,

Agora perceba que
c3 1 /¢
32 4\8)’
isto é, a areas dos novos triangulos inseridos no segmento paraboélico correspondem a

1/4 do tridngulo A;. Assim, obteve-se uma nova aproximagao para area do segmento

que agora ¢ dada por

3 3 3 3 3
A1+(A2+A3):C— C—:C——i-l' (C—) S <1+1).
8 32 8 4 8 4
Continuando o processo de insercoes de novos triangulos tomam-se novos pontos
médios como os que ja foram tomados anteriormente, pode-se deduzir que a soma das
novas areas encontradas serdo equivalentes a 1/4 das areas dos tridngulos anteriores
imediatamente inseridos no segmento parabdélico. Assim, tem-se que o valor da soma

das areas dos novos triangulos inseridos sera dada por

1 s 1 o
4 \32) 16\8)’
isto é, equivale 1/16 da area do triangulo A\;.

Assim, a nova aproximacao para area dos segmento parabolico serd dada pela soma

das areas dos triangulos até agora inseridos, dada por
c3+1 3 +1 3 _c3 1—|—1+1
8 4\8 16\8/) 8 4°16)°
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3
& . D ) ,
Fazendo 3= Ar, e prosseguindo como raciocinio, temos que a area procurada é

¢ 1 1 1 4
= (1++—4+— ... ) =24
o 8(+4+16+64+ ) 35T

em que foi usada a formula da soma infinita dos termos de uma Progressao Geométrica,
como queriamos demonstrar. O
O método de demonstracao da area do segmento parabolico por Arquimedes se deu
de modo diferente. Ele supunha S como sendo a valor da area do segmento parabolico
dado e seguia algumas proposicoes que levava-o a constatacao por dupla reductio ad
absurdum em que S > 4Ar/3 e S < 4Ar/3 levam a contradigdes [8, p. 420].

Logo, as desigualdades nao sendo satisfeitas isso implicaria em S = §AT'

Figura 23: Arquimedes.
Fonte: https://www3.unicentro.br/petfisica/2016/05/15/cientistaarquimedes/

Segundo Howard Eves [8], Arquimedes (287 a.C. - 212 a.C.) era filho de um astro-
nomo, chamado Fidias, e também adquiriu uma reputacao em Astronomia. Ele era
natural da cidade de cidade grega de Siracusa, localizada na ilha da Sicalia. E provavel
que ele tenha estudado na Universidade de Alexandria,ji que existem registros que
apontam contatos entre ele e alguns sucessores de Euclides, entre eles Conon e Dositeo,
como também Erastétenes que fora bibliotecario da Universidade de Alexandria.

E considerado como o maior génio da antiguidade e desenvolveu trabalhos de va-

65



4.4 Fermat e o Célculo de Areas 4 O INFINITO NA GEOMETRIA

lores expressivos tanto na drea da Matematica quanto na Fisica e a ele sao atribuidas
célebres frases e expressoes, como: “Dé-me uma alavanca que moverei o a Terra”; e
“Bureka, eureka!” (que quer dizer “Achei, achei”), sendo essa expressao famosa por
estar associada a um episdédio em que ele saiu despido nas ruas gritando-a.

Seus trabalhos sao considerados como muito bem fundamentados e de grande ori-
ginalidade. Apenas cerca de 10 de seus varios tratados foram preservados até a atu-
alidade, no entanto, hé indicios de outros que sao mencionados em obras de outrem.
Eles abrangem a Geometria Plana (onde se apresentam os tratados A Medida de um
Circulo, A Quadratura da Pardbola e Sobre as Espirais), a Geometria Espacial (Sobre a
FEsfera e o Cilindro e Sobre os Cones e Esferdides), a Aritmética (dois opusculos, onde
apenas um dos quais preservou-se: O Contador de Areia, que aborda como determinar
a quantidade de graos de areia capaz de preencher uma esfera de centro na Terra e
raio alcangando o Sol); a Matematica Aplicada (Sobre o Equilibrio de Figuras Planas
e Sobre os Corpos Flutuantes), entre outros que foram perdidos. E relevante salientar
que todos esses tratados foram fundamentados sob expressivo rigor matematico.

Ele também desenvolveu inventos engenhosos, como o Parafuso de Arquimedes,
alavancas, catapultas, entre outros. E muito comum ler historias acerca dele e de suas
invencoes. Uma delas concerne ao conflito greco-romano, onde Siracusa resistiu ao sitio
de Roma por quase trés anos. Tal resisténcia se deu por meio dos engenhosos inventos
de guerra de Arquimedes, utilizados para deixar os romanos & distancia. Entre elas:
catapultas para lancar pedras; cordas, polias e ganchos para levantar e espatifar os
navios romanos; e espelhos que concentravam os raios solares para queimar os navios
inimigos.

Arquimedes morreu no ano de 212 a.C. durante a Segunda Guerra Punica em
Siracusa. No episodio, a cidade estava sendo saqueada pelos romanos. Dizem que
apo6s nao dar ouvidos a um soldado romano devido estar altamente concentrado na
resolucao de um problema, o soldado enfureceu-se por falar com ele vérias vezes sem

que Arquimedes lhe desse atencao, entao, o soldado o matou.

4.4 Fermat e o Calculo de Areas

Devido a secao anterior, uma pergunta seria pertinente: como se poderia calcular
a area regioes curvilineas que nao fossem dadas somente por parabolas? Esse tipo de
problema s6 passou a ser soluvel, obviamente, ap6s a instituicao da Geometria Analitica

sendo que uma relevante contribuicao para esse tipo de problema fora dada por seus
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fundadores: René Descartes e Pierre de Fermat, este ultimo sendo considerado por
alguns como o maior mateméatico do século XVII.

Isso fica evidenciado em Eves quando ele afirma

Assim, parece mais correto concordar com a maioria dos historiado-
res que consideram as contribuicoes decisivas feitas no século XVII pelos
matemaéticos franceses René Descartes e Pierre de Fermat, como a origem
essencial do assunto. Sem duavida, s6 depois das contribuigoes desses dois
homens & Geometria Analitica é que essa ganhou contornos iniciais da forma
que estamos familiarizados [8, p. 383].

Fermat conseguiu obter a area delimitada pela curva y = 2™, m € Nym # 1 e
0<x<b,comb>0,oeixo das abscissas e a reta x = b.
O método utilizado por Fermat se deu mediante a aproximacao da area procurada,

através da utilizacao de retangulos auxiliares como na Figura 24.

Figura 24: Insercao de retangulos na curva y = 2.

Observe que se considerarmos infinitos retangulos com bases pequenas tem-se uma
aproximacao da area delimitada pela curva. Mais ainda, se as bases forem muito
pequenas, teremos um valor exato da area procurada.

Nessa secao apresentamos o método utilizado por Fermat e seguiremos o raciocinio
apresentado em Guidorizzi [9]. Para compreender tal método, observe a Figura 25,

cuja curva ¢ dada por y = 2%

67



4.4 Fermat e o Célculo de Areas 4 O INFINITO NA GEOMETRIA

LixL;_1L3 L2 L1 p x

Figura 25: Insercao de n retangulos.

Seja 0 < a < 1 um numero fixado.
Considere agora os nimeros z; — o'b,i € N. Note que o retangulo maior tem a
medida de sua base dada por b — z; = b — (a'b) e sua altura é dada por b?. Logo,

denotando esse retangulo por A;, sua area sera dada por
(b— (ab)) - b* =b*(1 — ).
Verifica-se que o retangulo A, a esquerda tem sua area da por

Ay = (!E1 - xz) '3U12
= (@ b—a?-b)-(a'-b)’
=(a-b—a?-b)-(a-b)

Assim, procedendo de modo anélogo e continuando-se o processo de céalculo das
areas dos retangulos inseridos partindo da direita para a esquerda, isto é, do maior
para o menor, tem-se que suas areas sao dadas, respectivamente, por:

A1 =b—-ab) V=01 —a);

= (ab—a?b) - (ab)* = B33 (1 — a);
— (a2b — a®b)-(a2b)” = bPab(1 — a);
= (a®b — ab) - (a®b)” = bPa®(1 — a);

Ay = (@b 1 b— ok b) - (af 1 b)? = BBadtD(1 — a);

Note que o valor da area que procuramos ¢ aproximadamente igual a area equi-
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valente a soma dos retangulos A,,n € N mencionados acima com n representando a
quantidade destes se apresenta grande.

Perceba que as areas de todos os retangulos sao termos de uma Progressao Geomé-
trica, pois todas possuem como fator comum b3(1 — «). Portanto, a soma A, das areas

dos infinitos retangulos sera dada por

A. =01 —a) + 03?1 —a) + %1 —a)+ ...
=b’(1-a) 1+’ +a’+a’+a"?+..)

— b¥(1—a) (1_1a3),

devido a formula da soma infinita dos termos de uma Progressao Geométrica.
Temos que 1 — o® = (1 — a)(a? + a! +1). Logo,

b (1 - a) v

A= - .
I-a)(a?24+a+1) a®+a+1

Note que quando « se aproxima de 1, a quantidade de retangulos se torna grande
e, entao, temos que A, se aproxima de b®/3.
Vejamos agora, como demonstrar a formula para as funcoes do tipo y = 2™, m € N

e 0 <z < b, também com as mesmas delimitacoes que no caso anterior.

Figura 26: Insercao de retangulos na curva y = y™.

Fixe novamente 0 < o < 1 e seja x; = b-af, em que i € N. Considere os retangulos
auxiliares como antes. Note que as bases de todos os retangulos sao expressas pela

diferenga (ba'~! — ba') e suas alturas por (ba'~!)™ i € N. Entdo, todos os retangulos
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R; terao suas areas dadas por

R; = (ba'™! — ba) (bat~1)"™

= (ba' H(1 = a)(ba™H)"

= (ba' 1) (1 — oz)(bmoz(i_l)m)
= (™)1 = a)(a D),

Seja A. = Ry + Ry + R3 + R4+ -+, entdo, temos

Ac= (01 =) + (0" (1 = @) (@) + (0 (1 — @) (@)

= (1 —a) (T4 a4 (@) (@) )

Perceba que
(1 4 am+1 4 (am+1)2 + (am+1)3 + .. )

é a soma dos infinitos termos de uma Progressao Geométrica, em que a; = 1 e ¢ =

o™, Logo, sua soma é dada por

So=1+a«a +1+(a +1) —I—(Oz +1) _‘_...:W.
Temos entao que
4 - (bm+l)(1—04)_ bm+1(1_a) B bm+1
0 l—amt (1-a)l4+a+a?+---am) l+a+a4+am

Para que a aproximacgdo da area da soma dos infinitos retangulos seja a melhor

possivel, fazemos « se aproximar de 1. Com isso, temos entao que

bm+1

A, =
m—+1

que é o desejado. O
E relevante salientar que o método de Fermat também é véalido para curvas do tipo

P ~ . , . .
y = x4, comp,q € Zeq#0, o que nido faremos e deixamos como exercicio ao leitor.
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Figura 27: Pierre Fermat(1601-1665).
Fonte: https://study.com/academy /lesson /pierre-de-fermat-contributions-to-math-

accomplishments.html

Segundo Howard Eves [8, p. 389], Pierre de Fermat nasceu em Beaumont de Lo-
magne, perto de Toulouse, em 1601. Era filho um grande mercador de peles que exercia
o cargo de segundo consul de Beaumont, chamado Dominique Fermat. Aos 15 anos, in-
gressou na Universidade de Toulouse, de onde saiu como bacharel em Direito. Uma vez
concluido seu curso, serveiu durante algum tempo ao Parlamento de Toulouse como
Consultor Juridico e, mais tarde, como Conselheiro Juridico, duas funcoes bastante
importantes.

Dedicou seu lazer & Matemética, embora, tenha suas producoes quase que nao pu-
blicadas em vida. No entanto, ele manteve correspondéncias com alguns matematicos
de seu tempo, entre eles Pascal. Fermat promoveu enormes influéncias sobre a Ma-
tematica dando os entornos da Matematica moderna e, foi considerado por muitos,
inclusive Pascal, como o maior matematico do século XVII.

Juntamente com René Descartes, ele fora responsavel pela criacao da Geometria
Analitica e nela, Fermat mostra em 1629, as equacgoes gerais da reta, da circunferéncia
e de algumas conicas.

Fermat também propiciou significativas contribui¢oes a uma outra area da Matema-
tica, que era objeto de estudo dos matematicos de seu tempo: o Calculo Infinitesimal.

O proprio Newton (1642-1727), que foi quem desenvolveu e aprofundou esta area da
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Matematica, baseou a sua teoria no método de tracar tangentes de Fermat.

Suas correspondéncias com Pascal constituiram as bases para lancar os fundamentos
para criacao da Combinatoéria e da Teoria Matematica da Probabilidade. No entanto,
o seu campo predileto de estudos e que mais lhe rendeu notoriedade, foi o da Teoria dos
Numeros. Nesse campo, Fermat deu expressivo impulso & Aritmética superior moderna
exercendo grande influéncia sobre o desenvolvimento da Algebra.

Embora Fermat nao tenha se preocupado em publicar os trabalhos fruto de seus
estudos, copias manuscritas costumavam circular. Coube a seu filho, Clement-Samuel,
publica-las postumamente, em 1679. Fermat faleceu em 1665 na cidade Castres [8, p.
390].
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Durante todo o trabalho foi procurado mostrar nao somente o conceito de infinito,
mas também algumas de suas vastas aplicagoes, de modo que estas possam ajudar o
leitor na construcao das ideias relacionadas a ele e como sao empregadas em varios
ramos da Matematica. Com isso, ficou evidente que seu emprego perpassou por discus-
sdes filosoficas, aplicagdes na Algebra (fungdes, sequéncias, etc.) e na Geometria, ramo
este em que foram apresentados célculos que envolviam areas de regioes curvilineas.

Relacionados a todos os célculos, buscou-se como estratégia algo pouco explorado
no Ensino Bésico, que concerne em levantar informacoes acerca de suas historias e
de seus desenvolvimentos, como também dos matemaéticos que foram responsaveis ou
que promoveram de algum modo, contribuicoes de alguma expressividade. Com isso,
através da retrospectiva historica intencionou-se construir uma maior fundamentacgao
para que se possa dar substancia ao significado do conceito de infinito.

Uma outra estratégia que, acredita-se, possibilitar uma melhor assimilacao do con-
ceito e seu respectivo emprego e que mostrou-se presente em todos os capitulos do
trabalho, concerne ao emprego do infinito matemaético na resolucao de problemas e pa-
radoxos, implicando numa forma mais didatica de explanacao das ideias desenvolvidas
em cada um dos capitulos.

Ficou claro que ao realizar a pesquisa, buscou-se “construir” a defini¢do e o emprego
do infinito mateméatico. Para isso, utilizou-se de recursos e argumentacoes que se
apresentassem como cabiveis ao Ensino Basico, sendo em varios momentos evitado o
uso de conceitos nao tratados no referido nivel de ensino.

Evidenciou-se a possibilidade de elevar o nivel do significado de infinito mediante
uma quantidade minima de teoremas, axiomas, defini¢coes entre outros conceitos ma-
tematicos com objetivo de se apresentar aos agentes do Ensino Basico, isto ¢, docentes
e discentes, um trabalho que atenda o principal objetivo proposto na pesquisa que é
atenuar a diferenca que se mostra gritante entre as concepc¢oes de infinito que existem
entre os niveis bésico e superior de ensino. Os argumentos foram os mais sucintos pos-
siveis, sendo que o principal objetivo era a clareza e que certos detalhes se tornassem
exercicios para os leitores mais interessados no assunto.

Em suma, buscou-se elaborar um trabalho que viesse atender as expectativas atin-
gindo todos os objetivos propostos no que diz respeito a elaboragao de um produto que
se constitua como ferramenta que possa auxiliar docentes e discentes dos Ensino Béasico

a perceberem a relevancia intrinseca ao conceito de infinito, mas acima de tudo que
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lhes possibilitem ampliar ou construir um “novo” significado para o termo infinito tao
presente mediante concepcoes de senso comum, mas tao distante dos modos diversos
empregados na Matematica, alguns casos ja na do Ensino Médio, mas principalmente

na do Ensino Superior.
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