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Resumo

Este trabalho de pesquisa trata da aplicagao do calculo diferencial e integral as
teorias envolvidas na gestao de negbcios, em especial nas areas financeira e econd-
mica. Utilizou-se, como ferramenta de apoio a pesquisa bibliografica, diversas obras
que versam sobre o Calculo, Matematica Aplicada a Economia e Matematica Fi-
nanceira. Para isso, foi realizado um desdobramento do célculo e de teorias das
areas financeira e economica, no intuito de verificar suas ligacoes, além de propor
sugestoes de seu uso em sala de aula do ensino médio.

Palavras-chave: Calculo Diferencial e Integral, Matematica Aplicada a Econo-
mia e Mateméatica Financeira.



Abstract

This research work deals with the application of differential and integral calculus
theories involved in the management businesses, particularly in the financial and
economic areas. Several works were used as bibliographical research sources, inclu-
ding those focusing on Calculus, Mathematics Applied to Economics and Financial
Mathematics. A detailed study of calculus and financial and economic theory was
carried out, so as to study their relationships and then make suggestions as to their
use in classroom teaching medium.

Keywords: Differential and Integral Calculus, Mathematics Applied to Econo-
mics and Financial Mathematics.
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Introducao

Na vida nos deparamos com intimeras situagoes que exigem de nos decisoes
racionais e nao racionais, de modo similar ocorre no mundo dos negdécios. Porém,
neste as pessoas buscam pelas informacoes que as conduza a solu¢oes ou pensamentos
inovadores. E fato, que atualmente essas decisdes no mundo dos negocios tém sido
pautadas com mais frequéncia nas orientacoes racionais da Matematica, em especial
na Matematica das Financas, que por sua vez, utiliza-se em diversas de suas teorias
o suporte que o Céalculo oferta. Reforga Goldestein (vide [10] p. 153), quando afirma
que:

(...) em fase de uma imensa quantidade de dados estatisticos,
dependendo de centenas ou mesmo de milhares de diferentes
varidveis, analistas de negécios tem cada vez mais buscado
métodos matematicos para descrever o que esta acontecendo,
para prever os efeitos de varias politicas alternativas e deci-
dir sobre estratégias razoaveis entre um enorme nimero de
possibilidades. Entre os métodos empregados estd o célculo
aplicado aos negocios.

Assegura, ainda, Feijo (vide [7] p. xii), que os modelos matematicos utilizam do
calculo diferencial e integral para expressar relacoes financeiras. E, onde, o papel do
emprego do célculo nestes modelos tem por finalidade estruturar o processo decisorio
auxiliando pessoas a eliminar o improviso e ampliar o grau da certeza na opiniao de
escolhas.

Neste contexto, cresce a compreensao do uso instrumental do célculo justificado
nao so pelo seu suporte as diversas atividades da gestao de negocios (produgao,
venda, financiamento, empréstimos e créditos), mas aliado as inovagoes tecnologicas.
Nas quais, os métodos matematicos aplicativos tornaram-se ferramenta de trabalho
indispensavel para diversos profissionais. Ou mesmo, passam a ser usados de forma
automaética no cotidiano de pessoas, que em muitas vezes nao dominam as técnicas
que lhe dao suporte as tomadas de decisoes.

A intencao deste trabalho de investigacao é levar a professores e alunos uma
maior compreensao e aplicacao dos instrumentos do Célculo aos negdbcios, especial-
mente nas areas financeira e econdmica. Mediante o revelar da mateméatica que esté
subsidiando os conceitos e defini¢oes financeiro-econdémicas que se busca entender
suas ligagoes, bem como sua sedimentacao através de exemplos e exercicios pertinen-
tes e elucidativos. Para tanto, nossa pesquisa ficou organizada em cinco capitulos.
No inicio do texto, capitulo 1 (das Preliminares), discute-se os conceitos que dao
suporte a teoria financeira, incluindo as nocoes de limites, continuidade, derivada e

ix



INTRODUCAO

integral de uma funcao real, destacando aspectos que consideramos relevante a este
estudo.

No capitulo 2, intitulado A Teoria do Juro, apresentamos um breve levantamento
dos conceitos basicos da Matemética Financeira, realizando um estudo comparativo
entre a abordagem de capitalizacdo descontinua ou discreta (onde o periodo de
capitalizacao é espacado) com a abordagem de capitalizagao continua, esta tltima
que é utilizada em uma série de modelos econémicos, particularmente os do mercado
financeiro. Que nos revela resultados mais expressivos e aguca melhor o conceito de
capitalizacao.

A Teoria do Cadlculo Aplicada as Séries de Capitais é o titulo do capitulo 3.
Neste sao tratadas as séries finitas e infinitas de capitais uniformes que servirao de
base conceitual as chamadas séries de capitais variaveis. Em que sao analisados dois
processos de avaliacao de alternativas de investimento, o Valor Presente Liquido
e a Taxa Interna de Retorno, neste ultimo utilizamos para sua determinacao o
método de Newton-Raphson e aproveitamos para realizar uma critica ao uso deste
algoritmo por gestores financeiros. Encerrando com aplicabilidade das integrais nas
séries continuas.

Ja o capitulo 4, chamado A Teoria da Andlise Marginal, visa & aplicacao das
derivadas as funcoes econémicas: custo marginal, receita marginal, lucro marginal,
elasticidade do prego/renda associados a demanda/receita e elasticidade do custo.

A Teoria das Integrais em Aplicacoes Econdmicas denota o capitulo 5. No qual
foi reservado a anélise de questoes que utilizam os conceitos de integral indefinida
e definida, tais como: excedentes de consumo e da producao, o uso de antideriva-
¢ao aplicada as fungoes econdmicas marginais, valor médio de funcao e aplicacao
para obtencao de valores futuro e presente de um fluxo de renda em capitalizacao
continua.

Ao final, no Apéndice A, sao apresentados exercicios organizados de acordo com
a sequéncia desenvolvida do texto e intitulado Aplicacoes ao Ensino Médio. Em
geral, sao propostas interessantes de aplicacoes, podendo apresentar problemas de
niveis mais dificeis, com foco destinado ao ensino médio, que julgamos pertinentes
ao enriquecimento deste trabalho.



Capitulo 1

Preliminares

"Tomando a matemdtica desde o inicio do
mundo até o tempo de Newton, o que ele fez é
de longe a melhor metade".
Gottfried Wilhelm Leibniz

Este capitulo trata de uma introducao ao calculo diferencial e integral, onde
abordaremos conceitos envolvendo limite, derivada e integral de funcao de uma
variavel real. Sao os primeiros passos na direcao de suas aplicagoes a area de negdcios
(Financas e Economia), que serao realizadas posteriormente nos demais capitulos.

Vale ressaltar, que consideraremos as funcoes aqui tratadas definidas em um
intervalo nao degenerado de niimeros reais, ou em uma uniao finita de intervalos
nao degenerados. Entende-se por intervalo nao degenerado de niimeros reais, aquele
que nao seja apenas um ponto, possui tantos pontos quantias sao as partes dos
nimeros naturais.

1.1 Limite de uma Funcao

Definigao 1.1 Seja a € I (I um intervalo aberto) e f uma funcao definida para
x € I —{xo}. Dizemos que o limite de f(r) quando x tende a x, serd L e
denotamos por

lim f(x)=1L

T—TQ

se a afirmacao a sequir for verdadeira: Dado € > 0 qualquer, existe d > 0, tal que, se

O0<|z—mo] <d=|f(z)—L| <e.

Teorema 1.1 (da Unicidade do Limite) Se lim f(z) = Ly e lim f(z) = Lo,

T—T0 T—T0
entao L1 = Lo.



Limite de uma Func&o CAPITULO 1

Demonstracao: Provemos por reducao ao absurdo. Suponha que L; # Lo, entao
|L1 — Lo
€= ——

5 > (. Pela definicao de limite existem d; > 0 e d > 0, tais que:

0< |z—x0| <0y = |f(z) = Ly] <e[I]

0 < |z — 20| <y = |f(x) — Lo| < e [1]
Tomando-se § = min {d1, 2}, temos que se 0 < |z — xo| < § entdo, por|I]e ,
[f(z) = Ln| <ee[f(z) = Lof <e
Assim, usando a desigualdade triangular e a definicao de ¢, temos:
% = |Ly — Lo| < |Ly — f()] + |f(2) — La] < 2¢
o que é um absurdo.

Teorema 1.2 (Propriedades do Limite de uma Fungao) Seja o € R e se lim f(x)

Tr—TQ

e lim g(x), existirem, entao:
Tr—xQ

1. lim a = a.

2. lim a- f(z)]=a- ILm f(z).
3. li_)m [f(z) £ g(x)] = le flz) £ li_>m g(x).

Tr—xTQ Tr—TQ T—T0

fo im0 g(o)] = | i )] [ o(0)]

Tr—xTQ Tr—TQ

5. lim [f(2)]" = [lim f(x)r, para n € N,

6. lim fa) IILH;O e se lim g(x) # 0.
e=wo g(x)  lm g(z)”  2—w0
T—T0

Demonstragao: Seja lim f(z) = L e lim g(x) = M, entao:
r—x0 T—T0

1. Teremos que provar:
Ve >0, 30 > 0tal que 0 < |z —zo| < 6 = |(f(x) — o] <e.

Como a € R e a fungao f é definida por f(x) = «, a afirmagao acima é sempre
verdadeira, pois
f(z) —a|=|la—a|=0<e



Limite de uma Func&o CAPITULO 1

2. Demonstraremos inicialmente para o = 0. Se:

a=0=a flx)=0-f(r)=0ea-L=0-L=0.

Pela propriedade 1, demonstrada, temos:

lim[a- f(z))]=1lm 0=0=a- L.

Tr—xQ T—rT0

Agora, para a # 0, devemos provar que:
Ve >0, 30 >0tal que 0 < |z — x| <6 = |a- f(x) —a-L| <e.

Considerando j', tem-se:

Ve >0, E|5>()talque0<|x—x0|<5:>|f(x)—L|<i,

|
entao
36 > 0 tal que 0 < |z — x| < 6 = |a| - | f(z) — L| < ﬁ.|a| =,
a
isto é,
30 > 0 tal que 0 < |z — 9], 0 = |- f(z) — - L] <e.
3. Provemos que lim [f(z) + g(z)] = lim f(z) + lim g(z), o caso para sinal
T—T0 Tr—xQ T—T0

"menos" segue analogo. Para tanto, devemos provar que:
Ve >0, 30 > 0tal que 0 < |z — xo| < d = |(f(x) + g(x)) — (L+ M)| <e.

Entao Ve > 0, considerando §, tem-se:

3&>0;0<M—xd<6fﬁﬁmy<M<§

36, >0 ; O<|x—x0|<62:>|g(x)—M\<§

Considerando 6 = min {d1,d2} e, portanto, § < d; e 6 < Jy, vem:

€

2

= €.

5= min {81,0,) ; 0 < |z —ao| <6 = |f(x)— L| + |g(z) — M| < §+
E, pela desigualdade triangular, temos:

f(z) = L[ + [g(z) = M| < [(f(z) + g(x)) — (L + M))|.

Entao,

§ = min {01,0:} : 0< |z —a| <= |(f(z) + g(z)) — (L + M)| < e.
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4. Pela definicao 1.1 e utilizando a desigualdade triangular, vem:

[f(z) - g(x) = L- M| = [f(x)-g(x) = f(z) - M + f(z) - M - L- M|
< [f(@)|-lg(x) = M|+ [M]-|f(z) = LI

Como lim f(z) = L, dado Ve > 0, 30; > 0 tal que |f(x) — L| < € se
T—T0
0 < |z — xo| < 01, assim |f(x)| <|L|+1se0<|z—xo| <.

Por outro lado, 3 > 0 tal que |f(x) — L| <

€
s Se 0 < |z — o] < 0.

Analogamente, 33 > 0 tal que |g(z) — M| < 5 |L|+1)

Sendo § < 41, 0 < 05 e & < 3, entao:

[f(2) - g(x) = LM[ < [f(2)] - |g(x) = M|+ [M] - [f(z) — L]

< (ILI+ DE: + (M + DE; < S+ 5 =€,

€

€
se0<|z—29|<d,onde K1=———e Ko = —— ——.
ol < o onde B TRy

2(|L| +1)

5. A prova desta propriedade é decorrente do raciocinio apresentado para de-
mostrar a propriedade 2, mas aqui para um produto de um nimero finito de
funcoes, ou seja, se

lim fi(z) = Ly, lim fo(z) = Lo, -+, lim f,(x) = Ly.

T—x0 T—x0 T—T0

Entao, utilizando o principio da inducao finita, podemos verificar que:

Tim [fi(0) - folw) - - - ful@)] = Ly Lo~ - - Ly
E caso, fi(z) = fo(z) = --- = fu(x), entdo
()" =

1 1
6. Primeiro, provemos que se lim g(z) = M # 0= lim — = —.
T—T0 T—T0 g(ﬂ:‘) M

De lim g(z) = M # 0, vem:
T—T0

Ve>0,30>0; 0<|z—x0 <0=|g(x) - M| <e
E, que

1 1
36, >0, IN>0;0< |z —zo| <d = |g(x)| > N=> —— < —
lg(x)] N



Continuidade CApPiTULO 1

Considerando € - M| - N, tem-se:

Ve>0, 30 >0; 0<|z—x| <= |g(z)— M| <e-|M|-N
Sendo 6 = min {01,02}, vem que Ve > 0, 39 tal que
1] |gle) M| _
M| |glx)-M|
1 1 e-|M|-N

1
O<|x—x0]<5:>‘——
g(x)

= lg(z) — M| - S <
lg(z)| [M] — N-|M|
1 1
Como lim f(z) =L e lim — = — e, usando a proposi¢ao 2, temos que:

r—T0 T—T0 g(l’) M

. flx) 1 . . 1 L

lim ——= =1 — =1 - lim —— = —.

dm oy A @) o | = i ) - i oes = o7

1.1.1 Limites Infinitos

O simbolo de infinito, denotado por co, nao expressa um numero real, mas uma
tendéncia do limite. Intuitivamente, podemos dizer que:

e quando lim f(z) = oo simboliza que f(z) cresce ilimitadamente além de qual-
T—T0

quer nimero real fixado, & medida que x se aproxima de z.

e quando lim f(z) = —oo simboliza que f(z) decresce ilimitadamente, abaixo
T—T0
de qualquer nimero real fixado, quando x se aproxima de x.

Ja quando tomando o limite de f(z) quando z cresce (ou decresce) ilimitada-
mente utilizamos, respectivamente, os simbolos:

lim f(x) e lim f(x).

r—>+00 r—>—00

Um resultado muito usual de limite infinito, que pode ser facilmente encontrado
em livros de célculo ou anélise real, ¢ apresentado a seguir:

. 1\"*
lim (1 + —) =e
T——+00 €T

1.2 Continuidade de uma Funcao em um Ponto

Definicao 1.2 Seja f uma funcao e xo um ponto de seu dominio. Dizemos que f
¢ continua em xo se

Tim f(x) = f(xo)

Caso lim f(z) nao exista ou erista, mas seja diferente de f(xo) diremos que f é
Tr—IT0

descontinua em xg.
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Exemplo 1.1 Sendo R(q) a fungao receita total de q unidades produzidas e vendidas
de um produto, definida por:

_Ja , se 0 < g < 20;
R(q){ 1,1-q , seq>20.

Utilizando a defini¢ao mostraremos que a fun¢ao R € descontinua em q = 20.

Solugao: De fato, temos R(20) = 20 mostrando que R(q) existe, mas o 1111210 R(q)
q—

nao existe, pois:

lim R(q)=1,1-20=22.

q—207+

lim R(q) = 20.
q—20—
Portanto, a funcao R é descontinua em q.

Na Figura 1.1 a seguir esbogamos o comportamento da funcao R(q).

/

I

I

I

I

I

I

I

L

20 q

R(q)

Figura 1.1

Teorema 1.3 Sejam f e g fungoes continuas num ponto xy. FEntao:

1. a- f+ B9 sao continuas em xq, Vo, € R.

2. f-g € continua em xy.

3. = € continua em xq, desde que g(xg) # 0.
g

Demonstragao: Sendo f e g fungdes continuas em zg, assim lim f(z) = f(zo)
T—T0
e lim g(z) = g(zo) e, valendo-se ainda, das propriedades operatorias dos limites,
T—T0

tem-se:

L. lim (a- f+f-g) = lim[a- f(z)]+ lim [5-g(2)] = @ f(z0) + B - g(wo).

Tr—T0 T—T0

2. lim (f-g) = lim [f(2) - g(x)] = lim f(z)- lim g(z) = (f - g)(z0).

T—xo T—T0

»] A,
s (5) =t (] = s = v = () )

T—T0
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1.3 Derivada de uma Funcao

Definigao 1.3 (da Derivada no ponto z) Seja f uma funcio definida em um
intervalo aberto I e xy € I. Caso exista e for finito o limite a sequir é denominado
de derivada de f no ponto z:
x)— f(x

oo f@) ~ fla)

T—T0 T — :CO
Sendo, Ax = x — xy entdo v = Ax + xg e, quando x — xy temos Ax — 0, com isso
podemos reescrever a expressao acima na forma:

lim f(Az +x0) — f(20)
Az—0 Az

Notacoes: utilizaremos neste estudo as seguintes notagoes para as derivadas:
e f'(x)ouy;

fo) — tim 102 = L)

T—x0 r — I

d
. —y, notacao de Leibniz.
dx
dy . Ay
—= = lim —=.
dr  z—z0 Az

Exemplo 1.2 Sendo a funcao f(x) = 2% — 3, calcular f'(5).
Solugao:

2 oy _
g =3 -2 . (@-5@+5) .
T—5 r—5 T—5 r—2>5 z—5 r—5

Teorema 1.4 Sejam f uma funcao derivdvel em xq, entao f € continua em xg.

Demonstragao: Note que:

E, portanto:

E, por defini¢ao, f é continua no ponto xg.
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1.3.1 Derivada de Funcoes Basicas

A derivada de uma funcao f constante é zero, isto é,

f(z) =k= f'(z) =0, onde k € R.

f(z) = lim 2y _ lim flat Ae) = flz) lim & ¢

= 0.
Az—0 Az Az—0 Ax Az—0 Az

n

Teorema 1.5 (Derivada da Fungao Poténcia) Seja a fungio f(x) = 2" com

n € N*, vem que:
flz)=2"= f(x) =n-2a"".

Demonstracao: Por definicao,

f'(z) = lim 2V _ lim

Teorema 1.6 (Derivada da Funcgao Exponencial de Base e) Seja a fun¢ao f(z) =
e*, tem-se que:

flz)=¢" = f'(z) =¢"

Demonstragao:

by B flx+Ax) — f(x) e“m”—ex_ i L eft—1

fla)y = fim 7 = dim Ax = A Ty T A | A
|

= lim - lim
Az—0 Az—0 Al’

Ar 1
Onde, para obtermos o lim ¢ , fazemos u = ¢ — 1 = Az = In(1 + u),
Az—0 Az
assim:
e —1 U B 1
Ax In(1+u)  In(l+u)e
E, como:

Ar —=0=u—0
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Tem-se:

Coetr -1 1 1 1
lim = lim e = =1
Ars0 A wOIn(l+u)v I [lim(l + u)ﬂ} Ine

u—0

Fazendo u = 7 como u — 0 = h — oo e, ainda, pela Definicao 1.1.1, temos:

&=

. . 1"
igr(l)(lJru) —l}Lrgo<1+%) =e.

Logo:
Fa) = lm o i e =
Y= a5 AT A€ -

Teorema 1.7 (Derivada da Fungao Logaritmo) Seja a funcao f(x) = In(z),
tem-se que:

Demonstragao:
. Ay fle+ Az) — f(x) . In(x + Az) — In(x)
! _ — —
Fl) = Jm R = A A A Ar

. 1 T+ Ax . 1 Ax
= lim |— -In = lim [—  -In{14+—)1.
Axz—0 A.I' x Az—0 A,CE x

Ax .
Fazendo u = — = Arx = u -z e como Az — 0 = u — 0 e, ainda, pela passagem

x
demonstrada no Teorema 1.6, temos:

1 1 1 1 1 1
! = li - m = — 1 m = — — —
fl(z) = 11}3‘(1) L In(1 + u) } . In |:11L1£>I(1)(1 + u) } Ine '

Teorema 1.8 (Derivada da Soma e da Diferenca) Sejam as fungées u(x) e v(x),
derivdveis no intervalo (a,b), entao f(x) = u(z) £ v(z) € derivdvel em (a,b) e

f(x) = (z) £ ().

Demonstracao: Por definicao,

A
f(@) = fim,

o An) - ()

Axz—0 Ax
_ [u(z + Az) + v(z + Ax)] — [u(z) + v(x)]
= lim

Az—0 Az
_ iy e+ AZ) —u(@)] + [v(z + Az) — v(2)]
= lim

Az—0 Al’
_ 1 Au . Av
T Arho Az + Arso Az
=u'(x) +'(x).
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Para f(x) = v(x) — u(z), basta verificar que f(z) = v(z) + [—u(z)] e, proceder
analogamente, como a prova realizada para a derivada da soma.

Teorema 1.9 (Derivada do Produto) Sejam as funcgées u(x) e v(z), deriviveis
no intervalo aberto (a,b), entao f(x) = u(x)-v(zx) é derivivel em (a,b) e

Demonstragao:

f'(z) = lim 2V — fim

Az—0 Az Az—0 Ax
= Aliglo [u(z + Azx) -v(x + Az) — u(z) - v(x)] ﬁ
= Al{iﬂr&g[u@ + Az) - v(z + Ax) —u(x) - v(r + Az) + u(z) - v(z + Az)—
~ () - v(a)] 5
= lim (fu(z + Az) —u(2)] - v(z + Az) +u(z) - [v(z + Az) = v(2)]) Aix
= [Aliglo %} ~v(x) + u(x) - [Alirilo %} =u'(x) - v(x) + u(z) - V().

Corolario 1.9.1 Seja a fungao u(x), derivdvel no intervalo aberto (a,b) e a funcao
constante v(x) = ¢, entao f(x) = c-u(z) € derivivel em (a,b) e

f(z) =c-u(x).

Demonstracao: Utilizando-se as propriedades da derivada da fungao constante e
a derivada do produto, temos:

f(z) =2"(x) u(x) + o) () =0 -u(z) +c-u(x) =c u(z).

Teorema 1.10 (Derivada do Quociente) Sejam as fungoes u(z) e v(x), derivd-

veis no intervalo aberto (a,b), com v(x) # 0 entao f(x) = ZE?E; ¢ derivdvel em (a,b)

) oy (@) v(w) — u(@) v ()
Fe) (P
Demonstragao:
oo Ay fle+Ax) — f(x) u(r + Azx)  u(x) 1
fla) = lim < = dm Az = A, [m A ()] Az
_ g w(z + Az) - v(z) —u(z) - v(r + Aa:)] 1
Az—0 v(x + Az) - v(x) Az
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~ lim {u(x + Az) - v(z) —u(z) - v(r) + u(z) - v(z) —ulx) - v(e+ A:z;)] 1
Az—0 v(x 4+ Az) - v(x) Ax

= lim u - v(z) — u(z) -Av| - 1
N Alw—>0 [A v(z+ Az)-v(z)  v(x+ Az)-v(x) A } Az

= lim % - lim v(@) — lim u(z) - lim &
Az—0 Az Az—0v(x + Ax) -v(z)  Az—ov(x 4+ Az) - v(x) Az—0 Az
. M) ) ) o) —u(e) o)

(@) [v(z) [o(x)]?

1.3.2 Analise da Variacao das Funcoes

Defini¢ao 1.4 Seja a fungao f e o intervalo (a,b), para o qual f(x) esteja definida,
dizemos que ¢ € (a,b) é um minimo relativo de f se f(c) < f(z) para todo x nesse
intervalo. Analogamente, ¢ € (a,b) é um mdximo relativo de f se f(c) > f(x)
para todo x nesse intervalo.

Um extremo relativo de uma fungao f é o valor minimo relativo em ¢ ou um
méaximo relativo em ¢ da fungao no intervalo.

Teorema 1.11 (de Fermat) Seja a fungao f derivivel em (a,b) e ¢ um extremo
relativo de f, onde ¢ € (a,b), entao f'(c) = 0.

Demonstracao: Suponhamos que ¢ seja um méaximo local interior de f que é
derivavel em c. Entdo ha um intervalo I = (¢ — §,c + ), tal que, para todo = € I,

tem-se:
% > 0 para x < c,
fle) = f(z) =
f@)=fld < para T > c.

r—c
Como a derivada de f existe e é finito o seu limite, além de coincidir os limites
laterias a esquerda e a direita de c, tem-se:

i T =50 _
Tr—cC Tr — C
Utilizando limites, tem-se:
z—ct T —cC
= f'(c)=0
T—cT Tr —cC

Segue andloga a demonstracao para quando ¢ for um ponto de minimo relativo
de f.

11
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Definicao 1.5 Chamamos de ponto critico de uma funcgao f, o nimero ¢ do do-
minio de f no qual f'(c) =0 ou f'(¢) nao existir.

Definicao 1.6 A funcao f terd um minimo absoluto, se existir algum nimero
c € D(f), tal que f(c) < f(x) para todos x no dominio de f. Analogamente, a
fungao f terd um mdzimo absoluto, se existir algum nimero ¢ € D(f), tal que
f(e) > f(x) para todos x no dominio de f.

Caso a funcao f possua um minimo absoluto em ¢ ou um maximo absoluto em
¢, entao diz-se que f tem um extremo absoluto em c.

Teorema 1.12 (de Rolle) Seja f uma fungao continua no intervalo [a,b] e deri-

vdvel no intervalo (a,b), com f(a) = f(b) = 0, entao existe ao menos um ponto
c € (a,b) tal que f'(c) = 0.

Demonstracgao:

Caso 1: a funcao f constante no intervalo [a, b].
Como f'(z) =0 em (a,b), ou seja, Ve € (a,b) temos f'(c) = 0.

Caso 2: a funcao f nao constante no intervalo [a, b].
Neste caso Jz € [a,b] tal que f(z) # f(a) = f(b). Como f é continua
em [a,b], f tem um minimo e um méaximo em [a,b]. Se Jx € (a,b) tal que
f(z) > f(a) = f(b), entao o valor de f(a) = f(b) nao é o maximo de f em
[a, b]; portanto, f assume valor méximo em algum ponto ¢ € (a,b) e, sendo f
derivavel em (a,b), temos f'(c) = 0. Se dx € (a,b) tal que f(z) < f(a) = f(b),
a prova é analoga.

Teorema 1.13 (do Valor Médio ou de Lagrange) Se f ¢ uma fun¢ao continua
em |a,b] e derivdvel em (a,b), entao existe ao menos um ponto ¢ € (a,b) tal que

f(b) - f(a)

]
Demonstragao:

e Caso f(a) = f(b).

Para este caso, w = 0 e, pelo Teorema de Rolle, existe ¢ € (a,b) tal
b —

que f'(c)=0= W.

o Caso f(a) £ f(b).
Considerando a fungao g(z) = f(z) — f(a) — w - (z — a). Note que:

i. g é continua em [a, b] por ser a diferenca entre [f(z) — f(a)] e
f(b) — f(a)
b—a

- (z — a)|, que sdo continuas em [a, b];

12
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ii. g é derivavel em (a,b) e sua derivada é ¢'(z) = f'(x) —

iii. nos extremos do intervalo [a, b], tem-se:
ola) = (o) — o) - LU0 TD (g
_ f(b) — fla)

— -(b—a)=0.

Portanto, g(a) = g(b) = 0. Sendo assim, é valido para a fungao g o Teorema
de Rolle: existe ¢ € (a,b) tal que ¢'(c) = 0, isto é,

f(b) = f(a)

f(b) — fla)
b—a '

g ()= f'(c) — = 0 ou ainda f'(c) = -

Definicao 1.7 Diz-se que uma funcao f definida em um intervalo é crescente
nesse intervalo se, e somente se, f(x1) < f(xe) sempre que x1 < x5, onde 1 e Ty
$a0 numeros quaisquer no intervalo.

Definicao 1.8 Diz-se que uma funcao [ definida em um intervalo é decrescente
nesse intervalo se, e somente se, f(x1) > f(x2) sempre que x1 < 3, onde x1 e X3
$a0 numeros quaisquer no intervalo.

Observacao 1 Se uma funcao [ € crescente ou decrescente num intervalo, entao
dizemos que f € mondtona neste intervalo.

Teorema 1.14 Seja f uma fungao continua no intervalo fechado [a,b] e derivdvel
no intervalo aberto (a,b):

i. se f'(x) > 0 para todo x em (a,b), entiao f € crescente em [a,b];
ii. se f'(z) <0 para todo = em (a,b), entao f é decrescente em |a,b.

Demonstragao: Provaremos o item i, ja que o item ii é analogo sua demonstragao.
Sejam x; e x5 dois niimeros quaisquer em [a, b] tais que x; < z5. Como f é continua
em [x1,x9] e derivavel em (z1,x2), pelo Teorema 1.13 (do Valor Médio) segue que
existe um ntimero ¢ em (z1,xs) tal que:

flw) = (1)

To — I

flo) =

Como z; < X9, entdo x2 — x; > 0. Mas, por hipotese, f'(z) > 0, assim f'(c) > 0.
Portanto, f(z3) — f(x1) > 0, e com isso f(x2) > f(x1). Mostramos, entdo que
f(z1) < f(xq) sempre que x; < 3, onde x; e T3 $80 niimeros quaisquer no intervalo
[a, b]. Portanto, da Defini¢do 1.7 resulta que f é crescente em [a, b].

13
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Definicao 1.9 Se o grifico de [ estiver acima de todas as suas tangentes no in-
tervalo I, entao ele € dito concavo para cima em [. Caso, o grdfico de f estiver
abaizo de todas as suas tangentes em I, entao ele € ednecavo para baixo em I.

Teorema 1.15 Seja a funcao f derivdvel até a sequnda ordem no intervalo [a,bl,
com f"(z) # 0 e, se xy € |a,b], entdo:

i. para f"(xo) >0, o grdfico de f tem concavidade voltada para cima em [a,b).

ii. para f"(xo) <0, o grdfico de f tem concavidade voltada para baizo em [a,b).

Demonstracao: A prova deste teorema pode ser encontrado em Guidorizzi (vide
[9] pp. 238-240).

1.3.3 Regra de L’Hospital

) . f(z)
Intimeras vezes ao calcularmos lim
T—T0 g(l’)
0

o L . ~ .
forma — ou —, nao significando, necessariamente, que os mesmos nao existam. Para
o0

é possivel se deparar com limites na

tratar destes casos vamos nos valer do seguinte teorema:

Teorema 1.16 (Regra de L’Hospital) Sejam f e g duas fungées deriviveis no
intervalo 1, exceto possivelmente em um nimero xo € I, com ¢'(x) # 0 para todo
x # xo. Nestas condicoes, se

lim f(z) =0e lim g(z) =0

T—rx0 T—rT0

ou que lim f(z) =+ocoe lim f(z)= +oo
T—rT0

T—T0
/ /
e se lim f(z) = L, entao lim @ = L, ou seja, lim M = lim / (x>
T—T0 g’(x) T—T0 g(x) =0 g(x) T—T0 g’(x)

Demonstragao: A prova deste teorema pode ser encontrado em Leithold (vide
[12] pp. 652-657).

1.3.4 Meétodo de Newton-Raphson

Consideremos a equacao f(z) = 0, na qual a fungao f é derivavel. A aproximagao
(ou equivalente) de uma raiz desta equagdo, ou seja, um valor 7 tal que f(n) = 0
pode ser obtido pela relacao:

=z, — f(an) se f'(x
Tpy1 = Tn f/(l‘n) f( n) 7£ 0. (1'1)

Tal processo iterativo é denominado de Método de Newton-Raphson.

14
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Realizaremos uma interpretacao geométrica do método de Newton-Raphson.
Como o processo é iterativo para realizacao de aproximacoes do possivel valor da
raiz da equagdo f(z) = 0. Primeiramente e, a partir do grafico de f (descrito na
Figra 1.2), consideremos a reta 73 tangente a curva de y = f(z) no ponto (z1, f(z1)).

4

(z1, f(z1))

(22, f(x2))

______

@, .L\ T3

Tl T2

Figura 1.2

Observe que a reta tangente 7} intercepta o eixo x no ponto aqui denominado
de x5. A ideia basica do método de Newton-Raphson é que a reta tangente localiza-
se proxima da curva no ponto que a mesma intercepta o eixo x (ponto 7, raiz da
equagao f(z) = 0). Como 77 é uma reta tangente, podemos aplicar derivada para
determinar a interceptacao da reta no eixo x.

Para obter x5, tendo em considera¢ao que a inclinagao de 77 é f'(x1), assim
procedemos:

y— f(x1) = f'(1) - (x — 21).

Como T} intercepta x em x5, fazemos y = 0 e temos:
0— fz1) = fi(z1) - (22 — 71).

Caso f'(z) # 0, entdo:
To = T1 — —f(xl) .
f'(z1)
Usando assim, x5 como uma primeira aproximacao de 7.
O processo ¢é repetido, utilizado x5 em substituicao a x;, valendo-se da reta 75
tangente a curva y = f(z) no ponto (x2, f(z2)). Obtendo assim, a nova aproximagao

x3, que é dada por:

f(x2)
f'(x2)

Repetindo o processo, obteremos uma sequéncia de aproximacoes x1, s, T3, Ty, - - -,
conforme Figura 1.2. Entao as demais aproximagoes podem ser generalizadas pela

relagao:

Tpy1 = Tp — f/(xn) se f/(xn> 7& 0.

caso f'(x9) # 0.

T3 — Ty —

15
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Conforme Stewart (vide [16] p. 349), embora a sequéncia de aproximagoes suces-
sivas do método de Newton convirja para a raiz desejada, h& certas circunstancias
que a sequéncia pode ndo convergir (...) podendo até mesmo uma aproximacao cair
fora do dominio de f. Por exemplo, observe a situacao indicada na Figura 1.3. Onde
o € uma aproximacao pior que x, ocorrendo que a aproximacao x3 possa cair fora
do dominio de f.

Figura 1.3

Dado uma fungao continua f : [a,b] — R e derivavel em (a,b). Uma condi¢ao
suficiente para que o método de Newton-Raphson funcione é que:

L fa)- f(b) <O
2. Se f" e f” sao nao nulas e preserva o sinal no intervalo analisado para a raiz.

O método de Newton-Raphson quando funciona, apresenta uma convergéncia
rapida para a solucao da raiz.
1.4 Nocoes de Integracao
Defini¢ao 1.10 (de Primitiva de uma Fungao) Seja P e f duas fungdes defi-
nidas num intervalo I. Quando a fun¢ao P satisfaz a condi¢ao P'(x) = f(x), para

todo x € I, dizemos que P € uma primitiva da funcao f.

Teorema 1.17 Se P é uma primitiva de f, definida num intervalo I e, C' é uma
constante real, entao P+ C ¢ também uma primitiva de f.

Demonstragao: Utilizando as propriedades da derivada, temos que:
[P(z)+C) = P(z)+C" = P'(x) = f(z), Vx € I.
[ |

Teorema 1.18 Se P, e P, sao duas primitivas de f, definidas num intervalo I,
entao P, — P, = C', onde C € uma constante real.

16
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Demonstragao:
[P1(z) — Pa(z)]" = Pi(x) — Py(x) = f(z) — f(z) =0, Vo € [ = Pi(x) — Py(x) = C.
]
Estes dois ultimos teoremas resultam da definicao a seguir.

Defini¢ao 1.11 (de Integral Indefinida) Se P ¢ uma primitiva de f, toda pri-
mitiva de f € da forma P+ C, onde C' é uma constante real arbitraria. A expressao
P+ C denomina-se de Integral Indefinida de f. Cuja notacao é:

/ F(@)dz = Pa) + C.

A seguir apresentamos algumas regras de integracao indefinida, tteis a este es-
tudo:

1. /ad:v:a-as+0;

2. /a~f(x)dx:a/f(:c)d:c;
5 [l o) 25 fowlds = o [ 1fi@lde 25 [[fala)do

xn—i—l
4./:5”(11:2 n +C, n#-1;

n—+1
5. /erdx:e“’—i-C.

Exemplo 1.3 Calcule as integrais indefinidas valendo-se das regras apresentadas
de integracao indefinida.

1. /x4dx;

2. / (62* + 4)dz;

5 / (¢" — 2%)da.

Solucao: Calcule as integrais indefinidas valendo-se das regras apresentadas acima.

1. Aplicando a regra 4 temos:

5
/x4d:c:%+0, para C' € R.

2. Aplicando as regras 1,2,3 e 4 temos:
/(6x2 + 4x)dr = 6/x2dx + /4dx = 22° + 42 + C, para C € R.

3. Aplicando as regras 2,4 e 5 temos:
6

/(ex—x5)dx:ex—%+0,paraC’eR.

17
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1.4.1 Integral como Area

Consideremos o problema de determinar a medida da area de um regiao plana
R, delimitada pelo gréfico de uma fungao f continua (f(x) > 0), pelo eixo x e pelas
duas retas * = a e x = b (conforme Figura 1.4).

Y y = f(x)

R

Figura 1.4

Dividimos o intervalo [a, b] em n subintervalos com o mesmo comprimento (Azx),

onde: .
Apr = — a‘

n

Os extremos destes intervalos, denotaremos de xg, x1, T2, ..., Ty_1,T,, onde
ro = a,r1 = a+Ax, x5 = a+2Ax, ..., x; = a+ilx,... v, 1 = at+(n—1)Az,x, = .

Seja [x;_1,x;] 0 i-ésimo subintervalo e, como, f é continua em [a, b, ela é continua
também nos subintervalos. Agora, escolhemos um ponto qualquer ¢; € [z;_1,x;].
Por simplicidade, iremos escolher ¢; de modo que f(¢;) seja minimo no intervalo
[€,_1,%,]). Para cada i, i = 1,2,...,n, construimos um retangulo de base Ax e
altura f(c;) (ver Figura 1.5).

Figura 1.5

Seja S, a soma das n areas dos retangulos na figura 1.5 acima. Facamos agora
n dobrar, ver Figura 1.6.

18
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0 a=xry i1 T

Figura 1.6

Consequentemente o ntumero de retangulos ird dobrar e, comparando as duas
figuras (1.5 e 1.6), notamos que S,, na Figura 1.6 parece aproximar melhor da regiao
R.

E, note que a medida que n cresce, indefinidamente, a soma S, das areas dos
retangulos tende a um limite, que aproxima-se, intuitivamente, da medida da &area
da regiao R.

A soma das areas dos n retangulos, que representamos por S, é dada por:

Sy = Zf ¢)A fle)Ax + f(e2)Ax + ...+ f(cn)Ax.

Esta soma é chamada de Soma de Riemann da funcao f.

Definigio 1.12 (de Area sob a Curva de uma Fungdo) Seja f uma funcio po-
sitiva e continua no intervalo [a,b], nos quais os pontos a = g < 1 < Ty < ... <

x, = b definem uma subdivisao deste intervalo em intervalos parciais [x;_1,z;]. A

drea sob a curva y = f(x), de a até b, é definida por:

= lim Zf ¢i)Az;.

n—-+oo

onde ¢; € [x;_1,x;]. Veremos adiante que tal limite sempre existe.

O calculo de areas sob curvas pode ser obtido por integracao, como sera apre-
sentado mais a diante.

1.4.2 Integral Definida

Inicialmente, chamemos de parti¢do de [a,b] qualquer decomposi¢ao de [a,d]
em subintervalos da forma:

[$0, xl], [$17$2], [I2,$3], T, [%‘—1, xz]

para um inteiro positivo n e niimeros x;, tais que a = ro < ry < r3 < ... < x, = b.

O comprimento de cada subintervalo [x; i, z;] serd denotado por Ax;, isto é,
Al‘i = T; — Tj—1-
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Definicao 1.13 (de Integral de Riemann) Seja f uma fungao no intervalo [a, b]
e L € R. Entao, L é denominado de integral de Riemann (ou integral definida) de
b

f em [a,b] e denotado por/ f(x)dzx, se

<€

> fle)Ax— L

i=1

Ve > 0,40 > 0 tal que

para toda particao P de [a,b], com mdr Ax; < 0 e para qualquer escolha dos ¢; €
[%‘71795@‘]-

Por defini¢ao, a integral definida de f, de a até b, é

b
[ e =t S e

Quando tal limite existe dizemos que f € integravel em [a,b]. Um fato geral, que
nao sera demonstrado neste trabalho, é que toda fun¢ao continua f : [a,b] — R é
integravel em [a, b)].

Vejamos algumas propriedades da integral definida. A demonstragao destas pro-
priedades estd além dos objetivos destas nocoes de integrais, mas poderao ser en-
contradas em Guidorizzi (vide |9] pp. 303-305).

Sejam [ e g fungoes integraveis no intervalo [a, b] e @ uma constante real, entao:

L[ )
.Lhﬂ()iﬁ dxz@/j’chi/w()w;
| /abf(x)dx:—/baf(x)da:

. Se c € (a,b) e f éintegravel em [a,c| e em [c, b] entdo

/f @_/f M+/f

b b
/ flz)dz < / g(x), se, e somente se, f(x) < g(z), Vx € [a, b];

[\V]

w

W

ot

6. Se f é continua no intervalo [a, b], entao:

m(b—a) < / flz)dz < M(b—a);

onde m = minf(z),z € [a,b] e M = maz f(x),x € [a,].
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Teorema 1.19 (do Valor Médio para Integrais) Seja f uma fungdo continua
no intervalo [a,b], entao existe xy € |a,b] tal que

b
flxo) = bia/ f(x)dx.

Demonstragao: Como f é continua em |a, b], entao:
e dx; € [a,b] tal que f(x1) é o valor minimo da funcao em |[a, b];
e Jdzy € [a,b] tal que f(x2) é o valor maximo da fungao em [a, b].

Portanto, tem-se f(z;) < f(t) < f(xa), Vt € [a,b].
Entao, pela propriedade 6 de integral definida, tem-se:
b
flan)b-a) < [ F(0)dt < faa)(b - a).

Logo,

b
flx) < bia/ Ft)dt < f(xz).

Como f é continua no intervalo [a, b] de extremos x; e xo, pelo Teorema do Valor
Intermediario, entao existe xy € [a, b] tal que:

b
flao) = = [ rioar

1.4.3 Teorema Fundamental do Calculo

Teorema 1.20 (Fundamental do Calculo) Seja f uma fungdo continua no in-
tervalo [a,b], e

1. F(z) = /x f(t)dt, entao F ¢ derivdvel e F'(x) = f(z).

b
2. G € tal que G'(x) = f(x) para x € [a,b], entdo / f(z)dx = G(b) — G(a).

Demonstragao: Prova do item 1:

Seja h # 0, tal que a <z + h <b.

F(z + h) — F(x) :/a f(t)dt—/a f(t)dt:/x f(t)dt
h N —

21



Nocdes de Integracdo CAPITULO 1

Pelo Teorema 1.19, existe ¢, € [a, b] de extremos a = x e b = x + h tal que:

/m+h f<t>dt
e = J(ta)

) ) ) z+h f (t) "
F(+2 m):l T

E, como o ]llin% f(tn) = f(x), ja que ty esta entre x e x + h, tem-se:
—

Entao:

/ BT
Fiz) = }lgr(l) h—0 h

Prova do item 2:

xT

Seja F(x) = / f(t)dt, pelo que foi provado no item (1) desta demonstragao,

temos F'(x) = f(x), entdao como G'(x) = f(x), por hipotese, teremos G'(z) =
F'(z) = G(z) = F(x) + C, onde C € R.

Entao: .
Gx)=F(z)+C = / f(t)ydt+ C.
Sendo
G(a):F(a)—i-C:/af(t)dt+C:O+C:>G(a):C
e
Gb)=F@0b)+C= /f )dt +C = G(b /f )dt + G(a
Segue que:

/f@ﬁzﬂ@—ﬂ@

Apresentaremos trés casos (ilustrados na Figura 1.7) para determinagiao do cél-
culo de area utilizando integracao, sao eles:

Caso I: Area sob a curva do gréfico de uma fun¢do f continua em [a, b] limitada
pelas retas © = a, x = b e o eixo das abscissas, onde f(z) > 0, para todo = € [a, ]|

¢ dada por:
b
:/ f(z)dx
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Caso II: Area sob a curva do grafico de uma funcdo g continua em [a, b] limitada
pelas retas © = a, = b e o eixo das abscissas, onde g(x) < 0, para todo = € [a,b] é

dada por:

A=

/ab g(x)dx| .

Caso III: Area da figura plana limitada pelas curvas dos graficos das funcoes
f e g continuas em [a, b] e pelas retas = a e x = b, onde f(z) > g(x), para todo

x € [a,b] é dada por:

y = f(z)

R

(CasolI)

A= [ (@) - g(@)a.

Yy

y =g(z)

(Caso II')

Figura 1.7

y = f(z)

y=g(x)

(Caso III')

Exemplo 1.4 Calcular a drea do conjunto de todos os pontos (x,y) limitada pelas

2

fungoes f(x) =a* eg

(2) = V2.

Solugao: De acordo com o gréfico abaixo (Figura 1.8), note que area (A) procurada
esta compreendida no intervalo [0, 1] e, é dada por:

A= /01(\/5 )z = {—m? - —x3]

Yy

2 1

3

3 3

flz) = z?

Figura 1.8
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Capitulo 2

A Teoria do Juro

"O juro composto € a maior invenc¢do da
humanidade, porque permite uma confidvel e
sistemdtica acumulacao de riqueza".

Albert Einstein

O interesse do homem pelos problemas envolvendo juro remota a época do inicio
da escrita formal. Em Boyer (vide 2] p. 20), é relatado um problema descrito numa
tabua de argila da Mesopotamia, datada de 1.700 a. C. O problema pergunta quanto
tempo levaria para certa quantia em dinheiro dobrar seu valor, a 20 por cento ao
ano. A resolu¢do proposta para este mesmo problema, por Maor (vide [14] p. 41),
usa linguagem algébrica, percebendo que a soma cresce a cada ano a 1,2 (acréscimo
de 20%), entao um crescimento de (1,2)", a n anos. Como o objetivo do problema é
chegar ao dobro do valor original, resumimos este a solugao da equacgao (1,2)" = 2.
A resolucao apresentada na tabua de argila pelo escriba é 3;47, 13,20 (resposta no
sistema sexagesimal, sendo igual a 3+ % + % + % = 3,7870), onde provavelmente,
ele utilizou interpolacio linear entre os valores (1,2)3 e (1,2)%.

Intiimeras discussoes sobre dinheiro perpassam pela ideia central de juros. E,
como a exemplo da situagao descrita acima, durante séculos diversos fatos coopera-
ram para uma maior atengao a lei dos juros, tais como: a expansao do comércio
internacional, a industrializacdo, o aumento das transacoes financeiras e, atual-
mente, a globalizagao. A utilizagdo do célculo, como ferramenta no auxilio das
tomadas de decisoes financeiras, passa a ser de grande valia. Para entendimento
desta importante contribuicao, inicialmente apresentaremos alguns conceitos basi-
cos da chamada Teoria do Juro: regime de capitalizagao descontinuo e continuo,
taxas de juros.i

2.1 Juro

Conforme Faro (vide [5] p. 3), juro, conceitualmente, é definido como a remune-
racao, a qualquer titulo, atribuida ao fator capital. Considerando que neste capital
foi realizada uma operacao financeira por determinado periodo de tempo.
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Temos, entdo, a quantia monetaria Cy de capital inicial (principal ou valor
presente) que é investida ao longo de um periodo de tempo. No final do periodo
de investimento, um capital acumulado (montante ou valor futuro), é retornado. A
diferenca entre o capital acumulado e o capital inicial sao os juros (.J,,) auferidos.
Para o intervalo de tempo de n periodos, temos:

Jn = Cn - Cnfh

onde (), expressa o capital acumulado que cresce no periodo n.

Popularmente, o juro representa uma espécie de aluguel gerado mediante uma
taxa de juros aplicada a um capital e cobrada ao longo de um intervalo de tempo.
Esta taxa de juros i, (constante ou variavel) referida a um certo periodo de tempo,
representa o percentual incidente sobre o capital considerado. Também, 7,, é definida
como a relagao entre o montante dos juros durante o periodo para o valor acumulado
no inicio do periodo:

- On - On—l o Jn
" Cn—l B On—l

,onde n > 1.

2.2 Regime de Capitalizacao

Defini¢ao 2.1 (de Regime de Capitalizagdo): O processo de formagao dos ju-
ros ao longo do tempo, sua maneira ao qual sao incorporados ao capital, recebe a
denominacao de regime de capitalizagao.

Formalmente, temos dois regimes de capitalizagao: o descontinuo e o continuo.
No primeiro, o regime de capitalizagao descontinuo, segundo Feijo (vide |7] p.
49), a rigor, o juro so6 seria incorporado ao valor do capital ao final de um periodo
elementar de tempo, de duracao finita. Neste, ha dois regimes de capitalizagao a
considerar: o simples e o composto.

2.2.1 Regime de Capitalizacao Simples

No regime de capitalizacao simples, a taxa de juro incide sobre um tnico
e determinado valor, o capital inicial (Cy). Este modelo de capitalizacao tem a
propriedade de que o juro nao é reinvestido para gerar juro adicional.

Teorema 2.1 No regime de capitalizacao simples de taxa constante i, um capital
wmictal Cy transforma-se, apos n periodos de tempo, em um capital acumulado

Co=Co-(1+i-n). (2.1)

Demonstracao: Seja J, o juro auferido, também denotado como a variacao do
capital acumulado C), a uma taxa de juros i,,, dada na mesma unidade temporal do
intervalo n, no juro simples ela sera:

Jn - CO . /in+1.
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Pela definicao de taxa de juros, o capital acumulado ao longo de n periodos, sera:
Ci1=Co+Jo=Co- (1+1i1)
02201—|—J1:C()(1+21)+0022:CO(1+21+22)
03:OQ+J2:C()'(1+i1+i2)+00'i3:Co'(1+i1+i2+i3)

Coh=Ch1+Ju1=Co-(1+iy+is+is+...+i1)+Co- iy
Co=Co-(14+i1+ig+is+...+in_1+1y)

assim,

Para o caso particular, onde a taxa de juros aplicada é constante, ou seja:
=1y =13=...=1, =1.
Teremos:

Chn=Co-(I+i+iti+... +1)

Observe que como o valor do tempo nao pode ser negativo (n > 0), o uso de
taxa negativa nao convém ser aplicada, ja que ¢ -n > —1 = C, < 0, logo teriamos
um valor acumulado a um dado periodo que nos traria perda de investimento.

Ao considerarmos a formacao do juro ocorrendo ao final de cada periodo que
vigora a taxa ¢, nos proporciona a evolucao C,, que ocorre de forma descontinua, ver
Figura 2.1.

Cy
Csl-——-----"-""-"-"-"-"--- —
| |
Cyl|rmmmmmmmm oo ’_‘:' i
|
Cylmo —_—
| | I 1
CZ ”””” ?_$ : } :
| | | | |
ol
| |
| | | | |
Cot—s ' |
! ! ! ! | L
0 1 2 3 4 5 6
Figura 2.1

Para valores de n fracionados, adota-se a convencao linear para determinar a
formacgao do juro simples, ao longo de um periodo considerado. Bastando para
tanto realizar uma interpolacao linear entre os dois valores de C), e C, 41, onde n e
n + 1 sado valores inteiros. Utilizando a formula (2.1), semelhanca de triangulos e o
exposto na Figura 2.2, efetivaremos uma interpolacao linear:
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Cnn | :
S /}%_cﬂ
by

C, w

Onde 0 < k— 1< 1

Figura 2.2
Note que, por semelhanca de triangulos, obtemos:

Coy1—Cp n+1l-n
Y N x

Como C, 1 — C, = Cy - i, temos:

Co-i 1
0 Z:—:yz(]ow'-x.
Y x
Observando também que:
Entao:
Ce=Co-(1+i-n)+Co-i-x=Co-(14+1i-k),
ou seja,

Cr=Co-(1+i-k) (2.2)

Logo, concluimos que, pela convencao do resultado obtido na interpolagao linear
(equagao (2.2)), que a equagao (2.1) é valida, tanto para n inteiro como para n
fracionado.

Perceba, Figura 2.3, que o juro simples é uma funcao linear de acumulagao, com
n > 0.

Figura 2.3
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2.2.2 Regime de Capitalizacao Composta

No regime de capitalizagao composta, a taxa de juro incide, inicialmente,
sobre o capital inicial, incorporando a este o valor do juro, gerando assim o valor
acumulado. Dai em diante, aos demais periodos a soma é reinvestida, sendo a esta
passando a incidir a taxa de juros. Este modelo de capitalizacao tem a propriedade
de que os juros sao reinvestidos para ganhar juros adicionais.

Teorema 2.2 No regime de capitalizagao composta de taxa constante i, um capital
wmictal Cy transforma-se, apos n periodos de tempo, em um capital acumulado

Co = Co- (149" (2.3)

Demonstracao: Seja J, a variacao do capital acumulado C,, a taxa de juros i,,
no juro composto, teremos:

Jn - On—l N Zn

Assim o capital acumulado seréa:
Cn == Cn—l + Jn = Cn—l + Cn—l : Zn = Up—1" (1 + Zn)
Ao logo de n periodos, teremos:

01:OQ+J1:OO-(1+i1)
CQ:Cl+J2:CO‘(1+i1)'(1+i2)

Co=Co- [J(1+1x).
k=1

Para o caso particular, onde a taxa de juros aplicada é constante, ou seja:
=1y =13=...=1lp_1 =1, = 1.
Teremos:

Co=Co-(14d)- (L) (L4+i)-...-(1+i)=Co-(1+414)"

J

v
n vezes

Como na capitalizacao simples, no regime composto, o juro so serd formado ao fi-
nal de cada periodo de tempo, entao a formacao do capital acumulado se comportara
de forma descontinua, levando em consideracao ¢ > 0.

Comparativamente, a Figura 2.1, a Figura 2.4 apresenta um crescimento onde
os "degraus" nao sao iguais entre si, mas assumem valores maiores a cada periodo
sucessivo, ou seja, o acréscimo sofrido no regime de capitalizacao composta ¢ mais
acentuado que no regime de capitalizagao simples (considerando para isso o mesmo
capital inicial e mesma taxa de juros).
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C,
e —
| |
! |
! |
! |
b
G —
| 1 |
Lo
N —
| | | |
Cy|--——- — : | ! !
| ] |
Cil-mme—b
ot—
N T S S U ™
of 1 2 3 4 5 6
Figura 2.4

Diferentemente a capitalizagao simples, no regime de capitalizacao composta,
conforme Faro (vide [5] p. 50), é adotado duas convenc¢oes distintas: a linear e a
exponencial.

Para o caso da convencao linear, o procedimento é anélogo ao apresentado através
do exposto a Figura 2.2 para obtencdo da equacdo (2.2), entre os dois periodos
inteiros n e n + 1, resaltando que no caso composto o acréscimo é AC,, = C,_1 -1 e,
deste, teremos:

AC, 1 =C) -t

Assim:
Co=Cp+Ch-i-x=Cyp-(14+1-2)=Co-(14+9)"- (1 +i-x),

ou seja,
Cr=Co-(1+4)"- (141 x).

E, ainda, novamente por Faro (vide [5] p. 50), esta convengao passa a representar
uma mistura de juros simples e compostos. O prazo inteiro passa a ser empregada
no regime composto, ja a parte fracionada do prazo utilizada no regime simples,
ambas sob a mesma taxa de juros.

Para a convencao exponencial no regime de capitalizagao composta e, lembrando
que a func¢do exponencial, por defini¢do geral, é da forma: f(x) = A- % (conside-
rando A como um pardmetro), obtém-se uma solugao geral da forma C,, = A - 5.
E, valendo-se da descricao na convencao exponencial da Figura 2.5 a seguir, nos
assegura afirmar que o acréscimo no capital (AC,,) seja obtido pelo produto da taxa
de juros i sobre o capital anterior C,,:

AC, =C), 1.
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Figura 2.5

Além de que:
Co1=Ch+AC, =C,+C,-i=Cp,-(1+41).
Ou seja:
Croi1—Ch-(1+14)=0.

A 1dltima equacgao, em que estd presente o valor da varidvel no instante n + 1
e valor da variavel no instante em n, recebe o nome de equagao de diferencas (se
ocorressem variacoes infinitesimais, como nos casos continuos, a equacao seria uma
equagao diferencial). Note que a equagao possui: diferengas finitas (jA que possui
um ntamero finito de termos), é linear (pois a variavel é de grau 1) e é homogénea
(pois o termo independente é igual a zero), cuja equagao caracteristica é dada por:

B—(14+1i)=0= = (1+1).
Aplicada na definicao geral C,, = A - ", que implica:
Cpo=A-(1+14)".
Para n = 0, na ultima equacao, temos:
Co=A-(1+i)=A-1=A

Donde, concluimos que:

Cn,=0Co-(1+14)".

Esta equagao equivale a equacao (2.3) obtida anteriormente. Assim, de acordo
com Faro (vide [5] p. 51), na ado¢ao da convengao exponencial, nao faz sentido falar
em capitalizacao descontinua, pois deixam de existir os pontos de descontinuidade.
Note, Figura 2.6, que o juro composto é uma funcao exponencial de acumulagao,
com n > 0.
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Figura 2.6

2.2.3 Regime de Capitalizacao Continua

No regime de capitalizagao continua, conforme Feijo (vide [7] p. 61), o juro
é formado ao final de um periodo infinitesimal, isto é, ele é formado continuamente.
Nesta modalidade como o periodo de tempo é considerado infinitesimal, entao os
periodos de capitalizacao sao considerados instantaneos. Deste modo, a taxa de
juros é chamada de taxa instantanea de juros.

Teorema 2.3 No regime de capitalizacao continua de taxa constante i, um capital
inicial Cy transforma-se, apds n periodos de tempo, em um capital acumulado

C, = Cy- ™. (2.4)

Demonstracao: Intuitivamente, aumentar o periodo de capitalizacao é aumentar
o capital acumulado (C,,). Utilizando da expressdo (2.3) (capitalizagdo composta)
e considerando m como o nimero de capitalizagoes que pretendemos aumentar,
podemos reescrever a expressao citada, da seguinte forma:

comc (1+2) " —a (10 2) T o5

Na equagdo (2.5), almejamos que m assuma valores cada vez maiores, ou seja,
tenda ao infinito (m — 00), deste modo:

mfe [ 2) T} fem (o) T

m i
Fixando t = —, entao 7= E, ainda, quando m — oo, entao t — oo.

7 m
Reescrevendo a expressao acima, teremos:
t
. 1
lim ( 1+ -
t—o00 t

1 ti] ™
lim (1 + —)
t—o00 t

n-i

Co - =Cp-
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Onde, pelo resultado:

Assim: 4
n-1

C() . == CO . Gn'i.

1 t
lim (1 + —)
t—o0 t
Observa-se que o periodo de capitalizacao ao crescer infinitamente, o capital
acumulado aproxima-se de Cj - €™*. Para tal situacao os juros sao chamados conti-
nuamente compostos. Logo:

Cp = Cy - e,
|

Apresentaremos a seguir, um exemplo que ilustra os resultados de forma com-
parativa, entre os capitais acumulados aos regimes abordados: descontinua simples,
descontinua composta e continua.

Exemplo 2.1 Considerando diferentes prazos de aplicacao, calcular o valor acumu-
lado para um capital de R$ 3.000, 00, inicialmente aplicado em um investimento que
remunera a taza de juros de 15% ao periodo. Apresente os resultados numa tabela
para os regimes capitaliza¢ao: (a) descontinua simples; (b) descontinua composta;
(c) continua.

Solugao: Obtemos os resultados descritos na Tabela 2.1, ao aplicar os valores

fornecidos no exemplo nas equagoes (2.1), (2.3) e (2.4) no intuito de determinar
seus respectivos capitais acumulados.

Tabela 2.1: Comparacao numeérica entre os varios regimes de capitalizacao

Regime Descontinuo | Regime Descontinuo | Regime de Capitalizagao
n Simples Composto Continuo
(Formula 2.1) (Formula 2.3) (Férmula 2.4)
0 3.000,00 3.000,00 3.000,00
0,5 3.225,00 3.217,14 3.233,65
0,8 3.360,00 3.354,90 3.382,49
1 3.450,00 3.450,00 3.485,50
1,5 3.675,00 3.699,71 3.756,97
1,8 3.810,00 3.858,13 3.929,89
2 3.900,00 3.967,50 4.049,58
4 4.800,00 5.247,02 5.466,36
10 7.500,00 12.136,67 13.445,07
20 12.000,00 49.099,61 60.256,61
40 21.000,00 803.590,64 1.210.286,38
100 48.000,00 3.522.940.352,10 9.807.052.117,42

Fonte: Constru¢ao em Planilha Eletronica Excel pelo préprio autor.
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Observemos, inicialmente, na Tabela 2.1, que para prazos compreendidos entre
0 a 1 unidade (0 < m < 1), o regime de capitaliza¢ao simples descontinuo passa a
produzir resultados superiores ao produzido na capitalizacao composta descontinua.
Para m = 1 os valores produzidos nestas duas modalidades sao iguais. E, para
m > 1, a modalidade composta supera os resultados da simples (Figura 2.7).

Capitalizacao
Composta
Capitalizacao

Simples

Figura 2.7

Mesmo assim, nenhuma das duas modalidades descontinua supera os valores
acumulados na modalidade continua.

Teorema 2.4 O capital acumulado (C,) gerado na capitalizagao continua é maior
que o obtido na capitalizacao descontinua, considerando ambos os regimes operando
a mesma taza i (i #0) e ao mesmo prazo n.

Demonstragao: Comparativamente, entre os regimes de capitalizacao compostos
continuo e descontinuo, ambos possuem comportamento de uma Progressao Geo-
métrica (PG), sendo que a primeira possui uma razao €', enquanto a segunda, uma
razao 1+ 1. Para provar o teorema basta verificar que e’ > 1 + ¢ para todo i.
Considerando a fungao f(z) =e” — 1 —z, onde f'(z) =¢* — 1. E, que:

fz)=0ee¢" =1<2=0.

Ainda, temos que:
f"(z) =¢€* > 0.

Implica que x = 0 ¢ um ponto de minimo global. Entao:
f(2) > £(0) =0 f(x) > 0.

Logo
e —1—x>0.

Deste modo, temos que:
e >1+1.
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Pode-se perceber que a capitalizacao composta continuamente produzird um
maior valor de capital acumulado do que qualquer composicao periddica para m
frequéncia, levando em consideracao que se manteve para as modalidades o mesmo
capital inicial Cy e a mesma taxa de juros ¢. Ou seja, uma composi¢ao mais fre-
quente ird4 produzir um maior valor acumulado do que numa composi¢ao de menos
frequéncia, resaltando o caso comparativo entre a capitalizacao simples e composta
descontinuas citada anteriormente.

2.3 Classificacao das Taxas de Juros

As taxas de juros podem ser classificadas conforme o seu emprego especifico
nas diversas operagoes correntes do mercado financeiro, sendo de suma relevancia o
conhecimento sobre elas e seu correto emprego. Refor¢a Faro (vide [5] p. 85), ao
afirmar que é de fundamental importancia que os conceitos e definicoes pertinentes
sobre as taxas de juros sejam bem entendidos, de modo que estejamos sempre seguros
sobre o verdadeiro significado de cada tipo de taxa.

Definicao 2.2 (de Taxa Efetiva): Seja a taza de juros i determinada no periodo
de tempo n, chama-se de taxa de juros efetiva se a unidade referencial do periodo
de tempo da taza coincide com o da unidade de tempo da capitalizacao.

Sao exemplos de taxas efetivas:
a. 48% ao ano, capitalizados anualmente;

b. 0,5% ao més, capitalizados mensalmente.

Defini¢ao 2.3 (de Taxa Nominal): Seja a taza de juros i determinada no pe-
riodo de tempo n, chama-se de taxa de juros nominal se a unidade referencial do
periodo de tempo da tara nao coincide com o da unidade de tempo da capitalizacao.

Sao exemplos de taxas nominais:
a. 48% ao ano, capitalizados mensalmente;

b. 36,6% ao ano, capitalizados trimestralmente.

Defini¢ao 2.4 (de Tazxas Proporcionais): Sejam duas tara de juros distintas,
11 e io, determinadas respectivamente nos periodos de tempo ny e ng, chama-se de
taxa de juros proporcionais ao ser averiquado a sequinte rela¢ao:

5 ni

o (2.6)

19 o)

Diz-se que i1 e 15 sao tazxas juros proporcionais entre si.

34



Classificacdo das Taxas de Juros CAPITULO 2

Se considerarmos m o numero de vezes que o periodo de tempo menor cabe no
periodo maior, e sendo ny dos dois periodos o periodo menor de tempo, entao n; =
m - ng, assim da equacao (2.6) acima, teremos as taxas de juros i e i,, proporcionais
quando

MmN

im N N9 ’

, )

tm = E (27)

Exemplo 2.2 Determinar a taxa de juros bimestral proporcional a taza de juros de
48% ao ano.

Solucao: Sendo m = 6, j4 que em um periodo anual existem 6 bimestres, teremos
da equagao (2.7):

4
26:€8:8%ab

Definicao 2.5 (de Taxas Equivalentes): Sejam duas tazas de juros distintas, i e
im, com unidades de tempo distintos, chamamos taxa de juros equivalentes quando
verifica-se que ambas as taxas aplicadas a um mesmo capital inicial durante um
mesmo periodo de tempo geram o mesmo valor de capital acumulado.

No regime de capitalizacao simples, considerando dois capitais iniciais Cy iguais,
aplicados no mesmo periodo n, um sob a taxa de juros ¢ e o outro sob a taxa %,,, 0s
capitais acumulados C,, e C), resultante serdo iguais se (utilizando a equagdo (2.1)):

Co-(14+i-n)=Co-(L+ip-m-n).

, 7
Iy = —.
m

Ao confrontarmos o resultado acima com a equagao (2.7), verifica-se que no
regime de capitalizagao simples as taxas de juros proporcionais sao também taxas
de juros equivalentes.

No regime de capitalizacao composta, considerando dois capitais iniciais Cy
iguais, aplicados no mesmo periodo n, um sob a taxa de juros ¢ e o outro sob a
taxa i,,, os capitais acumulados C,, e C resultante serdo iguais se (utilizando a
equacao (2.3)):

Co- (L+0)" = Cy- (1 +im)™™

i=(14ip)™ —1. (2.8)

Exemplo 2.3 A taza de juros mensal de uma certa operadora de cartdo de crédito
¢ de 17%. Determine a taza equivalente anual.

Solugao: Aplicando a equagao (2.8), temos:

i=(14+0,17)"2 -1 =i~ 558% a. a.
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2.3.1 Equivaléncia entre as Taxas Continua e Composta

As taxas de juros dos regimes de capitalizacdo continua e composta apresen-
tam resultados interessantes ao serem comparados. Para tanto, vamos nos valer da
equacao (2.8) e reescrevé-la da forma:

" m
i=(1+—> - 1.
m

Onde, i é a taxa efetiva anual e ¢ a taxa de juros nominal aplicada em m capi-
talizacoes.
Do que decorre:

3|

(L+i)m —1

t=(14d)m —1)-m=t=

m

Na dltima equacao acima, o limite da taxa nominal ¢ quando m — oo sera a
taxa instantanea ¢, assim:

Note que no segundo membro da equacao acima, temos uma indeterminacao
matematica para o limite apresentado.

Aplicando o Teorema 1.16 (Regra de L'Hospital), temos:

(L i)m —1) %((Hi)i)

5 = lim 4m = lim
Como: p p )
%(Hi)% = (1+i)m x In(1414) x e (E) .
d (1) -1
dm \m /) m?
Obtém-se:

w2 — (14 §)m x In(1 + ).

(1+4)m x In(1+4) x =%
—1
e

Da expressao limite, temos:

5= lim ((1+d)m x In(1 +1)),

m—ro0

ou seja,
d =In(1+1).

Logo, temos que:
14i=¢. (2.9)
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Onde a equagao (2.9) nos permite relacionar a taxa instantanea J com a taxa
efetiva ¢ de capitalizagdao descontinua no regime composto.

A seguir, na Tabela 2.2, comparam-se as diversas taxas de juros (proporcionais,
equivalentes e instantanea)conforme seu regime apresentado.

Tabela 2.2: Comparacao entre as Taxas Proporcionais, Equivalentes e Instantaneas

de Juros.

Regime Simples | Regime Composto | Regime Continuo

Taxa Efetiva | Taxa Proporcional | Taxa Equivalente | Taxa Instantanea
Mensal Anual Anual Anual
1,00% 12,00% 12,68% 11,94%
5,00% 60,00% 79,59% 58,55%
10,00% 120,00% 213,84% 114,37%
15,00% 180,00% 435,03% 167,71%
20,00% 240,00% 791,61% 218,79%
25,00% 300,00% 1.355,19% 267,77%
50,00% 600,00% 12.874,63% 486,56%
100,00% 1.200,00% 409.500,00% 831,78%

Fonte: Construcao em Planilha Eletronica Excel pelo préprio autor.
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Capitulo 3

A Teoria das Séries de Capitais com
Aplicacoes do Calculo

"Se emprestares dinheiro a alguém de Meu
povo, ao pobre que estd contigo, nao lhe serds
como um credor: nao lhe exigirds juros".
Exodo 22, 25

Conforme Lapponi (vide [11] p. 33), é fato que nao se pode definir uma deter-
minada quantidade de dinheiro sem fazer referéncia ao momento de sua ocorréncia.
Esta afirmacao nos remete ao principio basico da andlise financeira: o de sempre
avaliar capital no tempo.

Para as situagoes tratadas nesta pesquisa, utilizaremos um modelo gréafico, de-
nominado Diagrama de Fluxo de Caixa (DFC), que é uma representacao sintese do
plano cartesiano Capital versus Tempo (C' x n), conforme Figura 3.1 abaixo. Onde
a movimentacao (fluxo) de uma série de capitais é descrita ao longo da linha de

tempo.

C
Gf - . G e
GF--- o j (=} G
S IR [ PR
n 1, n, 1, n n,
Figura 3.1

Neste capitulo, sao estudados as séries de capitais classificadas em: série de
capitais uniformes e série de capitais varidveis. Para simplificacdao, sem perda de
generalizacao, as situagoes, aqui analisadas, consideraram a moeda e a taxa de juros
desobrigada dos efeitos da inflacao, além de tratar a taxa de forma constante durante

a vida util das séries estudadas.
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3.1 Série de Capitais Uniformes

As séries de capitais uniformes tém por caracteristicas possuiirem as prestacoes
todas iguais e ocorrendo com a mesma periodicidade. E, sao muito utilizados em
operacoes financeiras de desconto de duplicatas, financiamento com pagamento em
prestacoes, formagao de fundo complementar de renda, etc. Em geral, podendo
ser utilizado para fins de Amortizacao ou de Capitalizacao. Na amortizacao ocorre
a equivaléncia entre os capitais da série e seu valor na data presente, é o caso de
quando efetuamos um financiamento na data zero para quitar em prestacoes iguais
e periodicas. Ja na capitalizagao, ocorre mediante a equivaléncia entre os capitais
da série e seu valor futuro na data n qualquer, como quando aplicamos em renda
fixa mensal para formacao futura de um fundo. A série de capitais também pode
ser classificada como finitas, quando temos um ntmero n de periodos a trabalhar,
mas quando este nimero n de periodos tende ao infinito, a série de capitais é dita
perpétua.

E, ainda, conforme a data do primeiro capital na série uniforme, esta pode ser
classificada em postecipada ou antecipada. A série de capitais uniforme postecipada
é aquela em que o primeiro capital ocorre um periodo n =1 (data 1), ji a série de
capitais uniforme antecipada, o primeiro capital ocorre no periodo n = 0 (data 0).

Teorema 3.1 O Valor Presente (Cy) de uma série de capitais uniformes posteci-
pados de n valores iguais (P), onde i € a taxa de juros composto, € igual a:

1—(1+4)™
Z, .

Co=P (3.1)

Demonstragao: Seja o DFC a seguir (Figura 3.2) de uma série de capitais uni-
formes postecipados (P), para determinagao do valor presente (Cp):

P P P r
0 1 2 3 n
Co
Figura 3.2

Valendo-se da equagao (2.3), pode-se verificar que o valor presente equivalente
da série de capitais na data zero, sera:

S R R P
O +d) (442 A+ T (4
ou seja,
1 1 1 1
Co=P- <+ — + —+.. .+
0 (1+4d)  (1+4)2  (141i)3 (14 i)
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Onde dentro dos colchetes tem-se a soma dos n primeiros termos de uma pro-

gressao geométrica (PG), com primeiro termo e razao iguais a ﬁ E, como a soma

(Sp) dos n primeiros termos de uma PG é dada por:

a1 — ap - g

S, =
1—g¢q

Teremos:

Co=P-

Corolario 3.1.1 O Valor Presente (Cy) de uma série de capitais uniformes poste-
cipados e perpétuos de valores iguais a P, sendo i a taxa de juros, € igual a:

Co=—. (3.2)

Demonstragao: Fazendo n tender para infinito na equagao (3.1), teremos:

n—o0 7

=L lim (1= (1+2)™"]

71 n—oo

P

i .

Teorema 3.2 O Valor Futuro (C,,) de uma série de capitais uniformes postecipados
de n valores iguais (P), onde i é a taza de juros composto, € igual a:

144" —1
C,=P- w (3.3)
i
Demonstracao: Seja o DFC (Figura 3.3) de uma série de capitais uniformes

postecipados (P).

P p P P P
0 1 2 3 n—1 n
Cn

Figura 3.3
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Para determinagao do valor futuro (C,,), valendo-se da equacao:
Co,=Co-(14+)"=Co=0C,-(14+14)".
Substituindo-a na equagao (3.1), tem-se:

Cn.(1+i)*":p.ﬂ

)

logo,

Para as séries de capitais uniformes e perpétuas nao cabe a determinacao de
valores futuros, jA que como para taxas de juros positivas, este resultara num valor
infinitamente grande.

Teorema 3.3 O Valor Presente (Cy) de uma série de capitais uniformes antecipa-
dos de n valores iguais (P), onde i é a taza de juros composto, € igual a:

1-(+)™

Co=P-(1+41) :

(3.4)
Demonstragdo: Para uma série de capitais uniformes antecipados (ver Figura
3.4) pode-se, a partir de uma série de capitais uniformes postecipados, determinar
seu valor presente deslocando todos os capitais (P) um periodo em dire¢do a data
zero. Tornando assim o valor do capital deslocado para a data anterior igual ao
valor original dividido pelo fator (1 4 7). Neste caso e, valendo-se da equagao (3.1),
tem-se:

1—(1+4¢)™
Co—P- (143 1H0"
i
P P p P P
Cp
Figura 3.4

Corolario 3.3.1 O Valor Presente (Cy) de uma série de capitais uniformes ante-
cipados e perpétuos de valores iguais a P, sendo i a taxa de juros, € igual a:

L
Co=P- " (3.5)

1
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Demonstragao: Partindo do mesmo raciocinio realizado na demonstrar da equa-
¢ao (3.4) e utilizando-se da equagao (3.2), tem-se:

o
Cy=p. "

1

Teorema 3.4 O Valor Futuro (C,,) de uma série de capitais uniformes antecipados
de n valores iguais (P), onde i é a taza de juros composto, € igual a:

(1+i)”—1'

(3.6)
Demonstragao: Partindo do mesmo raciocinio realizado na demonstrar da equa-
¢ao (3.4) e utilizando-se da equacao (3.3), tem-se:

(Lt -1

]

3.1.1 As Séries de Capitais Uniformes e a Amortizacao de
Dividai

Ao contrair uma dividas, em geral, existem duas formas de quitacdo: uma é
realizar um tinico pagamento ao final de um periodo; outra, é paga-la parceladamente
ao longo de diversos periodos. Segundo Lima (vide [13]| p. 55), quando se paga
parceladamente um débito, cada pagamento efetuado tem dupla finalidade. Uma
parte do pagamento quita os juros e a outra amortiza (abate) a divida. Se tais
parcelas sao iguais e devolvidas em periodos iguais, temos assim uma série de capitais

uniformes; que constituem um dos elementos das chamadas planilhas de amortizagao
de dividas mui usual, a Tabela Price (ou Sistema de Amortiza¢ao Francés).

Teorema 3.5 No sistema de amortiza¢io francés (SAF), sendo n o nimero de
pagamentos e v a taxa de juros, temos:

1

P=P=Cy—
, STy
1—(144)~(h
Cr = Co 1— (144" °
Jp = 1Cy_1,
Ay = Py — Jy,

onde Py, Cy, Ji. e Ay sao, respectivamente, a prestacao, o saldo devedor apds paga-
mento da prestacao, a parcela de juros e a parcela de amortizacao.
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Demonstracao: A primeira equacao é a mesma apresentada no Teorema 3.1.

A segunda, representa a divida a ser liquidada, posteriormente, por n — k paga-
mentos sucessivos iguais a Fj e, portanto, novamente da equacao do Teorema 3.1,
temos:

1— (1+44)~(n=k)
Z_ :

Cy =P
Substituindo o valor de Py, obteremos:

i I O ol (14 3)~(=k)
—(1+i)™ i T I+

C’“:C‘H

A terceira, representa a parcela de juros, onde sao gerados a partir da incidéncia
da taxa de juros sobre o saldo devedor no periodo anterior, logo: J; = iCj_.

Na tltima, como a parcela é formada pelo juros com a amortizacao, temos que:
A = P, — Jy.

Ha diversos sistemas de amortizagao utilizados no Brasil, além do SAF. Outro
que destacamos aqui por causa de sua aceitacao no mercado financeiro é o chamado
Sistema de Amortiza¢ao Constante (SAC). No qual, tem por principal caracteristica
as amortizacoes do saldo devedor sendo todas iguais ao longo do periodo.

Teorema 3.6 No sistema de amortizagcao constante (SAC), sendo n o nimero de
pagamentos e v a taxa de juros, temos:

Py, = Ap + Jg,
—k
Ok - OOn )
n
Ji = 1Ck_1,
Ak - @7
n

onde Py, Cy, Ji e A sao, respectivamente, a prestacao, o saldo devedor apds paga-
mento da prestacao, a parcela de juros e a parcela de amortizacao.

Demonstracao: Como a divida Cj é devolvida em n amortiza¢oes iguais, cada

amortizacao é igual a:
Co

n

Ay,
O saldo devedor, ap6s k amortizacgoes, seré:

ck—co—k$—con_k.

n

As duas outras equagoes segue a mesma demonstracao apresentada no Teorema
3.5.
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3.2 Série de Capitais Variaveis

As séries de capitais variaveis tém por caracteristica apresentar valores diferentes
de capitais, além de poder, ou nao, ocorrer periodicidade entre eles. Estas também
sao chamadas de séries diferidas. Utilizaremos a abordagem dos métodos do Valor
Presente Liquido (VPL) e da Taxa Interna de Retorno (TIR) nas séries de capitais
variaveis para resolucao de situagoes que envolvam determinacao do valor a investir
inicialmente, ou para tomada de decisao em comprar, ou verificar a taxa que satisfaz
a série de capitais, entre outras situacoes, até mesmo em séries de capitais uniformes.

3.2.1 Determinagao do Valor Presente Liquido

Definicao 3.1 (de Valor Presente Liquido) Sendo i > —1 e para uma série de
capitais onde o fluro de caixa liquido € dado por ag,ay,as,as, ..., a,, em que ag < 0,
a; € R, para j =1,2,3,...,n, € definida a funcao Valor Presente Liquido, denotada
por VPL(7), como:

VPL(i) = zn: a;(1+1)7. (3.7)

De acordo com Zentgraf (vide [19] p. 392), o método do VPL consiste em
calcular o valor presente de cada capital gerado na série e, em seguida, subtrair do
valor investido (I) que foi aplicado na data zero. Assim, o critério para aceitar ou
rejeitar projetos de investimentos usando o método do V PL sera: quando VPL > 0,
indica que quantia deve ser acrescentada ao investimento para que ele seja realizado,
o projeto deve ser aceito; caso, VPL < 0, o valor encontrado serd a quantia que o
investidor deve diminuir do investimento, logo ele deve ser rejeitado.

Exemplo 3.1 Considere a série de capitais, projeto M = {—40,10,30,30} para
0 qual se deseja obter o VPL considerando uma taza de rentabilidade de 10% ao

periodo. Verificar a viabilidade financeira, deste projeto, aceitd-lo ou rejeitd-lo com
base no método do V PL.

Solugao: A solu¢ao consiste em resolver a funcao V PL para a taxa de 10%, ou
seja:

VPL(10%) = —40 +10- (1 +0,10)"" + 30 (1 +0,10)">+30- (1 +0,10)
= 16, 42.

Como o valor do VPL > 0, o projeto apresenta viabilidade financeira, ou seja, ele
deve ser aceito.
Caso supondo, a série de capitais constantes (a; = P), o VPL é dado por:

-+

VPL(i) =ay+ P Z

O VPL representa, em ambos os casos (série de capitais varidveis ou série de
capitais uniformes), o retorno ou lucro econémico, medido em valores monetarios,
no qual se deseja ter com o projeto de investimento.
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3.2.2 Determinagao da Taxa Interna de Retorno

Definicao 3.2 (de Taxa Interna de Retorno - TIR) Sendoi > —1 e para uma
série de capitais onde o fluro de caixa liquido é dado por ag,ai,as,as,...,a,, em
que ag < 0, a;j > 0, para j = 1,2,3,...,n, € definida Taza Interna de Retorno,
denotada por v*, a taxa de rentabilidade que anula a fung¢ao Valor Presente Liquido,
ou seja:

zn:aj(l +4*)77 = 0. (3.8)

Para Ferreira (vide [8] p. 398), a avaliagdo por este critério ¢ simplesmente
a determinacao de uma taxa na equacao representativa da funcao valor presente
liquido comparando-a com a taxa minima de atratividade (iy;;x) para o investidor.
Ou seja, se ©* > ip7n, 0 projeto deve ser aceito, ja que a taxa supera ou iguala as
expectativas da minima taxa desejada; e, se i* < ip;7n, O projeto deve ser rejeitado.

Mas o calculo da T'IR consiste na determinagao das raizes de um polinémio de
grau n e, como aponta Faro (vide [5] p. 58), o problema passa a ser o de determinar a
existéncia e unicidade de uma raiz que corresponda a uma taxa de juros no intervalo
considerado. Esta taxa pode existir, ou nao, e, existindo pode nao ser unica.

Devido a esta dificuldade, limitamos nossos estudos as séries de capitais variaveis,
de sequéncias de fluxos de caixa de n periodos da forma ag, a1, as, as, . . ., a,, uma vez
que ocorre um desembolso na data zero, igual a ap = —I (onde —1I representa uma
saida de recurso financeiro, ou seja, um investimento realizado), mediante incidéncia
de uma taxa de rentabilidade 7, que promova a equivaléncia financeira entre os
conjuntos de capitais respectivamente formados pelo investimento e pela sucessao
de receitas a; , 7 = 1,2,3,...,n, ao final de cada um dos n periodos. Abordando
assim, sO as séries de capitais variaveis de investimentos tipo simples, onde ag < 0 e
a; > 0, ou seja, fluxos de caixa onde ocorre apenas uma mudanca de sinal, além de
que nestas séries o somatorio das receitas supera o do investimento (ver Figura 3.5).

Ay

et

3 n—1 n

[ i<

Figura 3.5

Teorema 3.7 A taxa interna de retorno v* de uma série de capitais para fluzos de
1mvestimento simples existe e € unica.
Demonstracao: Consideremos a equagao (3.8), temos:

VPL(i*) = zn: a;(1+14*)77 =0.

J=0
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Substituindo x = T na equacao anterior e reescrevendo-a, retirando da forma
1

de somatorio, teremos:
VPL(i*) = ap + a17 + as2® + azz® + ... + a,z™ = 0.

Observe que como i* > —1 (ter-se-ia * = —1 somente se nao ocorresse rendi-
mento periddico e, se o principal investido ap nao fosse restituido), entdo tem-se
x > 0. E, como os coeficientes da equacao possuem uma tnica inversao de sinais,
assim o Teorema de Descartes para regra de sinais, nos assegura a existéncia de uma
unica raiz real positiva para a equacao acima. Ainda:

e Sei— —1, entdo VPL(i) = +00, pois a, > 0.

e Sei=0,entao VPL=a,+as+az+...+a, — 1.
e Se i — +00, entdo VPL(i) = ag < 0.

Sendo que:

dVPL .
Zj a;(1+14)777! <0, pois a; > 0 para j =1,2,3,...,n

Assim, pela continuidade da fungdo V PL(i), ela é decrescente e se anula uma e
somente uma vez para o campo ao qual foi definida.

E, ainda, como a funcao V PL tem concavidade voltada para cima, ja que:
dZVPL j
Z] (G+1)-a;(1+3)772>0

Temos, portanto, que a fungao V PL(7) é decrescente, possui concavidade voltada
para cima, assintota em ag = —I quando ¢ — oo e uma raiz real positiva i*. Observe
o grafico da Figura 3.6 apresentado a seguir.

VPL

ot a,— 1

i<

Figura 3.6
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De forma resumida, ainda pelo exposto, para critério de decisao de investimento
por base no V PL, temos:

e Se VPL > 0, entao ¢* > ¢ implica que o investimento é viavel financeiramente.

e Se VPL < 0, entao ¢* < ¢ implica que o investimento é inviavel financeira-
mente.

A determinacao da Taxa Interna de Retorno de uma série de capitais quaisquer
nao é uma tarefa trivial. Neste estudo, serd abordado um procedimento interativo
para obtencao proximal da T'IR, o Método de Newton-Raphson.

O uso deste algoritmo, como ja apresentado no Capitulo 1, consiste em aproximar
o valor da solugao, neste caso da taxa desejada, substituindo a fun¢ao V PL(i) por
sua tangente (derivada) em pontos que sabemos pertencer & curva desta fun¢ao;
fornecendo no processo um zero de V P L, ou seja, um nimero i* tal que V PL(i*) = 0.

A partir de projetos do tipo investimentos simples apontado no Teorema 3.7,
note que o comportamento da fungdo V PL(7) é estritamente convexa nestes casos
(observe Figura 3.6), pois:

Graficamente, pode-se verificar a aplicacao do método de Newton-Raphson a esta
funcao, Figura 3.7. Perceba no grafico que o nimero i* toca o eixo das abscissas.
Para uma aproximacao de ¢*, escolhemos um nimero ¢, que pelo grafico encontra-se
proximo ao valor de ¢*. Considerando entao a reta tangente 7} ao grafico de VPL
no ponto (ig, VPL(ip)), que intercepta o eixo das abscissas no ponto i;. O ntimero
11 serve como uma segunda aproximacao de ¢*. Repetindo entao o processo com a
reta tangente 75 no ponto (i, VPL(i1)), que intercepta o eixo das abscissas em is,
que é um nimero com uma nova aproximagao do nimero ¢*. Os nimeros g, 21, %2,
e assim por diante, sao aproximacoes que distam cada vez menos do nimero ¢*.

VPL(i)

(20, VPL(io))

T

Figura 3.7

Para a determinacao destas aproximacoes sucessivas g, %1, i2,... a partir da
primeira aproximacao 7o, ver Capitulo 1 subsecao 1.3.4 desta trabalho. Poderemos,
entao, escrever nossa equacao de aproximacao recorrente da forma:

VPL(i,)

in+1 = Zn — VT’(Z”) se VPL,(Zn) 7é 0.
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Exemplo 3.2 Obter uma aproximacao para a taza interna de retorno utilizando o
algoritmo de Newton-Raphson e considerando o caso de um projeto de investimento,
no qual chamaremos de projeto K (ou simplesmente K ), que serd identificado pela
sequéncia de séries de capitais liquidos: K = {—100, 40,50, 30}.

Solucao: Primeiramente, é facil ver que K representa um fluxo de investimento
simples, assim possibilitando a aplicagao do Algoritmo de Newton-Raphson na ob-
tencao da T'IR, assim:

VPL(i) = =100+ 40 - (1 44)"" +50- (1 +4) > +30- (1 +14)?,
onde a derivada da fungao V PL(i), sera:
VPL'(i)=—40-(14+4)2 =100 (1 +4)™* - 90- (1 +4)~*“
Para 7o = 0, temos:

. VPL(ip) _ 20
" VPL(iy)  —230

1 = ~ 0,086956522.
A aproximacao inicial para a taxa da série de capitais é 8,6956% ao periodo

(< 3%). 1

Agora, partindo da fungdo valor presente liquido e fazendo x = 1, teremos:
. . VPL(iy) 2,48064
=1 — ——— = 0,086956522 — ~ (,101035056.
PN YPLG) —176,2001664

Nossa segunda aproximacao é 10,1035% ao periodo, ainda um resultado inferior
a1’
Procedendo de maneira analoga, teremos o resultado descrito na Tabela 3.1

abaixo, elabora com auxilio de planilha eletronica.

Tabela 3.1: Resultados de ¢; até ig pelo Método de Newton-Raphson

Interacgoes | i,(ao periodo)
10 0,00000%
i 8,69565%
1o 10, 10351%
i3 10, 13309%
n 10, 13310%
i5 10, 13310%
i6 10, 13310%

Fonte: Construg¢ao em Planilha Eletronica Excel pelo préprio autor.

Como V PL(i3) apresenta um resultado suficientemente pequeno, podemos afir-
mar com precisao de quatro casas decimais de sua forma percentual, que a taxa
interna de retorno do fluxo K é 10, 1331% ao periodo.
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No entanto, como nos alerta Faro (vide [5] p. 68), para certas operagoes finan-
ceiras, onde existem séries de capitais nos quais a taxa interna de retorno nao existe
ou nao é dnica (...) que em tais situagoes, o conceito da taxa interna nao deve ser
adotado. Passando a sugerir o método do V PL.

Exemplo 3.3 Considere as duas séries de capitais (projetos) que representam al-
ternativas de investimentos com mudancas de sinais em seus fluros de caira. De-
termine o valor da TIR e comente o resultado obtido em cada fluxo como selegcao
de alternativa de investimento.

Projeto A
Ano | Fluxo de Caixa
0 —$1.000, 00
1 $5.000, 00
2 —$4.600, 00
Projeto B
Ano | Fluxo de Caixa
0 $1.000, 00
1 —$2.000, 00
2 $1.500, 00

Solugao: Calculando a TTR do Projeto A, iguala-se a funcao V PL a zero:

1400 1600
VPL(i") = —1000+ ——— + " = 0 = —1000-(1-+i*)?+1400-(1+i*)+1600 = 0.
L+ (144%)2

Usando a formula para determinacao da equacao quadratica acima, tem-se:

2
(1+i") = 5150 & +/(5150)2 — 4 - 1000 - 4600 N
2-1000
Consequentemente, a fungao valor presente liquido, anula-se em dois pontos (15%
e 300%), o que implica que o projeto A ndo pode ser avaliado pela aplicagao estrita
do método da TIR.
Analogamente, ao procedimento descrito acima, para o calculo da T/R do Pro-
jeto B, tem-se:

i* =15% e i* = 300%.

2000 1500 2000 £ 4/—2000000
— + — =0=(1+1) = .
L+ (140%)? 2000

Note que a solucao para a TIR do projeto B ¢ um nimero imaginério, logo
inconsistente para o propoésito de aplicagao do método da T IR para selecao de
alternativa de investimento.

Como percebido nas séries de capitais para os projetos acima, projetos com flu-
xo0s de caixa nao convencionais, o0 método da T'ITR deve ser evitado. Sugere-se a
utilizacao do método do V PL como critério de selecao das alternativas.

VPL(i*) = 1000 —
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3.3 Séries Continuas

Abordaremos nesta secao duas situacoes gerais envolvendo séries continuas apli-
cadas as areas financeiras e econdmicas. Sao elas: o seu uso nas séries uniformes
discretas, com a diferenca que nesta, a capitalizacao ocorrera por taxa de juros con-
tinuos e, nao por taxa de juros composta discreta; ja a outra utilizacao, envolvem
situacoes que tém por uma estratégia encontrar a soma de depoésitos em funcao con-
tinua do tempo, para tanto, podemos aproximar tal soma usando integral definida.

3.3.1 Séries Uniformes Discretas com Capitalizacao Instan-
tanea

Na uniformidade discreta, como visto anteriormente neste capitulo, temos dois
processos a observar para séries de capitais: a postecipada e a antecipada. Agora,
consideraremos os pagamentos a serem levados a valor futuro sendo capitalizados
com taxa de juros continuos.

Teorema 3.8 O capital acumulado C,, numa série de capitais uniformes postecipa-
dos, apos n depositos discretos P remunerados a taxa de juros continuos i serd iqual

) C,—P- (:> | (3.9)

et — 1

Demonstragao: Como temos n depoésitos P, que serao levados a um instante
futuro para gerarem C,, a efeito de uma taxa de juros continuos 7, a sequéncia assim
formada constitui uma progressao geométrica de razao e’, cuja soma é:

C, =P+ P& + Pe* + ... 4 pen i,

O resultado é imediato ao calcularmos a soma de termos dessa PG finita, logo:
“n 1
a-r (S,
et —1

Teorema 3.9 O capital incial Cy numa série de capitais uniformes postecipados,
nescessdario para gerar n pagamentos discretos P remunerados a tara de juros con-

tinuos ¢ serd igual a: ‘
e -1\ 1
Co=P-(—— | —. 3.10
0 ( et —1 ) evn ( )

Demonstracao: Esta prova é o resultado imediato da aplicacdo da equagao (2.4)
na equacao (3.9):

el —1 ) etn’
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Teorema 3.10 O capital acumulado C, numa série de capitais uniformes anteci-
pados, apdos n depositos discretos P remunerados a tara de juros continuos i serd

wqual a: ‘
] in_
C, = Pe' - (e ) (3.11)

et —1

Demonstracao: Como a série antecipada encontra-se defasada de um periodo
para os n depositos discretos P, sob incidéncia da taxa de juros continua 7, o capital
acumulado serd o resultado imediato do produto de e’ na equacao (3.9), logo:

] i-n_l
asza-<€. ).
et —1

Teorema 3.11 O capital incial Cy numa série de capitais uniformes antecipados,
nescessdario para gerar n pagamentos discretos P remunerados a tara de juros con-

tinuos ¢ serd igual a: A
(e =1\ 1
Cy= Pe"- ; — 3.12
0 ¢ ( et —1 ) ern ( )

Demonstragao: Esta prova é analoga a apresentada para equagao (3.10).

3.3.2 Valor Presente e Valor Futuro de um Fluxo de Renda

De acordo com Bueno (vide [3] p. 63), nas séries continuas, os depoésitos sao
uma fung¢ao continua do tempo P(t). A determinagao do capital inicial neste tipo
de série, resulta em encontrar a soma de todos os depoésitos continuos, levados cada
um do periodo ¢ ao valor inicial, periodo ¢ = 0, ou seja, cada valor de P(t) devera
ser dividido por ¢™. E, é importante salientar, que nao existe diferenca nestas
séries entre as séries antecipada e postecipada, ja que trata-se de uma série com
depositos continuos. Também, destacamos aqui o uso da equacao de valor presente
em substitui¢do a denotagdo capital inicial (Cp) e, valor futuro, em lugar de capital
acumulado (C,,).

Teorema 3.12 O walor presente Cy de um fluzo de rendas fizas de P(t) unida-
des monetdarias por prazo de ganhos no periodo n, que remunera a tazra de juros
compostos continuamente i, serd dado por:

in_ 1\ 1
Co=P (e _ ) - (3.13)

1

Demonstracao: Como todos os depésitos continuos sao divididos por ", entdo
a func¢ao depositos continuos a valor presente sera dada por P(t)e ™. E, para todos
os valores da fungao P(t) no instante ¢t = 0, deslocados do instante ¢ = n, podemos
utilizar integral para determinacao desta soma de depositos:

Co = / P(t)e ""dt.
0
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Para o caso em que P(t) = P, ou seja, a renda é fixa, temos:

" . n . —-P . n -pP . -pP
Co = / Pe "dt = P/ et = —e™| = <—_6_m> — (—)
0 0 7 0 1 7
_p (—1 - €n> —p (em,_ 1) L
1 /3 €Z'n

Corolario 3.12.1 Caso em receitas fizas que continuam indefinidamente, o valor
presente total da renda é:

Co=—. (3.14)

(4

Demonstracdo: E s¢ verificar que para todos os valores da funcdo P(t) no instante
t = 0, o deslocamento vir4 do instante ¢ — 0o, assim a soma de depdsitos sera:

o0 ) oo —P .o P
C[) = / Pe_”dt = P/ e_”dt = —,€_Zt = —.
0 0

1 0 1

Exemplo 3.4 Uma empresa estd avaliando duas alternativas de investimento. A
primeira, alternativa Alfa, propoe um investimento inicial de R$ 41.000,00, jd a
sequnda alternativa Beta, requer investimento inicial de R$ 87.000,00. O setor
financeiro responsdavel estimou que, adotado a alternativa Alfa, acarretaria um fluxo
de renda liquida gerado o taza R(n) = 45.000 reais por ano, no entanto a alternativa
Beta acarretaria num fluro de renda liquida gerada o taza de R*(n) = 58.500 reais
por ano. Ambos pelos proximos quatro anos. Se a taza de juros pelos préoxrimos seis
anos for de 9% ao ano, qual das duas alternativas de investimento geraria maior
renda liquida ao final de quatro anos?

Solugdo: Alternativa Alfa: Aplicando na equagao (3.13), o desembolso inicial
é de R$ 41.000,00 (que sera deduzido), a taxa de geragao de renda R(n) = 45.000,
a taxa de juros continua i = 0,09 e o periodo de tempo considerado 17" = 4 anos,

teremos:
0,094 _ 1

0,09

Alternativa Beta: Aplicando novamente na equagao (3.13), sendo agora o
desembolso inicial de R$ 87.000, 00 (que sera deduzido), a taxa de geracao de renda
R*(n) = 58.500, a taxa de juros continua i = 0,09 e o periodo de tempo considerado
T = 4 anos, teremos:

e 1
Cp,, = 45000 - ( ) Co09d 41000 = 110.161.

0,094 _ 1 1
COB = 58500 - ( 0,09 ) C 009 87000 = 109.510.

Resposta: A alternativa Alfa devera ser escolhida, pois gera o fluxo de renda
liquida maior que o obtido na Alternativa Beta.
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Exemplo 3.5 Uma empresa espera que suas receitas fizas de R$ 1.800,00 perma-
necam continuamente. Determine o valor presente se estes recursos sao aplicados a
uma taza anuval de 9%, continuamente.

Solugao: Usando a equagao (3.14), temos:

1800
Cy = —— = 20000.
70,09

Teorema 3.13 O valor futuro C,, de um fluzo de rendas fizas de P(t) unidades mo-
netdrias por prazo de ganhos no periodo n, que remunera a taxa de juros compostos

continuamente i, € dado por:
anp(e , ) (3.15)

1

Demonstragao: A prova é imediata pela substituigao da equacao (2.5) na equagao

(3.13), logo: ‘
¢ — 1
w =P : .
e ()

Exemplo 3.6 Uma série de pagamentos liquidos continuos no valor de US$ 2 mi-
lhoes sao efetuados por uma companhia pelo prazo de 10 anos. Obtenha o valor
futuro dessas receitas, sendo conhecida a taza de juros continuos aplicado de 16%
anual.

Solugao: Aplicando diretamente na equagao (3.15), tem-se:
01610 _ |
o =2. (& -
0,16
C, =49,4.

Resposta: aproximadamente US$ 49, 4 milhoes.

3.3.3 Formacao de Capital por Investimento

Consideremos C'(n) o valor futuro formado por um capital em cada instante n e
i =1i(n) a taxa de investimento liquido por periodo de tempo, entao:

é o valor futuro acumulado existente ou fluxo do valor acumulado no instante n;
logo, o valor acumulado no intervalo n; < n < ny seréa:

/m i(n)dn = C(ns) — Clny).

1
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Exemplo 3.7 Estima-se que um determinado investimento seja dado pela taza
i(n) = 10n3, em milhdes de ddlares/ano e que seu capital inicial é C(0) = 100,
miloes de dolares. Determinar o fluxo para o valor acumulado existente deste inves-
timento para o periodo do 1° ano ao final do 6° ano.

Solugao:
C(n) = /10n§dn = 6ns
Como, 1 < n <6, temos:

6 2 5 6
/ 10n3dn = 6ns
1

~ 112, 87.
1
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Capitulo 4

A Teoria da Analise Marginal

"Se eu vi mais (do que vocé e Descartes) é
porque me coloquei sobre ombros de gigantes.".
- Sir Isaac Newton para Robert Hooke

Para diversos campos das ciéncias a utilizacao das derivadas se faz presente. Mas
essa aplicabilidade das derivadas terd uma interpretagao especifica no estudo finan-
ceiro. Neste, a derivada de uma funcgao é a taxa de variacao, que para a economia
e administracao, tem significado identificado como marginalidade. Segundo Murolo
(vide |15] p. 258), em todas as analises, serd necessario ter clareza do significado
economico da palavra marginal.

O uso das taxas de variacao pode ser descrita pelos conceitos de média ou margi-
nal (de margem). Conforme Leithold (vide [12] p. 169), o conceito de média expressa
a variacao de uma quantidade, enquanto que o conceito de marginal refere-se a va-
riacao instantanea na primeira quantidade que resulta de uma pequena variacao
instantanea na segunda quantidade.

A anélise marginal proporciona o aporte necesséario ao estudo de certas funcoes
que trataremos neste capitulo, tais como: custo, receita e lucro; também ao conceito
de elasticidade associada ao preco e a demanda de um produto em relacao a sua
receita ou despesa.

4.1 Custo Marginal

Definigao 4.1 (de Custo Marginal) O custo marginal de certo produto é apro-
zimadamente a variagao (acréscimo ou redu¢ao) do custo total ao se produzir uma
unidade adicional deste produto.

Assim, como o custo marginal é uma derivada, ou seja, a funcao custo marginal
¢ definida como a derivada da funcao custo, seu valor fornece a taxa de variagao
instantanea do custo em relagao ao nivel de producao, quando o nivel da producao
variar em uma unidade. Sendo C' = C(z) a funcao custo total de produgao para
certo produto e, admita C(x) diferenciavel, entdo, o custo marginal ¢ definido e
representado por C'(x).
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Para uma producao de ¢ unidades de um produto, o custo marginal C’(q) re-
presenta aproximadamente a quantidade C(q + 1) — C(q) que ird corresponder ao
aumento do custo quando o nivel da producao variar em uma unidade.

Vamos determinar o chamado custo médio da producao de cada unidade ¢ de
um produto, bastando para isso dividir o custo total pelo nimero de unidades pro-
duzidas, ou seja:

Crlg) = C;‘”

Lembremos que se uma fun¢ao y = f(z), definida num intervalo [z1, x5, entao a

, onde C); é denotada por funcao custo médio.

. dy . L < s
sua derivada e pode ser interpretada como a taxa de variacao de y com relacao a
x
x.
Ao variar x, de x1 a x5, temos que a variacdo em x sera:

Ar = x9 — 1.
E, ao variar, correspondentemente y, teremos:

Ay = f(z2) — f(21).
O quociente destas variacoes sera:

Ay _ flaz) = fla)

Az To — T
Esta é a taxa média de variacao de f(x) em rela¢ao a x, no intervalo [z1, z5].
Para o caso em que x5 = x1 + h, onde h é a variacao sofrida de x; a xs, entao

o valor de o — 1 é (x1 + h) — x1 ou h, sendo a taxa de variagdo média da fungio
f(z) no intervalo [z1,x5] igual a:

flr+h) — fa)
- :

Geometricamente, este quociente pode ser interpretado como a inclinacao de reta
secante P() no ponto P, conforme Figura 4.1 a seguir.

Y] e+ 1) — fz2)
h

Inelnagao =

N

y= f(z)

T R (U

0 T Ty=1mx1+h

Figura 4.1
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O limite quando Ax — 0 é a derivada de f em x;. A mesma pode ser entendida
como a taxa de variacao instantanea de y em relacao a = ou a inclinagao da reta
tangente no ponto P(zy, f(x1)). Desta forma, temos:

dy r Ay

— = lim —=.

dr Az—0 Az
A derivada f’(x1) mede a taxa de variagao de f(z) em x = z;.
Consideremos agora a aproximacao:

flxr+h) = fz)
h

~ !
~ f (951)
Multiplicamos ambos os membros por h, encontrando assim:

fl(@1) - h = f(xr+h) — f(x1). (4.1)

Se x varia de z1 a x1 + h, entdo a variagao no valor da fungao f(x) é aproxima-
damente f'(x1) vezes a variacao h do valor de z.

A utilizacdo principal desta ideia é obter o lado esquerdo da expressao (4.1) para
assim estimar o valor do lado direito.

Geometricamente a expressao (4.1) pode ser interpretada, conforme Figura 4.2
a seguir.

(1 + h, f(z1 + h))

flx1+ k) — flz,)
"(z1) - B

Figura 4.2

Observe que ao se dar uma pequena variacao, chamada de h, em x, a quantidade
f'(z1) - h fornece a variacao correspondente em y ao longo da reta tangente em
(z1, f(x1)). J& a quantidade f(x; + h) — f(x1) fornece a variacdo em y ao longo
da curva y = f(z). Quando o valor de h é muito pequeno, f'(x;)-h é uma boa
aproximacao para a varia¢ao em f(z).

Seja a fungao C(q) que representa o custo total que certa empresa produz para
q unidades de certo produto. Para as condicoes normais de producao, os valores de
q unidades de um produto assume ser inteiro e nao negativo. Se o nimero de itens
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produzidos estiver crescendo de ¢; para g» (onde g2 = ¢1 + h) e a partir de (4.1), o
custo adicional sera:
C'(q1) -h=~Cl(qg+h)—C(q). (4.2)

Fazendo h = 1 e aplicando em (4.2) para certa quantidade ¢ produzida, teremos:
C'(g) =~ C(g+1) - C(g) (4.3)

Cla) y=C(q)

(g+1,C(g+1))

Clg+1) —C(q)

(¢:C(q))

\_|

Figura 4.3

Observe na Figura 4.3, para circunstancias normais, que os valores de C'(q) e ¢
sao nao negativos e apresentam a propriedade:

@ <= C(q) <Clg).

Entao podemos verificar que o custo é uma funcao crescente da quantidade de
unidades produzidas. Se C'(q) for derivavel, teremos:

C’(q) > 0, para todo g.

No entanto, a funcao custo marginal pode decrescer para certos valores de q. E,
a funcao custo total deve apresentar intervalo de concavidade voltada para cima e
intervalo concavidade voltada para baixo.

Proposicao 1 Seja C' a funcao custo total e Cyy a fungao custo médio. Suponha
de classe C', entao:

1. se C'(q) > Cy(q), entao Cyy € crescente.
2. se C'(q) < Cu(q), entao Cyy € decrescente.

3. qo € um ponto critico de Cyy = Cy(q) se, e somente se Chr(qo) = C'(qo)-

Demonstragao:

o8



Custo Marginal CAPITULO 4

1. O custo médio de producao de g unidades de um produto é dado por:

(4.4)

E, como, por hipotese, C’'(q) > Cp(q) e ¢ > 0, temos:

C'(q) > ﬁ,
C'(q) - ¢ —C(g) > 0.
Logo:
' (q) = C"(q) -;12— “a _,

Dai C} é crescente.

2. Analogamente ao item 1.

3. A partir da demonstracao do item 1 e igualando o custo médio marginal a
zero, temos:

C'(q0) - g0 — C(qo) - 1

C;\/I(QO) =0e 2 =0
q0
< C'(q) - 90— Clgo)-1=0
C
o C/(qo) — <QO)
qo0

< C'(q) = Cu(qo)-

Corolério 4.0.1 Seja C é uma funcao de classe C?, se Chr(qo) = C'(qo) e C"(qo) >
0, entao o custo médio € minimo em qq.

Demonstragao: Sendo Cy(qy) = C'(qo), pelo item 3 da proposigao 1 gp é um
ponto critico de C)y;. A partir da segunda derivada da equacao (4.4), temos:

_ (@) a+C"(q) = C'(@) - ¢* = (C"(q) - a— C(a) - 2q
qt '

Cy(q)

Avaliando em ¢, obtemos:

Ciylg) = L) oy

qo0

Logo qp é ponto minimo de C';.
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Exemplo 4.1 Em uma industria sao produzidos q unidades de certo produto, no
qual o custo total desta produgio é expresso por C(q) = 3¢* + 120q + 300. Em que
nivel de producao o custo médio € minimo?

Solugao: O custo marginal serda determinado derivando a funcgao custo total:
C'(q) = 6¢ + 120.

Agora, calculemos o custo médio, bastando dividir a fun¢ao custo médio por ¢:

Carlq) = 3q% + 120q + 300 — 3+ 120+@'
q q
Assim:
C'(q0) = Cu(qo),
ou seja,
6q+12023q+120+¥,
entao

qo = 10.
E, como C”(10) > 0. O custo médio é minimo em ¢ = 10 e o custo C'(10) = 1800.

400

350
300
250
200

150

100

50

0 5 10 15 20

Figura 4.4

E de grande utilidade para a tomada de decisées financeiras analisar as variacoes
de uma grandeza relacionada ao acréscimo de uma unidade desta grandeza. Assim,
conforme Murolo (vide [15] p.262), também é muito util e comum estender para
outras situacoes praticas e andlises os raciocinios desenvolvidos que nos levam a
conceituar o Custo Marginal. Dessa forma, tais situacoes podem ser estendidas
para conceitos como: Receita Marginal e Lucro Marginal.
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4.2 Receita Marginal

Definigao 4.2 (de Receita Marginal) A receita marginal de certo produto € apro-
zimadamente a variagao (acréscimo ou redugao) da receita ao se vender uma unidade
adicional deste produto.

No universo financeiro a preocupacao nao se aplica apenas nos custos envolvidos
na producao de um bem, mas também no faturamento que esta producao deva gerar.
A Receita Marginal é determinada pela derivada da funcao receita. E, a receita pode
ser assim representada:

R(q) = q - p, onde q representa a quantidade de um produto vendido e p o prego
atribuido a este produto.

Assim, podemos entender que a receita marginal nos forneca a variagao do fatu-
ramento correspondente a variagao de uma unidade na venda de um produto. Entao
a receita marginal sera expressa por R'(q).

Uma situacao interessante se da quando associamos a perspectiva da teoria da
demanda de preco para determinar a funcao receita e, a partir desta, fazer uma
analise sobre que intervalo de preco pode-se obter uma receita méaxima.

Pela teoria econdmica, consumidores irao comprar mais de um produto se o preco
unitario deste for menor e reciprocamente, adquirir menos, se o preco unitario for
maior. Para cada quantidade ¢ de um produto, tomemos f(gq) a fungao demanda
que representa 0 maior pre¢o unitario que se deseja adquirir. Entao, a fungao f(q)
é decrescente, ja que para grandes quantidades devemos pela teoria economica ter
precos menores.

G <q@ep=fle) < fla)=n.

Caso a funcao seja diferencidvel, nao constante, obtemos:

d
P < 0, para todo q.
dgq

Assim, a funcao receita pode ser rescrita da forma:

Rlg)=q-p=q- f(q)
Utilizemos uma situagao para melhor compreensao do exposto.

Exemplo 4.2 Uma empresa de turismo oferece diversos pacotes turisticos para a
praia de Porto de Galinhas e regiao circunvizinha.

No setor financeiro da empresa foi verificado que um destes pacotes tem um prego
calculado pela fungao

1 2
= —¢* — 10 + 300
p 12(1 q+

para uma quantidade q demanda estimada no intervalo de [0,60] pessoas.
Determinar a quantidade g mdrima que resulta na receita mdrima deste pacote.
Assim como, o preco mdzrimo que deve ser oferecido a este pacote turistico.
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Solugado: Para esta situagao, a fun¢ao receita R(q) é dada por:

1 1
Rlg)=q-p=q- (qu — 10q + 3oo> = 54" — 104> + 300g.

A receita marginal sera dada por:
/ 1 2
R'(q) = 19~ 20q + 300.

O grafico de R(q) é dada na Figura 4.5 a seguir, nele existem duas retas tangentes
horizontais no valor de ¢ para o qual R'(¢) = 0.

1
R(q) = Zqz —20¢+300=0= ¢ =20eq" =60.

E, como R'(q) é uma parabola com concavidade voltada para cima, cuja as raizes
sao ¢ = 20 e ¢” = 60, valores que estao contidos no intervalo considerado [0,60] e
observando o gréafico, podemos perceber que para o valor de ¢ = 60 a funcao nao
assume o valor maximo, temos, entao que:

1
R(20) = o (20)3 — 10 - (20)% + 300 - (20) ~ 2.666, 67 é o valor maximo de R.

Logo, a quantidade ¢ maxima é 20, consequentemente o preco maximo para o
pacote turistico sera:

1
p(20) = o (20)* — 10 - (20) + 300 ~ 133, 33.

3000
(20; 2666, 67)

2500
2000
R(q),0< q <60
1500

1000

500

Figura 4.5

4.3 Lucro Marginal

Outro conceito importante é o da fungao lucro marginal. Denotemos aqui por
L(q) a funcao lucro total e, a partir do conhecimento da fungao custo total C(q) e
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da fungao receita total R(q), podemos definir a fungao lucro total como a diferenca
entre as funcgoes receita total e custo total. Assim:

Defini¢ao 4.3 (de Lucro Marginal) O lucro marginal de certo produto € apro-
zimadamente a varia¢ao (acréscimo ou redugdo) do lucro total ao se vender uma
unidade adicional deste produto.

Sendo L = L(q) a funcao lucro total da venda para certo produto e admita L(q)
diferenciavel, entao, o lucro marginal é definido e representado por:

L'(q) = R'(q) — C'(q).

Conforme Murolo (vide [15] p. 266), na anélise do lucro na comercializagdo de
um produto, ¢ interessante avaliar a quantidade a ser comercializada para obter o
lucro maximo. Observe que como em circunstancias normais, os valores de L(q) e g
sao nao negativos e apresentam a propriedade:

1 < @2 = L(q1) < L(q2).

Entao podemos verificar que o lucro cresce mediante o crescimento do consumo.
Se L(q) for derivavel, teremos:

L'(q) > 0, para todo q.

Proposicao 2 Seja L a funcio lucro de classe C!.
1. Se R'(q) > C'(q), entao L é crescente.
2. Se R'(q) < C'(q), entao L € decrescente.
3. qo € um ponto critico de L'(q) se, e somente se R'(qo) = C'(qo)-

4. Sendo C uma funcdo de classe C?, entdo o lucro é mdzimo em qg, se Ca(qo) =

C'(qo)-

Demonstragao: O item 1 da Proposi¢ao 2 nos permite observar que, caso R'(q) >
C"(q) ocasionando um lucro crescente, entao a proxima unidade do produto pode ser
produzida. Ja o item 2 da mesma Proposi¢ao, no caso R'(q) < C’'(q), nos assegura
que a proxima unidade do produto nao deva ser produzida, ji que o lucro serd
decrescente.

Ao derivar a funcao lucro total, teremos:

L'(q) = R'(q) — C'(¢) = L'(q90) = 0 < R'(q0) = C"(q0)-

Como a maximizagao do lucro total depende de duas outras otimizagoes, a maxi-
mizacgao da receita total e a minimizacao do custo total. Podemos assim descrever:

R"(q0) < 0e C"(qp) >0, logo L"(qo) < 0.

63



Lucro Marginal CAPITULO 4

No entanto, o lucro serd maximizado em qq se:
R//(.Io) < C”(l’o).

Em niveis de produgao no qual o lucro total é maximo, implica que a receita
marginal é igual ao custo marginal.

Exemplo 4.3 Uma companhia de software planeja langcar no mercado um novo
produto para atender a empresas de calcados. O setor financeiro estimou dois fatores
para este produto:

1. Sua demanda: p = —0,04q + 600, ¢ € [0,3000];
2. O custo total envolvido na fabricagdao do produto: C(q) = 0, 06¢*+200¢-+60000.

onde p representa o preco unitdrio do produto e q a quantidade demandada. Pede-se:
mazimize o lucro.

Solugao: Neste caso a receita sera:
R(q) = —0,04¢* + 600q.

A receita marginal:

R'(q) = —0, 08¢ + 600.

O custo marginal:
C'(q) = 0,12q + 200.

Logo:
R'(q) = C'(q) = —0,08¢ + 600 = 0, 12¢g + 200 = g = 2000.

Contudo, como:
R"(q) = —0,08 < C"(¢q) = 0,12.

Concluimos entao que, a fungao lucro serd maxima quando g = 2.000 (ja que
este ¢ um ponto de maximo). E, como a fun¢ao lucro é dada por:

L(q) = —0,10¢* + 400 — 60000.
Onde no valor de ¢ = 2.000, teremos um lucro de:
L(2000) = —0, 10 - (2000)? + 400 - (2000) — 60000 = 340000.

Ver Figura 4.6, a seguir:
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Figura 4.6

4.4 FElasticidade

A elasticidade pode ser definida como a reacao que as mudancas de uma variavel
provocam a outra variavel. Sendo assim, afirmar o oposto, que uma variavel é ine-
lastica, significa que a mesma nao reage (ou reage insignificantemente) as alteragoes
sofridas por outras variaveis.

4.4.1 Elasticidade-preco da Demanda

Definicao 4.4 (de Elasticidade-Prego da Demanda) A elasticidade-pre¢o de de-
manda, denotada por €., para a fung¢io de demanda a um prego p, denotada por
q = f(p), mede o quanto esta demanda responde a variagdo de prego e, € assim

eTpressa por:
- f'(p)

0= (4.5)

O conceito de elasticidade-pre¢o, em demanda, por exemplo, é utilizada para
verificar as alteracoes da demanda de um produto mediante as mudancas dos precos.

Considerando a fungao de demanda g = f(p) que relaciona a quantidade em
demanda com o preco e, partindo do pressuposto de que ocorreu uma variacao nesta
demanda, onde pode ser expressa como variacao percentual da forma:

100. 22
q
A
Como f'(x) = A1{1530 A—i e ¢ = f(p), temos:
Aq
/ e —
') = AIIIJIBO Ap
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Pode-se afirma, por aproximacao, que a derivada é dada por:
Aq
"(p) ~ — = Agq ~ f'(p)- Ap.
f'(p) Ap g~ f'(p)-Ap
Aplicando Aq na variacao percentual, teremos:
f'(p) - Ap
q
Segundo Murolo (vide [15] p. 274), esta expressdao pode ser usada para avaliar a
elasticidade da demanda em relacao ao prego. E, os economistas costumam avaliar a

variacao da demanda em relacao ao aumento de 1% no preco, o que da uma variagao
de preco Ap = 0,01p. Assim:

100 -

f'(p)-0,01p _p-['(p)

100 -
q f(p)
E, denotando por ¢, a elasticidade da demanda, logo:
. b f(D)
Y f )

A equacao acima nos fornece, aproximadamente, o quanto a variacao percentual
demandada responde a variacoes de 1% no preco.

De acordo com Goldstein (vide [10] p. 226), como f'(p) é sempre negativa
p- f'(p)
f(p)
para todos os valores de p. Por uma questao de conveniéncia dos economistas em
trabalhar com niimeros positivos, a elasticidade de demanda fica definida como sendo
essa quantidade multiplicada por —1. A equacao (4.5) poderia assim ser reescrita:

- —p- f'(p)

)= ———.
/()

E ainda, pode-se utilizar a notacdo de Leibniz para reescrever a equagao (4.6).

para uma funcao de demanda tipica, a quantidade também serd negativa

(4.6)

d
Como g = f(p) e f'(p) = é, a equacao passaria a ser escrita:

_ P d

q dp
Exemplo 4.4 Determinado produto apresenta uma demanda expressa pela fungao
g = 40 — 4p, em que p é o pre¢o do produto, para o intervalo de [0,10] e, q a
quantidade demandada. Encontre e fornegca uma interpretacao da elasticidade-prego
da demanda para os casos em que: (i) p=3; (ii) p=">5; (iii) p = 9.

€ (4.7)

Solugao: Inicialmente, determinemos a funcao elasticidade-preco da demanda,
utilizando a equagao (4.5).
co - f'(p)
f(p)
p- (40 — 4p)’
40 — 4p
_
40 — 4p
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Agora, determinemos o resultado da elasticidade-pre¢o da demanda para os da-
dos valores de p:

(i) Para p = 3.
—4-3
€3) = m ~ —0,43
(ii) Para p = 5.
—4-5
©= -4 "
(iii) Para p = 9.
—4-9
O =q9-4.9

Quando £(3) ~ —0,43, indica que, se ocorrer um aumento percentual de 1% no
preco p = 3 do produto, a demanda sofrera uma queda de 0,43% (aproximadamente).
Para €5y = —1, ao subir em 1% o preco p = 5, a demanda reduzird em 1%. Ja para
£9) = —9, indica que o aumento em 1% do preco p = 9, implica uma redugao na
demanda de cerca de 9%.

Definigao 4.5 Seja ¢(,) elasticidade-pre¢o da demanda.
1. Se |e| > 1, entdo a demanda € eldstica em rela¢io ao preco;

2. Se |legy)| = 1, entao a demanda tem elasticidade unitdria em rela¢io ao

preco;

3. Se lep)| < 1, entao a demanda € ineldstica em rela¢io ao prego.

Economistas classificam a elasticidade-preco da demanda, conforme definicao
4.5. No exemplo 4.4, a elasticidade-preco da demanda é inelastica quando p assume
valor $ 3,00, ja unitaria para p = $ 5, 00, e elastica para p = $ 9, 00.

Conforme Vilches (vide [18] p. 302), na demanda-preco a classificagao:

(...) quando elasticas, implica em que a variagdo percentual
da quantidade demandada seja maior que a variagao percen-
tual do preco. (...) quando elasticamente unitaria, implica
em que a variacao percentual da quantidade demandada seja
igual & variacao percentual do preco. (...) quando inelastica,
implica em que a variacdo percentual da quantidade deman-
dada seja menor que a variacao percentual do preco.

A elasticidade é um conceito que pode ser estendido a comparacao entre outras
variaveis. No caso da demanda, a comparacao pode ocorrer, além do preco, também
com o custo, a producao, a oferta e a renda.
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4.4.2 FElasticidade-renda da Demanda

Definicao 4.6 (de Elasticidade-Renda da Demanda) A elasticidade-renda de
demanda, denotada por €g), para a fungao de demanda a uma renda R, mede o
quanto esta demanda responde a variacao da renda do consumidor, e € assim ex-
pressa (utilizando a notagao de Leibniz) por:

_f da

ER) = " . iR

Como a funcao renda é tipicamente positiva, ja que para a maioria dos produtos,
a demanda aumenta quando a renda aumenta, a elasticidade-renda da demanda sera
considerada positiva. E, assim classificada pelos economistas:

Definicao 4.7 Seja gy elasticidade-renda da demanda.
1. Se ery > 1, entao a demanda € eldstica em relagio a renda;
2. Seery = 1, entao a demanda tem eldsticidade unitdria em relagao a renda;

3. Seeg) <1, entao a demanda ¢ ineldstica em relacao a renda.

4.4.3 Elasticidade-receita da Demanda e do Preco

Uma excelente aplicacao do conceito de elasticidade é dada quando se estuda
como a receita (R(q)) responde a variagoes do pre¢o. Lembrando que:

R(q) =q- f(q)

onde p = f(q) é uma fung¢do de prego, assim:

R'(q) = (¢- f(q))
=q flg)+q-f(a)
=1-f(9)+q- f(q)
=p+q- f(q).

Utilizando a notacao de Leibniz, temos:

dp
Rq)=p+aq —
(9) 7

d
:p.<1+z._p>_
p dq

Valendo-se da equagao (4.7), teremos:

Rlg)=p- (1 - i) | (18)

€(p)

A utilizagdo da equagdo (4.8) se d4, na relacdo de anélise do comportamento da
receita, mediante valores obtidos da elasticidade.
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Outra relacao pode ser obtida quando consideramos a receita em funcao do preco,
R(p), na qual R(p) =p- f(p), onde ¢ = f(p) é uma fungao demanda. Analogamente
ao processo de determinagio da equacao (4.8), tem-se:

R(p)=q-(1—¢p)- (4.9)

A partir da equacao (4.9) e para um po qualquer, podemos verificar que:

—Se a demanda ¢ eldstica, ou seja, () > 1, entao 1 —£(,,) < 0. E, como ¢ > 0,
entao R'(pg) < 0. Pela primeira regra da derivada, R(p) é decrescente em py. Assim,
se a demanda de um produto constar na parte elastica da demanda podera resultar
nas situagoes: (1) um aumento no prego provocara uma redugao na receita; ou (2)
uma reducao no prego provocard um aumento na receita;

—Se a demanda ¢ inelastica, ou seja, €(,,) < 1, entao 1 — g(,,) > 0. E, como
g > 0, entao R'(pg) > 0. Mais uma vez, pela primeira regra da derivada, tem-se
R(p) crescente em py. Neste caso, para demanda de um produto pertencente a parte
inelastica da demanda resultara: (1) uma redu¢ao no prego provocara uma redugao
na receita; ou (2) um aumento no pre¢o provocara um aumento na receita.

Podemos concluir que é de interesse de quem produz que ocorra uma reducao
no preco quando a demanda encontrar-se na parte eldstica e um aumento quando a
demanda estiver na parte ineldstica, pois assim resultara, em ambos os casos, num
aumento da receita.

E ainda, para o caso de £(,,) = 1, entdo R'(py) = 0, logo a receita total perma-
necerd constante.

Exemplo 4.5 Considere a fungcao q = 300 — 3p que representa a demanda q esti-
mada para certo produto, onde p é preco compreendido no intervalo [0, 100]. Analisar
0s intervalos nos quais a demanda € eldstica, unitiria e ineldstica, descrevendo o
comportamento da receita, inclusive graficamente.

Solugao: Valendo-se da equacao a seguir e calculando o valor de ¢, temos:

- p- ')
DT )
ou seja,
p-(300—-3p)  —3p

, onde (p # 100).

BT TT300—3p 300 —3p

Vamos agora, determinar os intervalos onde a demanda é unitéria, elastica e
inelastica.

Para uma demanda com elasticidade unitaria, temos |e(,)| = 1 (proposicao 4.5),
assim:

Como p € [0,100] e p # 100, temos que 300 — 3p > 0, implicando em:

—3p

i
300 —3p
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Assim:

—3p | —3p 3
‘300 — 3p’ - (300 — 3p) ~ 300 —3p°
Entao: 5 5
—op D
'300—31)’ == g, =0
Logo, a demanda tem elasticidade unitaria quando p = 50.
A demanda serd inelastica quando |e(,)| < 1:

—3p 3p
300 — 3p 300 — 3p
Logo a demanda serd inelastica para 0 < p < 50, ja que p € [0, 100].
A demanda sera elastica quando |e(,)| > 1:

<l= <1=p<50.

—3p 3p

300 — 3p 300 — 3p

Logo a demanda sera inelastica para 50 < p < 100, ja que p € [0,100] e (p # 0).

Para os intervalos obtidos temos: 0 < p < 50 e |¢(,)| < 1,entdo a receita aumenta
neste intervalo; 50 < p < 100 e |g(,)| > 1, entdo a receita diminui neste intervalo;
p =150 e |g)| =1, entao a receita permanece constante neste intervalo. E por base
nas indicacoes anteriores, conclui-se que p = 50, a receita é méxima.

Sabemos que a receita em fungao do prego é dada por R(p) = ¢ - p. Como do
problema, conhecemos a demanda, ¢ = 300 — 3p, temos:

R(p) = p- (300 — 3p) = 300p — 3p°.
Onde, para R(p) = 0, tem-se:
300p — 3p* =0 = p =0 ou p=100.

E, como a receita é méaxima em p = 50, onde R(50) = 300-(50) —3-(50)? = 7500.
Segue os graficos (Figura 4.7) da demanda com os respectivos intervalos para a
elasticidade e, da receita com os intervalos de crescimento e ponto de maximo:

> 1= p>50.

’ >1=

q R e |=1 Receita
®I=5 Mazima

7500|--------—~

Receita
Crescente,

Receita
Decrescente

/

300

Demanda
Ineldstica

le@p) =1

Demanda
Eldstica

P P
01 N 100 0 /N ©100
|E(p)|<1 50 |E(p)|>1 lep)|<1 50 |E(p)|>1
Figura 4.7
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4.4.4 Elasticidade do Custo

Definicao 4.8 (de Elasticidade do Custo) A elasticidade-custo, denotada por
ec(q), € a razao entre o custo marginal (C'(q)) e o custo médio (Cy(q)) de produgao
de q unidades.

¢'(q)

eclq) = Cnla)

Definicao 4.9 Seja ec(q) elasticidade-custo.
1. Seec(q) > 1, entao a elasticidade é dita eldstica em rela¢ao ao custo;

2. Se ec(q) =1, entao a elasticidade é dita elasticidade unitdria em relagao
ao custo;

3. Seec(q) <1, entao a elasticidade € dita ineldstica em rela¢io ao custo.

Para Vilches (vide [18] p. 308), se ec(¢q) < 1, entdo o custo de producao da
seguinte unidade serd menor que o custo médio das unidades ja produzidas; recipro-
camente, se £c(q) > 1, entao o custo médio por unidade cresce quando uma unidade
adicional for produzida.

Exemplo 4.6 Em uma fibrica de mdoveis, o custo para produz q unidades de uma
cadeira é dada pela fungao C(q) = 2000+ 5q2. Verificar a elasticidade-custo quando
0s niveis de produgdo para q forem de: (i)10 unidades; (ii) 20 unidades; (iii) 40
unidades.

Solucao: Calculando o custo marginal, temos:
C'(¢q) = 10q.
A elasticidade-custo, sera:

_ U
Cu(q)
B 10q
2000 + 5¢°
q
_10¢°
2000 4 5¢2°

ec(q)

Para os niveis de producao solicitados, teremos:

0,40, se q =10,
ec(q) = 1, se ¢q=20,
1,38, se ¢q =40.

Assim teremos a elasticidade-custo classificada em:

i. inelastica, quando o nivel de producao for de ¢ = 10 unidades;
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ii. unitaria, quando ¢ = 20 unidades;
iii. elastica, quando ¢ = 40 unidades.

Ver Figura 4.8 aseuir, que apresenta um esbog¢o da situagao apresentada.

tec(q)

1,6

Figura 4.8
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Capitulo 5

A Teoria Econdmica com Aplicacoes
das Integrais

"A Matemdtica apresenta invengoes tao sutis
que poderdao servir nao s para satisfazer os
curiosos, como também para auziliar as artes e
poupar trabalho do homem.".

René Descartes

Conforme Barbanti (vide [1] p. 137), ao se dar um olhar mais livre ao conceito
de fungoes e algumas operagoes sobre funcoes, verifica-se que o calculo da funcao
num ponto x = k (k € R), fornece-nos informacoes sobre valores calculados, no
exato (presente) ponto k (...) ja a derivada, por sua vez, nos da ideia do que vai
acontecer a partir do ponto k (futuro) (...) e, a integral nos trara informacao em
relagdo ao que ocorreu, antes de k (passado). Estas trés etapas, tornam-se cada vez
mais claras quando avangamos os estudos para a aplicabilidade do célculo a modelos
matematicos de fendmenos em diversas areas do conhecimento.

Neste capitulo, trataremos de excedente (consumo, produgao e total), integracao
das fungoes marginais e valor médio de funcoes. O estudo destes modelos elementares
aplicados a economia perpassa, em certas circunstancias, em determinar a primitiva
de funcoes especificas analisadas, ou mesmo em calcular o "processo inverso" da
derivagao, a integracao.

5.1 Excedentes

5.1.1 Excedente de Consumo

Para fixarmos o conceito de excedentes de consumo, partiremos da anéalise de
uma situacao.

Sejap = f(q) a fungao demanda que estabelece uma rela¢ao entre o prego unitario
p de um produto e a quantidade ¢ demandada. Como também, supondo que seja
prescrito um preco fixo de mercado para o produto em questao, onde denotaremos
este preco por p, no qual se relaciona a quantidade demandada § unidades. Aos
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consumidores predispostos a pagar p pela aquisicao do produto, onde p > P, na
pratica estariam economizando.

O "resto" ou excedente do consumo corresponde & diferenca entre o que os
consumidores estariam interessados a pagar por ¢ unidades do produto e o que
realmente eles pagariam por prescricao do mercado.

p

Figura 5.1

Para a situacao em anélise, vamos considerar que o consumidor realize a compra
de um nimero § do produto. Estamos aqui interessados na variacao da quantidade
do produto no intervalo 0 < ¢ < @, que na pratica, segundo Murolo (vide [15] p.
368), o excedente do consumidor é calculado para quantidades comercializadas que
variam de 0 até a quantidade que estabelece o prego de mercado.

Dividamos o intervalo [0,g] em n subintervalos de comprimento Ag = 4 onde
n
denotaremos os extremos direitos destes subintervalos por qi,¢2,q3,...,q, = q.
74
flar) x\
J(g2) |- = =
Slas) [ 5~
R R,
;l_j -
| |
| | q
of & g2 g3 f Gn =1
On-1

Figura 5.2

A importancia que os consumidores estariam interessados em pagar, por cada
variacao Aq na quantidade de produtos q1, go, g3, - - -, ¢, a serem adquiridos, respec-

tivamente é f(q1) - Aq, f(q2) - Aq, f(g3) - Aq, .-, f(an) - Ag.
Jéa a real importancia paga por cada variacdo Aq adquirida seréa:

f(@)-Aqg=p-Aq.
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Assim, a quantia economizada por esses consumidores é proxima a:

flq) Aq—D-Aq, f(q2) - Aqg—D-Aq, f(g3) - Ag—D-Ag,..., flqn) - Ag—D - Aq.

Que correspondem, respectivamente, as areas dos retangulos Ry, R, ..., R, da
Figura 5.2. Podemos somar a quantia economizada para cada variacao Ag, e entao
aproximar o excedente do consumidor total:

flar) Aq—D-Aq+ f(q2) Aq—DP-Aq+ ...+ flqu) - Aqg—D- Aq
=[f(q1) - Ag+ f(q2) - Aq+ flaz) " Ag+ ...+ f(qn) - Ag —n-P- A
= [f(q1) + f(q2) + flaz) + ...+ f(qn)] - Ag—n-D- Aq.

3 =l

Como Ag = = = ¢ = Aq - n, reescrevemos a tltima expressao acima, assim:

= [f(@) + flg2) + flgz) + ...+ fgn)] - D¢ =D 7. (5.1)

Fazendo n — 00, observemos que na expressao (5.1) o seu primeiro termo é a
soma de Riemann da fungao demanda p = f(g), no caso para o intervalo de [0, q]:

= [f(q1) + f(q) + flaz) + ...+ f(q)] - Ag—D -7

:JLIEOZ]C(%)'AQ_T?'@:/ fla)dg —p-q.
i=1 0

Assim obteremos o excedente do consumo.

Defini¢ao 5.1 (de Excedente do Consumo) O ezcedente do consumo, denotado
por Ec, para a fungao de demanda p = f(q) de um produto a um prego p, é assim
eTpresso

Ec = /Oqf(Q)dq -7-q (5.2)

onde p € o preco unitdrio estabelecido pelo mercado e G a quantidade vendida do
produto.

Graficamente o excedente do consumo é fornecido pela area da regiao limitada
superiormente pela curva demanda p = f(gq) e inferiormente pela reta p = p, no
intervalo de [0,q] (Figura 5.3).

P

Figura 5.3
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Exemplo 5.1 Na aquisicao de um modelo de geladeira durante a reducao do IPI,
a fungao demanda é dada por f(q) = 1200 — 60q. Obter o excedente do consumo,
considerando que o preco de mercado para este modelo é de R$600, 00 e que prevaleca
o equilibrio do mercado.

Solugao: Observe que 600 = 1200 — 60q, entao ¢ = 10 e p = 600, valendo-se da
equagao (5.2), teremos:

10
Eo = / (1200 — 60q)dg — 600 - 10
0

10
— (1200q — 30¢?) ‘ — 6000
0
= 9000 — 6000 = 3000.
O excedente do consumo sera de R$ 3.000, 00.

5.1.2 Excedente de Producao

Na economia, a teoria da oferta afirma que precos maiores despertam o interesse
do produtor de aumentar a oferta de seu produto, ja precos menores geram menos
quantidade ofertada dos produtos. Mesmo ocorrendo o interesse do produtor de
que seu produto seja ofertado por um determinado preco p, o preco praticado pelo
mercado P para este produto pode ser superior (p > p). A diferenca entre os precos
que o produtor realmente recebe pela venda com preco praticado pelo mercado para
o preco no qual ele estaria disposto a receber na venda do produto é chamada de
excedente de producao.

Seja p = ¢(q) a fungao da oferta para um produto, visto que foi ofertada uma
quantia de ¢ unidades dispostas no mercado a um preco unitario p. Denotemos por
P o preco praticado pelo mercado a correspondente quantia de g unidades.

p

p=g(q)
\

Figura 5.4

Para deduzir a equacao que expresse o excedente de producao, pode-se agir de
modo analogo ao desenvolvido para obtencao da equacao de excedente de consumo
a partir da analise da oferta de mercado.
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Definicao 5.2 (de Excedente da Producao) O ezcedente da produgio, deno-
tada por Ep, para a func¢ao de oferta p = g(q) de um produto a um prego p, é
assim expressa

Ep=p-7— /Oqg(Q)dq- (5.3)

onde p € o preco unitdrio estabelecido pelo mercado e G a quantidade vendida do
produto.

Graficamente, o excedente de producao corresponde a regiao limitada superior-
mente pela reta p = P e inferiormente pela curva da fungao oferta p = g(q), no
intervalo de [0,q] (Figura 5.5).

Figura 5.5

Exemplo 5.2 Encontrar o excedente de producao para uma TV de LED cuja modelo
custa R$ 1.800,00 e tem como fungao de oferta g(q) = 600 + 80q e que prevalega o
equilibrio do mercado.

Solugao: Note que 1800 = 600 + 80¢q, entao ¢ = 15 e p = 1800, valendo-se da
equacao (5.3), teremos:

15
Ep =1800-15 — / (600 + 80q) dg.
0
O excedente da producao sera de R$ 9.000, 00.

5.1.3 Excedente Total

A soma do excedente do consumo com o excedente de produto resulta no chamado
excedente total (denotado por Er), expresso para a economia de um mercado, onde
o preco de mercado p é obtido quando f(q) = g(g), ou seja, resulta quando o preco
de mercado é igual ao chamado prego de equilibrio (este tltimo é ponto de interse¢ao
da func¢ao demanda p = f(¢q) com a fungao oferta p = ¢g(¢)) (Figura 5.6).

Er = Ec + Ep. (5.4)
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Figura 5.6

Exemplo 5.3 O setor financeiro de uma empresa que produz aparelhos de celulares
realizou uma pesquisa de mercado sobre um novo modelo lang¢ado e avaliado no
primeiro trimestre deste ano. Foi detectado pelo setor que a funcao demanda € dada
por

p = flq) = —0,002¢> + 500.

A funcao oferta para este produto é dada por
p = g(q) = 0,0012¢* + 0, 04q + 200

onde, para ambas as equacoes, p representa o preco unitdrio em reais e q denota o
numero de modelos deste celular que o fornecedor colocard no mercado, em unidades
de milhar. Determine o excedente de consumo e o excedente de producao se o preco
de mercado do novo modelo de celular € igual ao preco de equilibrio.

Solugao: O equilibrio de mercado ocorrera quando o preco de equilibrio é o preco
unitario do bem, ou seja, determinando o ponto de interseccao entre as funcoes
demanda e oferta de mercado.

f(g) = —0,002¢* + 500 = 0,0012¢> + 0, 04 + 200 = g(q)

0,0032¢* + 0, 04g — 300 = 0.

Da ultima equacao obtemos ¢ = —312,5 e ¢o = 300. O primeiro resultado nao
satisfaz ao intervalo em questao, logo o segundo valor nos fornece

p = f(300) = —0,002(300) + 500 = 320.

O prego de equilibrio sera (300,320), ou seja, a quantidade de equilibrio sera
de 300.000 unidades e o preco de equilibrio de R$ 320,00. Valendo-se das equacoes
(5.2) e (5.3), para determinacao do excedente do consumo e de excedente de produto,
respectivamente, teremos:

300
Eo = / (—0,002¢* 4 500)dq — 320 - 300 = 132000 — 96000 = 36000
0
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300
Ep = 320 -300 — / (0,0012¢2 + 0, 04q + 200) dg = 96000 — 72600 = 23400.
0

Utilizando a equagao (5.4), obtemos o valor do excedente total do mercado:
Er = 36000 + 23400 = 59400,
ou seja, R$ 59.400, 00.

500

p=320

200

Figura 5.7

5.2 Integracao das Funcoes Marginais

As derivadas de algumas func¢des economicas, chamadas de funcoes marginais,
tais como custo, receita e lucro, foram exploradas no Capitulo 4 deste trabalho e
abordadas como taxa de variacao destas fungoes. Agora estamos dispostos a estudar
o problema inverso ao da anélise marginal, ou seja, desejamos obter a partir de uma
funcao marginal e, aplicando técnicas de integracao, o resultado para certa situacao
envolvendo a funcao econdmica.

De modo geral, o uso do Teorema 1.20 (Teorema Fundamental do Célculo) nos
proporciona a obtencao deste resultado, de forma satisfatoria.

5.2.1 Integragao do Custo Marginal

Defini¢ao 5.3 (de Integracao da Funcao Custo Marginal) A integral da fun-
¢ao custo marginal (C'(q)), em um dado intervalo, como a variagao total do custo
nesse intervalo, serd:

b
/ C'(q)dg = [C ()]’ = C(b) - Cla). (5.5)

Exemplo 5.4 Na comercializacao, em reais, de q unidades de determinado produto,
foi solicitado detectar a variagao total do custo C = C(q), quando o nimero produ-
zido deste produto estiver no intervalo de 2 a 6 unidades, sendo seu custo marginal

(C'(q)) dado por C'(q) = 10g.
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Solugao: Empreguemos para a determinacao da variagao diretamente a equagao
(5.5):

6 6
/ C'(q)dg = / (10g)dg = [5¢*]; = 562 — 5- 2% = 180 — 20 = 160.
2 2

Logo a varia¢ao do custo no intervalo serd de R$ 160,00, conforme Figura 5.8 a
seguir:

60f —— - ————

201 - -

Figura 5.8

5.2.2 Integracao da Receita Marginal

Defini¢ao 5.4 (de Integracao da Funcao Receita Marginal) A integral da fun-
¢ao receita marginal (R'(q)), em um dado intervalo, como a variagao total da receita
nesse intervalo, serd:

| Bl@in=R@), = A®) - A (5.6)

Exemplo 5.5 Na comercializacao, em reais, de q unidades de determinado produto,
a receita marginal (R'(q)) é fornecida: R'(q) = —10q + 120, para um intervalo de
q € [2,6]. Obter a variagao total da receita.

Solugdo: Através do uso da equacgao (5.6), calculemos a variagao total da receita:
6 6
/2 R'(q)dq = /2 (—10¢ + 120)dg = [—5¢* + 120q}§
=—5-(6)>+120-6 — [-5-(2)* + 120 - 2] = 320.

Logo a variac¢ao da receita no intervalo é de R$ 320, 00. Veja o graffico da Figura
0.9 a seguir:
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120

100

60

Figura 5.9

5.2.3 Integragao do Lucro Marginal

Definigao 5.5 (de Integragao do Lucro Marginal) A integral da funcao lucro
marginal (L'(q)), em um dado intervalo, como a varia¢ao total do lucro nesse in-
tervalo, serd:

/ L(q)dg = [L(x)]". = L(b) — L(a). (5.7)

Exemplo 5.6 Utilizando os dados dos exemplos 5.4 e 5.5, determinar a variacao
total do lucro dentro do intervalo estabelecido para as q unidades produzidas, 2 <
q < 6. Realizando a interpretacao grdfica desta variagao.

Solugao: Valendo-se da equagao (5.7) e sabendo que L'(q) = R'(¢) —C’(q), temos:

6 6 6
/ L'(q)dg = / [R(q) — C'(q)] = / (—20q + 120)dg = [~10¢* + 120q],
2 2 2
= —10-(6)2+120-6 — [—10- (2)% + 120 - 2] = 360 — 200 = 160.

Logo a variacao do lucro no intervalo é de R$160, 00.

A area sombreada da Figura 5.10 abaixo, compreendida entre a curva da receita
marginal e o custo marginal, nos fornece o lucro total entre os intervalos de variagoes
fornecida.

, C'(a)
120 N
100) -

|

|

|
60—~ —————

| |

| |

[ | R’(q)

| | /
20— — }

| | q

2 6 12

Figura 5.10
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5.3 Valor Médio de uma Funcao

O valor médio de uma funcao num dado intervalo nos permite uma aplicacao
interessante das integrais definidas junto as funcoes econémicas e financeiras. Antes
vejamos a definigao do chamado Valor Médio de uma funcao, denotado por Vi, (f).

Definigao 5.6 (do Valor Médio de uma Fungao) seja f uma fungao integravel
no intervalo [a,b], o valor médio de f em |a,b] € definido por:

b
V) = = [ S(oyde 5.9

Para deducao a equacao acima pode-se proceder da seguinte forma a seguir.
O valor médio do conjunto de nimeros yi, ¥, Y3, - - - , Yn, €:

Y1t+Ytys+...+yn
n

Seja f uma fungiao continua e definida no intervalo [a,b]. Dividindo este in-
b—a

tervalo [a,b] em n subintervalos de mesmo comprimento Ax = . Agora,

utilizando os pontos i, x9,x3,...,T, no primeiro, no segundo, no terceiro, ..., e
no n-ésimos subintervalos, respectivamente. Assim, o valor médio dos numeros

f(x), f(x2), f(x3),..., f(zn), serd dado por:
f(@1) + f(@2) + flas) + ...+ flan)

n

que é uma boa aproximacao da média de todos os valores de f(z) no intervalo [a, b].
a expressao acima pode ser reescrita da seguinte forma:

l[j:z- |:f(l’1>-%—Ff(CL’Q)-%—l—f(f?))-%—f—...—l—f(q;n).%

Note que a medida que n aumenta, a expressao acima tem um valor cada vez
"melhor" do aproximado ao valor médio de f(z) em [a,b]. Porém, perceba que a
parte entre colchetes desta expressao representa a Soma de Riemann da fungao f(z)
em [a,b]. Dai provém que:

i |:f(171) + fw2) + flxs) + -+ + flan)

n—00 n

L lim [f(a1) - Az + f(r2) - Az + f(xs) - A+ -+ flan) - Ad]

7()—0, n—oo

= bia-/abﬂx)da:.
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Exemplo 5.7 O custo, em reais, para a producao q unidades de certo equipamento
eletronico € dado por C(q) = 20 — 0,4q + 0,6¢> + 0,02¢>. Encontrar o valor médio
do custo para uma producao de ¢ = 10 a q = 30 unidades.

Solucao: Como:

b
Vi = bia'/ f(z)dx.

E, o intervalo em andlise é [10, 30], teremos:

1 30
VlClo)] = 3=+ [ (20~ 0.4g + 0,66 +0.02¢")
1 20
= — (20 — 0,2¢* + 0,2¢° + 0,005¢")
20 10
1
— - (9870 — 430) = 472.

20

O custo médio da producao no intervalo desejado serd de R$ 472, 00.

1080~~~ — -

Vi [C(q)]

96 -----

Figura 5.11

Podemos estender a aplicacao do valor médio para diversas situacoes além da
aplicabilidade nas func¢oes econdomicas. Vejamos algumas situagoes propostas a se-
guir.

Exemplo 5.8 Uma Companhia Financeira auferiu taras de juros sobre emprésti-
mos para aquisicao de certo produto durante o periodo de 8 meses no ano de 2012,
estipulado pela fungao i(n) = I—éng + 1%712 —n+ 11, para 0 < n < 8, onde n re-
presenta o periodo medido em meses e i(n) o percentual anual cobrado. Determinar
a taxa média concedida pela Companhia Financeira ao longo do intervalo de tempo
em questao.
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Solugao: Aplicando a equagao (5.8) para obter diretamente a taxa média, teremos:

1 8 1 9
0

1 —1 3 1

Vili(n)]

8

s \ 64 16 9 0
1 [-1 .., 3 A

L P 8P — = 11- —11.
3 {64 (8) + 15 (8) 5 (8)" + (8>]

Que nos fornece a taxa média de 11% ao ano.

Exemplo 5.9 (Ver problema em Tan (2005, p. 426))0O preco mediano de uma casa
num estado do sudeste americano entre 1° de janeiro de 1995 a 1° de janeiro de

2000 ¢ aproximado pela fungao:
f(n) =n*—Tn?+17n +190(0 < n < 5)

onde f(n) é medido em milhares de ddlares e n € expresso em anos (n = 0 corres-
ponde ao inicio de 1995). Determine o preco mediano médio de uma casa durante

aquele intervalo de tempo.

Solugao: O preco mediano médio de uma casa durante o intervalo de tempo em
questao é dado por:

1 5
VM[f(n)]:—5_0. 0(n3—7n2+17n+190)dn

1 /1, 745 17, ‘5

N Bt — 190
5 (4n 3n—|—2n+ n>0
1 J1 L T 5 17 2

B Y S . 190 - = 205, 417.
- [4 (5) 3 (5) +3 (5)% + 190 (5)] 05,417

Ou seja, US$ 205.417.

84



Apéndice A
Aplicacoes ao Ensino Médio

Apresentamos neste apéndice situacoes aplicativas dos conceitos aqui relatados
para que possam servir de sugestoes a serem utilizadas em sala de aula pelos profes-
sores. Essas sugestoes, de longe retratam o jeito certo de ensinar matematica e suas
aplicacoes, ja que tal fato exige do professor ir além da simples capacidade de exe-
cucao de uma atividade meticulosa e bem preparada. A intenc¢ao é trazer situacoes
que possam ilustrar as teorias tratadas neste trabalho, porém de forma "acessivel"
ao aluno do ensino médio, eximindo alguns contetidos que nao estariam ao nivel
desta modalidade de ensino. Estigando-o e envolvendo-o com o "fazer" matematico
no sentido que possamos vivenciar situagoes contextualizadas e inusitadas, em que
eles possam conjecturar e investigar a partir de um texto provocativo e de questoes
propostas.

A.1 Investindo no Mercado de Acoes

Situacdo A.1 : VAMOS INVESTIR NO MERCADO DE ACOES?

No mundo dos negdcios uma forma de investimento muito conhecida € o mercado
de acoes. Vocé ja ouviu falar? Se sim, sabe como ele funciona? FE, o que ocorre
quando se compra uma agdo de uma empresa? Vamos tentar esclarecer estas ques-
toes de uma forma simples.

Uma acao de uma empresa € um pedaco dessa empresa, financeiramente fa-
lando. A empresa emite suas ac¢oes no mercado para que possam ser negociadas e
gerem dinheiro para ela, a fim de que 0s recursos levantados possam ser aplicados
em seus projetos ou para que a empresa torne-se cada vez mais autofinanciada. As
pessoas que investem em acoes (acionistas) compram-na para ganhar dinheiro, em
forma de lucro (a chamada valoriza¢ao da ag¢ao). Assim, se o pre¢o das agoes ad-
quiridas aumenta, o investidor as vende com um lucro. Algumas empresas pagam
também os chamados "dividendos" aos seus acionistas, que representam wm ganho
na participacao dos lucros dela. Entao, uma acao € considerada uma aplicacao de
renda varidvel, onde seus beneficios podem ser sua valoriza¢ao e seus dividendos
(este algumas vezes).
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O mercado de acoes ¢ o ambiente organizado para a negociagao publica de
titulos mobilidrios, as ac¢oes por exemplo. Podendo as transacoes ser feitas por in-
termédio das bolsas de valores ou dos mercados de balcao', com intermediacao de
corretores (profissionais preparados para fazer todo o trabalho por vocé) ou nao,
pode-se fazer via internet. Mas esse mercado sofre muitas vezes com altos e baixos
da economia, € o chamado balang¢o do mercado, que pode derrubar o pre¢o de uma
acao. Porém, a empresa também pode sofrer algum problema que farao o preco de
suas acoes despencarem. Hd investidores que estao preparados e dispostos a encarar
as oscilagoes do mercado de acoes. Recomenda-se, para iniciantes, que invistam em
empresas onde se conheca sua procedéncia e operacao.

Todas as aplicacoes em agoes sao, a longo prazo, um problema de Matemdtica
Financeira aplicada aos negocios, onde € possivel medir valores desta opera¢ao. Va-
mos partir da sequinte situac¢ao ilustrativa ao texto:

Um investidor realiza uma aplicag¢ao financeira em agao de uma empresa (onde
P € o pre¢o da agdo), que propicia dividendos (D) anuais, no qual ele deseja um
retorno de i (% ao ano). O prego desta agao,entio, pode ser erpressa por:

Dl D2 D3 Dn

P = ot
T G A S R e

Admitindo que os dividendos distribuidos anualmente por acao desta empresa
sejam constantes (= D), assim a erpressao acima pode ser reescrita:

D D D D

P= =z
A I L W R g

Agora, cosiderando que a empresa seja estdvel, logo seu fluzo de dividendos pode
ser considerado infinito. Neste caso, os dividendos formam uma Progressao Geomé-
trica de termos infinitos (uma série perpétua). A iltima expressao pode, entao, ser

dada por:

D
P:—..
1

Com essa simples expressao € possivel calcular o pre¢o de uma ac¢ao, nas condi-
coes apresentadas.

Agora, preparado para investir no mercado de agoes?

Como desafio, propomos os sequintes problemas:

1. Uma empresa esta pagando dividendos anuais de suas agoes, cada por R$ 6, 00.
Uma pessoa, potencial acionista, deseja adquirir um lote destas agoes. Qual o
valor justo, por acao, que ele deveria pagar, sabendo que o mesmo define em
15% ao ano sua taxa minima de retorno exigida?

1Que tal ampliar seus conhecimentos? Faca uma pesquisa sobre bolsas de valores e mercados
de balcao.
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D
2. Detalhe as passagens feitas no texto para se chegar na expressio P = —.
1

3. Qutra interessante situac¢ao envolvendo negociagoes com agoes e Séries perpeé-
tuas é o chamado modelo de Gordon®. Neste modelo, é considerado que os
dividendos da acao crescam periodicamente a uma taxa constante g. Como o0s
pagamentos sao infinitos, o preco da a¢ao na série geométrica € dado por:

D(1+g) D(+g)? D@+g)?
1+ (1+1)2 (1+4)3

P=
Admitindo por hipdtese que a taxa g < i, temos a expressao reescrita da forma:

P =

(Modelo de Gordon).

t—g
Pede-se: detalhar as passagens realizadas para se chegar ao modelo de Gordon.

4. O dividendo anual pago por uma empresa estd firado por R$ 6,00 para o pro-
xzimo ano e a um certo lote de acoes. O setor financeiro da empresa prevé a
possibilidade de remunerar melhor seus acionistas, propiciando-lhes um cresci-
mento anual permanente de 3%. Admitindo-se que 0s acionistas dessa empresa
obtém uma taza de retorno minima de 15% ao ano. Estime o preco justo a se
pagar pelas acoes deste lote da empresa.

5. Considere que para uma a¢ao negociada na bolsa de wvalores sao estimados
0s dividendos anuais por agio de R$ 1,20, R$ 1,50, R$ 1,80 e R$ 2,00,
e, o preco da ag¢ao ao final de quatro anos de R$ 6,00. Para uma taza de
rentabilidade de 20% a.a. desejada por um investidor, qual deve ser o preco
Justo pago por agdo?

6. Na questao anterior, considerando o valor a ser pago inicialmente pela a¢ao
em R$ 6,00, obtenha, com auzilio de uma planilha eletronica, o valor do preco
liquido para as sequintes tazas anuais: 0%, 5%, 10%, 15%, 20%, 25%, 30%,
35% e 40% (expresse os resultados numa tabela). Represente os resultados
obtidos num grdfico P X i e, observe nmeste, se € possivel verificar para qual
valor de i (aprorimadamente) o valor de P € nulo?

Conversando com o professor:

Perceba, que a partir desta dltima questao, seria um momento indicado para
introduzir no¢oes de derivada de fun¢oes polinomiais mais simples. E, desta nocao,
utilizar o Método de Newton-Raphson para obter uma melhor aproximacao para o
problema de determinacao da taxa que anula o valor de P.

2Vamos realizar mais essa pesquisa! Que tal procurar saber quem foi Gordon?
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A.2 Desvendando o Programa Minha Casa Minha
Vida

Situacdo A.2 : DESVENDANDO A MATEMATICA POR TRAS DO
PROGRAMA MINHA CASA MINHA VIDA

Criado em 2009, o Programa Minha Casa Minha Vida, € uma iniciativa do Go-
verno Federal e estd ligado a Secretaria Nacional de Habita¢ao do Ministério das
Cidades, onde tem por objetivo a redugao no déficit de habitagao no Brasil, tornando
acessivel a aquisicao de moradia as familias com certa renda por apresentar taras
de juros diferenciadas e outras caracteristicas que discutiremos a sequir®. Os dados
apresentados a sequir foram obtidos na cartilha do programa, no site do Banco do
Brasil no endereco www.bb.com.br.

Fundo Garantidor da Habitagio Popular (FGHab): funciona como um
sequro com cobertura para morte e invalidez permanente, danos fisicos ao imdvel e
garantia no pagamento das prestacoes para o caso de perda ou reduc¢ao de renda.
O pagamento serd efetuado pelo cliente com uma parte fiza (0,5%) mais uma parte
varidvel, de acordo com o0s valores constantes no quadro abaizo:

Faixa % de comissao pecuniaria variavel

Etaria em relagao ao valor de prestagao
Até 25 anos 1,50%
Acima dos 25 anos e até os 30 anos 1,54%
Acima dos 30 anos e até os 35 anos 1,64%
Acima dos 35 anos e até os 40 anos 1,82%
Acima dos 40 anos e até os 45 anos 2,59%
Acima dos 45 anos e até os 50 anos 3,02%
Acima dos 50 anos 6,64%

Caréncia: para imoveis prontos nao existe caréncia e o pagamento deve come-
car apos 30 dias da assinatura do contrato, na data base escolhida. Para imdveis na
planta, o prazo de caréncia € o mesmo da execucao das obras.

Tazxas e Tarifas: conforme quadros a sequir. Para proponentes de financia-
mento habitacional titulares de conta vinculada do FGTS, com no minimo 03 (trés)
anos sob regime do FGTS, a taxa nominal de juros serd reduzida em 0,5% (cinco
décimos por cento) ao ano.

3Nio ¢ do interesse desta atividade apresentarmos todas as caracteristicas do programa, tais
como: pré-requisitos para aderir ao programa; como utilizar o FGTS; beneficios detalhados; entre
outros. Para tanto convidamos os alunos a aprofundarem seus conhecimentos realizando uma
pesquisa mais detalhada.
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Renda Familiar Taxa Taxa
Mensal Nominal Efetiva
Até R$ 2.455,00 4,50% a. a. + TR | 4,594% a. a. + TR

De R$ 2.455,01 até R$ 3.275,00 | 5,50% a. a. + TR | 5,641% a. a. + TR
De R$ 3.275,01 até R$ 5.000,00 | 6,66% a. a. + TR | 6,867% a. a. + TR

] Tarifas \ Periodicidade \ Valor ‘
Administragao/ Mensal R$ 25,00
Manutenciao do Contrato?
Avaliagao Fisica Evento 1% do valor
da Garantia® do financiamento

Sistema de amortizagcao do financiamento: as modalidades de pagamento
das prestagoes podem ser executadas conforme regras dos Sistemas: Sistema de
Amortizagao Constante (SAC), onde as amortizagoes sao constantes e os juros de-
crescem, provocando prestagoes decrescentes; e, o Sistema Price, onde as amortiza-
coes aumentam e os juros decrescem, provocando prestacoes firas.

’ Tipo de Operacao \ Prestacao \ Sistema ‘

Pos-fixada Sempres iguais Price
Pos-fixada Decrescentes SAC

Reajuste das prestacoes: o saldo devedor e as prestacoes serao atualizados
pela TR, mesmo indice de remuneracao da poupanca. A prestacao € atualizada
mensalmente, considerando o saldo devedor atualizado e o prazo remanescente da
operacao.

Analisemos uma situagio prdtica, onde uma pessoa (ficticia) jd previamente
aprovada no programa realizard uma simulagao das prestacoes. Sejam os dados:

e Data de nascimento do solicitante: 15/12/1975;

e Renda bruta do solicitante: R$ 4.500, 00;

e Possui 3 anos de trabalho sob regime do FGTS: Nao;
e Valor do imdvel: R$ 40.000, 00;

e Valor financiado: R$ 32.000,00 (80% liberado);

e Valor de entrada: R$ 8.000, 00;

e Prazo de caréncia: 0;

e Prazo da amortiza¢ao: 360 meses (30 anos);

e Juros nominais: 6,66% ao ano = 0,555% ao més.
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Sistema de Amortizacao: SAC

] o . A _ SD _ 32000 _ :
Cdlculo da amortizagio constante (A): A = == = 557 = 88,89;

Cadlculo dos juros do 1° més: J; = i% - SDy = 0,555% - 32000 = 177, 60;
Cidlculo da 1% prestacao (Py): Pp = A+ J; = 88,89 + 177,60 = 266, 49;

Saldo Devedor (SD,) do 1° més: SDy = SDy — A = 32000 — 88,89 =
319111, 11;

Seguro FGHab 1° més (S1):
Parte fiza + Parte Varidvel para faiza etdria de 38 anos: 0,5% + 1,82% =
2,32%

S1 =2,32% - 266,49 = 6, 18;

Tarifa fiza (T): R$ 25,00,
Prestagao Final (PFy): PFy = P, + S, + T = 266,49 + 6, 18 + 25 = 297, 67.

Para os demais meses o cdlculo € andlogo. A sequir, apresentamos os resultados,
de forma abreviada, na tabela A.1.

Tabela A.1: Planilha Parcial de Amortizacao - SAC

Amorti- Seguro Prestacao Saldo
n Data 7aGao Juros | Prestagao Tarifas
FGHab Final Devedor
0 |30/05/13 - - - - - - 32.000,00
1 | 30/06/13 | 28,04 177,60 205,64 4,77 235,41 297,67 31.971,96
2 130/07/13 | 28,20 177,44 205,64 4,77 235,41 297,17 31.943,76
3 | 30/08/13 | 28,35 177,29 205,64 4,77 235,41 296,66 31.915,41
4 | 30/09/13 | 28,51 177,11 205,64 4,77 235,41 296,16 31.886,90
357 | 28/02/43 | 201,14 4,50 205,64 4,77 235,41 117,97 610,14
358 | 30/03/43 | 202,25 3,39 205,64 4,77 235,41 117,46 407,88
359 | 30/04/43 | 203,38 2,26 205,64 4,77 235,41 116,96 204,51
360 | 30/05/43 | 204,51 1,14 205,64 4,77 235,41 113,89 -

Fonte: Constru¢ao em Planilha Eletronica Excel pelo préprio autor.

Sistema de Amortizagcdo: SAF (Price)

Cdlculo das prestagoes constantes (P):

~ Cy-i_ 32000-0,00555
S 1— (144"  1—(1+0,00555)360

= 205, 64;

Cadlculo dos juros do 1° més: J, = i% - SDy = 0,555% - 32000 = 177, 60;

90



Aplicacdes ao Ensino Médio

APENDICE

Cdlculo da amortizagcao (A): Ay = P — J; = 205,64 — 177,60 = 28, 04;

Saldo Devedor (SD,) do 1° més: SD; = SDy — Ay = 32000 — 28,04 =

31971, 96;

Seguro FGHab 1° més (Sy):

Parte fiza + Parte Varidvel para faiza etdria de 38 anos: 0,5% + 1,82% =

2,32%

S1=2,32% - 205,64 = 4,77,

Tarifa fiza (T): R$ 25,00;

Prestagao Final (PFy): PFy = P+ S; + T = 205,64 + 4,77 4 25 = 235, 41.

Demais meses seque andlogo o cdlculo.

Tabela A.2: Planilha Parcial de Amortizacao - SAF

Amorti- Seguro Prestacao Saldo
n Data 7agao Juros | Prestagao Tarifas
FGHab Final Devedor
0 |30/05/13 - - - - - - 32.000,00
1 |30/06/13 | 88,89 177,60 266,49 6,18 25,00 297,67 31.911,11
2 | 30/07/13 | 88,89 177,11 266,00 6,17 25,00 297,17 31.822,22
3 | 30/08/13 | 88,89 176,61 265,50 6,16 25,00 296,66 31.733,33
4 | 30/09/13 | 88,89 176,12 265,01 6,15 25,00 296,16 31.644,44
357 | 28/02/43 | 88,89 1,97 90,86 2,11 25,00 117,97 266,27
358 | 30/03/43 | 88,89 1,48 90,37 2,10 25,00 117,46 177,38
359 | 30/04/43 | 88,89 0,98 89,87 2,09 25,00 116,96 88,49
360 | 30/05/43 | 88,89 - 88,89 - 25,00 113,89 -

Sugestao de atividade:

Fonte: Constru¢ao em Planilha Eletronica Excel pelo préprio autor.

1°) Use a planilha eletronica Excel do Laboratério de Informdtica e monte a
planilha de amortizacao para as duas modalidades SAC e Price.
2°) Faga um grdfico onde vocé possa comparar o valor das presta¢oes nos dois
sistemas, SAC e SAF.
3°) Na sua opinido, qual das duas modalidade de sistemas de amortizagao é mais
vidvel para o investidor? Justifique sua resposta.
4°) Ezxperimente criar um novo sistema de amortiza¢ao, com regras matemdti-
cas claras e prepare uma planilha de amortizacao deste. Apresente seu resultado a
turma.
5°) O quadro de tazas, trds os resultados das taxas nominais e das tazas efetivas.
Demonstre como foram obtidos os resultados deste quadro.
6°) Modele um sistema de amortizagao, onde possa ser utilizado capitalza¢ao

continua como base.
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