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Resumo

Utilizar métodos numéricos para encontrar solu¢des de problemas é uma alternativa que
se mostra bastante eficaz. Nessa dissertacao serdo analisados cinco métodos numéricos:
Método da Bissecao, Método da Posicdo Falsa, Método do Ponto Fixo, Método de Newton
e Método da Secante. Essa andlise terd o intuito de encontrar zeros de fungdes que sdo
ensinadas no ensino médio, por exemplo, as fun¢des polinomiais, trigonométricas, logaritmicas
e exponenciais. Também serd desenvolvido um programa computacional no MATLAB para
ilustrar o funcionamento dos métodos. O contato dos alunos com esses métodos iterativos no
ensino médio podera ser uma aplicacdo importante para aumentar o interesse deles na area da
matemdtica e das tecnologias, pois 0s mesmos enxergarao de maneira simples e iterativa as
solu¢Ges de muitos problemas nos quais suas resolucdes manuais seriam cansativas, facilitando
a vida ndo sé6 de estudantes, mas também de professores e pesquisadores de um modo geral, ja
que além de eliminarem o uso de calculos manuais dispendiosos, eles conseguem encontrar
solugbes para muitos problemas que a matematica declarou ser impossivel de se chegar a uma

solucdo analitica.

Palavras-chave: Zeros de Funcoes; Métodos Numéricos; Método de Newton; Método da
Bissecdo, Método da Posicao Falsa; Método da Secante; Método do Ponto Fixo; Algoritmos

Iterativos.



Abstract

Using numerical methods to find problem solutions is a very effective alternative. In this
dissertation will be analysed five numerical methods: Bisection Method, False Position Method,
Fixed Point Method, Newton's Method and Secant Method. This analysis will aim to find
zeros of functions that are taught in high school, for example, polynomial, trigonometric,
logarithmic and exponential functions. A computer program will also be developed in MATLAB
to illustrate how the methods work. The contact of students with these iterative methods in
high school may be an important application to increase interest their in mathematics and
technology, because they will more simply and iteratively see solutions to many problems in
which their manual resolutions would be tiring, making life easier not only for students, but also
for teachers and researchers in general, because as in addition to eliminating the use of difficult
manual calculations, they are able to find solutions to many problems that mathematics has

declared impossible to come up with analytical solution.

Key-words: zeros of functions; numerical methods; Newton's Method; Bisection Method;
False Position Method; Secant Method; Fixed Point Method; Algorithms Iterative.
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1 Introducao

A utilizacdo dos métodos numéricos na busca de solugcdes de problemas é uma alternativa
que se mostra eficiente em um grande nimero de situagdes, seja no campo da engenharia,
matemadtica, biologia ou em diversas pesquisas, principalmente nas que se referem a tecnologia.

O autor dessa dissertacdo sempre teve a matematica como a disciplina nimero "um”,
obtendo inclusive varias premiacdes em Olimpiadas de Matematica. No inicio da sua vida
académica, comegou a ter contato com a programacao e seus métodos computacionais,
percebendo que a utilizacao dessa ferramenta facilitava a resolucao de muitos problemas,
os quais, se fossem resolvidos usando apenas lapis e papel, demandariam calculos analiticos
extensos.

Nesse contexto, ele percebeu que, caso tivesse aprendido métodos numéricos no ensino
basico, a pratica da matematica poderia ter sido mais divertida e, além disso, seria uma maneira
de aumentar o interesse de muitos colegas que repudiavam a disciplina.

Com o advento da tecnologia e a sua constante evolucao, a informatica esta cada vez mais
inserida no ambiente escolar, tornando-se possivel utilizar métodos numéricos ja no ensino
basico. A nova proposta de ensino médio corrobora com tal proposicao, visto que esse assunto
podera ser ministrado para os discentes que almejam seguir e fazer o ensino superior na area
das exatas.

No ensino médio, os alunos j& véem o contelido que possibilita o entendimento sobre
métodos numéricos, uma vez que aprendem sequéncias, no caso, progressoes geométricas e
progressoes aritméticas, sendo necessario somente uma aplicagdo. Em muitos problemas, os
estudantes ndo conseguem encontrar uma solucao por meio de férmulas, nesse sentido, a
utilizacdo de métodos numéricos é uma alternativa para a aplicacdo da matéria na resolucao
de desafios dessa natureza de maneira iterativa.

Assim, surgiram indaga¢des: por que nao utilizar os métodos numéricos em assuntos
tratados no Ensino Médio? Por que n3o permitir o contato dos alunos com esse tema ja na
escola basica? N3o se julga que a maneira atual de ensino na sala de aula é inadequada, mas
propoe-se que esse assunto possa ser tratado de forma complementar, abrindo um leque de
opcoes para o futuro dos nossos alunos.

Em pesquisa feita no banco de dissertacdes do PROFMAT, verificou-se a existéncia de
onze dissertagdes que trazem a utilizagdo de métodos numéricos, as quais sdo [1], [3], [4], [5],
[10], [11], [15], [17], [18], [19], [22], dessas, sete mencionam a utilizagdo para encontrar zeros
de funcdes, mas quatro utilizam somente para funcGes polinomiais, e as trés restantes, a saber,
[1], [3], [22], abordam somente dois ou trés métodos iterativos.

Essa dissertacdo tem o objetivo de analisar a utilizagdo de métodos numéricos para encontrar
zeros de funcdes reais, com foco em funcdes que s3o ensinadas no ensino médio de maneira

geral, por exemplo, as fun¢des polinomiais, trigonométricas, logaritmicas e exponenciais. O
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principal publico que esse trabalho se destina é constituido de professores do ensino bésico que
desejam aplicar o assunto aqui tratado em sala de aula.

Foram escolhidos cinco métodos numéricos para serem trabalhados: Método da Bissecao,
Método da Posicao Falsa, Método do Ponto Fixo, Método de Newton e Método da Secante. Ao
final, serd feita uma implementacao computacional no MATLAB para ilustrar o funcionamento
dos métodos no processo de busca dos zeros de funcoes.

O capitulo 2 é preliminar, trazendo alguns teoremas e definicdes que foram utilizadas no
decorrer do trabalho. Nos capitulos 3, 4, 5, 6 e 7 serdo feitas explana¢des sobre os Métodos da
Bissecdo, da Posicdo Falsa, do Ponto Fixo, de Newton e da Secante, respectivamente, trazendo
um estudo matemdtico de cada método, com interpretagcdo geométrica, estudo da convergéncia,
além de uma proposta de algoritmo. As demonstracdes presentes nestes capitulos tém o intuito
de deixar o trabalho mais completo, no entanto, se o leitor ndo se interessar por elas, a leitura
dessas partes pode ser pulada sem prejuizo da compreensdo da funcionalidade e aplicabilidade
de cada método.

O capitulo 8 traz experimentos e alguns exemplos para ilustrar o funcionamento dos métodos
na busca dos zeros de funcdes, sendo esses experimentos executados no programa desenvolvido
no MATLAB, cujos cédigos e manual estao contidos no apéndice e, por fim, o capitulo 9
expord as conclusdoes. Também estd contida no apéndice uma proposta de lista de exercicios,

que se for do interesse do professor, pode ser trabalhada em sala de aula.
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2 Preliminares

2.1 Erros Absolutos e Relativos

Pode-se chamar de erro a diferenca entre o valor exato e o valor apresentado. A noc3o de
erro estd presente nos estudos do Calculo Numérico. Os dados em si nem sempre s3o exatos e,
as operagdes sobre valores ndo exatos propagam esses erros a seus resultados. Os préprios
métodos numéricos buscam a minimizacao dos erros, procurando resultados o mais préoximo
possivel dos valores exatos (SANCHES; FURLAN, 2007).

Segundo Sanches e Furlan (2007), erro absoluto EA € a diferenca entre o valor exato de

um nimero n e seu valor aproximado N, ou seja:
EA=—m—n

Sen > n, entdo EA > 0, caso contrdrio, EA < 0.

De acordo com Ruggiero e Lopes (2000), geralmente apenas o valor de . é conhecido,
sendo assim, é impossivel se obter o valor exato do erro absoluto. Portanto, o que se faz é
obter um limitante superior ou uma estimativa para o médulo do erro absoluto. Por exemplo, o

nimero 7t € (3.14,3.15), se tomarmos 7t dentro do intervalo (3.14, 3.15), o erro absoluto sera:
[EA| < 0.01

Se for analisado um ndmero p representado por p = 777.59, e for considerado um erro
absoluto tal que EA,, < 0.01, terd que p € (777.58,777.6). Se for pego um outro niimero
q representado por ¢ = 7.49, e considerado um erro absoluto tal que EA4 < 0.01, terd que
q € (7.48,7.50).

Percebe-se que nos dois casos o limitante superior para o erro absoluto foi o mesmo valor,
mas pelo tamanho do nimero, ndo se pode afirmar que ambos teve a mesma precisdo, a partir
disso vem a ideia de erro relativo.

Segundo Ruggiero e Lopes (2000), erro relativo ER é definido como o erro absoluto dividido

pelo valor aproximado:

EA
ER= —
n

Para os exemplos anteriores, o erro relativo para o primeiro caso sera:

[EA,| 0.01 5
ER,| < < ~ 1.286 x 10
ERyl < = < 77750 %
Para o segundo caso:
EA 0.01
[ERq| < EAGl 00 4 335 x 107

q 749
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Sendo assim, p foi representado com maior precisdo que .

2.2 Piso de um Ndmero

O piso (= floor) de um ndmero real x é o resultado do arredondamento de x para baixo.
Em outras palavras, o piso de x é o tnico niimero inteiro i tal que (IME-USP, 2017):
i<x<i+1

Por exemplo, o piso de 7.99 é 7. Em uma notac¢do mais tradicional, pode-se denotar o piso

de x por |x].

2.3 Conceitos de Funcao Continua e Funcao Derivavel

De acordo com Flemming e Gongalves (2006), pode-se afirmar que uma fun¢3o f é continua

no ponto a se as seguintes condicdes forem satisfeitas:

e f é definida no ponto q;
e lim,_,, f(x) existe;
e lim,_., f(x) = f(a).

Para uma funcdo ser continua em todo seu dominio, basta que todos os pontos do dominio
satisfaca essas condicdes.
Com relacdo a func3o derivavel, temos que a derivada de f(x) é a funcdo denotada por

f’(x), tal que seu valor em qualquer x pertencente ao dominio de f(x) é dado por:

() = i f(x + h})L ~f(x)

Uma funcgao é derivavel quando existe a derivada, ou seja, se o limite acima existe em todos
os pontos de seu dominio (FLEMMING e GONCALVES, 2006).
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2.4 Teorema do Valor Intermediario

Admitindo como valido o Lema a seguir, conhecido como Lema da Permanéncia de Sinal,
que pode ser verificado, entre outras fontes, no livro Fundamentos de Caélculo, de Antdnio
Caminha Muniz Neto (2015, p. 106).

Lema 2.1. Sejam I C R um intervalo e f : I — R uma funcdo continua. Se xq € 1 € tal que
f(xp) > 0, entdo existe 6 > 0 tal que:

f(xo)

xellx—xg <b=f(x) > 5

E f ainda é positiva em I N (xg — 8,xo + 0).
Se xg € I € tal que f(xq) < 0, entdo existe & > 0 tal que:

—f(xo)
2

xellx—xgl<bd=f(x) <
E f ainda é negativa em 1N (xg — 8,%g + J).

Agora serd mostrado o teorema conhecido como Teorema de Bolzano, sendo uma das
fontes na qual ele pode ser encontrado o livro Fundamentos de Célculo, de Anténio Caminha
Muniz Neto (2015, p. 112).

Teorema 2.1. Seja f : [a,b] — R uma funcdo continua. Se f(a)f(b) < 0, entdo existe
c € (a,b) tal que f(c) = 0.

Demonstracdo. Suponha, sem perda de generalidade, que f(a) < 0 < f(b), eseja A ={x €
[a, b]; f é negativa no intervalo [a, x]}.

Como a € A por hipdtese, verifica-se que A # (). Por autro lado, tem-se que A é limitado
superiormente, ou seja, existe ¢ = supA, pois A C [a, b] e, serd mostrado que f(c) = 0.

Como f(a) < 0, o Lema da Permanéncia de Sinal nos garente que existe & tal que
0<d<b—aequef(x) <0 paraxe€[a,a+d].

Se supdr que f(c) < 0, entdo ¢ < b porque f(b) > 0, e, novamente o Lema da Permanéncia
de Sinal garante que existe 6 tal que 0 < & < b —c e que f(x) < 0 para x € [c — J,¢c + b].
Mas como ¢ = supA, pode-se tomar d € (¢ —d,c) N A, de sorte que f < 0 em [a, d], logo
f<0emla,dl U (c—05,c+0)=1I[a,c+d), oque contradiz o fato de ¢ = supA.

Por fim, supondo que f(c) > 0, o Lema da Permanéncia de Sinal garante que existird & > 0
tal que f serd positiva em (¢ —d,¢c + ) N [a, b], em particular, AN (c—6,¢c) = 0, e entdo
supA < ¢ — 90, o que é absurdo. Logo, a unica possibilidade é que f(c) = 0.

]

Finalmente, serd mostrado o Teorema do Valor Intermediario, que é um refinamento do
Teorema de Bolzano, e que também pode ser conferido no livro Fundamentos de Calculo, de
Antdnio Caminha Muniz Neto (2015, p. 113 e 114).
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Teorema 2.2. Sejam f, g : [a,b] — R fungbes continuas. Se f(a) < g(a) e f(b) > g(b) (ou
vice-versa), entdo existe ¢ € (a,b) tal que f(c) = g(c). Em particular, se um real d pertence

ao intervalo de extremos f(a) e f(b), entdo existe ¢ € [a, b] tal que f(c) = d.

Demonstragcdo. Com relacdo a primeira afirmacao, se pegarmos uma fun¢do continua h = f—g,

teremos que:
h(a)h(b) = (f(a) — g(a))(f(b) —g(b)) <O

Pelo teorema de Bolzano temos ¢ € (a,b) tal que h(c) =0, isto é, tal que f(c) = g(c).

Para o caso particular, se pegarmos h = f — g sendo g constante e igual a d, entdo temos:

Pelo teorema de Bolzano temos ¢ € (a, b) tal que h(c) =0, isto é, tal que f(c) = g(c) = d.
]

2.5 Teorema do Confronto

O teorema a seguir é chamado de Teorema do Confronto, e que pode ser conferido, entre
outras fontes, no livro Fundamentos de Célculo, de Anténio Caminha Muniz Neto (2015, p.
129 e 130).

Teorema 2.3. Sejam I um intervalo, xo € I e f, g, h: I\{xo} = R funcgées tais que g(x)
pertence ao intervalo de extremidades f(x) e h(x), para todo x € I\{xo}. Se lim,, f(x) =

limy, h(x) =L, entdo o lim,, g(x) também existe e € igual a L.

Demonstracdo. Dado € > 0, queremos encontrar & > 0 tal que x € T e 0 < |[x — x| < &
impliquem em |g(x)—L| < €. Para tanto, se f(x) < g(x) < h(x), entdo f(x)—L < g(x)—L <
h(x) — L, o que permite concluir que:

l9(x) — L] < max{|f(x) — L[, [h(x) — L[}

Se h(x) < g(x) < f(x) chegaremos ao mesmo resultado acima de modo andlogo.
Usando a definicao de limite sabemos que existem ndmeros reais 81,8, > 0, tais que:
xeleld<|x—xgl <& = |f(x)—Ll<e

xeleld<|x—xgl <dy=|h(x)—LI<e

Pegando & = min{d;, 83}, teremos & > 0 e consequentemente:

If(x) —Ll<e

xelel0<|x—x%xol<d=
lh(x)—Ll<e
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Concluimos que para x € I tal que 0 < |[x — xg| < 8, temos:

lg(x) — L] < max{|f(x) —L|, [h(x)—L}< e

2.6 Teorema do Valor Médio

Primeiramente vamos enunciar um lema importante para a nossa demonstracdo que é o
Lema de Rdlle, o qual pode ser verificado, entre outras bibliografias, no livro Fundamentos de
Calculo, de Anténio Caminha Muniz Neto (2015, p. 161).

Lema 2.2. Seja f: [a,b] — R é uma funcda continua em [a,b] e derivdvel em (a,b). Se
f(a) = f(b) =0, entdo existe c € (a,b) tal que f'(c) = 0.

Agora mostraremos o Teorema do Valor Médio de Lagrange, o qual também pode ser

verificado no livro Fundamentos de Célculo, de Antdnio Caminha Muniz Neto (2015, p. 163).

Teorema 2.4. Sef: [a,b] — R é uma funcéa continua em [a, b] e derivdvel em (a,b), entdo

existe ¢ € (a,b) tal que:
f(b) —f(a)

b—a =fc)

Demonstracdo. Seja g : [a,b] — R a fun¢do dada por:
() = 100 = ( (== (@) + (=2 ) (o)
gt = b—a b—a

Como a fungdo g é continua em [a, b] e derivavel em (a,b), com g(a) = g(b) =0, pelo

para todo x € [a, b].

Lema de Rélle temos que existe ¢ € (a,b) tal que g’(c) = 0. Calculando a derivada de g(x)

—f(a) | f(b)
b—a * b— a)

temos:

g'(x) = £/(x) —(

Calculando g’(c) chegamos em:
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2.7 Conceitos de Sequéncias Mondtona e Sequéncias Lim-

itadas

De acordo com Massago (2014), uma sequéncia a,, é dita mondtona crescente quando
any1 = an para todo n € N. De maneira andloga, uma sequéncia a,, é dito monédtona
decrescente se a,, ;1 < a, para todon € N.

As sequéncias crescente ou decrescente sdo denominados de sequéncias monétonas. Caso

especial das sequéncias mondtonas s3o as sequéncias estritamente mondtonas definidas como:
e Quando a,,1 > a, para todo n € N, dizemos que a sequencia é estritamente crescente;

e Quando a,;1 < a, para todo n € N, dizemos que a sequéncia é estritamente decres-

cente.

Uma sequéncia é estritamente mondtona se for estritamente crescente ou estritamente
descrescente. Também podemos em vez de dizer sequéncias crescentes, denominar sequéncias
ndo-decrescentes. O mesmo ocorre para as sequéncia decrescente que podem ser referidas
como sequéncias nao-crescentes.

Uma sequéncia x,, é dita limitada se existir M € R tal que Yn € N, |x,,| < M. Um dos
teoremas mais importantes da sequéncia mondtona é: Toda sequéncia mondtona limitada é
convergente (MASSAGO, 2014).

2.8 Ordem de Convergéncia de um Método lterativo

De acordo com Barrico (2019), tendo a garantia da convergéncia de um método iterativo,
deve-se saber qual a razdo de convergéncia. Seja {xi} uma sequéncia convergente para a raiz
&, se existirem constantes positivas P e C tais que:

& — x|l

lim =C

k—o0 |E, — Xk|P
entdo diz-se que a sequéncia {xy} é convergente para & de ordem P com uma constante de

convergéncia assimptdtica igual a C:
e P =1, convergéncia linear/1? ordem (C < 1); digitos ganhos por iteragdo: constante.
e 1 < P < 2, convergéncia superlinear; digitos ganhos por iteracdo: aumenta.
e P =2, convergéncia quadratica/2? ordem; digitos ganhos por iteragcdo: duplica.

Quanto maior for a ordem de convergéncia de um método iterativo menor serd, em principio,

o numero de iteragdes necessdrias para atingir uma dada precisao.
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3 Método da Bissecao

O Método da bisse¢do é um dos métodos numéricos mais simples de se encontrar zero
de funcdes e é baseado na ideia de limitar a raiz por dois valores: um menor e outro maior.
Comparando os valores da funcdo nesses dois pontos, podemos localizar a solucdo do problema
num intervalo menor e, repetindo este procedimento, podemos diminuir cada vez mais o
intervalo que contém a solugdo até se atingir a precisdo requerida (IZMAILOV; SOLODOV,
2007).

3.1 Modelo Matematico

Seja f(x) uma funcdo continua no intervalo [a, b] tal que f(a) - f(b) < 0, e seja & a Unica

raiz de f(x) pertencente ao intervalo [a, b].

Y

Figura 1 — Interpretacdo Geométrica do Método da Bissecdo

Como pode ser visto na Figura 1, dividindo o intervalo ao meio, obtém-se dois subintervalos,

[a, xo) e [xo, b], sendo xy a média entre a e b. Pelo Teorema do Valor Intermediério a raiz
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estard no subintervalo onde a funcdo tem sinais opostos nos pontos extremos, ou seja, se
f(a) - f(x1) <0, entdo & € [a,xol, sendo & € [xq, b] (SANCHES; FURLAN, 2007).

Analisando a Figura 1, a qual apresenta o intervalo inicial [a, b], com f(a) < 0 e f(b) > 0,
tomando ag = a e by = b, as iteracles serdo realizadas da seguinte forma:

i. Para a primeira iteracdo teremos:

C10+b0

Xo = B

Como f(xg) > 0, temos que & € (ag, Xg), entdo:
a; = Qo
by = xg

ii. Na segunda iteracao teremos o seguinte:

C11+b1

X1 = 5

Como f(x;) > 0, temos que & € (ay,xq), entdo:

a; = q
bg = X1
iii. Em uma terceira iteracao teremos:
as + bQ
Xg = ————
2

Como f(x2) < 0, temos que & € (x2, by), entdo:
Ao = X2
by =by

Esse processo ird se repetir quantas vezes for necessarios até que a amplitude do intervalo
se reduza a precisao requerida.
3.2 Algoritmo

Considerando f(x) uma funcdo continua no intervalo [a, b] tal que f(a)-f(b) <0,e e >0

a precisao requerida:



Capitulo 3. Método da Bissecao 23

1. Inicializagao:

i. Considere k = 0;
ih. ax = a;

iil. by =b;
2. Critério de Parada:

i. Se (by —ax) > € va para o passo 3;

ii. Sendo escolha um valor qualquer no intervalo [ay, bx] como uma solugdo aproximada.

Fim.

3. Processo lterativo:

Ay + bk
2
ii. Se f(xy) - f(ax) < 0 entdo by = Xk, s€ndo Ay, = Xy;

i Xx =

iii. Utilize k+ 1 no lugar de k;

iv. Volte para o passo 2;

3.3 Convergéncia

Considerando que [ag, bo] seja o intervalo inicial e que a raiz & seja lnica neste intervalo,

temos que no método da bissecao vao ser geradas trés sequéncias:

i. ax: os valores para ay sempre aumentam ou se mantém, ou seja, temos uma sequéncia

mondtona, nao-decrescente e limitada superiormente por by. Entdo existe p € R tal que:

lim ax=p
k—+00

ii. by: os valores para by sempre diminuem ou se mantém, ou seja, temos uma sequéncia

mondtona, nao-crescente e limitada inferiormente por a,y. Entdo existe q € R tal que:

kEIJrrloobk — 4
iii. xXx: a qual é definida por:
b
o = B Uy e NU{O)

2
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Temos que ay < xi < by Vk € NU{0}. Como a amplitude de cada intervalo [ay, by]

gerado vai ser metade da amplitude do intervalo anterior [ay_1, by_1]:

by — ay
9k

by —ax =

Ent3o, calculando o limite com k — 400, obtemos:

bo — ap
li by — = i
kiﬂl—lw( ke o) Koo 2K
Como limy_, 4o 2239 = 0, implica que limy_, o (bx — ax) = 0. Sendo assim:

q= lim by= lim [(by —ax)+ax]=0+p=p

k——+o0 k——+o0

Logo, q = p e limy_, 1 o ax = limy_, o bk, € pelo Teorema do Confronto concluimos que
o limy_, oo X S€rd q =P.

Se f(ag) < 0 e f(bg) > 0, teremos que limy_, ;o f(ayx) < 0 e limy_,, o f(byx) > 0, logo:

0> lim f(ax)= lim f(p)= lim f(q)= lim f(byx) >0

k——+o0 k—-+o00 k—+400 k—+00
Com isso, podemos concluir que f(p) = f(q) = 0, portanto, {x} converge para a raiz da
funcdo. De maneira andloga podemos concluir que {xx} também convergird para a raiz da

funcdo no caso com f(ag) > 0 e f(bgy) < 0.

3.4 Estimativa da Quantidade de lteracoes

Pelo critério de parada do Método da Bissecdo, o intervalo que contém o zero da funcdo
sera dividido até que ele fique menor que a precisdo, ou seja, até que by — ax < €. Observe

que:
bo — Qo

ok
Ent3o, a quantidade de iteracdes sera o menor inteiro k que satisfaca:

by —ax =

by — o
9k
Multiplicando ambos os lados da equacdo por 2¥:

bg—(l0<2k'€

Dividindo ambos os lados da equacao por €:

(bo — ao)
€

< 2k
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Aplicando o logaritmo na base 2 em ambos os lados vamos ter:

(bo — ay)

log, EEe— < log, 2*

Como log, 2% = klog, 2 = k:

Logo k serd |logy (2020 | 41,

3.5 Exemplo da utilizacao do Método da Bissecao

Foi escolhida como exemplo para a aplicacdo a funcdo f(x) = 1 — xInx, cujo o grafico

pode ser observado na Figura 2.

Y

(%]

Figura 2 — Gréfico de f(x) =1 —xInx

Como pode-se observar o valor de f(1) é positivo e o valor de f(2) é negativo, ou seja,
temos uma raiz entre 1 e 2. Vamos considerar o intervalo inicial [1,2] e a precisio € = 1073,

Podemos estimar a quantidade de iteracoes k:

(2—1)

k= |_10g2 F

| +1=19,9657| +1 = 10



Capitulo 3. Método da Bissecao 26

A Tabela 1 mostra as iteracoes desenvolvidas pelo método:

Tabela 1 — Exemplo 1 - Método da Bissecdo - f(x) =1 —xInx

k| ax by Xk lax — byl f(xi)
0] 1.0 2.0 1.5 1.0 0.3918023378
1115 2.0 1.75 0.5 0.0206723711
21 1.75 2.0 1.875 0.25 —0.178641236
3| 1.75 1.875 1.8125 0.125 —0.077906633
4| 1.75 1.8125 1.78125 0.0625 —0.028342994
51 1.75 1.78125 1.765625 0.03125 —0.003766173
6| 1.75 1.765625 1.7578125 0.015625 0.0084704600
71 1.7578125 1.765625 1.76171875 0.0078125 0.0023564740
8 | 1.76171875 1.765625 1.763671875 0.00390625 —0.000703768
91 1.76171875 1.763671875 | 1.7626953125 | 0.001953125 | 0.0008266234
10 | 1.7626953125 | 1.763671875 | 1.76318359375 | 0.0009765625 | 0.0000614952

Escolhendo entdo x = 1.76318359375 vamos ter [f(x)| = 6.149 x 1077,

3.6 Consideracoes sobre o método

O Método da Bissecdo possui entre as suas vantagens o fato de ser um método mais
simples, de facil entendimento e implementacao e, que por nao possuir cdlculos dispendiosos, é
mais facil de ser abordado no ensino basico.

Outra vantagem é que sendo satisfeitas as condicGes iniciais de continuidade no intervalo
escolhido e dos valores da funcdo nos extremos serem de sinais opostos, 0 método sempre ird
convergir para a raiz da fun¢ao dentro da precisdo requerida.

A sua principal desvantagem é a convergéncia muito lenta, principalmente se o intervalo
inicial for muito maior que a precisao escolhida, pois o niimero de iteracGes serd muito grande.

Na abordagem feita neste trabalho foi considerado um tnico critério de parada, o qual foi
a reducao da amplitude do intervalo aonde esta localizado a raiz até um determinado valor.
Pode-se também utilizar esse método e inserir um outro critério de parada, que é quando o
valor da funcao em um determinado ponto x; no decorrer das iteracoes for menor que um
outro valor determinado, o método encerra e escolhe x; como raiz. Neste caso nao teriamos
controle sobre a quantidade de iteracGes, saberiamos somente que ela ndo ultrapassaria nossa

estimativa.
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4 Meétodo da Posicao Falsa

O Método da Posicao Falsa tem um principio de funcionamento semelhante ao Método
da Bissec3o, tendo como requisito que a funcio f(x) seja continua no intervalo [a, b] e que
f(a) - f(b) < 0. No entanto, em vez de utilizar a média aritmética para a construcdo dos
iterados consecutivos como no Método da Bissecdao, o Método da Posicao Falsa utiliza a média

aritmética ponderada.

4.1 Modelo Matematico

Se considerarmos uma funcdo que tem uma raiz entre a e b, sendo f(a) mais préximo de
zero do que f(b), é provavel que a raiz esteja mais préoxima de a do que de b. Entdo por isso,
o método da Posicdo Falsa utiliza a média ponderada entre a e b com os pesos f(a) e f(b),
respectivamente (RUGGIERO; LOPES, 2000).

Seja f(x) uma funcdo continua no intervalo [a, b] tal que f(a) - f(b) < 0, e seja & a Unica

raiz de f(x) pertencente ao intervalo [a, b]. Temos que:

alf(b)| + blf(a)|
[f(b)] + [f(a)]

Como f(a) e f(b) tem sinais opostos, visto que f(a) - f(b) < 0, podemos retirar o médulo
e considerar, sem perda de generalidade, f(a) < 0, se na realidade for f(b) < 0, n3o teremos
problemas, pois seria como multiplicar o numerador e o denominador por —1, o que ndo

alteraria o valor. Sendo assim, a equacdo ficard da seguinte maneira:

_a-f(b)—
T T (o) —

b-f(a)
f(a)

Como pode ser observado na Figura 3 da pagina a seguir, x é o ponto de interseccdo entre

o eixo das abcissas e a reta 1(x) que passa pelos pontos (a, f(a)) e (b, f(b)). Pelo Teorema
do Valor Intermediario, se f(b) - f(x) < 0, entdo & € [x,b], sendo & € [a,x] (SANCHES;
FURLAN, 2007).
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fi(x)

Figura 3 — Interpretacdo Geométrica do Método da Posi¢do Falsa

Considerando o intervalo inicial [ag, bg], com f(ay) < 0 e f(bg) > 0, as iteracdes sdo

realizadas da seguinte forma:

i. Para a primeira iteracao vamos ter:

ag - f(bo) —bo - flao)
f(bo) — flao)

Xg =

Se f(xg) > 0, temos que & € (ag, Xg), entdo:
a; = ag
b =xg
Caso f(xg) < 0, vamos ter que & € (xg, by), logo:
a; = Xg
b; = by

ii. Na segunda iteracdo teremos o seguinte:
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Se f(x1) > 0, temos que & € (ay, %), entdo:
a; =
by =%
Caso seja f(x1) < 0, vamos temos que & € (xq, by), entdo:
ay = X4
by =by

O método funcionara até que se atinja um dos seguintes critérios de parada: a amplitude
do intervalo se reduza até uma precisdo requerida €; > 0, isto é, (bx — ax) < €1; ou até que
o valor da funcdo no ponto xi subtraido de 0 seja menor que um erro €, > 0 admitido, ou

seja, [f(xi)| < €o.

4.2 Algoritmo

Considerando f(x) uma funcdo continua no intervalo [a, b] tal que f(a) - f(b) <0, €1 >0

e €9 > () as precisoes:
1. Inicializagdo:
i. Considere k = 0;

ih. ax = a;

iii. by =b;
ay - f(by) — by - flay)
f(by) — flax)

iv. Xx =
2. Critério de Parada:

i. Se (by —ax) > €7 e [f(xk)| > €5 va para o passo 3;

ii. Se (bx —ax) < €4, escolha um valor qualquer no intervalo [ay, by] como uma

solugcdo aproximada. Fim.

iii. Se |f(xy)| < €2, assuma o valor de xi, como uma solucdo aproximada. Fim.
3. Processo lterativo:

i. Sef(xy)-f(ayx) < 0entdo by =Xk € Ayp1 = Ay, SENA0 Ay = Xi € b1 = by

ii. Utilize k + 1 no lugar de k;
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ay - f(by) — by - fay)
f(by) — f(ax)
iv. Volte para o passo 2;

i, Xy =

4.3 Convergéncia

A prova da convergéncia apresentada a seguir, até onde sabemos, é completamente nova.
Considerando que [ag, bo] seja o intervalo inicial e que a raiz & seja lnica neste intervalo,

temos que no Método da Posicdo Falsa vao ser geradas trés sequéncias:

i. ax: os valores para ay sempre aumentam ou se mantém, ou seja, temos uma sequéncia

mondtona, nao-decrescente e limitada superiormente por by. Entdo existe a € R tal que:

lim Ay = a (1)
k—+00

ii. by: os valores para by sempre diminuem ou se mantém, ou seja, temos uma sequéncia

mondtona, ndo-crescente e limitada inferiormente por ay. Entdo existe b € R tal que:

lim by=b (2)

k—+o00
iii. Xx: a qual é definida por:

ay - f(byx) — by - f(ax)

M= f(bx) — flax)

, VkeNuU{0} (3)

Temos que aj sempre estard a esquerda e que by sempre estard a direita do zero da funcao,
como Xy é uma média ponderada entre ay e by, vamos ter que ax < xi < by, V k € N U{0}.
Definindo os conjuntos I; e Iy como:

I ={k e NU{0}/xk = aiq1}

I, ={k € NU{0}/xx = b1}

Note que I; UI, = N e I; NI, = (). Vamos analisar os trés casos possiveis para os conjuntos
Il (S IQZ

i. I; e Iy sdo infinitos:
Sejam f; : N — I; e fo : N — I, bijecOes crescentes, sendo ny = f1(i) e nj = f5(j). Se
I; € infinto temos:

lim x,, = lim app1=a (4)
ny—-+00 ny{—-+0o0o
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Como Iy também ¢ infinto:

lim x,. = lim bp,1=b (5)
nj—>+oo J T\.j—>+00 J

Vamos supor que d@ # b. A equacdo (3) pode ser reescrita da seguinte forma, primeiro

multiplicando ambos os lados por f(by) — f(ay):

Xk (f(by) — flaw)) = ax - f(by) — by - flay)

Passando tudo para o mesmo lado da equacdo e colocando f(ay) e f(by) em evidéncia:

flax) (b —x) + f(bi) (xx —ax) =0 (6)

Aplicando limite em ambos os lados de (6) quando k tende para oo:

lim f(ak)(bk — Xk) + lim f(bk)(xk — (lk) =0 (7)

k—o0 k—o0

Como b # @, teremos que f(a) = 0. Agora considerando (1), (2) e (5) em (7):

Como b # @, teremos que f(b) = 0.

Como aqp < ax < xx < bx < by, chegamos a conclusdo que temos duas raizes no
<

intervalo [ag, bgl, pois ap < a < b < by, o que é um absurdo. Ent3o, por consequéncia,

‘U‘\

podemos concluir que @ = X = b. Como f(ay) e f(by) possui sinais contrarios, para

f(a) = f(x) = f(b), necessariamente teremos que f(a) = f(x) = f(b) =0, ou seja, X é

a raiz da funcdo.

. I, é finito e I, infinito:

Considere a seguinte equagdo:

. — ay - f(by) — by - flak) Ca flax)(bx — ax) (8)
N f(by) — f(ax) T (b)) — flar)

Como I, é finito, a partir de um determinado k, ax = axsm VM € Ne by = x(b =
x). Entdo:

by — A =xck—ax  (9)
Substituindo (8) em (9):

f(ax) (bx — ay)
f(by) — flau)

brt1 — Qg1 = ax — —ag
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Logo:
flax) (bx — ax)
f(bi) — flaw)

by — a1 =—
Multiplicando ambos os lados por f(by) — f(ay):
(b1 — ary1) (f(bx) — faw)) = —flax) (b — ax)  (10)
Aplicando limite em ambos os lados de (10) quando k tende para oo:

lim (b1 — apr) (f(by) — flay)) = — lim f(ax)(bx — ax)

k—o0 k—o00
Considerando que limy_,o b1 = limy oo by, im0 Q1 = limy_oo ax €, como a
funcdo é continua, vamos utilizar a propriedade que limy_,, f(x) = f(lim,_. X), sendo

assim teremos:

(b—a)(f(lim b) — f(Jim @) =—f(lim ax)(b—a) (1)

k—o0 k—o0

Aplicando (1) e (2) em (11):

Somando f(a)(b — @) em ambos os lados da equac3o:

(b—a)f(b) =0

Agora temos que (b —a) =0 ou f(b) =0. Se (b—a) =0 = b = a, dai vamos

finalizar como no caso 1, caso contrario, f(b) = 0, ou seja, o método converge para a

raiz que serd b = Xx.
I; é infinito e I, finito:
Considere a seguinte equacao:

aic - fbie) — b - flaw) _ - Flbi)(bx — ai)
f(by) — f(ar) T f(by) — flay)

Xk = (12)

Como I, é finito, a partir de um determinado k, by = by, m Vm e Ne ax, 1 =x(a =
x). Ent3o:

by — g =br —x (13)
Substituindo (12) em (13):

f(by) (b — ax)
f(bi) — flai)

bry1r — axpr = b — by +
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Logo:
f(by) (b — ax)
f(by) — flaw)

bri1 — a4 =
Multiplicando ambos os lados por f(by) — f(ay):
(br1 — ar1) (f(br) — flax)) = f(by) (b —ax)  (14)
Aplicando limite em ambos os lados de (14) quando k tende para oo:

lim (b1 — aws1) (f(by) — flax)) = lim f(by)(bx — ai)

k—o0 k—o00

Considerando que limy_,o b1 = limy oo by, im0 Q1 = limy_oo ax €, como a
funcdo é continua, vamos utilizar a propriedade que limy_,, f(x) = f(lim,_. X), sendo

assim teremos:

(b—a)(f(lim bi) — f(lim a)) = f(lim bi)(b—a) (15)

k—o0 k—o0

Aplicando (1) e (2) em (15):

Subtraindo f(b)(b — @) em ambos os lados da equacio:

—(b—a)f(@ =0

Agora temos que (b —a) =0 ou f(a) =0. Se (b—a) =0 = b = a, dai vamos
finalizar como no caso 1, caso contrario, f(a) = 0, ou seja, o método converge para a

raiz que serd a = X.

4.4 Exemplo da utilizacao do Método da Posicao Falsa

Foi escolhida como exemplo para a aplicacdo a funcdo f(x) = cos(x) +1Inx — 1, cujo o

grafico pode ser observado na Figura 4.
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Figura 4 — Gréfico de f(x) = cos(x) +Inx — 1

Como pode-se identificar na Figura 4, o valor de f(4) é negativo e o valor de f(5) é positivo,
ou seja, temos uma raiz entre 4 e 5. A Tabela 2 mostra as iteragcdes desenvolvida pelo método

considerando [4, 5] o intervalo inicial e ambas as precisdes €; = €5 = 1073.

Tabela 2 — Exemplo 2 - Método da Posicdo Falsa - f(x) = cos(x) +Inx — 1

k ‘ Ok ‘ by ‘ Xk ‘ la — byl ‘ f(xi)

01]4.0 5.0 | 4.23038425415 | 1.0 —0.021263599
1| 4.23038425415 | 5.0 | 4.24828172848 | 0.76961574585 | —0.001110063
2 | 4.24828172848 | 5.0 | 4.24921490386 | 0.75171827152 | —0.000055768

Escolhendo entdo x = 4.24921490386 vamos ter |f(x)| = 5.577 x 1072,

4.5 Consideracoes sobre o método

O Método da Posicao Falsa possui entre as suas vantagens o fato de ser um método
também simples e de facil implementacao e, que por ndo possuir calculos dispendiosos, é mais
facil de ser abordado no ensino basico. Por ele utilizar uma média ponderada, o método tende
a encontrar a raiz mais rapido que o Método da Bissecao.

Outra vantagem, assim como no Método da Bissecdo, é que sendo satisfeitas as condicoes
iniciais de continuidade no intervalo escolhido e dos valores da funcao nos extremos serem

de sinais contrarios, o método sempre ird convergir para a raiz da fun¢do dentro da precisao
requerida.
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A sua principal desvantagem é a convergéncia ainda lenta, principalmente se o intervalo
inicial for grande e se a segunda derivada da fun¢iao assumir valores positivos e negativos, pois

o método ird percorrer os dois extremos do intervalo.
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5 Método do Ponto Fixo

Seja f(x) uma func3o continua em [a, b], intervalo que contém & tal que f(&) = 0. O
Método do Ponto Fixo consiste em transformar esta equacdo em uma equacdo equivalente
x = d(x), e, a partir de uma estimativa inicial x,, gerar a sequéncia {x,} de aproximacdes
para & pela relacdo xi1 = &(xx), pois a funcdo ¢p(x) é tal que f(§) = 0, se e somente se,
$ (&) = &, transformando o problema de encontrar zero de f(x) em encontrar um ponto fixo
de ¢(x) (RUGGIERO; LOPES, 2000).

5.1 Modelo Matematico

A funcdo ¢(x) que satisfaz a condicdo do método é chamada de funcio de iteracdo para
f(x) e, a forma geral dessas fungGes é ¢ (x) = x + A(x)f(x), com a condi¢do que em &, ponto
fixo de d(x), se tenha A(&) # 0(RUGGIERO; LOPES, 2000).

Como exemplo, poderiamos ter as seguintes funcdes de iteracio para x> +2x — 1 = 0:

1—x2
¢ = 5
d)gzi\/l—QX
1
¢3_x+2

Mostraremos que f(&) =0 < ¢(&) = &. Considerando a seguinte equag3o:

(&) = &+ A(EF(E)
Seja & tal que (&) = 0 entdo:
(&) =¢&

Se (&) = & temos:
E+A(E)f(E)=¢

Subtraindo & em ambos os lados da equacdo:
A(E)f(E) =0

Como, por exigéncia, A(x) # 0, vamos ter que f(§) = 0.
Percebemos que existem infinitas fun¢des de iteracdo para uma equacdo f(x) = 0. Grafica-

mente, uma raiz da equagdo x = ¢(x) é a abscissa do ponto de interseccdo da retay =x e
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da curva y = ¢(x). Nas figuras a seguir, as Figuras 5 e 6 mostram dois exemplos de quando a

sequéncia {xy} converge para § quando k — oo, e as Figuras 7 e 8 mostram dois exemplos de

quando {x; } ndo converge para &.

y=x
y=6x)
/ Y
\
P ix Ex: X X X
¢
Figura 5 — Exemplo 1 de sequéncia {xy} convergente
Y
y=X
A <]
P _ y = olx)
PX : >< X X
g

Figura 6 — Exemplo 2 de sequéncia {xy} convergente
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/Lc,

Figura 7 — Exemplo 1 de sequéncia {xy} divergente

Y y=db(x) y=x

Figura 8 — Exemplo 2 de sequéncia {xy} divergente

Portanto, dependendo da fun¢do ¢ (x) o processo pode gerar uma sequéncia {xy } divergente.
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5.2 Critérios de Parada

No algoritmo do Método do Ponto Fixo pode-se escolher dois critérios de paradas, os quais

s30:
o [f(x)l < e
o [xx —Xx_1| < €

Pode-se observar que |xi — xi_1| < €2 n3o implica necessiariamente que [x, — &| < €5

conforme mostra a Figura 9:

v v M v=0 (4

: X Xin
Figura 9 — Exemplo de quando |xx — xx_1] < €3 € [xic — &| > €3
No entanto, se ¢’(x) < 0 em I, a sequéncia {x,} serd oscilante em torne de ¢ e, sendo

assim, [xx — Xx_1| < €3 = |xx — &| < €9, pois [xx — &| < |xx —xx_1] (RUGGIERO; LOPES,
2000).

5.3 Algoritmo

Considerando f(x), ¢(x), a a estimativa inicial, €; > 0 e €5 > 0 as precisoes:
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1. Inicializagao:

i. Considere k = 0;

. Xx = a;

i X = d(xi);
2. Critério de Parada:

i. Se|f(xk)| > €1 e [xxp1 — Xx| > €9 va para o passo 3;

ii. Se [f(xy)| < €1, assuma o valor de x;, como uma solucdo aproximada. Fim.

iii. Se [xxy1 — xi| < €9, assuma o valor de x3.,1 como uma solucdo aproximada. Fim.

3. Processo lterativo:

i. Utilize kK + 1 no lugar de k;
il. Xk = Xxk—1»
i X1 = xi);

iv. Volte para o passo 2;

5.4 Convergéncia

Como vimos nas Figuras 7 e 8, ndo é para qualquer ¢(x) que a sequéncia {xy} converge

para o zero da funcdo.
Admitindo que existe solu¢cdo, podemos provar que a sequéncia {x;} ird convergir para a

solugdo se, e somente se, ¢ : I — I for uma contragao, ou seja, se V x,y € I temos:
[d(x) — d(y)l < Mlx —yl

Onde0 < M < 1.

Como X111 = d(xx), ®(&) = & e sendo d(x) um contragdo temos:

X1 — &l =[d(0) = d(E) < Mxo — & (1)

xo — &| = |p(1) = P(E) < Mxy — & (2)

De (1) temos que |x; — &| < M|xg — &|, substituindo em (2):

Ixo — &) < Mx; — & < MPxg — §| (3)
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Continuando com |x3 — &:

xs — &l = [0(2) — (E) < Mx, — & (4)

De (3) temos que |xy — &| < M2[xy — &|, substituindo em (4):

X3 — & < Mlxy — & < MPIxo — |

E assim por diante, o que nos leva a concluir que:

i — &l =lb(k—1) — $(E)] < Mxse1 — & < M¥xg — g
Observe que:
0< lim |xi — & < lim M¥xg — & =0
k—o0 k—o0
Logo:

lim [xx — & =0=x, =§
k—o0

Para perceber visualmente que uma funcdo ¢(x) é uma contracdo n3o é uma tarefa das
mais simples. Contudo, podemos definir duas exigéncias que se satisfeitas vao implicar em

uma contracao, as quais sao:
e Se ¢(x) e ¢’(x) sdo continuas em I;
e Selp'(x) <M< 1,Vxel

Demonstraremos em sequéncia.
Como ¢(x) € continua e diferenciavel em I, pelo Teorema do Valor Médio, existe ¢y entre

Xy € & tal que:
d),(Ck) =
Como |p/(cx)| <M < 1:

[d(xi) — P(E) < Ml(xc — €,V xc €1

5.5 Ordem de Convergéncia do método

Seja {x} uma sequéncia que converge para & e seja e, = Xy — & o erro na iteracdo k, se

existir um ndmero p > 1 e uma constante C > 0 tais que:

i |€k+1| _
k—o0 ’€k|p
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Entdo p é chamada de ordem de convergéncia da sequéncia {xy} e C a constante assintdtica
de erro (RUGGIERO; LOPES, 2000).

De acordo com Ruggiero e Lopes (2000), a ordem de convergéncia p de um método
interativo nos dd a velocidade de convergéncia do processo, pois podemos escrever a seguinte
relacdo para quando k — oo:

lex41] =~ Clex|P

Como ex — 0 quando k — oo, quanto maior for p, mais préximo de zero estara o valor de
Clex|?, o que implica uma convergéncia mais rapida da sequéncia {x;}. Logo, quanto maior
for p mais rapido a sequéncia ird convergir (RUGGIERO; LOPES, 2000).

A seguir, provaremos que o Método do Ponto Fixo geralmente tem convergéncia apenas

linear, se ¢(x) obdecer os dois critérios definidos na demonstracdo da convergéncia. Temos

que:
/ _ (b(xk) — d)(6)
$'(cx) = —Xk s
Com cy entre xi e €.
= d)/(ck) _ Xk+1 — Ev
Xk —§

Tomando o limite quando k — oo:

Portanto, limy_,, =2 = ¢p/(§) =C e |C| < 1.

€x
A relacdao nos mostra que para grandes valores de k o erro em qualquer iteracao

é
proporcional ao erro na iteracdo anterior, sendo que o fator de proporcionalidade é ¢/(&). A

convergéncia serd mais rapida quanto menor for |p’(&)|.

5.6 Exemplo da utilizacao do Método do Ponto Fixo

Foi escolhida como exemplo para a aplicacdo a fungdo f(x) = x> —x® +4x — 1, cujo o

grafico pode ser observado na Figura 10.
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¥
N
3_
1_
X
o a 1 2 3 5
f
Figura 10 — Gréfico de f(x) = x°> —x® +4x — 1
Pode-ser perceber na Figura 10 que temos uma raiz da funcao entre 0 e 1. Entado

vamos considerar ¢(x) =

(—x> +x3+1)/4, & € (0,1), com xg = 0.5 e as precisdes

€1 = €5 = 1073, Como foi definido na demonstracdo da convergéncia, percebemos que ¢ (x) e

¢’ (x) = (—5x*+3x2) /4 = x*(—5x%+3) /4 s3o continuas, pois trata-se de funcdes polinomiais,
e no intervalo (0,1), |¢p'(x)| <1, pois 0 < x? < 1e —1/2 < (—5x*> +3)/4 < 3/4. A Tabela

3 mostra os passos iterados desenvolvidos pelo método.

Tabela 3 — Exemplo 3 - Método do Ponto Fixo - f(x) = x% —x3 +4x — 1

k

Xk

X — Xp—1]

¢ (xy)

f(xi)

0
1
2
3

0.5

0.2734375
0.25472895135
0.25386401765

0.2265625
0.01870854865
0.00086493370

0.2734375

0.25472895135
0.25386401765
0.25382658953

0.90625

0.07483419459
0.00345973482
0.00014971247

Escolhendo entdo x = 0.25386401765 vamos ter [f(x)| = 1.497 x 10~%.

5.7 Consideracoes sobre o método

A importancia do Método do Ponto fixo estd mais voltada aos conceitos que ele introduz

durante seu estudo do que sua eficiéncia computacional, pricipalmente por ele originar outros
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métodos, como o Método de Newton, que serd apresentado em sequéncia.

E um método que tem um bom desempenho na velocidade de convergéncia, tendo como
principal desvantagem a necessidade de encontrar a funcdo ¢(x) que satisfaca as exigéncias
para a solucdo convergir, o que torna sua implementacao mais complicada.

Na demonstracao da convergéncia admitimos que existe solucao e, apesar dessa consideracio
ser intuitiva pelo préprio objetivo do método que € justamente encontrar uma solugdo, podemos
afirmar que existe essa solucdo e ela é unica, pois toda contracao ¢ : I — I tem um dnico
ponto fixo e, a sequéncia {x;} converge em I para o (nico ponto fixo de I, conferir o livro
Anilise no espaco R™ (LIMA, 2007, p. 86 e 87).
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6 Método de Newton

A ideia principal do Método de Newton é fundamental em vdérias dreas da matemdtica
computacional. Em sua forma basica, ele é uma ferramenta para resolver sistemas de equacoes
ndo-lineares (IZMAILOV; SOLODOV, 2007).

No Método do Ponto Fixo vimos que |¢p/(x)] < M < 1, V x € I é uma das condicdes
que implica em ¢ (x) ser uma contracdo e, por consequéncia, {x; } convergir para a solucdo, e
também que a convergéncia sera mais rapida quando menor for |b’(€)].

O que o Método de Newton faz é justamente escolher para a funcdo iteracdo ¢(x) tal que
&’(&) = 0 com o intuito de acelerar a convergéncia (RUGGIERO; LOPES, 2000).

6.1 Modelo Matematico

Dada a equacdo f(x) =0, como ¢(x) = x + A(x)f(x), queremos encontrar A(x) tal que
¢’ (&) = 0. Calculando ¢’ (x):

¢'(x) =1+ A (x)f(x) + Ax)f'(x)

Calculando ¢'(£&):
(&) =1+ A'(EF(E) + A(E)F'(&)
Como f(&) =0:
(&) =1+ A(E)F'(E)

Como queremos ¢’(x) tal que ¢’ (&) = 0:

0=1+AE)f (&) = A(E) =

/(&)

—1
De onde obtemos A(x) = .
f/(x)
Portanto, dada a funcdo f(x), a funcdo iteracdo para o método de Newton serd ¢p(x) =
f
X — % para que ¢’(§) = 0.
Desse modo, escolhido x(, a sequéncia {xy} sera determinada por:

)
/(%)

Xk+1 = Xk k:0,1,2,3,...

Segundo Ferreira (2013), o Método de Newton é obtido geometricamente da seguinte
forma: dado o ponto (xy, f(xx)), tracamos a reta 1 tangente ao grafico da funcdo neste
ponto, no caso:

(%) = f(xi) + 7/ (xa) (x — xac)
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T (x) € um modelo linear que aproxima a funcdo f(x) em uma vizinhanca de x;.. Fazendo

T (x) = 0 obtemos:

foad _ (x—xi) = X = Xk_:/(();k))
K

fxa )+ (xi) (x=x) = 0 = —f(xi) = f'(xp) (x—xi) = —

Ou seja, o ponto em que a reta Ty intercepta o eixo das abscissas é x;,1. A Figura 11

mostra a interpretacdo geométrica do Método de Newton.

Y

Figura 11 — Interpretacdo Geométrica do Método de Newton

6.2 Algoritmo

Considerando f(x), f’(x), a a estimativa inicial, €¢; > 0 e €5 > 0 as precises:
1. Inicializagao:

i. Considere k = 0;

i X = a;
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f(xi)
f/(xi)’

iil. Xk+1 = Xk —
2. Critério de Parada:

i. Se|f(xk)| > €1 e [Xxy1 — Xx| > €9 va para o passo 3;
ii. Se |f(xy)| < €1, assuma o valor de xi como uma solu¢do aproximada. Fim.

iii. Se [Xxy1 — x| < €9, assuma o valor de xy1 como uma solucdo aproximada. Fim.
3. Processo Iterativo:

i. Utilize kK + 1 no lugar de k;

. Xk = Xy_1;

fx)
/(xi)’

iv. Volte para o passo 2;

iii. Xk+1 — Xk

6.3 Convergéncia

Como vimos no Método do Ponto Fixo, se ¢ (x) e ¢’(x) forem continuas em um intervalo
I e |[d/(x)] < M < 1, V x € Iy, o processo converge para a solucdo. Para mostrar
a convergéncia do Método de Newton, vamos provar que a sua funcdo ¢(x) é tal que
I/ (x) <M <1,V xeIlye que d(x) e ’(x) sdo continuas em I.

Sejam f(x), f’(x) e f”(x) continuas num intervalo I que contém a raiz & de f(x), sendo
f'(&) # 0. Temos que:

_ f(x)
o) =%~ 503
E a derivada de ¢(x) sera:
o) = T )
R

Para ¢(x) e ¢'(x) serem continuas em um determinado intervalo, basta f’(x) # 0 nesse
mesmo intervalo. Por hipétese, /(&) # 0 e, como f’(x) é continua em I, é possivel obter
I C I tal que f'(x) #0, V x € I;. Sendo assim, no intervalo I; C I tem se que f(x), f'(x) e
f”(x) sdo continuas e f'(x) # 0. Logo, d(x) e ¢’(x) sdo continuas em I;.

Para a segunda exigéncia, como ¢’(x) é continua em I; e ¢p’(&) = 0, é possivel escolher
I, C Ij tal que |/ (x)] < M < 1,V x € I,. Portanto, obtemos um intervalo Iy C I, tal que
d(x) e ¢'(x) sdo continuas em I, e, [p'(x)] < M < 1,V x € I, sendo assim, I = L.

Concluimos assim, que a sequéncia {xy} gerada pelo processo iterativo do Método de
fxx)

/(i)

Newton, Xx 11 = Xk — converge para a raiz &.
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Em linhas gerais, o Método de Newton convergira desde que X seja escolhido suficientemente
proximo da raiz &, ou seja, desde que xq esteja dentro do intervalo Iy que satisfaca as condi¢bes
descritas acima (RUGGIERO; LOPES, 2000).

6.4 Ordem de Convergéncia do método

Ao analisar o Método de Newton como um Método do Ponto Fixo diriamos que ele
tem ordem de convergéncia linear. No entanto, o fato de sua funcdo iteracao ser tal que
¢’(&) = 0, nos permite demonstrar que sua ordem de convergéncia é quadratica, ou seja,
p = 2 (RUGGIERO; LOPES, 2000).

Considerando que o Método de Newton gera uma sequéncia {xy} que converge para &, e,

ue ex = Xy — &, temos:
Kk Kk

e f(xi)
k+1 k xe)
Subtraindo & em ambos os lados da equacdo:
f(x
X1 — & =X — & — f/((xk))
Kk
Como ex =x — & e ey = Xpeq1 — &
e e f(xx)
k+1 k 7 (xe)

Desenvolvendo o polindmio de Taylor de f(x) de ordem 2 em torno de X, temos:

Flx) = Flxi) + 700 (x = i) + 5 Des [k = 30 0l0x — i) (x — )

Onde limy_x, 0 p(x —Xi) = 0. Como f(&) = 0:

0 ="f(&) = flxx) + ' (xx) (& —xi) + %f”(xk)(i —x1)? + p(& —x1) (& — xx)?

Isolando f(xy):

Flxi) = 00 (0 — &) — 5051 ek — £)7 — (& — s ek — &)

Substituindo x; — & por ey:
1
f(xi) = f'(xi) (ex) — §f“(xk)(ek)2 —p(& —x1)(ex)?

Dividindo tudo por f'(xy):

f(Xk): _f//(xk)(ek)2 P& —xi)(ex)?

21/ (xx) /(%)
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Colocando ey e flad) do mesmo lado da equacao:
f/(xx)
e — foa) _ f"(ad(e)® | pl&—xid(en)’
/(%) 2/ (xi) /(%)
Substituindo e, = x — &:
. foad . f"ad(e)® | p(&—xi)(ex)?
() 2f7(x) 7 (xx)
Como xy — (o) = XK1
fria)

7 (xi)(ex)?  p(&—xi)(ex)?
2f' (x1) /(i)

Substituindo xyx 1 — & por ey, temos:

7 (xi)(ex)® P& —xi)(ex)?
2f/(Xk) f/(xk)

X1 — & =

€x+1 =

Dividindo tudo por e?:
e f0ad | pl&—xi)
ep  2f'(x) f(xx)

Calculando o limite em ambos os lados quando k — oo:

iy Sk . 7 (xk) . P& —xxk)
im —— = lim p + lim —
k—oo €} k—o0 2f (Xk) k—oo T (Xk)
. plE—x1) .. p(0) .
C 1 w———— =1 w —— =20. Send :
omo Xy converge para &, limy_, ) imy_, FlE) endo assim

I €x+1 . " (xx)

im —— = lim p

k—00 ek k—00 Qf (Xk)

Como f(x) é continua, podemos usar a propriedade que limy_,o f(x) = f(lim, _ o X):

i SRl £ limy 00 X1
k—o00 ei 2f/[llmk4)00 Xk]

Como limy_,o, Xy = &:
(&)
2f'(&)

(1)

Observe que:
:f”(x) f(x)f"(x)  2f(x)f"(x)?

L S B Tt E R T
Como f(&) =0, temos que:
12 f//(a)
o"(8) = G5

Substituindo em (1) temos:

hm €x+1 — %d)/l(a) — C

k—o00 ei

Concluimos que o Método de Newton tem convergéncia quadratica.



Capitulo 6. Método de Newton 50

6.5 Exemplo da utilizacao do Método de Newton

Foi escolhida como exemplo para a aplicacdo a funcio f(x) = Inx +x® —4x + 1, cujo o
grafico pode ser observado na Figura 12.

Y

Figura 12 — Grafico de f(x) = Inx +x? —4x + 1

Pode-ser perceber na Figura 12 que temos uma raiz da funcao entre 3 e 4. Entado
vamos considerar Xy = 3.0 e as precisdes €; = €5 = 10~>. A Tabela 4 mostra as iteracdes
desenvolvidas pelo método.

Tabela 4 — Exemplo 4 - Método de Newton - f(x) =Inx +x? —4x + 1

Xk X — X1 f(xi)

3.0 — —0.9013877113
3.38630901914 | 0.38630901914 | 0.141593239877
3.34015624538 | 0.04615277376 | 0.002036347989
3.33947283826 | 0.00068340712 | 0.000000446111

w N = OoOR

Escolhendo entdo x = 3.33947283826 vamos ter [f(x)| = 4.461 x 1077,
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6.6 Consideracoes sobre o método

O Método de Newton tem como grande vantagem a sua velocidade de convergéncia,
podemos ver no Exemplo 4 que com trés iteracdes o método atingiu uma precisao de sete
casas decimais, isso se deve ao fato dele ter uma ordem de convergéncia quadratica como foi
demonstrado.

Uma desvantagem que pode ser considerada é o fato do Método de Newton ser um método
local, pois a estimativa inicial tem que ser relativamente perto da raiz, porque sendo muito
distante, corre o risco da estimativa estar fora do intervalo de onde a derivada da funcdo é uma
contracado €, sendo assim, o método vai ter dificuldade de encontrar a solucdo. E a necessidade
de sempre obter a derivada da funcdo e calcular seu valor numérico a cada iteracdo também se
torna uma grande desvantagem.

Com relacdo a sua aplicacao no ensino basico, por se tratar de um método mais sofisticado,
ele ird exigir mais da func¢do, sendo necessdrio ndo sé sua continuidade, mas também da sua
primeira e segunda derivada, e, por consequéncia, exigird um conhecimento maior do aluno
que terd que saber o conceito de derivada.

O Método de Newton é muito estudado por pesquisadores, pois sua definicao cldssica é
para aplicacdes de vérias varidveis (IZMAILOV; SOLODOQV, 2007). Além de muitas vezes
funcionar para fungGes que ndo satisfaca suas condi¢oes iniciais, abrindo um leque muito grande

no campo de investigacao.
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7 Método da Secante

Vimos que no Método de Newton é necessario se obter a derivada da funcdo e calcular seu
valor numérico a cada iteragdo. O Método da Secante tem a ideia justamente de substituir a

derivada por uma outra relagdo, eliminando assim essa desvantagem (FERREIRA, 2013).

7.1 Modelo Matematico

Considerando a seguinte iteracdo Xy 1o = Xxy1 — f(Xxp1)/f (Xk41) definida pelo Método
de Newton. Segundo Sanches e Furlan (2007), no Método da Secante substituimos a derivada

f’(xx41) pelo quociente das diferencas:

f(xip1) — Flxx)
Xk+1 — Xk

f/(xk+1) ~

Sendo xy e Xy 1 duas aproximacgdes para a raiz. Para facilitar a demonstracdo da con-
vergéncia nas secoes posteriores, consideraremos hy = X1 — Xk, 0 lado direito da relacao

sera:

fx +h) —f(x)

' (Xpq1) =

hy
Neste caso, a funcdo iteracdo ¢(xy 1) sera:
f(x + hy) f(x + i) hy
X =xx + he — =X+ he —
) =3t e o g — o) ™ T i+ i) — fox)

hy

Substituindo hy por X1 — Xy:

o) (e —xi)  xaf(xiea) — xaeafx)
f(xir1) — Flxx) f(xie1) — fFx)
Nesse caso precisaremos de duas aproximacoes para iniciar o método.

P (Xkt1) = X1 —
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e

Figura 13 — Interpretacdo Geométrica do Método da Secante

Como pode ser observado na Figura 13, o ponto em que a reta secante que passa pelos
pontos (X1, f(xki+1)) e (xk, f(xx)) intercepta o eixo das abcissas serd xy;2 (FERREIRA,
2013).

7.2 Algoritmo

Considerando f(x), a e b as estimativas iniciais, €; > 0 e €5 > 0 as precisoes:
1. Inicializagao:

i. Considere k = 0;

ih. Xx = a;

iii. X1y = b:

2. Critério de Parada:

i. Se [f(xx)] > €1, f(Xxs1)] > €1 € [Xip1 — Xk| > €2 va para o passo 3;

ii. Se |f(xy)| < €1, assuma o valor de x; como uma solucdo aproximada. Fim.
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iii. Se |[f(xk41)| < €1 ou [xxp1 — Xk| < €9, assuma o valor de X1 como uma solucdo

aproximada. Fim.
3. Processo lterativo:

i. Utilize kK + 1 no lugar de k;
Xk—1f(xi) — ka(Xk—l)_

fxi) — f(xx-1) '
iii. Volte para o passo 2;

|| Xk+1 -

7.3 Convergéncia

Assim como demonstramos no Método de Newton, iremos mostrar a convergéncia do
Método da Secante provando que existe um intervalo I, em que a funcdo ¢(x) é tal que
I/ (x) <M< 1,VxeIle que d(x) e ¢’(x) sdo continuas em I.

Sejam f(x) e f’(x) continuas num intervalo I que contém a raiz & de f(x), sendo f'(&) # 0.

Sendo x = x* 4+ h temos que:

f(x* + h)h
f(x* +h) — f(x*)
Para ¢’(x* + h) ser continua é necessario que f(x* +h) — f(x*) # 0, logo ¢'(x* + h)

d(x* +h) =x"+h—

sera continua para todo h # 0 e para f(x* + h) # f(x*). Em outras palavras, h tem que ser
diferente 0 porque sendo as duas proximagdes (X € Xi1) serdo iguais, e pela exigéncia do
método tem que ser diferentes. Com relagdo a segunda exigéncia, se f(x* + h) = f(x*), ou
seja, f(xx 1) = f(xk), a reta secante serd paralela ao eixo das abcissas e, sendo assim, ndo
o interceptard, fazendo com que o método n3o encontre o préximo valor. Calculando agora
¢/ (x* +h):

f/(x* + h)h(f(x* + h) — f(x*)) — f(x* + Wh(f'(x* + h) — f'(x*))
[f(x* +h) — f(x*)]?

O/(x* +h) =1

[f(x* +h) — f(x*)]? + f'(x* + h)f(x*)h — f(x* + h)f’'(x*)h
B [ + 1) — F(x")]?
Assim como ¢(x*+h), ¢’(x*+h) terd as mesmas exigéncias para a continuidade. Sabemos
que f(&) =0, entdo:

[f(E +h) — f(E))% + (£ + h)f(E)h — (& +h)f'(§)h
[f(& +h) —f(&)]2

¢'(E+h) =
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[f(& +h)]? —f(&+h)f’(E)h
[f(§ 4+ h)]?

Dividindo tupo por h?:

[[f(a + h)]r  fE+N)F(E)
[F(E+ )PP = f(E+N)F(Eh h h
[f(+h)}2 a [f(&+h)]]?
.
Considerando que (&) = limy,_,o(f(& +h) — f(&))/(h) = limy_o(f(& +h))/(h), temos
que para um h sufientemente pequeno, f(& + h)/h se aproxima de f’(§), entdo teremos:

f'(£)? — £'(&)?
! h) =~ =0
Ou seja, para um h sufientemente pequeno teremos ¢’(& 4+ h) ~ 0. Logo, teremos valores
para x = x* + h em que [¢p'(x* + h)| < 1.

Concluimos que é possivel escolher I; C I tal que |[¢p/(x)] < M < 1,V x € I;. Portanto,

obtemos um intervalo I; C I, tal que ¢(x) e ¢’(x) sdo continuas em I; e, [p'(x)| < M <

1,V x € I, sendo assim, I = 1.

7.4 Ordem de Convergéncia do método

Apesar do Método da Secante ser uma aproximacdo do Método de Newton, sua convergéncia
nao é quadratica, mas também também nao é apenas linear como geralmente é o Método do
Ponto Fixo.

No livro de Justo et al. (2019) nas paginas 80 a 84 é provado que a ordem de convergéncia
do Método da Secante é superlinear, sendo p = (v/5 +1)/2 ~ 1,618.

7.5 Exemplo da utilizacao do Método da Secante

3lnx?

Foi escolhida como exemplo para a aplicacdo a funcdo f(x) = + cos(x) — 1, cujo o

grafico pode ser observado na Figura 14.
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Figura 14 — Grafico de f(x) =

31nx?

+cos(x)—1

Pode-ser perceber na Figura 14 que temos uma raiz da funcdo entre 1 e 2. Entdo vamos

considerar como aproximacdes iniciais xo = 2.0 e x; = 1.0, e sendo as precisdes €; = €5 = 1073.

A Tabela 5 mostra os passos iterados desenvolvidos pelo método.

~ 3Inx?

Tabela 5 — Exemplo 5 - Método da Secante - f(x) = 5 +cos(x)—1
Iteracdo | xx X1 X1 — Xkl f(xi) f(Xic41)
0120 1.0 1.0 0.66329470513 | —0.459697694
1]1.0 1.40935067275 | 0.40935067275 | —0.459697694 | 0.19013247637
2 | 1.40935067275 | 1.28957959925 | 0.11977107350 | 0.19013247637 | 0.04047360595
3 | 1.28957959925 | 1.25718882134 | 0.03239077791 | 0.04047360595 | —0.004873405
4 | 1.25718882134 | 1.26066983086 | 0.00348100951 | —0.004873405 | 0.00010867483

Escolhendo entdo x = 1.26066983086 vamos ter [f(x)| = 1.087 x 10~%.

7.6 Consideracoes sobre o método

O Método da Secante também tem uma boa velocidade de convergéncia, apesar de sua

performance ser um pouco inferior ao Método de Newton que tem uma ordem de convergéncia

P = 2, tendo o Método da Secante uma ordem de convergéncia p ~ 1, 618.

O Método vai exigir sempre duas estimativas inicias, que devem ser diferentes e, se ele

encontrar em alguma iteracdo f(xxy1) = f(xx) o método ird divergir, pois a reta secante sera
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paralela ao eixo das abcissas €, sendo assim, nao o interceptara, fazendo com que o método
ndo encontre o préximo valor. As estimativas também nao podem ser muitos distantes uma da
outra para alguma n3o ficar fora do intervalo que garante a convergéncia.

Se analisarmos a férmula da iteracdo do Método da Secante, ela vai ser identica ao Método
da Posicdo Falsa, no entanto, os Métodos se diferem porque o Método da Posicdo Falsa exige
que as duas estimativas sempre sejam de sinais contrarios, enquanto que no Método da Secante
podem ser ambas positivas, negativas, ou terem sinais contrdrios, que o Método funcionara
sem problema algum.

Com relagao a sua aplicagdo no ensino bdsico ele vai ter uma vantagem em relagdo ao

Método de Newton por eliminar o uso da derivada.
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8 Experimentos

O objetivo desse capitulo n3o é fazer uma comparag3do entre a eficiéncia dos métodos,
apesar de uma andlise dos dados obtidos poder nos levar a algumas conclusoes, mas sim de
ilustrar o funcionamento de cada método na busca pelo zero da func3o, servindo de suporte
para quem se interessar, ao ler essa dissertacao, em aplicar o tema obordado em sala de aula,
assim como mostrar o resultado obtido pela implementacao feita neste trabalho

Foi implementado computacionalmente algoritmos dos cincos métodos numéricos abordados
neste trabalho, sendo desenvolvido no programa Matlab, versdo R2016a 64-bit, cujos cddigos e
descricdo do programa estao disponiveis no apéndice desta dissertacao.

O programa foi executado em um computador com processador Intel(R) Core(TM) i5-
3230M 2.60GHz e com memoéria RAM de 4,00GB. Foram escolhidas funcbes para serem
processadas em todos os métodos, utilizando os mesmos pardmetros iniciais e precisdes. Os

resultados obtidos serdo apresentados a seguir.

8.1 Experimento 1

A primeira funcdo escolhida foi f(x) = x — sen(x) — 1, cujo grafico podemos observar na
Figura 15 da pdgina seguinte. No grafico podemos perceber que f(x) = 0 para um x entre 0 e
2.

Para esse caso utilizando o Método da Bissecdo foi considerado como intervalo inicial [0, 2]

e a precisdo € = 10~*. Podemos estimar a quantidade de iteracdes k:

(2—-0)

k= UOgQ F

|+1
k = [14,2877| + 1

k=15
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12 1

10 4

Figura 15 — Gréfico de f(x) = x —sen(x) — 1

A Tabela 6 mostra os passos iterados do Método da Bissecao:

12 14

Tabela 6 — Experimento 1 - Método da Bissecdo - f(x) = x —sen(x) — 1

k | ax b Xx lax — byl | flxx)
010.0 2.0 1.0 2.0 —0.84147098
111.0 2.0 1.5 1.0 —0.49749499
2115 2.0 1.75 0.5 —0.23398595
31 1.75 2.0 1.875 0.25 —0.07908578
4| 1.875 2.0 1.9375 0.125 0.00398572
5 | 1.875 1.9375 1.90625 0.0625 —0.03801106
6 | 1.90625 1.9375 1.921875 0.03125 —0.01712729
71 1.921875 1.9375 1.9296875 | 0.015625 —0.00659936
8 | 1.9296875 1.9375 1.93359375 | 0.0078125 —0.00131395
91 1.93359375 | 1.9375 1.93554688 | 0.00390625 | 0.00133410
10 | 1.93359375 | 1.93554688 | 1.93457031 | 0.00195313 | 0.00000963
11 | 1.93359375 | 1.93457031 | 1.93408203 | 0.00097656 | —0.00065227
12 | 1.93408203 | 1.93457031 | 1.93432617 | 0.00048828 | —0.00032135
13 | 1.93432617 | 1.93457031 | 1.93444824 | 0.00024414 | —0.00015587
14 | 1.93444824 | 1.93457031 | 1.93450928 | 0.00012207 | —0.00007312
15 | 1.93450928 | 1.93457031 | 1.93453979 | 0.00006104 | —0.00003175
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O tempo de execucdo para esse método foi 0.00440875 segundos e, escolhendo entdo
x = 1.93453979, vamos ter |f(x)| = 3.175 x 107°.
Para o Método da Posicdo Falsa foi considerado o mesmo intervalo inicial [0, 2] e ambas as

precisdes €, = €5 = 10~*. A Tabela 7 mostra as iteracdes:

Tabela 7 — Experimento 1 - Método da Posicdo Falsa - f(x) =x — sen(x) — 1

k ‘ Oy ‘ by ‘ Xk ‘ lax — by ‘ f(xi)

01]0.0 2.0 | 1.83368046 | 2.0 —0.13196404
1| 1.83368046 | 2.0 | 1.93225024 | 0.16631954 | —0.00313342
2] 1.93225024 | 2.0 | 1.93451257 | 0.06774976 | —0.00006865

O tempo de execugdo para esse método foi 0.00271285 segundos e, escolhendo entdo
x = 1.93451257, vamos ter |f(x)| = 6.865 x 107",

No Método do Ponto Fixo, vamos considerar ¢(x) = sen(x) + 1, logo ¢’(x) = cos(x).
Vemos que ¢(x) e ¢’(x) sdo continuas em R e, no intervalo (0,2], ¢’(x) < M < 1. A Tabela
8 traz os passos realizados pelo método considerando a estimativa inicial xo = 2.0 e ambas as

precisdes €, = €5 = 10~ *;

Tabela 8 — Experimento 1 - Método do Ponto Fixo - f(x) =x — sen(x) — 1

Xk

X — X1l

P (xx)

(%)

N OOk W OR

2.0

1.90929743
1.94325347
1.93143599
1.93567129
1.93416838
1.93470362
1.93451325

0.09070257
0.03395604
0.01181748
0.00423530
0.00150291
0.00053523
0.00019037

1.90929743
1.94325347
1.93143599
1.93567129
1.93416838
1.93470362
1.93451325
1.93458099

0.09070257
—0.03395604
0.01181748
—0.00423530
0.00150291
—0.00053523
0.00019037
—0.00006774

O tempo de execucdo no Método do Ponto Fixo foi 0.00341916 segundos e, escolhendo
entdo x = 1.93451325, vamos ter [f(x)| = 6.774 x 107>,

Para utilizarmos o Método de Newton precisamos verificar se f(x), f'(x) e f”(x) sdo
continuas no intervalo que contém a raiz e se f'(§) # 0. f(x) = x —sen(x) —1, f'(x) =
1 —cos(x) e f”(x) = sen(x) sdo continuas em R, e f'(£) = 1 —cos(§) # 0, pois 0 < & < 7.
A Tabela 9 traz as iteracdes do Método de Newton considerando a estimativa inicial xg = 2.0

e ambas as precisdes €; = €5 = 10~

Tabela 9 — Experimento 1 - Método de Newton - f(x) =x —sen(x) — 1

k ‘ X1 ‘ X — Xk ‘ fxx)
0120 — 0.09070257
1| 1.93595115 | 0.06404885 | 0.00188267

2 1 1.93456387 | 0.00138728 | 0.00000090



Capitulo 8. Experimentos 61

O tempo de execucao no Método de Newton foi 0.00255470 segundos e, escolhendo entao
x = 1.93456387, vamos ter [f(x)| = 9.0 x 1077,

Como jad mostramos para o caso do Método de Newton, f(x) e f’(x) sdo continuas em
R e f'(§) # 0, entdo ela atende os critérios do Método da Secante. A Tabela 10 mostra os
passos iterados desenvolvidos pelo Método da Secante considerando as aproximacdes iniciais

xo = 0.0 e x; = 2.0 e ambas as precisdes €; = €, = 10~*:

Tabela 10 — Experimento 1 - Método da Secante - f(x) =x — sen(x) — 1

lteracdo | x Xk41 X1 — Xl | Flxx) f(Xi41)
010.0 2.0 2.0 —1.0 0.09070257
1120 1.83368046 | 0.16631954 | 0.09070257 —0.13196404
21 1.83368046 | 1.93225024 | 0.09856978 | —0.13196404 | —0.00313342
31 1.93225024 | 1.93464765 | 0.00239742 | —0.00313342 | 0.00011449
4 | 1.93464765 | 1.93456314 | 0.00008451 | 0.00011449 —0.00000009

O tempo de execucdo para esse método foi 0.00306904 segundos e, escolhendo ent3o
x = 1.93456314, vamos ter |f(x)] = 9 x 1072,
A Tabela 11 apresenta um resumo contendo a quantidade de iteracoes, o tempo de execucao

e a precisao obtida por cada método no experimento 1:

Tabela 11 — Experimento 1 - Resumo - f(x) = x —sen(x) — 1

Método | k | Tempo (s) | Precisdo
Bissecdo | 15 | 0.00440875 | 3.175 x 107°
Posicdo Falsa | 2 | 0.00271285 | 6.865 x 10~
Ponto Fixo | 7 | 0.00341916 | 6.774 x 107
Newton | 2 | 0.00255470 | 9.0 x 10~ 7
Secante | 4 | 0.00306904 | 9 x 1078

Em uma anélise dos métodos, o Método de Newton e o Método da Posicdo Falsa tiveram
o menor niimero de iteracdes, 2, mas o Método de Newton obteve um tempo de execucao
ligeiramente menor e, principalmente, a sua precisao foi na sétima casa decimal enquanto
que o Método da Posicdo falsa foi na quinta. O Método da Secante teve a terceira melhor
performance quanto ao tempo e as iteracdes, mas com a melhor precisdo. O Método do Ponto
Fixo foi o quarto em performance, e, como era de se esperar, o Método da Bissecdo apresentou
a convergéncia mais lenta, com 15 iteracdes e o tempo de execucio cerca de 72.57% maior

que o Método de Newton, que foi o mais rapido.
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8.2 Experimento 2

A funcdo escolhida para o segundo experimento foi f(x) = 2x + xcos(x) — 2. Suas
primeira e segunda derivada s3o, respectivamente, f'(x) = 2 4+ cos(x) — xsen(x) e f”(x) =
—sen(x) — sen(x) — xcos(x). Logo, f(x), f'(x) e f”(x) sdo continuas em R. O grafico de

f(x) pode ser visto na Figura 16.
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e

Figura 16 — Grafico de f(x) = 2x + xcos(x) — 2

Observa-se que f(x) = 0 para um x entre 0 e 2. Para o Método da Bissecao foi considerado
como intervalo inicial [0,2] e a precisio € = 10~*. A quantidade de iteracdes k vai ser a
mesma do experimento 1, ou seja, 15, pois € o mesmo intervalo inicial e 0 mesmo erro. A

Tabela 12 mostra as iteracoes do Método da Bissecdo:
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Tabela 12 — Experimento 2 - Método da Bissecdo - f(x) = 2x + xcos(x) — 2

k| ax by Xi lax — byl f(xi)

010.0 2.0 1.0 2.0 0.54030231

110.0 1.0 0.5 1.0 —0.56120872

2105 1.0 0.75 0.5 0.04876665

310.5 0.75 0.625 0.25 —0.24314805

41 0.625 0.75 0.6875 0.125 —0.09367597

5 1 0.6875 0.75 0.71875 0.0625 —0.02154764

6 | 0.71875 0.75 0.734375 0.03125 0.01383964

71 0.71875 0.734375 0.7265625 0.015625 —0.00379688

8 | 0.7265625 0.734375 0.73046875 | 0.0078125 | 0.00503571

91 0.7265625 | 0.73046875 | 0.72851563 | 0.00390625 | 0.00062299
10 | 0.7265625 0.72851563 | 0.72753906 | 0.00195313 | —0.00158605
11 | 0.72753906 | 0.72851563 | 0.72802734 | 0.00097656 | —0.00048130
12 | 0.72802734 | 0.72851563 | 0.72827148 | 0.00048828 | 0.00007090
13 | 0.72802734 | 0.72827148 | 0.72814941 | 0.00024414 | —0.00020519
14 | 0.72814941 | 0.72827148 | 0.72821045 | 0.00012207 | —0.00006714
15 | 0.72821045 | 0.72827148 | 0.72824097 | 0.00006104 | 0.00000188

O tempo de execucgdo para esse método foi 0.00412021 segundos e, escolhendo entao
x = 0.72824097, vamos ter |f(x)| = 1.88 x 1076.

No Método da Posicdo Falsa foi considerado o mesmo intervalo inicial [0, 2] e as precisdes

€1 = €3 = 107*. A Tabela 13 apresenta os passos iterados:

Tabela 13 — Experimento 2 - Método da Posicdo Falsa - f(x) = 2x + xcos(x) — 2

ax

by

Xk

lax — byl

f(xi)

0.0
0.0
0.0
0.0
0.0
0.0
0.0

DO W~ OR

2.0

1.26274332
0.86835561
0.75583432
0.73321859
0.72912227
0.72839593

1.26274332
0.86835561
0.75583432
0.73321859
0.72912227
0.72839593
0.72826763

2.0

1.26274332
0.86835561
0.75583432
0.73321859
0.72912227
0.72839593

0.90835530
0.29774061
0.06168893
0.01123630
0.00199435
0.00035233
0.00006219

O tempo de execucdo no Método da Posicdo Falsa foi 0.00315469 segundos e, escolhendo
entdo x = 0.72826763, vamos ter [f(x)| = 6.219 x 107>,
Para o Método do Ponto Fixo, vamos considerar ¢(x) = 2/(2 + cos(x)), logo ¢'(x) =
Como 2 + cos(x) # 0 as fungdes d(x) e ¢’(x) sdo
continuas em R e, no intervalo [0,71/2), ¢'(x) < M < 1. A Tabela 14 mostra os passos

(2sen(x))/(4 + 4cos(x) + cos?(x)).

realizados pelo método considerando a estimativa inicial xo = 0.0 e as precisdes €; = €5 = 10~%:
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Tabela 14 — Experimento 2 - Método do Ponto Fixo - f(x) = 2x + xcos(x) — 2

kK | xy X — X1l | dxx) f(xi)

010.0 — 0.66666667 | —2.0

1 | 0.66666667 | 0.66666667 | 0.71790414 | —0.14274183
21 0.71790414 | 0.05123747 | 0.72643111 | —0.02347633
31 0.72643111 | 0.00852697 | 0.72792134 | —0.00409447
4 1 0.72792134 | 0.00149023 | 0.72818389 | —0.00072111
51 0.72818389 | 0.00026255 | 0.72823021 | —0.00012722
6 | 0.72823021 | 0.00004632 | 0.72823838 | —0.00002245

O tempo de execugdo no Método do Ponto Fixo foi 0.00304693 segundos e, escolhendo
entdo x = 0.72823021, vamos ter [f(x)| = 2.245 x 107>,

Como f(x), f'(x) e f”(x) sdo continuas em R, e (&) = 2+ cos(&) — Esen(E) # 0, pois
0 < & < m/2. A Tabela 15 traz os passos iterados do Método de Newton considerando a

estimativa inicial xo = 0.0 e as precisdes €; = €5 = 10~*:

Tabela 15 — Experimento 2 - Método de Newton - f(x) = 2x + xcos(x) — 2

k| xk e —xk—1l | f(xx)

01]0.0 — —2.00000000
1] 0.66666667 | 0.66666667 | —0.14274183
2 | 0.72680291 | 0.06013624 | —0.00325246
3 1 0.72823928 | 0.00143638 | —0.00000193

O tempo de execugdo no Método de Newton foi 0.00237352 segundos e, escolhendo entdo
x = 0.72823928, vamos ter |f(x)| = 1.93 x 1076.

Para o Método da Secante foram consideradas as aproximacdes iniciais xg = 2.0 e x; = 0.0

e as precisdes €, = €5 = 10~*. A Tabela 16 mostra as iteracdes do método:

Tabela 16 — Experimento 2 - Método da Secante - f(x) = 2x + xcos(x) — 2

lteracdo | xx Xk41 X1 — Xl | Flxx) f(Xi41)
0120 0.0 2.0 1.16770633 —2.00000000
110.0 1.26274332 | 1.26274332 | —2.00000000 | 0.90835530
21 1.26274332 | 0.86835561 | 0.39438771 | 0.90835530 0.29774061
3 | 0.86835561 | 0.67604901 | 0.19230660 | 0.29774061 —0.12054928
4 | 0.67604901 | 0.73147091 | 0.05542190 | —0.12054928 | 0.00729713
51 0.73147091 | 0.72830758 | 0.00316333 | 0.00729713 0.00015253
6 | 0.72830758 | 0.72824004 | 0.00006753 | 0.00015253 —0.00000020

O tempo de execucdo para esse método foi 0.00321311 segundos e, escolhendo ent3o
x = 0.72824004, vamos ter |f(x)] = 2.0 x 10~ ".

A Tabela 17 resume os resultados obtidos no experimento 2:
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Tabela 17 — Experimento 2 - Resumo - f(x) = 2x + xcos(x) — 2

Método | k | Tempo (s) | Precisdo
Bissecdo | 15 | 0.00412021 | 1.88 x 107°
Posicdo Falsa | 6 | 0.00315469 | 6.219 x 1075
Ponto Fixo | 6 | 0.00304693 | 2.245 x 1075
Newton | 3 | 0.00237352 | 1.93 x 10~¢
Secante | 6 | 0.00321311 | 2.0 x 1077

Como podemos ver na Tabela 17, o Método de Newton foi novamente o mais rapido, tanto
pelo nimero de iteracdes quanto pelo tempo decorrido. Os Métodos da Secante, Ponto Fixo
e Posicao Falsa obtiveram resultados semelhantes, sendo a mesma quantidade de iteracoes
e 0s tempos de execugdo bem préximos, no entanto, o Método da Secante obteve uma raiz
mais proxima da real, seguido do Método do Ponto Fixo. O Método da Bissecdo mais uma vez
foi o mais lento, tendo 15 iteracdes e um tempo 72.57% maior que o menor tempo para este

experimento.

8.3 Experimento 3

A terceira funcdo escolhida foi f(x) = Inx? + sen(x) +x — 7, cujo o grafico pode ser visto

na Figura 17.

Figura 17 — Gréfico de f(x) = Inx? +sen(x) +x —7
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Temos que f'(x) = 2/x + cos(x) + 1 e f”(x) = —2/x®> — sen(x). Logo, f(x), f'(x) e
f”(x) s&o continuas em R\{0}. E possivel observar na Figura 17, que f(x) = 0 para um x
entre 4 e 6.

No Método da Bissecio foi considerado como intervalo inicial [4,6] e a precisio € = 1074,
A quantidade de iteragGes k vai ser a mesma do experimento 1 e 2, ou seja, 15, pois o intervalo
inicial tem a mesma amplitude e o erro admitido é o mesmo. A Tabela 18 mostra os passos

iterados do Método da Bissecao:

Tabela 18 — Experimento 3 - Método da Bissecdo - f(x) = Inx? + sen(x) +x —7

k| ax by Xk lax — byl f(xi)

01 4.0 6.0 5.0 2.0 0.25995155

114.0 5.0 4.5 1.0 —0.46937532

214.5 5.0 4.75 0.5 —0.13300355

314.75 5.0 4.875 0.25 0.05643227

4 | 4.75 4.875 4.8125 0.125 —0.04005968

5| 4.8125 4.875 4.84375 0.0625 0.00774389

6| 4.8125 4.84375 4.828125 0.03125 —0.01626867

7| 4.828125 4.84375 4.8359375 0.015625 —0.00429007

8 | 4.8359375 4.84375 4.83984375 | 0.0078125 0.00171999

9 | 4.8359375 4.83984375 | 4.83789063 | 0.00390625 | —0.00128677
10 | 4.83789063 | 4.83984375 | 4.83886719 | 0.00195313 | 0.00021618
11 | 4.83789063 | 4.83886719 | 4.83837891 | 0.00097656 | —0.00053540
12 | 4.83837891 | 4.83886719 | 4.83862305 | 0.00048828 | —0.00015964
13 | 4.83862305 | 4.83886719 | 4.83874512 | 0.00024414 | 0.00002827
14 | 4.83862305 | 4.83874512 | 4.83868408 | 0.00012207 | —0.00006569
15 | 4.83868408 | 4.83874512 | 4.83871460 | 0.00006104 | —0.00001871

O tempo de execucdo para esse método foi 0.00367929 segundos e, escolhendo entdo
x = 4.83871460, vamos ter |f(x)] = 1.871 x 1072,

No Método da Posicdo Falsa foi considerado o mesmo intervalo inicial do Método da
Bissecdo [4, 6] e as precisdes €; = €, = 107, A Tabela 19 traz as iteracdes realizadas pelo

método:

Tabela 19 — Experimento 3 - Método da Posicdo Falsa - f(x) = Inx? + sen(x) +x —7

O tempo de execug¢do no Método da Posicdo Falsa foi 0.00280614 segundos e, escolhendo

entdo x = 4.83869285, vamos ter [f(x)| = 5.219 x 107>,

k| ax b | xx lax — byl f(xx)

01]4.0 6.0 | 4.59861243 | 2.0 —0.34341278
1] 4.59861243 | 6.0 | 4.78038823 | 1.40138757 | —0.08825718
2 | 4.78038823 | 6.0 | 4.82538124 | 1.21961177 | —0.02046243
3| 4.82538124 | 6.0 | 4.83572105 | 1.17461876 | —0.00462270
4 | 4.83572105 | 6.0 | 4.83805225 | 1.16427895 | —0.00103809
5 | 4.83805225 | 6.0 | 4.83857551 | 1.16194775 | —0.00023280
6 | 4.83857551 | 6.0 | 4.83869285 | 1.16142449 | —0.00005219
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Para o Método do Ponto Fixo, vamos considerar ¢p(x) = 7 — Inx? — sen(x), logo
¢’ (x) = —2/x —cos(x). Observe que as funcdes Pp(x) e ¢’ (x) sdo continuas em R\{0} e, no

intervalo [4,6], d’(x) < M < 1. A Tabela 20 apresenta os passos realizados pelo método

considerando a estimativa inicial xo = 4.0 e as precisdes €; = €, = 10~*:

Tabela 20 — Experimento 3 - Método do Ponto Fixo - f(x) = Inx? + sen(x) +x —7

=~

Xk

X — X1

¢ (xx)

f(xx)

00 ~J O Ol k= Wi~ O

4.0

4.98421377
4.75073122
4.88266793
4.81415398
4.85170576
4.83165041
4.84252056
4.83667410
4.83983191
4.83813015
4.83904836
4.83855326
4.83882032
4.83867629

0.98421377
0.23348256
0.13193672
0.06851395
0.03755178
0.02005535
0.01087015
0.00584646
0.00315781
0.00170176
0.00091821
0.00049511
0.00026706
0.00014403

4.98421377
4.75073122
4.88266793
4.81415398
4.85170576
4.83165041
4.84252056
4.83667410
4.83983191
4.83813015
4.83904836
4.83855326
4.83882032
4.83867629
4.83875397

—0.98421377
0.23348256
—0.13193672
0.06851395
—0.03755178
0.02005535
—0.01087015
0.00584646
—0.00315781
0.00170176
—0.00091821
0.00049511
—0.00026706
0.00014403
—0.00007768

O tempo de execucao no Método do Ponto Fixo foi 0.00364416 segundos e, escolhendo
entdo x = 4.83867629, vamos ter [f(x)| = 7.768 x 107>,

Como f(x), f'(x) e f”(x) sdo continuas em R\{0}, e f'(&) = 2/& + cos(&) + 1 # 0,
pois 4 < & < 6. A Tabela 21 traz os passos iterados do Método de Newton considerando a

estimativa inicial xo = 4.0 e as precisdes €; = €5 = 10~ *:

Tabela 21 — Experimento 3 - Método de Newton - f(x) = Inx? +sen(x) +x —7

k

Xk

X — X1l

f(xx)

_w N = O

4.0

5.16288339
4.86353922
4.83890512
4.83872676

1.16288339
0.29934417
0.02463410
0.00017836

—0.98421377
0.54564188
0.03847350
0.00027458
0.00000001

O tempo de execucdo no Método de Newton foi 0.00244418 segundos e, escolhendo entdo
x = 4.83872676, vamos ter |f(x)| = 1.0 x 1075.

Para o Método da Secante foram consideradas as aproximagdes iniciais xo = 4.0 e x; = 6.0

e as precisdes €; = €5 = 10~%. A Tabela 22 mostra as iteracoes do método:
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Tabela 22 — Experimento 3 - Método da Secante - f(x) = Inx? + sen(x) +x —7

lteragdo | xx X1 X1 — x| | fxx) f(xx41)
01 4.0 6.0 2.0 —0.98421377 | 2.30410344
116.0 4.59861243 | 1.40138757 | 2.30410344 —0.34341278
2 | 4.59861243 | 4.78038823 | 0.18177581 | —0.34341278 | —0.08825718
3 | 4.78038823 | 4.84326367 | 0.06287544 | —0.08825718 | 0.00699316
4 | 4.84326367 | 4.83864744 | 0.00461624 | 0.00699316 —0.00012209
5| 4.83864744 | 4.83872665 | 0.00007921 | —0.00012209 | —0.00000016

O tempo de execucgdo para esse método foi 0.00285114 segundos e, escolhendo entao
x = 4.83872665, vamos ter |f(x)] = 1.6 x 10~ ".

A Tabela 23 apresenta o resumo dos resultados obtidos no experimento 3:

Tabela 23 — Experimento 3 - Resumo - f(x) = Inx? + sen(x) +x —7

Método | k | Tempo (s) | Precisdo
Bissecdo | 15 | 0.00367929 | 1.871 x 10~°
Posicdo Falsa | 6 | 0.00280614 | 5.219 x 10~°
Ponto Fixo | 14 | 0.00364416 | 7.768 x 10~°
Newton | 4 | 0.00244418 | 1.0 x 108
Secante | 5 | 0.00285114 | 1.6 x 10~7

Como podemos ver na Tabela 23, o Método de Newton, como era esperado, foi o mais
rapido, tanto pelo nimero de iteragdes quanto pelo tempo decorrido, além de ter obtido a
melhor aproximacdo para o zero da funcdo. O Método da Secante foi o segundo em relagcdo ao
nimero de iteragdes e a aproximac¢ao da raiz, ficando com o tempo de execucdo bem préximo
ao da Posicdo Falsa, que foi o terceiro entre os métodos quanto ao niimero de iteracoes.

Nesse terceiro experimento, o Método do Ponto Fixo teve uma convergéncia lenta, com a
quantidade de iteracdes e o tempo bem préximos ao do Método da Bissecdo. O Método do
Ponto Fixo sempre pode ter essas variacoes de velocidade de convergéncia devido a escolha da
sua funcdo iteracdo, que tem infinitas possibilidades de escolha, como por exemplo, o Método
de Newton e o Método da Secante podem ser considerados casos especificos do Método do

Ponto Fixo com funcdes iteracdes eficazes no processo de convergéncia.

8.4 Experimento 4

Para esse teste foi definida a funcdo f(x) = e* — x? — 4x + 5. As suas primeira e segunda
derivada sdo, respectivamente, f'(x) = e* —2x —4 e f”(x) = e* — 2. Logo, f(x), f'(x) e
f”(x) sdo continuas em R. Pelo grafico da Figura 18 na pagina seguinte, podemos observar

que existe uma raiz no intervalo [—6, —4].
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Figura 18 — Gréfico de f(x) = e* —x%2 —4x +5

Para o Método da Bissecdo, foi considerado o intervalo [—6, —4] como o inicial e a precisdo

requerida € = 10~%. A quantidade de iteracdes k vai ser a mesma dos experimentos anteriores,

ou seja, 15. A Tabela 24 traz as iteracoes do Método da Bissecao:

Tabela 24 — Experimento 4 - Método da Bissecdo - f(x) = e* —x? —4x + 5

k | ax b Xx lax — byl | flxk)
0| —6.0 —4.0 —5.0 2.0 0.00673795
1] —-6.0 —5.0 —5.5 1.0 —3.24591323
2| —55 —5.0 —5.25 0.5 —1.55725248
3| —5.25 —5.0 —5.125 0.25 —0.75967878
4| —5.125 —5.0 —5.0625 0.125 —0.37257653
5| —5.0625 —5.0 —5.03125 0.0625 —0.18194592
6 | —5.03125 —5.0 —5.015625 0.03125 —0.08736066
7| —5.015625 —5.0 —5.0078125 | 0.015625 —0.04025052
8 | —5.0078125 —5.0 —5.00390625 | 0.0078125 —0.01674108
9| —5.00390625 | —5.0 —5.00195313 | 0.00390625 | —0.00499776
10 | —5.00195313 | —5.0 —5.00097656 | 0.00195313 | 0.00087104
11 | —5.00195313 | —5.00097656 | —5.00146484 | 0.00097656 | —0.00206312
12 | —5.00146484 | —5.00097656 | —5.00122070 | 0.00048828 | —0.00059598
13 | —5.00122070 | —5.00097656 | —5.00109863 | 0.00024414 | 0.00013754
14 | —5.00122070 | —5.00109863 | —5.00115967 | 0.00012207 | —0.00022921
15 | —5.00115967 | —5.00109863 | —5.00112915 | 0.00006104 | —0.00004583
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O tempo de execucdo para esse método foi 0.00397294 segundos e, escolhendo entdo
x = —5.00112915, vamos ter [f(x)| = 4.583 x 107°.
No Método da Posicdo Falsa também foi considerado como intervalo inicial [—6, —4] e as

precisdes €, = €, = 10~*. A Tabela 25 mostra as iteracdes realizadas pelo método:

Tabela 25 — Experimento 4 - Método da Posicdo Falsa - f(x) = e* —x2 —4x + 5

k| ax by Xk lax — byl (i)

0| —6.0|—4.0 —4.83528358 | 2.0 0.96911144
1] —6.0 | —4.83528358 | —4.97696703 | 1.16471642 | 0.14456223
2| —6.0 | —4.97696703 | —4.99767415 | 1.02303297 | 0.02070336
3| —6.0 | —4.99767415 | —5.00063095 | 1.00232585 | 0.00294761
4 | —6.0 | —5.00063095 | —5.00105174 | 0.99936905 | 0.00041931
5| —6.0 | —5.00105174 | —5.00111160 | 0.99894826 | 0.00005964

O tempo de execugdo no Método da Posicdo Falsa foi 0.00304375 segundos e, escolhendo
ent3o x = —5.00111160, vamos ter |f(x)| = 5.964 x 1075.

A Tabela 26 apresenta os passos realizados pelo Método do Ponto Fixo nesse caso:

Tabela 26 — Experimento 4 - Método do Ponto Fixo - f(x) = e* —x? —4x +5

k| xx X —x1] | dlxi) f(xx)
0] —6.0 — —5.69575995 | —6.99752125
1| —5.69575995 | 0.30424005 | —5.48204866 | —4.65528139
2 | —5.48204866 | 0.21371128 | —5.33294349 | —3.12050209
3| —5.33294349 | 0.14910517 | —5.22947576 | —2.10368247
4 | —b.22947576 | 0.10346773 | —5.15797439 | —1.42415735
5 | —5.15797439 | 0.07150137 | —5.10871533 | —0.96704891
6 | —5.10871533 | 0.04925906 | —5.07485519 | —0.65806714
7| —5.07485519 | 0.03386014 | —5.05161706 | —0.44848242
8 | —5.05161706 | 0.02323813 | —5.03568661 | —0.30596768
9 | —5.03568661 | 0.01593045 | —5.02477430 | —0.20889144
10 | —5.02477430 | 0.01091230 | —5.01730345 | —0.14268652
11 | —5.01730345 | 0.00747085 | —5.01219062 | —0.09749776
12 | —5.01219062 | 0.00511284 | —5.00869244 | —0.06663600
13 | —5.00869244 | 0.00349818 | —5.00629942 | —0.04555054
14 | —5.00629942 | 0.00239302 | —5.00466261 | —0.03114056
15 | —5.00466261 | 0.00163681 | —5.00354314 | —0.02129081
16 | —5.00354314 | 0.00111947 | —5.00277754 | —0.01455729
17 | —5.00277754 | 0.00076560 | —5.00225397 | —0.00995370
18 | —5.00225397 | 0.00052357 | —5.00189592 | —0.00680611
19 | —5.00189592 | 0.00035805 | —5.00165107 | —0.00465394
20 | —5.00165107 | 0.00024485 | —5.00148364 | —0.00318234
21 | —5.00148364 | 0.00016743 | —5.00136915 | —0.00217609
22 | —5.00136915 | 0.00011450 | —5.00129085 | —0.00148802
23 | —5.00129085 | 0.00007829 | —5.00123731 | —0.00101752
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Para o Método do Ponto Fixo, foi considerado ¢ (x) = (e* + 3x? —3x +5)/(4x + 1), logo
¢’ (x) = [eX(4x — 3) + 12x% + 6x — 23]/(4x + 1)2. Observe que as funcdes ¢p(x) e ¢p’(x) sdo
continuas no intervalo [—6, —4], pois a descontinuidade acontece somente em x = —1/4, e, no
intervalo [—6, —4], ¢'(x) < M < 1. A estimativa inicial utilizada foi xo = —6.0 e as precisdes
€, =€y = 1074,

O tempo de execu¢do no Método do Ponto Fixo foi 0.00512397 segundos e, escolhendo
entdo x = —5.00129085, vamos ter |f(x)| = 1.018 x 1073.

Como f(x), f'(x) e f”(x) s3o continuas em R\{0}, e f'(£) = e® —2(§) —4 > 0, pois e é
sempre positivo e, —2(§) — 4 > 0, visto que & < —2. A Tabela 27 traz os passos iterados do

Método de Newton considerando a estimativa inicial X = —6.0 e as precisdes €; = €5 = 10™%:

Tabela 27 — Experimento 4 - Método de Newton - f(x) = eX —x2 —4x + 5

k| xx X — X1 | flxk)

0| —6.0 — —6.99752125
1| —5.12558078 | 0.87441922 | —0.76331243
2 | —5.00358945 | 0.12199132 | —0.01483581
3 | —5.00112253 | 0.00246692 | —0.00000607

O tempo de execucdo para esse método foi 0.00219153 segundos e, escolhendo entao
x = —5.00112253, vamos ter |f(x)| = 6.07 x 1076.
No Método da Secante foram consideradas as aproximacdes iniciais xg = —4.0 e x; = —6.0

e as precisdes €; = €5 = 107*. A Tabela 28 mostra as iteracdes desenvolvidas pelo método:

Tabela 28 — Experimento 4 - Método da Secante - f(x) = eX —x2 —4x +5

lteragdo | xi Xit1 X1 — x| fxk) (X111
0] —4.0 —6.0 2.0 5.01831564 —6.99752125
1] —-6.0 —4.83528358 | 1.16471642 | —6.99752125 | 0.96911144
2 | —4.83528358 | —4.97696703 | 0.14168345 | 0.96911144 0.14456223
3| —4.97696703 | —5.00180736 | 0.02484033 | 0.14456223 —0.00412167
4 | —5.00180736 | —5.00111876 | 0.00068860 | —0.00412167 | 0.00001657

Para o Método da Secante o tempo de execugao foi 0.00289967 segundos e, escolhendo
entdo x = —5.00111876, vamos ter |f(x)| = 1.657 x 1075.

A Tabela 29 apresenta o resumo dos resultados obtidos no experimento 4:

Tabela 29 — Experimento 4 - Resumo - f(x) = e* —x%2 —4x + 5

Método | k | Tempo (s) | Precisdo
Bissecdo | 15 | 0.00397294 | 4.583 x 10~°
Posicdo Falsa | 5 | 0.00304375 | 5.964 x 1075
Ponto Fixo | 23 | 0.00512397 | 1.018 x 1073
Newton | 3 | 0.00219153 | 6.07 x 107°
Secante | 4 | 0.00289967 | 1.657 x 10~°
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Como podemos ver na Tabela 29, novamente o Método de Newton foi o mais rapido, tanto
pelo nimero de iteragdes quanto pelo tempo decorrido, além de ter obtido a aproximacao do
zero da funcdo mais préxima da real. O Método da Secante foi o segundo em todos os outros
requisitos, ficando o Método da Posicdo Falsa em terceiro. Nesse exemplo estudado, o Método
da Bisse¢do ndo foi o pior método na busca da raiz, mas sim o Método do Ponto Fixo.

Podemos observar que o Método do Ponto Fixo teve uma convergéncia bastante lenta
nesse caso, com 23 itera¢des (8 a mais que o Método da Bissecdo) e com o tempo 28.97%
maior que o Método da Bissecdo e 133.81% maior que o Método de Newton. Além disso,
o critério de parada que finalizou as iteracoes foi a diferenca entre os candidatos a zero da
funcdo, ao contrario dos outros trés testes, o que ocasionou uma precisdo abaixo do esperado,

somente na terceira casa decimal.
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0 Conclusoes

A utilizacdo de métodos numéricos para encontrar zeros de fungdes mostrou-se eficaz,
chegando a étimos resultados de maneira rapida e, que apesar de ser uma aproximacgao, a
diferenca entre a raiz real e a raiz aproximada sempre ficard dentro de uma precisdo pré-definida.

Dentre os métodos utilizados, percebe-se que o Método de Newton foi o mais eficiente,
sempre encontrando o zero da funcao em um menor tempo, com uma menor quantidade de
iteragcdes e com uma melhor precisao. O Método da Secante teve bons resultados mas foi
relativamente inferior ao de Newton, até pela sua ordem de convergéncia ser p ~ 1,618 e a do
Método de Newton ser p = 2. O Método do Ponto Fixo tem uma eficiécnia a parte, pois tudo
dependerd da funcdo iteracdo escolhida, como por exemplo temos o préprio Método de Newton,
que é um caso especifico do Método do Ponto Fixo aonde a funcao iteracao é escolhida de
maneira a acelerar a convergéncia. Analisando os outros dois métodos, o Método da Posicao
Falsa obteve uma performance melhor do que o Método da Bissec3o, que é o método mais
simples entre os explicados.

Conclui-se que a utilizagdo de métodos numéricos é uma 6tima escolha na busca de solucoes
de problemas, pois se mostrou eficiente nas situacoes e casos mostrados, obtendo resultados
com um excelente grau de precisido, que dependendo da sua aplicagcdo, torna o erro irrelevante.

O contato dos alunos com esses métodos iterativos no ensino médio poderd ser uma
aplicacdo importante para aumentar o interesse deles na drea da matemdtica e das tecnologias,
pois 0os mesmos enxergarao de maneira simples e iterativa as solugdes de muitos problemas nos
quais suas resolu¢cdes manuais seriam cansativas.

O emprego de métodos numéricos é uma ferramenta que tende a facilitar a vida ndo sé
de estudantes, mas também de professores e pesquisadores de um modo geral, ja que eles
eliminam calculos de grandes dificuldades de resolucdo, e, até mesmos encontram solucdes
para casos em que a matemadtica declarou ser impossivel de se chegar a uma solugcao analitica.
Lembrando que a utilizacdo da matematica ainda é necessaria nas aplicacoes, no entanto, de

uma maneira mais simples e facilitada.
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APENDICE A - Manual para utilizacio do

programa desenvolvido no MATLAB

O primeiro passo é escrever no arquivo f1.m com a fungdo que queremos encontrar o zero

conforme a Figura 19.

0 =] oh A = L Ra

function yv = f£1 (x)

m

v = logix."™2) + =in(x) + =% -7;
end

Figura 19 — Escrevendo a fun¢do que queremos encontrar o zero

Para usar o Método do Ponto Fixo e o Método de Newton precisamos escrever uma funcdo

auxilixar, sendo a funcao iteracdo para o caso do Método do Ponto Fixo e, a derivada da

funcao escrita no arquivo fi.m para o Método de Newton. Essa funcao deve ser escrita no

arquivo fucl.m como pode ser visto na Figura 20.

0 =1 & A d= tad ki

_ . _ s . . _D
F5CHMENTE FPARR O METCDC DG PCHTIOC FIXC E O I
ER T :'-—.-'-\-El.ﬁ DE HEWTOE

Il L L L MLl

m

function v = fucl (x)
v =7 - log(x.™2) - =2in(x):
end

Figura 20 — Inserindo func3o auxiliar para o Método de Newton ou Ponto Fixo

No arquivo plotarfl.m devemos modificar a varidvel eixox de acordo com o dominio da

funcao, pois esse arquivo ird gerar o grafico da funcdo e, se colocarmos um intervalo que nao
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estd dentro do seu dominio, podera gerar problemas para a plotagem do grafico. O campo

para modificacdo estd destacado na Figura 21.

| plotarfl.m [ 4+ |

function plotarfl Ld
eixox=4-10:0.01:10;
gixoy=1fl (eixox) :

plot(eixox,eixoy), grid;
$DEFINIR O eixox DE ACORDO CCM O DOMINIC DA FJH;EC

L S O
I

Figura 21 — Definindo o intervalo de plotagem do gréfico da funcdo

Para iniciar o menu, no Command Window do MATLAB escrevemos metodos e pressionamos

a tecla enter, como podemos verificar na Figura 22.

Command Window @ \ﬁ Editor - C:h\Usersi\Mathan\Documents\PROFMAT\MATLAB\plotarfl.m ® x
fx »> metodos | fl.m |+ |

1 2DIGITE AQUI & FUNGAO ™|

2 function vy = £1(x)

3= v = log(x."2) + sin(x) + x -7: ‘E‘

4 - end _

5

[

7

a

| fuclm |+ |

1 %5 TE PARZ O METODO DO PONTC FIXO E O TD

2 IMETCDC DE NEWICHN
function v = fuecl (x) ‘:‘
vy = 7 - log(x.”2) - sin(x):
5 - end
[
T
g -
| plotarfl.m |+ |
_1 function plotarfl ]
A= eixox=-10:0.01:10;
== eixoy=f1 (eixox) s
4 - plot (eixox,eixoy), grid;
5 EDEFINIR C eixox DE ACCRDC CCM O DOMINIC DR FUNCAC

Figura 22 — Iniciando o Menu

Com o menu iniciado, ira aparecer a tela mostrada na Figura 23, entdo devemos escolher
um numéro de acordo com o método que queremos selecionar, ou clicar 0 para finalizar. Se
colocarmos um numéro diferente dos disponiveis no menu, aparecera a mensagem " Entrada
Invalida" e o menu retornard para que se escolha uma entrada vélida, conforme mostra a Figura
24,
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>> metodos
METODOS NUMERICOS

1 - Método da Bissegdo

2 - Método da Posigdo Falsa
3 - Método do Ponto Fixo

4 - Método de Newton

5 - Método da Secante

0 - Para Finalizar

E

fx

scolha o nimero do método desejado:

Command Window

Entrada Invalida

METODOS NUMERICOS

1 - Método da Bissecio

2 - Método da Posigdo Falsa
3 - Método do Ponto Fixo

4 - Método de Newton

5 - Método da Secante

0 - Para Finalizar

E

Ix

scolha o nimero do método desejado:

Z Editor - C:\Users\Nathan'\Documents\PROFMAT\MATLAB plotarfl.m @ x
| fl.m |+ |
1 EDIGITE RQUI L F’J}I-’_JfaC TD
2 function vy = f1(x) F
&= v = log(x.™2) + sin(x) + =& -7; ‘E‘
4 - end b
o
(3
7
a
1 DO PONTO FIXO E O iyl
2 e
3 function y = fucl (x) ‘E‘
4 - v =7 - log(x.™2) - =in(x):; | &
S - end
&
7
8 -
| plotarfl.m \ + |
1 function plotarfl ]
&= eixox=-10:0.01:10;
== eixoy=f1 (eixox);
Hl= plot (eixox, eixoy), grid;
5 $DEFINTR O eixox DE ACORDO COM O DOMINTO DA F'J,‘-I;ic
Figura 23 — Menu
|Z Editor - C:\Users\Nathan'\Documents\PROFMAT\MATLAB plotarfl.m @ x
| fl.m L+
1 $DIGITE AQUI A FUNGAO by
2 function v = £1(x) F
3= ¥ = log(x."2) + sin(x) + x -7; ‘E‘
4 - end b
=5
&
7
2 -
| fuclim | + |
I 1 $SOMENTE PARA O METODO DO PONTO FIXO E O TD
2 $METODC DE NEWTON B
3 function vy = fucl (x) ‘E‘
4 - ¥y =7 - log(x.”2) - =sin(x): | 4
5= end
a
7
g -
| plotarfl.m | + |
1 function plotarfl ™|
2 - eixox=-10:0.01:10;
2= eixoy=£fl(eixox);:
4 = plot (eixox,eixoy), grid;
5 $DEFINIR O eixox DE ACORDC COM ¢ DOMINIC Da E".Jf-l-‘_;‘faC

Figura 24 — Tela que aparecerd se escrever um ndmero invélido

Depois de escolhido o método a ser utilizado, ird aparecer na tela o grafico da funcao,

como pode ser visto na Figura 25, o usuario tem a op¢do de fechar ou minimizar o grafico.

Esse grafico tem a funcao de auxiliar na definicdo do intervalo ou aproximagdes iniciais.



APENDICE A. Manual para utilizagdo do programa desenvolvido no MATLAB 80

File Edit View Insert Tools Desktop Window Help L]
(OIS Y - o
D cde | b | % r)‘ éﬂ? @ E df | @ | D lEl | = Isers'\Mathan\Documents\PROFMAT\MATLAB plotarfl.m
e T T T T T T T T T GITE RQUI A FUNGAO oyl |
potion vy = £1(=x)
log(x.™2) + =in(x) + x -T7;
5
]
i |
1 -5 DMENTE PARA O METODO DO EONTO FIXO E O ™|
TCDC DE NEWTON
(lrction y = fucl(x)
10 T - log(=x.”2) - sin(x):
|
-15
f |
_20-10 -8 6 4 2 a 2 4 6 8 10 letion plotarfl [
(fex=-10:0.01:10;
fov==f1 (eixox) ;

t(eirox, eixoy), grid;
S $DEFINIR O eixox DE ACCRDC COM © DOMINIC DA FUNGAD

Figura 25 — Plotagem do grafico da funcao

Retornando ao menu, se escreve os parametros solicitados. No exemplo da Figura 26, foi

escolhido o Método da Bissecdo, sendo solicitado que se inserisse o intervalo inicial [a,b] e a

precisdo requerida.

Command Window ® @ Editor - C:\Users\MNathan\Documents\PROFMAT\MATLAB plotarfl.m ® x
>» metodos | flm x| + |
METODOS NUMERICOS 1 3DIGITE AQUI A FUNGAO s
1 - Método da Bissegdo 2 funetion y = £f1(x)
2 - Método da Posigdo Falsa 3 = Ty = log(x."2) + =in(x) + x -7;
3 - Método do Ponto Fixo t|= end
4 - Método de Newton [
5 - Método da Secante &
0 - Para Finalizar 7
Ezcolha o nimero do método desejado: 1 ] . Z
Digite o intervalo | fucl.m | 4 |
Digite a: 4 1 $SOMENTE PARA O METODO DO PONTO FIXO E O iyl
Digite b: 6 2 tMETODO DE NEWION
fx Digite a precisdo reguerida: 0.0001 3 function v = fucl(x) H
4 - Ty =7 - logix.™2) - =gin(x);
= end
&
7
8 -
| plotarflm 22 | + |
1 function plotarfl =
2l= eigox=-10:0.01:10;
3 - eixoy=Ff1 (eixox) ;
[ plot (eixox,eixoy), grid:
5 $DEFINIR O eixox DE ACORDO COM O DOMINIO DR FU'N(;ﬂO

Figura 26 — Definicdo dos parametros solicitados
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Depois de inserido os dados, aparecera na tela a raiz, o erro, o niimero de iteracoes e o

tempo de execu¢ao, como pode ser visto na Figura 27.

Command Window @ Editor - Ch\Users\MNathan\Documents\PROFMAT\MATLAB plotarfl.m @ x
e 1'1!:_‘!.,Uuu U= Do LU n ITITI
5 - Método da Secante - . —
0 - Para Finalizar 1 %DI RQUT 2 FUNCA - =
Escolha o ntmero do método desejado: 1 2 function vy = £l(x) [
Digite o intervalo 3 - v = log(x."2) + sin(x) + x -7; ‘:
Digite a: 4 &= end B
Digite b: & 3
Digite a precisfo reguerida: 0.0001 &
7
raiz = 2
| fucl.m
4.838714599609375 i 1 FIXC E © TD
2
3 function y = fucl (x) ‘E‘
erro = 4 - v =7 - logix.”2) - sin(x):
5 - end
6.103515625000000e-05 L [
7
8 -
¥ = —
| plotarfl.m |+ |
15 1 funetion plotarfl O
A= eixox=-10:0.01:10;
3 - eixoy=I1 (eixox);
tempo = 4 — plot (eixox, eixoy), grid;
5 %DE IR O eixox DE ACORDO COM O
0.005886606736144
% | -

Figura 27 — Tela com os resultados obtidos pelo método

O programa gravara em um arquivo os dados de todas iteracdes dentro da mesma pasta
aonde os arquivos estao salvos. Na Figura 28 podemos ver um exemplo de um arquivo salvo

pela execucao do Método da Bissecao.

| bissecaa - Bloco de notas =RACA X
Arquive  Editar  Formatar  Exibir  Ajuda

k a b X a- fx) -
0 4,00000000 6. 00000000 5. 00000000 2. 00000000 0.25995155

1 4,00000000 5. 00000000 4. 50000000 1.00000000 -0.46937532

2 4,50000000 5. 00000000 4.75000000 0. 50000000 -0.13300355

3 4.75000000 5. 00000000 4. 87500000 0.25000000 0.05643227

4 4.75000000  4.87500000 4. 81250000 0.12500000 -0. 04005968

5 4.81250000  4.87500000 4. 84375000 0.06250000 0.00774389

6  4.B81250000  4.84375000 4. 82812500 0.03125000 -0.01626867

7 4.B82812500  4.84375000 4.83593750 0.01562500 -0. 00429007

& 4.83593750  4.84375000 4.83984375 0.00781250 0.00171999

9  4,B83593750  4.83984375 4. 83789063 0.00390625 -0.00128677

10 4.83789063 4.83984375 4.83B86719 0.00195313 0.00021618

11 4.83789063 4.83886719  4.83837891 0.00097656 -0.00053540

12 4.83837891 4.83886719  4.83862305 0.00048828 -0.00015964

13 4.83862305 4.83886719  4.83874512 0.00024414 0.00002827

14  4.83862305 4.83874512  4.83E6B408 0.00012207 -0. 00006569

15 4.83B68408 4.83874512  4.83871460 0.00006104 -0.00001871

0 tempo de execucdo foi 0.00588661 s

o

Figura 28 — Dados de todas itera¢des salvo em um arquivo
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APENDICE B - Cddigos desenvolvidos no
MATLAB

Abaixo serd disponibilizado todos os cédigos desenvolvidos no Matlab nessa dissertacao
para quem quiser executar o programa, podendo fazer melhorias e adaptacdes de acordo com
suas necessidades.

B.1 Cdédigo do Menu - metodos.m

format long
disp (METODOS NUMERICOS')
disp ('1 - Método da Bissegdo')
disp ('2 - Método da Posi¢do Falsa’)
disp ('3 - Método do Ponto Fixo")
disp ('4 - Método de Newton')
disp ('5 - Método da Secante’)
disp ('0 - Para Finalizar’)
entrada = input('Escolha o niimero do método desejado: ');
if(entrada == 0)
cle;
end
if(entrada == 1)
plotarfl
[raiz, erro, k, tempo]=Dbissecao(©f1)
pause(7);
clc;
metodos
end
if(entrada == 2)
plotarfl
[raiz, erro, k, tempo]=pfalsa(©f1)
pause(7);
cle;

metodos
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end
if(entrada == 3)
plotarfl
[raiz, erro, k, tempo]=pfixo(@©f1, Ofucl)
pause(7);
cle
metodos
end
if(entrada == 4)
plotarfl
[raiz, erro, k, tempo]=newton(®©f1, @fucl)
pause(7);
cle
metodos
end
if(entrada == 5)
plotarfl
[raiz, erro, k, tempo]=secante(©f1)
pause(7);
cle
metodos
end
if(entrada ~= 0 && entrada ~= 1 && entrada ~= 2 && entrada ~= 3 && entrada ~=
4 && entrada ~=5)
cle
disp('Entrada Invalida")
metodos

end

B.2 Cddigo do Método da Bissecao - bissecao.m

function [raiz, erro, k, tempo] = bissecao (f)
disp('Digite o intervalo’)

a = input('Digite a: ');

b = input('Digite b: ");

error = input('Digite a precisdo requerida: ');

tic;
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fid=fopen('bissecao.txt’,'wt’);
fprintf(fid,k a b x ab f(x)\n');
erro = abs(b-a);
k =0;
while (erro > error)
x = (a+b)/2;

fprintf(fid,"%d  %6.8f  %6.8f %6.8f %6.8f %6.8f\n’,k, a, b, x, erro, f(x));

if(f(x)*f(a) < 0)

b=x;
else

a=x;
end

erro = abs(b-a);
k = k+1;

end

raiz = (a+b)/2;

fprintf(fid,"%d  %6.8f %6.8f %6.8f %6.8f %6.8f\n’, k, a, b, raiz, erro, f(raiz));

tempo = toc;
fprintf(fid,"O tempo de execucdo foi %6.8f s’,tempo);
fclose(fid);

end

B.3 Cddigo do Método da Posicao Falsa - pfalsa.m

function [raiz, erro, k, tempo] = pfalsa (f)

disp('Digite o intervalo’)

a = input('Digite a: ');

b = input('Digite b: ");

error = input('Digite a precisdo da amplitude do intervalo: ');
error2 = input('Digite a precisdo de f(x): ');

tic;

fid=fopen('pfalsa.txt’,'wt’);

fprintf(fid,’k a b x ab f(x)\n');

erro = abs(b-a);

x = (a*f(b)-b*f(a))/(f(b)-f(a));

k = 0;

fprintf(fid,'%d  %6.8f  %6.8f %6.8f %6.8f %6.8 \n’,k, a,b,x, erro, f(x));
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while (erro>error && abs(f(x))>error2)

if(f(x)*f(a)<0)
b=x;

else
a=x;

end

erro = abs(b-a);
x = (a*f(b)-b*f(a))/(f(b)-f(a));
k = k+1;
fprintf(fid,"%d  %6.8f  %6.8f %6.8f %6.8f %6.8f\n’,k, a, b, x, erro, f(x));
end
raiz = x;
erro = f(x);
tempo = toc;
fprintf(fid,"O tempo de execucdo foi %6.8f s',tempo);
fclose(fid);
end

B.4 Cddigo do Método do Ponto Fixo - pfixo.m

function [raiz, erro, k, tempo] = pfixo (f, fuc)

x = input('Digite a estimativa inicial: ');

error = input('Digite a precisdo da amplitude do intervalo: ');
error2 = input('Digite a precisdo de f(x): ');

tic;

k = 0;

x1 = fuc(x);

fid=fopen(’pfixo.txt’,'wt");

fprintf(fid,’k  xk xk-xk; phi(xk) f(xk)\n');
fprintf(fid,"%d ~ %6.8f -  %6.8f %6.8A\n’, k,x,x1, f(x));
erro = abs(x1-x);

while (erro>error && abs(f(x))>error2)

k = k+1;
x = x1;
x1 = fuc(x);

fprintf(fid,'%d  %6.8f  %6.8f %6.8f %6.8f\n’,k, x, erro, x1, f(x));

erro = abs(x1-x);
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end
if abs(f(x))<error2)
raiz = x;
erro = abs(f(x));
else
k = k+1;
raiz = x1;

erro = abs(f(x1));
fprintf(fid,"%d  %6.8f %6.8f %6.8f %6.8f\n’, k, raiz, abs(x1—x), fuc(raiz), f(raiz));
end
tempo = toc;
fprintf(fid,"O tempo de execucdo foi %6.8f s',tempo);
fclose(fid);
end

B.5 Cddigo do Método de Newton - newton.m

function [raiz, erro, k, tempo] = newton (f, fuc)
x = input('Digite a estimativa inicial: ');
error = input('Digite a precisdo da amplitude do intervalo: ');
error2 = input('Digite a precisdo de f(x): ');
tic;
k =0;
x1 = x - (f(x)/fuc(x));
fid=fopen('newton.txt’,'wt');
fprintf(fid,'k  xk  xk-xk; f(xk)\n');
forintf(fid, %d  %6.8f - %6.8An’,k,x,f(x));
erro = abs(x1-x);
while (erro>error && abs(f(x))>error2)
k = k+1;
x = x1;
x1 = x - (f(x)/fuc(x));
fprintf(fid,"%d  %6.8f  %6.8f  %6.8f\n’, k, x, erro, f(x));
erro = abs(x1-x);
end
if abs(f(x))<error2

raiz = x;



APENDICE B. Cédigos desenvolvidos no MATLAB 87

erro = abs(f(x));

else
k = k+1;
raiz = x1;

erro = abs(f(x1));
fprintf(fid,"%d  %6.8f %6.8 %6.8f\n’, k, raiz, abs(x1 — x), f(raiz));
end
tempo = toc;
fprintf(fid,"O tempo de execucdo foi %6.8f s',tempo);
fclose(fid);
end

B.6 Cddigo do Método da Secante - secante.m

function [raiz, erro, k, tempo] = secante (f)
x = input('Digite a primeira estimativa inicial: ');
x1 = input('Digite a segunda estimativa inicial: ');
error = input('Digite a precisdo da amplitude do intervalo: ');
error2 = input('Digite a precisdo de f(x): ');
tic;
fid=fopen('secante.txt’,'wt’);
fprintf(fid,'k  xk xk+1 xk+1-xk f(xk) f(xk+1)\n’);
erro = abs(x1-x);
k=0;
fprintf(fid,"%d  %6.8f %6.8f %6.8f %6.8f %6.8A\n’, k,x,x1, erro, f(x), f(x1));
while (erro>error && abs(f(x))>error2 && abs(f(x1))>error2)
aux = (x*f(x1) - x1*f(x))/(f(x1)-f(x));
x = x1;
x1 = aux;
erro = abs(x1-x);
k = k+1;
fprintf(fid," %d  %6.8f %6.8f %6.8f %6.8f %6.8f \n’, k, x, x1, erro, f(x), f(x1));
end
if abs(f(x))<error2
raiz = x;
erro = abs(f(x));
else
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raiz = x1;
erro = abs(f(x1));
end

tempo = toc;

fprintf(fid,’O tempo de execucido foi %6.8f s’,tempo);
fclose(fid);

end

B.7 Cddigo que insere a funcdo - f1.m

%DIGITE AQUI A FUNCAO
function y = f1(x)

y = log(x.2) + sin(x) + x — 7;
end

B.8 Cddigo que insere a fungdo auxiliar - fucl.m

%SOMENTE PARA O METODO DO PONTO FIXO E O
%METODO DE NEWTON

function y = fucl(x)

y = 7 - log(x.2) — sin(x);

end

B.9 Cddigo para plotar o grafico - plotarfl.m

function plotarfl

eixox=-10:0.01:10;

eixoy=f1(eixox);

plot(eixox,eixoy), grid;

%DEFINIR O eixox DE ACORDO COM O DOMINIO DA FUNCAO
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APENDICE C - Proposta de Exercicios

1. Localize graficamente as raizes das equacdes a seguir:

a) 4cos(x) —e*™ =0
X

b) = ) =0

)2

c)1—xln )=0

d) 2 —3x=0

e) x> +x—1000 =0

2. Aplique o método de Newton a equacio x> —2x? —3x+10 = 0 com x¢ = 1.9. Justifique

O que acontece.

3. O polindmio p(x) = x% — (10/9)x3 + (5/21)x tem seus cincos zeros reais, todos no

intervalo (—1,1).

a) Verifique que x; € (—1,—0.75), xo € (—0.75,—0.25), x4 € (0.3,0.8) e x5 €
(0.8,1).

b) Encontre as raizes, pelo respectivo método, usando € = 1075;

X1
X9
X3.
Xq:

X5:

4. Seja f(x) =

Newton (xg = —0.8):

Bissecdo ([a, b] = [-0.75, —0.25]);
Posicdo Falsa ([a,b] = [-0.25,0.25]);
MPF (I = [0.2,0.6],x0 = 0.4);
Secante (xg = 0.8;x; = 1).

eX — 4x? e & sua raiz no intervalo (0,1). Tomando xy = 0.5, encontre £

com € = 10™*, usando:

a) o MPF com ¢(x) = 1/2e¥/?;

b) o método de Newton.

Depois verifique a eficiéncia de cada método.
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