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Resumo

Neste trabalho, a partir do estudo sobre o raciocinio proporcional e seu
desenvolvimento, dentro de uma visdo construtivista do processo educativo e
tomando como principais referéncias a Teoria dos Campos Conceituais, de Gérard
Vergnaud e os trabalhos do The Rational Number Project, criamos um livro virtual
com, atualmente, 13 aplicativos (dos quais 9 sdo aqui apresentados e discutidos),
elaborados com o software Geogebra, que visam contribuir no trabalho educacional
para o desenvolvimento do raciocinio proporcional. Nesta dissertagcdo procuramos
cobrir uma gama de diferentes tipos de problemas (problemas de valor omisso, de
comparacao, problemas de ampliagdo/reducao e do tipo parte:parte:todo); problemas
nos quais se pudessem empregar diferentes estratégias de resolugcdo que se
utilizassem tanto de nuameros inteiros quanto racionais, na sua forma decimal ou
fraciondria; problemas de carater quantitativo e também qualitativo; com o uso de
grandezas continuas ou discretas; problemas que usassem os mais diferentes tipos
de representacdes, quais sejam tabelas, graficos, expressdes algébricas, linguagem
técnica matematica ou mesmo a linguagem usual. Este conjunto de aplicativos, ainda
em construgéo, se pretende mais uma ferramenta motivadora e eficiente na nossa

acao educativa com a matematica.



Abstract

In this paper, based on the study of proportional reasoning and its development,
within a constructivist view of the educational process and using as main references
Gérard Vergnaud's Theory of Conceptual Fields and the work of The Rational Number
Project, we created a virtual book with 13 applications (9 of which are presented and
discussed here), developed using Geogebra software, which aim to contribute in the
educational work in the development of proportional reasoning. We cover a range of
different types of problems (missing value, comparison, enlargement / reduction, and
part: part: whole problems); problems that could employ different resolution strategies
and use both integer and rational numbers in their decimal or fractional form;
quantitative and qualitative problems; with the use of continuous or discrete quantities;
problems that used the most different types of representations, such as tables, graphs,
algebraic expressions, technical mathematical language or even usual language. This
set of applications, which is still in development, is intended as another motivating and

efficient tool in our educational action in mathematics.
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Introducao

Durante os primeiros quinze anos de minha vida profissional, fui professor de
matematica e desenho geométrico nos anos finais do Ensino Fundamental. Nesse
periodo alguns temas da matematica se sobressaiam em termos das dificuldades
encontradas para se conseguir o almejado sucesso nas aprendizagens de meus
alunos. Entre eles se encontravam os numeros racionais e a proporcionalidade.
Sempre tive a sensag¢do de que me faltavam as ferramentas necessarias para lidar
com o grau de complexidade destes assuntos. O grande numero de fatores
envolvidos, tais como a variedade de formas em que o0s problemas eram
apresentados, a amplitude de aplicacdes e a quantidade de diferentes representacdes
me faziam sentir muitas vezes impotente e frustrado. Sentia que me faltavam materiais
manipulaveis que possibilitassem a criagdo de visualizagdes poderosas nas mentes
dos alunos. Os livros didaticos, por outro lado, faziam crer que aprender
proporcionalidade ndo era mais do que aplicar a famosa regra de trés e que o trabalho

com numeros racionais se reduzia a um conjunto de regras.

Nos anos seguintes, durante a década de 90, comecei a ter contato e trabalhar
com o que na época denominava-se Informatica Educacional. As emergentes
tecnologias da informacao comecavam a ser vistas como possiveis ferramentas
educacionais. A experiéncia com o emprego de tecnologias digitais no trabalho de
formacao de professores e na lida com os alunos, me fizeram perceber as

potencialidades dessas tecnologias para o aprimoramento do trabalho pedagdgico.

O aparecimento de programas como o Cabri Géometre e depois, 0 Geogebra,
veio ao encontro de meus anseios em busca de melhores e mais poderosas

ferramentas de trabalho no ensino de matematica.

Depois de trabalhar varios anos no uso e na criagdo de pequenos apps com o
Geogebra, me aventurei na criagdo de um livro virtual que servisse como uma espécie
de caixa de ferramentas para o desenvolvimento do raciocinio proporcional. Assim
nasceu o livro, virtual e em desenvolvimento, Proporcionalidade Com O Geogebra

localizado em https.//www.geogebra.org/m/mh4vgspf.

Este livro é formado por um conjunto de pequenos programas, chamados
também de apps (do inglés application, aplicativo), feitos no ambiente do Geogebra e
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que abordam diferentes problemas relacionados ao tema do raciocinio proporcional.

Esta dissertacao tem como objetivo principal apresentar este livro virtual e dar
a devida fundamentacéao teérica, objetivos e principios que nortearam a criacdo do
mesmo (Figura 1)

Proporcionalidade com o GeoGebra

Proporcionalidade com o bra
Autor: Luiz Geraldo da Silva
Blocos
Conjunto de atividades sobre proporcionalidade

Razdo Entre Bolinhas

Mistura de Tintas: Verde e Laranja

Fungées e Proporgées

Qual 0 mais cheio?

Qual o mais escuro? Razédo Entre Mistura de Func¢des e

Bolinhas Tintas: Verde e Proporgges

Qual o mais quadrado?

Ampliagio/Reducio de Fotos

Fragio . T

Linha de Tempo

Maquinas de Transformacéo Qual o mais Qual o mais Qual o mais Ampliagdo/Redug
cheio? escuro? quadrado? de Fotos

Grandezas Diretamente Proporcionais

Grandezas Inversamente Proporcionais

= FEETHEI .. -

Figura 1 - Tela Inicial do Livro Virtual Proporcionalidade Com O Geogebra

Este trabalho comecgou a ser pensado a partir de uma tripla constatagéo:

1. Aimportancia do tema para o desenvolvimento futuro da vida académica e
privada dos alunos.

2. O baixo nivel de sucesso por parte dos alunos na resolucdo dos varios
problemas em que este tipo de raciocinio pode ser usado

3. A possibilidade de inovacdo no trabalho pedagdgico que o uso de
tecnologias digitais pode trazer para o desenvolvimento do raciocinio

proporcional.

No Capitulo 1, é feita a fundamentacao teérica abordando o tema do Raciocinio
Proporcional. Discutimos primeiro a sua relevancia. E ressaltada a sua importancia
nao s6 em termos da aprendizagem da matematica, mas também de outras disciplinas
que se utilizam da proporcionalidade. Nas palavras de Lesh et al. (1988),
“consideramos o raciocinio proporcional com um conceito pivot. Por um lado, é o
culminar dos alunos da escola primaria e por outro lado, é o alicerce de tudo o que

segue’. Na segunda secdo deste capitulo abordamos a conceitualizagdo do raciocinio
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proporcional. Tomando por base o trabalho de Silvestre (2012), que agrupou o0s
principais aspectos relacionados a este conceito amplo e complexo, apresentamos
uma tabela resumo deste conceito (Tabela 1, p. 18)

Na terceira secéo do capitulo 1 apresentamos alguns estudos que descrevem
o desenvolvimento do raciocinio proporcional nas criangas e adolescentes. As duas
principais linhas de pesquisa sao apresentadas e discutidas. Mostramos que ha uma
série de trabalhos que colocam o inicio desse desenvolvimento ainda na infancia e

ressaltam a importancia de fomentar esse processo com atividades apropriadas.

Em seguida, na quarta e na quinta secéo, fazemos um levantamento de como
varios autores classificaram os diferentes tipos de problemas relacionados ao
raciocinio proporcional e das varias estratégias utilizadas nas suas resolugdes. O
trabalho de Gérard Vergnaud com a Teoria dos Campos Conceituais € referéncia
fundamental na classificacdo e descricdo dos tipos de problemas e estratégias de

solucéo usadas.

No capitulo 2, fazemos um estudo sobre algumas das relagdes possiveis entre
0 uso de Tecnologias da informacdo e a educacédo, particularmente a educacéao
matematica. Varios autores e trabalhos sao apresentados, mas destacamos aqueles
que veem a tecnologia como uma ferramenta e ndo como um fim em si mesma. Em
seguida é apresentado um breve relato histérico sobre a criacdo e desenvolvimento

do Geogebra e uma pequena descricao do programa.

No terceiro e ultimo capitulo apresentamos o livro virtual e reservamos uma
secao para cada um dos aplicativos que la se encontram. Na primeira parte ha uma
discussao sobre os principios que regeram a sua criacdo. Os apps sao concebidos
como ambientes de exploragdo orientada, de visualizacdo e de experimentacao.
Aprofundamos o significado destes dois Ultimos termos e caracterizamos o estilo de

trabalho por parte do professor e do aluno que estes apps pressupdem.

Finalmente fazemos uma descricdo de cada um dos apps, de suas ferramentas
e suas caracteristicas. Discutimos também as atividades propostas para cada um
deles, algumas das possiveis estratégias de resolucdo dos problemas propostos e
apresentamos alguns estudos especificos que fundamentam teoricamente a criacao
e uso desses aplicativos.
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Capitulo 1 - O Raciocinio Proporcional

A relevancia do raciocinio proporcional

De acordo com a BNCC (BRASIL, 2017), “os diferentes campos que compbem

a Matematica reunem um conjunto de ideias fundamentais que produzem

articulacoées entre eles: equivaléncia, ordem, proporcionalidade, interdependéncia,

representacdo, variacdo e aproximagcdo”. Observe que a proporcionalidade nao é
colocada aqui como apenas um dos conteudos importantes, mas muito mais que isso,
como uma das ideias fundamentais, ideias essas que perpassam os diferentes
conteudos, estando presentes em muitos e diferentes momentos do curriculo dessa

disciplina.

De acordo com varios autores — (DOUGHERTY, BRYANT, BRYANT, & SHIN,
2016), (SILVESTRE, 2012), (LESH, POST, & BEHR, 1988), entre outros — o
raciocinio proporcional é fundamental para a aprendizagem e o desenvolvimento de
habilidades relacionadas aos mais variados conteudos ndao s6 da matematica e das
ciéncias naturais, mas também das outras areas do conhecimento e mesmo na
solucdo de problemas da vida diaria. Ele estd diretamente ligado a conteudos como
escalas, densidade, semelhanca de figuras, inclinagao, probabilidade, porcentagens,
equivaléncia de numeros racionais, taxas de variacao, trigonometria, crescimento,

velocidade, consumo, receitas, descontos, juros etc.

Interessante observar que, como afirma Ojose (2015), “o conceito também

facilita a aprendizagem de mais matematica”.

Sobre a proporcionalidade, novamente a BNCC, (BRASIL, 2017) afirma que
“‘deve estar presente no estudo de operacbes com 0S numeros naturais;
representacao fracionaria dos numeros racionais; areas, funcées; probabilidade etc.
Além disso, essa nogdo também se evidencia em muitas agédes cotidianas e de outras
areas do conhecimento, como vendas e trocas mercantis, balangcos quimicos,
representacées grdficas etc.” Mais adiante, a proporcionalidade é citada
explicitamente na BNCC nas habilidades que se quer desenvolver nos alunos desde
0 42 até 0 9° ano do Ensino Fundamental (BRASIL, 2017). Lesh et al. (1988), afirmam
que o raciocinio proporcional “é, ao mesmo tempo, o culminar da aritmética elementar

do Ensino Fundamental e por outro lado, € o alicerce de tudo o que segue.”
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Raciocinar proporcionalmente é reconhecer a possibilidade ou ndo de se poder

associar, a uma determinada situagdo, uma das mais importantes e gerais estruturas

a c .
da matematica, I’ = p e desenvolver habilidades e flexibilidade na aplicacao das mais

diferentes estratégias de operacdo sobre essa mesma estrutura. Gigante e Santos
(2012) destacam: ‘por ser um conceito estruturante do curriculo de matematica do
ensino fundamental, a proporcionalidade (...) faz conexbées entre o pensamento
algébrico, o aritmético, o geomeétrico e o estatistico probabilistico. O pensamento
proporcional é desenvolvido desde a escola infantil, a partir de atividades que
possibilitem comparar razées e resolver situagbes-problemas que tratam de

proporgées”.

Silvestre (2012), em sua exaustiva pesquisa bibliografica, faz um resumo dos
fatores que justificam a importancia fundamental do tema:

e Influéncia decisiva no desempenho futuro dos estudantes no estudo da
matematica

e Forte influéncia na compreensdo de conceitos de outras areas do
conhecimento tais como quimica, fisica, astronomia e geografia

e Importéncia na compreensdo de conceitos praticos do cotidiano e na
resolugdo de problemas relacionados a estes conceitos “como, por
exemplo, na reducdo e aumento da quantidade dos ingredientes de uma
receita culinaria e no calculo de descontos, aplicados ao preco de objetos

e servigos”

Ja nos anos 80, o National Council of Teachers of Mathematics (NCTM, 1980)
indicava que o raciocinio proporcional é tdo importante que nenhum tempo e esforgo

despendido para garantir a seu desenvolvimento seria excessivo.

Outro ponto a se destacar sobre a relevancia do tema é que o raciocinio
proporcional também estd relacionado a alguns dos principais conteddos
problematicos do curriculo da matematica, como afirmam, Lesh et al. (1988),
destacando pontos, tais como:

e Equivaléncia de fragdes: 5/3 = n/m

e Algoritmo da divisdo longa: 805/23 = n/1
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e Valor de posicao e percentagem: n% = 75/100
e Conversédo métrica: n dolar = (2/3) m dolar canadense

e Razao e taxa: 15 pés / 2 segundos = n milhas por hora”

Devido a importancia do estudo das proporgcées, o Common Core State
Standards for Mathematics (CCSSM, 2010) fez do raciocinio proporcional um ponto
critico do curriculo de matematica do sexto e do sétimo ano, nomeando-o como uma
das quatro areas-chave as quais o tempo pedagdgico deveria ser dedicado (LARSON,
2013).

Finalizando, Lesh et al. (1988), sobre a importancia do raciocinio proporcional
no curriculo escolar, afirmam que “o raciocinio proporcional € o culminar da aritmeética
elementar e o alicerce de tudo o que se segue. Consequentemente ocupa uma
posicdo pivé nos programas escolares de Matematica (e das Ciéncias)’

Conceituando o Raciocinio Proporcional

Apesar de seu uso amplamente difundido nas mais variadas areas da ciéncia,
ha uma dificuldade em se definir o que seja o raciocinio proporcional de uma maneira
simples, isso porque trata-se de um conceito complexo, mais proximo de um campo
conceitual, os seja ele abrange um conjunto de conceitos, habilidades e
procedimentos. Lammon (1999), citado por Johnson (2010), declara que o raciocinio
proporcional esta relacionado a “uma enorme teia de conhecimentos” e que ele se
origina no processo de “se construir competéncias em varias areas praticas e
matematicas”. Desse modo ndo é possivel dizer em poucas e precisas palavras nem
0 que é, nem como alguém aprende o raciocinio proporcional. Ainda de acordo com
Lammon (JOHNSON, 2010):

Uma maneira de definir o raciocinio proporcional é dizer que é a capacidade
de reconhecer, explicar, pensar, fazer conjecturas, representar graficamente,
transformar, comparar, fazer julgamentos, representar ou simbolizar

relacionamentos.”

Em vez de tentar definir 0 que seja o raciocinio proporcional, Silvestre (2012)
prefere delimitar e caracterizar os aspectos que ele envolve, aspectos esses,
reveladores da evolugéo da investigacdo que tem sido realizada nesta area. Na tabela
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abaixo (Tabela 1) agrupamos os principais aspectos e autores, de acordo com

Silvestre, (2012)

Tabela 1- Desenvolvimento dos aspectos relacionados ao Raciocinio Proporcional

Autores

Aspectos que caracterizam o Raciocinio Proporcional

Lesh, Post e
Behr (1988)

Post, Cramer,
Harel, Kieren e

Lesh (1988)

e Sentido de covariagéo, (que nos remete ao conceito de funcéo)

e Multiplas comparagdes, inclusive comparagdes de comparacoes
(relacOes de relacbes, ou seja, relagcdes de segunda ordem)

e Aptidao para reunir e processar mentalmente diversos conjuntos
de informacao

e Pensamento qualitativo e quantitativo

e Relagbes holisticas entre duas expressdes racionais,
abrangendo a apropriacdo e sintese mentais dos varios termos
destas expressoes.

e Aptidao para inferir sobre a sua igualdade ou desigualdade

e Habilidade de produzir com sucesso as componentes omissas,
independentemente dos aspetos numéricos do problema.

e Flexibilidade mental para realizar diferentes abordagens aos
problemas sem ser afetado pelos seus dados numéricos e

contexto.

Vergnaud
(1983)
Behr,
Post
(1992)
Singer, Kohn e
Resnick (1997)

Harel,

e Lesh

e Trabalho no Campo Conceitual da Multiplicacéo

¢ Dois ou mais espacos de medida

e Compreensdo e capacidade de utilizacdo das estruturas
multiplicativas.

¢ Habilidade para pensar fluentemente dentro e entre espacos de

medida.

Spinillo (1997)

e (Perspectiva piagetiana)

e Capacidade de estabelecer relacbes de primeira e segunda
ordem, reconhecendo a existéncia dessas relagdes na resolucéao
de problemas que envolvem uma propor¢ao.

e As relagGes de primeira ordem s&o:

o Relagbes parte:parte (razdo);
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o Relagbes parte:todo (fragéo).

¢ As relacOes de segunda ordem envolvem comparagoes entre
duas relagdes de primeira ordem.

e As relacbes de segunda ordem sdo o cerne do raciocinio

proporcional.

Lamon (1995)

e Capacidade de analisar relacdes entre grandezas

e Compreensao da relagao constante entre estas e a no¢éo de que
ambas variam em conjunto.

e Perceber que, na equivaléncia entre razées, ha algo que muda
na mesma propor¢do (quantidades absolutas) e algo que se

mantém constante.

Cramer et al.
(1993)

e Compreender os quatro aspetos da relagdo matematica presente
nas situagdes que envolvem proporcionalidade direta:
o A natureza multiplicativa;
o A representacao grafica, isto é, a reta que passa na origem;
o A equivaléncia das razdes;
o Arepresentacao pelaequacaoy = mx,emque m é o declive,

a razao unitaria e constante de proporcionalidade.

Lamon (2005)

Lamon (2007)

e Compreensdao de contextos e aplicacbes baseadas na
proporcionalidade.

e Vai muito além da mecanizagdo de estratégias formais de
resolucéo de problemas

e Compreensao de que ha uma relacdo que é constante entre
duas grandezas (invariancia) e a nog¢ao de que estas grandezas
variam em conjunto.

e Se traduz na |justificacdo (argumentos e explicagbes) de
afirmacdes sobre relagdes estruturais entre quatro quantidades
num contexto que envolva, simultaneamente, covariancia de
quantidades e invariancia de razbées ou produtos

e Capacidade de distinguir relagdes multiplicativas entre duas
quantidades bem como alargar esta relagdo a outros pares de
quantidades.
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Silvestre e | e Envolve trés aspetos:

Ponte (2009, | o Capacidade para distinguir situagdes que tém subjacentes

2010, 2011, relacdes de proporcionalidade direta de situagcdées que néo o

2012) tém;

o Compreensdo da natureza multiplicativa das relacoes
proporcionais;

o Capacidade para resolver varios de tipos de problemas,
revelando a flexibilidade mental para realizar diferentes
abordagens sem ser afetado pelo fendmenos descrito no
contexto, dados e estrutura numérica, grandezas e as

representacdes (texto, imagens, graficos, tabelas, razdes).

Ainda de acordo com Langrall (2000), citado por Larson (2013), um aluno que
esteja raciocinando proporcionalmente em um nivel formal deve ser capaz de exibir

as seguintes caracteristicas:

1. Reconhecer a diferenca entre relagdes aditivas e relacdes multiplicativas

2. Reconhecer situagdes em que o uso de razbes e proporcdes é razoavel e
apropriado

3. Capacidade para determinar uma unidade de referéncia adequada a situagéao
ou ao problema, ou seja, uma “taxa unitaria” (Ability to unitize a situation).

4. Capacidade de analisar situacoes e relacbes em termos relativos ao invés de

absolutamente.

Observemos a grande variacao de enfoques dados pelos pesquisadores na
tentativa de conceituar o raciocinio proporcional. Mas notemos também que nao sao
aspectos excludentes, mas pelo contrario, somam-se para formar uma complexa rede
de significados que abarcam desde o reconhecimento da possibilidade de uso de
estruturas proporcionais numa situacao-problema, passando pelas varias
propriedades que estas estruturas apresentam, até a utilizacdo das mais variadas
estratégias para a resolucao desses problemas. Passa também pela compreensao e
flexibilidades de uso de diferentes representagcdes das estruturas proporcionais, quais
sejam texto em linguagem coloquial, texto técnico-matematico, texto algébrico, tabela,
grafico ou outras formas pictéricas.
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Cabe salientar que, como afirmam Lesh et al. (1988), uma pessoa pode
resolver um problema que aborde propor¢des ou proporcionalidade e néo estar
necessariamente utilizando um raciocinio proporcional. Realmente, esta pessoa

poderia estar apenas:

e identificando no problema uma relagdo numérica simples (do tipo, se A é a
metade de B, entdo C é a metade de D)
e utilizando automaticamente e sem reflexao/compreensao, um algoritmo do tipo

Regra de trés ou Produto cruzado

Os autores acrescentam ainda uma grave critica contra o ensino da Regra de
Trés afirmando que experimentos investigativos e a prépria experiéncia comprovaram

que esse método é:

a) mal compreendido pelos alunos.
b) raramente se transformou em um método de resolucao (Hart, 1984)
c) frequentemente usado pelos alunos mais para evitar o raciocinio proporcional

do que para o facilitar.

Chegando mesmo a sugerir que “o uso deste procedimento impossibilita 0 uso

do raciocinio proporcional e ndo envolve so por si este tipo de raciocinio”.

O Desenvolvimento do Raciocinio Proporcional

Pode-se identificar, na literatura, duas linhas tedricas explicativas sobre o
desenvolvimento do raciocinio proporcional (SILVESTRE, 2012): a primeira, iniciada
com os estudos de Piaget e Inhelder, relaciona o “aparecimento” do raciocinio
proporcional a transicdo do estagio operatério concreto para o estagio operatorio
formal. A segunda linha teédrica indica uma evolugao desse raciocinio que se inicia ja
na infancia. Boyer e Levine (2012) fazem um interessante comentario sobre estas
duas linhas. De acordo com eles o uso do raciocinio proporcional exige “uma
compreensao das operagées formais” que sé surgiria, no desenvolvimento cognitivo
humano, por volta dos 11-12 anos de idade. Assim sendo, qualquer acerto nas
atividades que necessitassem do raciocinio proporcional ndo seria produto de uma
verdadeira compreensdao, mas sim o resultado de “estratégias idiossincraticas e

intuicées ingénuas informais”. Ainda de acordo com estes autores, linhas de pesquisa
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mais recentes abordariam o desenvolvimento do raciocinio proporcional como uma
lenta transformagdo do menos ao mais completo e cada vez mais, um raciocinio
generalizado e menos dependente do contexto, dando-se o devido valor e
reconhecendo-se a eficacia das “capacidades intuitivas primarias” das criancas.
Nessa linha de pesquisa “o sucesso de criangas pequenas em problemas
matematicos pode ser baseado em um senso numeérico inerente e pode ser util em

niveis matematicos mais formais.”

Os autores observam que nao ha por qué desprezar o “entendimento intuitivo”
das relag6es proporcionais ja que este entendimento continua a se manifestar mesmo
depois de termos “aprendido” as operacdes formais, “como mostrado por fenémenos
como o efeito de distancia (por exemplo, é mais facil discriminar 2 de 9 do que discriminar 8
de 9)”. Assim sendo, o desenvolvimento formal do raciocinio proporcional, poderia ser
visto como o resultado de uma instru¢ao/experimentacao ou aprendizagem que é feita

sobre a “compreensdo intuitiva inicial” das criangas sobre as relagdes proporcionais.

Varias pesquisas identificaram uma sensibilidade infantil ou senso inicial
referente as relagbes proporcionais (BOYER & LEVINE, 2012). Além disso esse

senso inicial teria algumas caracteristicas tais como:

e Podemos observar um melhor desempenho em problemas nos quais as
criancas possam fazer comparagdes utilizando a nogao de metade e dobro, ao
invés de problemas que envolvam outras proporcoes

e Criancas pequenas tém mais facilidade em fazer julgamentos proporcionais
utilizando escalas analégicas

e Lidam melhor com relagdes proporcionais de grandezas continuas em
oposicao a grandezas discretas.

e Quando lidam com quantidades contaveis, as criangas costumam errar por
levar em consideracdo somente um dos elementos da relagao, ou o numerador
ou o denominador (por exemplo, respondendo que 2/8 é proporcionalmente
equivalente a 2/4 em vez de 1/4). (BOYER & LEVINE, 2012).

Sobre o desenvolvimento do raciocinio proporcional, Silvestre (2012), afirma
que, a partir da experiéncia pessoal das criancas com as muitas e variadas situacdes
que envolvem relagdes de proporcionalidade direta no seu cotidiano, vai se formando

um senso de invaridncia e covariagcdo em esquemas mentais, denominados por
24



Resnik e Singer (1993) de “esquemas protoquantitativos”. Este mesmos autores,
citados por Silvestre e Ponte (2008) “desenvolvem ... a hipdtese de que o
conhecimento sobre como relacionar quantidades resulta contingentemente da
experiéncia fisica e linguistica, e leva a formacdo de esquemas relacionais
protoquantitaivos’. E através do uso desses esquemas que as criancas tomam
decisdes de resolugédo dos problemas ordinarios que necessitem de alguma solugéo
proporcional. Entretanto observa-se que, ao comecar a quantificar as situacoes, as
criangas costumam abandonar seus esquemas relacionais protoquantitaivos em favor
de estratégias aditivas de resolucdo. A compreensdo de que as estruturas
proporcionais sao de natureza multiplicativa € o principal ponto entao a ser buscado

no desenvolvimento do raciocinio proporcional.

Os tipos de problemas e suas estratégias de resolucao

Na literatura, varios autores fizeram classificacoes dos tipos de problemas que
se relacionam com o raciocinio proporcional. lremos citar alguns que nos interessam

particularmente no ambito desse trabalho.
1. Richard Lesh, Thomas Post e Merlyn Behr

Lesh et al. (1988), “classificam os problemas sobre proporcionalidade em sete

tipos diferentes, de acordo com sua semelhancga estrutural:

1. Problemas de valor omisso

A C . ) ~ L )
= 3 com trés valores conhecidos (uma razdo completa) e o objetivo é

B

encontrar o valor desconhecido da razao incompleta.

2. Problemas de comparacéao

A C

3 ? oy em que sdo dadas duas razbes e se deseja avaliar qual das

, o , A_C A C A _C
situacdes é verdadeira: — > — ; —=—ou =< —
B D’ B D B D

3. Problemas de transformacgao

a) Alteracao de raciocinio:

E dada uma equivaléncia da forma 3 = > Depois aumenta-se ou
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diminui-se uma certa quantidade de um ou dois dos quatro valores
A,B,C ou D e o objetivo é decidir qual relagdo (<, > ou =) é agora

verdadeira.
b) Transformacgdes para obter uma igualdade:

. A _C
E dada uma desigualdade sob a forma 3 < o Depois, para um dos

quatro valores A, B, C ou D, um valor x deve ser determinado, de modo

A+x
que, por exemplo, 5 =

(o o)

4. Problemas do valor médio

Sao dados dois valores e o objetivo € encontrar um terceiro:

2 - A X
(a) Média geométrica: — = =
x B

A
(b) Média harménica: 3 = —
5. Proporgbes que envolvem a conversao entre razoes, taxas e fragoes

A razao entre meninos e meninas em uma turma € de 15 para 12. Qual é a

fracao de rapazes nessa turma?

6. Proporgdes que envolvem unidades de medida assim como numeros

3 metros x quilébmetros

2 seqgundos 1 hora

7. Problemas de conversao entre sistemas de representacao
A razao (fracao, taxa ou quociente) é dada num sistema de representacao

7

e 0 objetivo é representar essa mesma relagdo noutro sistema de

representacao.”

Sobre essa classificagdo, Silvestre (2012) observa que:
“ndo é claro o que, para os autores, significa “semelhanca estrutural”. No
entanto, tendo em consideracdo a descricdo dos problemas, parece que se
referem ao contexto. Segundo Lesh et al. (1988), apenas os dois primeiros
tipos de problemas sdo comuns nos manuais escolares e o0s restantes sdo
pouco frequentes nos manuais e na investigagdo, embora, na sua

perspectiva, estejam associados a fenémenos usuais no quotidiano e aos
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processos apresentados pelos alunos na resolucdo de tarefas envolvendo
proporcionalidade.”

2. Gérard Vergnaud e a Teoria dos Campos Conceituais

Vergnaud, citado por Silvestre (2012), afirma que um conceito é composto por
um trio de conjuntos — C = (S./.R) — onde:

(i) S é o conjunto de situagdes que dao sentido ao conceito;

(i) 1 € o conjunto dos invariantes operacionais que podem ser usados pelos
sujeitos para dar significado a essas situagbes (objetos, propriedades e
relacoes);

(iii) R é o conjunto das representagdes simbdlicas, linguisticas, graficas e gestuais
que podem ser usadas para representar invariantes, situagbes e
procedimentos.

De acordo com Vergnaud (1993), “um conceito ndo pode ser reduzido a sua
definicdo, principalmente se nos interessarmos por sua aprendizagem e seu ensino.
E através das situacoes e dos problemas a resolver que um conceito adquire sentido
para a crianga.” Assim sendo, na aprendizagem de um conceito, um aluno precisa
entrar em contato com um maximo de situa¢des diferentes que abordem os diferentes
aspectos desse conceito. Por outro lado, por mais simples que seja, qualquer
situagéo, ela envolve muitos conceitos diferentes, relacionados nessa situagéo. Além
disso, qualquer conceito pressupde uma série de outros conceitos intimamente
relacionados. Logo, ao invés de nos referirmos a aprendizagem de um conceito, faz

mais sentido falar na aprendizagem de um campo conceitual.

Para Vergnaud, citado por Moreira (2002), “o conhecimento esta organizado
em campos conceituais cujo dominio, por parte do sujeito, ocorre ao longo de um largo
periodo de tempo, através de experiéncia, maturidade e aprendizagem” (1982, p. 40).
Um Campo conceitual pode entdo ser entendido como a reunido, em constante
formatacao de “problemas, situacdes, conceitos, relacdes, estruturas, conteudos e
operagbes de pensamento, conectados uns aos outros e, provavelmente,
entrelacados durante o processo de aquisi¢do” (ibid.). A aprendizagem de um Campo
Conceitual ocorre durante um periodo razoavelmente longo do desenvolvimento de

uma pessoa. Se queremos que nossos alunos cheguem a dominar um Campo
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Conceitual, eles precisam entrar em contato, frequentemente, com novos problemas

e novas situagdes desse Campo durante varios anos ao longo de sua vida escolar.

Um dos campos conceituais mais importantes, definido e investigado por
Vergnaud e varios outros estudiosos do tema da psicologia cognitiva e da educacéo
matematica, é o Campo Conceitual Multiplicativo ou Campo das Estruturas
Multiplicativas. Esse campo conceitual inclui, entre outros, os conceitos, problemas e
propriedades, relacionados aos conceitos de multiplicagdo, divisdo, fracao,
divisibilidade, razao, propor¢éo e nimero racional. Os problemas e situagdes ligados
ao raciocinio proporcional fazem parte, portanto, desse campo conceitual.

by

Magina et al. (2012), no que concerne a classificacdo de problemas
multiplicativos, fizeram um esquema do que Vergnaud chama de estruturas
multiplicativas. Essa sintese é representada na Figura 2, abaixo. De acordo com essa
classificagao, os problemas das estruturas multiplicativas poderiam estar associados
a dois tipos de Relagdes: Terciarias e Quaternarias. Cada uma dessas Relacdes esta
dividida em dois Eixos, que estdo divididos em Classes que, por sua vez, estdo
divididas em Tipos. As relagdes terciarias fogem do escopo deste trabalho e ndo serao
tratadas aqui. As relacbes quaternarias compreendem os problemas ligados ao

raciocinio proporcional.

No seguinte problema: Com R$ 4,50 posso comprar 1 kg de arroz, quanto
pagarei por 4 kg desse mesmo arroz? Temos a relagdo entre duas grandezas

(também chamadas, por Vergnaud de espacos de medida), peso e preco, que
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Estrutura Multiplicativa
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Figura 2 — Campo Conceitual Multiplicativo - Fonte: Magina, Merlini, & Santos, 2012

guardam uma relagéo (fungéo) entre si; e 3 valores (1Kg, 4,50 reais e 4 kg) que devem
“gerar”, através do raciocinio, um quarto valor: a solugao do problema. A seguinte

estrutura pode representar esta situacao:

\ Grandezas |
G1 G2
a b
C d

Neste especifico problema, essa estrutura tomaria a seguinte forma:

Peso (Kg) | Preco (Reais)

1 4,50
4 X
Vergnaud identifica 3 estratégias multiplicativas principais de resolucéo dessa

situacao:
1. Produto cruzado
Corresponde a famosa e criticada Regra de Trés. A solucdo vem da expressao:
aXd=bXc = x=450x%x4

Essa estratégia dificilmente € usada naturalmente pelos alunos e dificilmente é

um sinal indicativo de compreensao do problema.

2. Fator escalar
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Surge a partir da percepgao de uma covariagao entre as grandezas G1 e G2,
onde a razao entre os valores a € ¢ tem 0 mesmo valor que a razao entre b e

d. Assim existe um fator m, tal que:

G1

-
No caso de nosso problema:

€4 1 45 x)

4 X

Este fator m também é conhecido como fator de mudanca, ja que representa a

quantificacdo da mudanca ocorrida em cada uma das variaveis:

(a esta para c tantas vezes quanto b estiparad = c=maed =mb)

. Fator Funcional

Nesse caso a percepgao de que G2 é uma funcédo de G1, cria as condi¢des
para perceber que ha uma constante k, tal que:

G2 = f(G1)
¥ N
d ou seja L 45
f( ) 4 X

AT 4

Essa constante k, coincide com o que chamamos de razao unitariaou (1) = k

Vale ressaltar que, nos casos em que k é inteiro, também € possivel se obter

uma solucdo a partir de uma estratégia aditiva (onde ndo se usa um raciocinio

proporcional), como a que segue abaixo:

45+45+45+4,5

Vergnaud, citado por Silvestre (2012), ressalta também que a dificuldade de um

problema é bastante influenciada por varios outros fatores tais como (1) a natureza

dos valores (numeros muito grandes ou muito pequenos, fatores escalares ou
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funcionais nao inteiros em forma de fracées ou decimais, etc.), (2) se o fator escalar
ou funcional multiplica ou divide o valor conhecido ou (3) os tipos de grandezas
envolvidas (grandezas continuas ou discretas, familiares ou desconhecidas,

numeéricas ou nao).

3. Kathleen Cramer e Thomas Post no ambito do Rational Number Project

Estes autores, (Cramer & Post, 1983), identificaram 3 tipos diferentes de

problemas que se relacionam com a proporcionalidade direta:

e Problemas de valor omisso
e Problemas de comparacao de razdes

e Problemas de predicdo ou comparacao qualitativa

Nos problemas de valor omisso, sdo conhecidos 3 dos 4 valores que formam
uma proporgao e, ao aluno, é dada a tarefa de determinar este valor restante. Temos,
portanto, uma razdo completa (dois valores conhecidos) e uma raz&do incompleta (com
apenas 1 elemento conhecido), por exemplo, Diana percorre uma estrada com 20 km

em 15 minutos. Se mantiver a velocidade, quanto tempo levara para percorrer 50 km?
Nos problemas de comparacao sao conhecidas duas razées completas e se
deseja saber qual delas € maior ou se sao iguais:

Zq =7 % <3

a b a b a b

C c
Por exemplo: Carla misturou 3 porcées de tinta amarela com 2 porgées de tinta
vermelha para obter um tom de laranja. Tomas misturou 5 por¢ées de amarelo com 3

porgbes de vermelho. Qual deles produziu o laranja mais “avermelhado”?

Problemas de predicao ou comparacao qualitativa sao aqueles em que nao
séo conhecidos os valores numéricos das grandezas que estdo em proporcao. Nesses
problemas, a tarefa consiste em prever determinados resultados ou deduzir
propriedades a partir de informagdes numa situacdo de grandezas em
proporcionalidade. Por exemplo: Jonas e Rodrigo martelaram linhas com a mesma
quantidade de pregos em duas ripas de madeira. A ripa de Jonas é mais curta que a
ripa de Rodrigo. Em qual ripa os pregos estdo mais proximos uns dos outros?
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4. Susan J. Lamon

Lamon, 1993, citado por Langrall e Swafford (2000) identificou 4 diferentes tipos
de problemas relacionados as proporcoes:

e Problemas do tipo Parte : Parte : Todo
e Problemas com Taxas ou Grandezas Conhecidas
e Problemas com Conjuntos Associados

e Problemas de Crescimento/Reducdo ou de Semelhanca

Nos problemas do tipo Parte:Parte:Todo um subconjunto B de um conjunto
A, é posto em relacao com o seu complementar C (parte : parte, por exemplo, meninos
e meninas de uma turma, questdes certas e questdes erradas de uma prova), ou com
0 proprio conjunto A (parte : todo, por exemplo criangas com éculos num total de
alunos na turma, partidas ganhas num total de partidas jogadas num campeonato)

Problemas com Taxas ou Grandezas Conhecidas tratam de grandezas ou
razdes que, na experiéncia dos alunos, ja sdo bastante usadas e conhecidas, por
exemplo, velocidade (associagao de distancia e tempo), ou pre¢o unitario (associagcéo
entre determinado item e reais). Estes problemas sdo normalmente faceis de resolver,
inclusive com estratégias aditivas que nao utilizam o raciocinio proporcional. Portanto,
acertos de questdes desse tipo de problema podem néo ser indicativos de bom nivel
de raciocinio proporcional. Exemplo desse tipo seria: Carlos dirige o seu carro por 60
km usando 5 litros de gasolina. Com esse mesmo consumo ele consequiria percorrer

300 km com 32 litros no tanque?

Problemas com Conjuntos Associados tratam de grandezas que ndo séo
associadas normalmente na experiéncia diaria dos alunos tais como chocolates e
caixas ou pessoas e pizzas. Dizem respeito a quantidades especificas de grandezas
associadas em uma determinada situacdo, como n° de lapis e n® de alunos, ou

quantidade de pessoas e n® de doces.

Nos problemas de crescimento/reducao ou semelhanca, grandezas de
medidas continuas (comprimento, altura, area, largura) sdo postos em relacdes de
ampliacdo ou reducgdo. Experimentos tém mostrado que problemas de semelhanca
com grandezas continuas representam uma dificuldade extra para os alunos
(LANGRALL & SWAFFORD, 2000).
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5. Problemas nao proporcionais e pseudoproporcionais

Uma das habilidades mais importantes, relacionadas ao raciocinio proporcional
€ a capacidade de reconhecer a presenga da proporcionalidade em uma situagao-
problema. Assim sendo, para o desenvolvimento do raciocinio proporcional, €
fundamental que o aluno entre em contato com varias situagdes onde este raciocinio
nao se adequa. Alguns autores relatam a existéncia de problemas que, apesar de nao
tratarem de grandezas proporcionais costumam serem tratados como se assim o

fossem.

De acordo com Silvestre (2012), estes problemas pseudoproporcionais
costumam induzir nos alunos, a existéncia de uma proporcionalidade que nao existe.
De modo geral esta tendéncia esta associada a uma formulacdo do problema
(sintaxe), prépria dos problemas de proporcionalidade direta. Sdo problemas que
“‘apresentam uma relacdo aditiva, uma relacdo de proporcionalidade inversa ou
situacdes em que ndo existe uma relacao aditiva nem de proporcionalidade direta ou
de proporcionalidade inversa.” Por exemplo:

e “4 pessoas levam 2 horas para assistir a um determinado filme. Quantas horas
seriam necessarias para que 8 pessoas assistissem ao mesmo filme?” Este
problema, pela forma que é formulado, faz crer que exista alguma relacao
proporcional entre o numero de pessoas e o tempo de duragao do filme.

e “5trabalhadores pintam um muro em 2 horas. Quanto tempo levaria para que
15 trabalhadores pintassem o mesmo muro?’ Este é, na verdade, um problema
de proporcionalidade inversa, mas costuma ser tratado pelos alunos como se
fosse de proporcionalidade direta.

o “Victor e Ana correm numa pista circular. Os dois correm a mesma velocidade,
mas Ana comegou a corrida mais tarde. Quando Ana fez 5 voltas, Victor
completou 15 voltas. Quando a Ana tiver corrido 30 voltas, quantas voltas tera
corrido o Victor? (Van Dooren et al. 2005). Neste problema temos uma relagao
aditiva, mas novamente, alguns alunos tratariam este problema aplicando

erradamente a proporgao:
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Ana Victor

5—15:> =90
30 x X =

As estratégias e as dificuldades dos alunos.

De acordo com varios estudiosos do assunto, citados por Silvestre (2012), o
desenvolvimento do raciocinio proporcional passa por 3 fases importantes:

1. Fase do pensamento qualitativo

Nessa fase, as estratégias de resolugdo de problemas s&do qualitativas e
informais, baseadas em argumentos comparativos do tipo “maior ou menor que” ou
‘mais ou menos que”. Spinillo (1992) afirma que, nessa fase, “o referencial de
"metade” tem sido estratégia frequente em julgamentos sobre propor¢do” e que esse
referencial “consiste em uma categoria limite que desempenha papel crucial na
emergéncia do raciocinio proporcional em criangcas”. Em outro trabalho, (2002), a
mesma autora declara que o trabalho com problemas de proporcionalidade pode e
deve se iniciar mais cedo do que o tradicional (11-12 anos) e que 0 recurso a
estratégias usando estimativas e o referencial de metade pode ser um valioso aliado
no trabalho pedagdgico:

Esta estratégia pode tornar-se um recurso didatico poderoso para o ensino
de proporcdo nas séries iniciais; uma ferramenta que, inserida em um
ambiente propicio para discussées matemadticas, permitiria enfatizar o0s
aspectos cruciais ao raciocinio proporcional: a distincdo entre quantidade
absoluta e quantidade relativa, e as relacées de primeira e de segunda-
ordem. (SPINILLO, 2002)

No capitulo 3, voltaremos a esse assunto ao discutirmos a criagéo e o uso de

alguns dos app’s no Geogebra criados para esse trabalho.
2. Fase das estratégias de composicao (build-up/build down strategy)

Nessa fase as criancas utilizam-se de seus conhecimentos sobre adicbes e

subtracbes para resolverem os problemas de proporcionalidade, as vezes de forma

N\
2 6
5 X

S

equivocada:
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Outras vezes de forma satisfatéria, porém nao raciocinando proporcionalmente

(n&o reconhecendo a estrutura multiplicativa ou fazendo uma composicéo de adigéo

e multiplicacdo) e com uma estratégia limitada a razdes inteiras.

220N
2 6

X

5
s/

Fase das estratégias de raciocinio multiplicativo

Nessa fase, os alunos ja comecam a perceber e compreender a natureza

multiplicativa da proporcionalidade e, assim sendo, comegcam a se utilizar de

estratégias multiplicativas.

Varios autores fizeram classificacbes dessas estratégias multiplicativas. De

modo geral podemos distinguir:

Estratégia da raz&do unitaria ou fator funcional — a mais intuitiva das estratégias
multiplicativas e geralmente usada normalmente pelas criangas mais novas.
Estratégia do fator de mudanca ou fator escalar — seu uso € muito influenciado
pela natureza dos numeros envolvidos e é mais utilizada nos casos em que 0s
valores dentro de uma das grandezas envolvidas no problema sdo multiplos
um do outro.

Estratégia de comparacéo de razdes — utilizada nos problemas de comparagéo,
consiste em uma série de pequenas estratégias de comparacao de fragdes ou
um método geral de comparacao do resultado de duas divisées.

Estratégia da regra de trés simples ou do produto cruzado — embora seja um
método bastante eficiente, € muito criticado pela dificuldade de se conseguir
um sentido para o seu uso dentro da situagao-problema. Sobre o ensino da
Regra de trés, Lesh et al. (Proportinal reasoning., 1988) afirmam que:

A investigacdo e a experiéncia tém mostrado que a Regra de Trés:

o € mal compreendida pelos alunos

o raramente ‘transforma-se ‘naturalmente” em um método de
resolugcao

o é frequentemente usada pelos alunos mais para evitar o raciocinio
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proporcional do que para o facilitar

Estes autores chegam mesmo a declarar que “o0 uso deste procedimento
impossibilita 0 uso do raciocinio proporcional e ndo envolve sé por si o

raciocinio proporcional.”

o Estratégia da interpretagdo grafica. Podemos nos utilizar de graficos
cartesianos para determinar o valor omisso de uma proporgado ou mesmo para
verificar a igualdade entre duas razdes (POST, BEHR, & LESH, 1988).
Vejamos, por exemplo o problema: Carlos quer ampliar sua foto 3 x 4, de modo

O | | b <
Esta € a altura da foto

[==]

com-12-cm dejlargura— —

Este ponto representa
__uma foto com 4 cm de
largura e 3 cm de altura

4 5 6 7 8 9 10 11 12
Figura 3- Estratégia de Interpretagdo Grdfica. Baseada em Post, Behr, & Lesh, 1988

que a ampliacdo tenha uma largura de 12 cm. Qual deve ser a altura da
ampliagdo?

Para esta estratégia é necessaria a percep¢ao de que proporcionalidade direta
se traduz numa fungao linear cujo grafico passa sempre na origem dos €ixos
coordenados. O ponto (0,0), nesse caso, indicando que uma foto com 0 cm de
largura tera 0 cm de altura. O ponto (4,3) representa a razao conhecida entre
as grandezas altura e largura. A equacao da reta é y = 0,75x, onde 0,75
representa, ao mesmo tempo, sua declividade e a razao unitaria (0,75 cm de
altura para cada 1 cm de largura).

De acordo com Silvestre (2012) ha uma rede complexa de fatores que

influenciam as dificuldades que os alunos podem ter na resolucdo de problemas de
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proporcionalidade. Porém esses fatores podem ser classificados em 4 grupos
principais: (1) o contexto, (2) os numeros e a estrutura numérica, (3) as grandezas e

(4) as representagoes.

O contexto (ou estrutura contextual) pode influenciar as estratégias tomadas
pelos alunos na resolugdo de problemas. Particularmente problemas de misturas

podem representar um grande desafio.

A estrutura numérica tem maior influéncia que o contexto. Dados envolvendo
nameros inteiros, razdes inteiras e respostas inteiras facilitam muito a compreensao
do problema e o uso de estratégias mais sofisticadas. Howe, Nunes e Bryant (2010)
estudaram alguns aspectos da relagdo entre a aprendizagem de numeros racionais e
o desenvolvimento do raciocinio proporcional nos estudantes. Sobre isso observam
que:

Nos EUA, o desempenho no uso de numeros decimais e fragbes no Teste de
Aptiddo Escolar esta consistentemente abaixo da média geral (Carey, 2009).
O Painel Consultivo Nacional de Matematica dos EUA aconselha que "o
ensino das fragbes deve ser reconhecido como criticamente importante e
melhorado” (National Mathematics Advisory Panel, 2007, p. 19). Documentos
politicos no Reino Unido identificaram Razées e Porcentagens como areas
prioritarias de preocupacgao (Scottish Executive, 2002). Além disso, longe de

melhorar com o tempo, pesquisas recentes no Reino Unido sugerem que a
situacdo pode estar piorando. (HOWE, NUNES, & BRYANT, 2010)

Mais adiante, os mesmos autores (2010) assinalam que:

Os problemas que os estudantes experimentam com numeros racionais tém
implicagdes para o raciocinio proporcional. Isso ocorre porque o raciocinio
proporcional gira em torno de razées e, portanto, um tipo de numero racional.
(HOWE, NUNES, & BRYANT, 2010)

Nota-se, portanto, que o trabalho com a aprendizagem de numeros racionais
(sobretudo as fracdes) tem grande importancia no desenvolvimento do raciocinio

proporcional.

Sobre as grandezas, sabemos que o fato de utilizarmos grandezas discretas
ou continuas podem influenciar a dificuldade dos problemas, principalmente para as
criangas menores e para os problemas de comparagéo. Outro fator importante é o fato
de usarmos grandezas intensivas ou extensivas nos problemas. Chamamos de
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grandezas intensivas, aquelas que sao a razao entre outras duas grandezas, por
exemplo, velocidade (distancia por tempo), n® de garrafas por caixa, n® de pessoas
por sala, densidade (massa por volume), etc. Ja as grandezas extensivas se referem
a uma unica entidade numérica. Em um experimento em escolas da Escécia, o uso
de grandezas intensivas revelou um maior desenvolvimento do raciocinio

proporcional. Silvestre (2012).

Finalmente, sobre as representacoes, varios experimentos demonstram que
0 uso variado de diferentes representagdes (representagdo algébrica, manipulaveis,
tabelas, representacgdes pictéricas etc.) tem tido influéncia positiva nas habilidades
ligadas ao raciocinio proporcional.
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Capitulo 2 — A tecnologia, o Geogebra e a educacao
matematica

Tecnologia e educacao

Estamos vivendo em um tempo de grande efervescéncia na producao de
conhecimentos nas areas da Matematica e da Educacdo Matematica. A formacéao de
um bom profissional de educacdo estd exigindo, tanto no campo da matematica
quanto no campo pedagdégico, cada vez mais conhecimentos e habilidades do
professor. Mudancas sao propostas nos conteudos a serem trabalhados, na
organizagao desses conteudos, na sua contextualizacao e enfoques dados. De acordo
com Freitas at al., citado por Kozelski e Arruda (2017)

Dentre os varios elementos norteadores que estao sendo propostos, pode-se
destacar a problematizacdo contextualizada, articulacdo dos conteldos,
valorizacdo de conhecimentos prévios dos alunos, abordagem dos contelidos
em forma de espiral, pesquisa e elaboracao prdpria, incorporacdo de avangos
cientificos e tecnoldgicos, avaliagao processual e permanente, estimulo ao
raciocinio e a socializagao de conhecimentos (FREITAS; BITTAR; ARNALDI,
2004) abud (KOZELSKI & ARRUDA, 2017)

Todos estes elementos estao fortemente interligados entre si numa grande teia
didatico-pedagdgica. Os objetivos do ensinar matematica passam a ser definidos sob
uma perspectiva multifacetada que envolve conceitos, habilidades, procedimentos e

valores. De acordo com Oliveira (O ludico como motivacao nas aulas de Matematica,
2007), deve-se ter o foco, entre outras coisas em:

e desenvolver o raciocinio légico,
e estimular o pensamento independente e a criatividade
e desenvolver capacidade de resolver problemas

e desenvolver a autoconfianga, a organizagao, a concentragao,

estimular as intera¢des do sujeito com outras pessoas.

De acordo com a BNCC (BRASIL, 2017), ndo se pode reduzir o ensino da
matematica a um processo hipotético-dedutivo, baseado apenas na comunicagao de
axiomas e postulados, teoremas e suas demonstragdes. E muito importante que o
aluno possa ver a matematica como uma ciéncia também experimental, criada

socialmente com levantamento de hipéteses, testes, reflexdes, argumentagdes,
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justificativas e conclusées, tudo isso inserido numa atividade de resolugdo de
problemas que sejam significativos para o aluno. Este documento afirma que:

No Ensino Fundamental, essa area, por meio da articulacdo de seus diversos
campos — Aritmética, Algebra, Geometria, Estatistica e Probabilidade, precisa
garantir que os alunos relacionem observagdes empiricas do mundo real a
representacbes (tabelas, figuras e esquemas) e associem essas
representacées a uma atividade matematica (conceitos e propriedades),
fazendo indugdes e conjecturas. (BRASIL, 2017)

Por outro lado, vivemos em uma sociedade que cada vez mais tem, nas
tecnologias, um elemento fundamental para a seu desenvolvimento. Apesar de sua
resisténcia e seu conservadorismo, a Escola também é cada vez mais influenciada
por este mundo tecnologico e precisa saber se utilizar deste meio para o seu

fortalecimento e sucesso.

Conforme ja colocava Kawamura, citado por Rezende (2002),

Na virada do século, néo se trata mais de nos perguntarmos se devemos ou
ndo introduzir as novas tecnologias da informagdo e da comunicagdo no
processo educativo. ... Atualmente, professores de vdrias areas reagem de
maneira mais radical, reconhecendo que, se a educagdo e a escola ndo
abrirem espaco para essas novas linguagens, elas poderao ter seus espagos
definitivamente comprometidos (Kawamura, 1998) abud (REZENDE, 2002)

De acordo com Goldenberg (2000) um dos fatores mais influentes na evolugao
atual das matematicas e de seu ensino e aprendizagem é o poder das novas
tecnologias. Na matematica, campos de estudo inteiramente novos surgiram devido a
eclosao desses novos recursos tecnoldgicos. Na educacao, a sua influéncia poderia
ser sintetizada nos seguintes efeitos: certas ideias ganharam uma nova e maior
importancia; alguns temas, problemas e resolu¢des ficaram mais acessiveis; novas
formas de representar e processar informacdes matematicas surgem, criando ou

dando suporte a novas abordagens pedagdgicas.

Goldenberg (2000) observa ainda que, nesses novos recursos tecnologicos, o
pequeno espacgo da tela possibilita a abordagem de uma gama mais ampla e variada
de ideias matematicas, com novas e multiplas formas de representa-las e processa-
las. De acordo com ele, “essa versatilidade também acomoda uma maior variedade

de estilos de aprendizagem e ensino”, oferecendo as mais diversas interfaces
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educacionais, tais como: quebra-cabegas, micromundos (ambientes interativos
projetados especificamente para educagdo), sistemas de tutoria, ambientes de
programacao matematica e visualizacbes em diversos dominios matematicos,

ferramentas de constru¢cdo geométrica dinamica e muito mais.

Dentre a vasta oferta de sistemas, plataformas e software, as questdes sobre
0 que usar, quando usar, como usar e para qué usar se tornam as mais relevantes.
Sobre isso, Dullius e Haetinger (2005) nos afirmam que a questao da utilizacao dos
recursos pedagogicos é central no trabalho educacional. Precisamos refletir sobre o
nosso fazer educacional e criar modos, processos e métodos que incluam as
tecnologias de informacdo e comunicacado, “adequando-as ao atendimento destas

necessidades de demanda, utilizando-as especialmente como ferramenta a servico da

formagao permanente e continuada das pessoas na busca do conhecimento.”

Goémez (1997) afirma que, “mesmo que o uso das tecnologias ndo seja a solugéo
para os problemas de ensino e de aprendizagem da Matematica, ha indicios de que ela se
convertera lentamente em um agente catalizador do processo de mudanca na educacado
matematica”. Ele observa que as novas tecnologias nos trazem a possibilidade de criar
objetos matematicos que podem ser manipulados dinamicamente e apresentados em
diferentes sistemas de representagédo conectados simultaneamente. A tecnologia nos
da condi¢des de oferecer aos nossos alunos experiéncias novas num ambiente de

exploracao, trazendo para a matematica um novo empirismo virtual.

E mais adiante:

O uso da tecnologia permite o gerenciamento dindmico de muiltiplos sistemas
de representacdo de objetos matematicos. Esta é uma das suas
caracteristicas relevantes do ponto de vista da aprendizagem da matematica.
Os sistemas de representacdo, internos e externos ao sujeito, sdo um
aspecto central da compreensdo que um aluno tenha de determinados
objetos matemadticos e seus relacionamentos e das atividades matematicas
que ele executa ao realizar tarefas que tém a ver com esses objetos.
(GOMEZ, 1997)

De acordo com este pesquisador, podemos classificar as agdes que um sujeito
executa sobre 0s seus sistemas de representacdo em 4 tipos:

1. Transformacdes sintaticas dentro de um sistema de representacao:
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2. Transformagdes sintaticas entre sistemas de representacao (Figura 4):

; Ty
- 4 | 12
: 39
,, 2 | 6
2 1| 3

Y =3 &bt =P 0
,, -1] -3
: —2| -6
r -3] -9
! —4 | -12

Figura 4 - Transformagdo Sintdtica Entre Sistemas de Representagdo

3. Situacdes reais (comprar e pagar 3 quilogramas de batatas) sdo modeladas

matematicamente expressando suas caracteristicas fundamentais em um
sistema de representacao matematica (por exemplo, expressando a situagao
como uma relagao entre duas variaveis - massa e preco - de acordo com uma
expressao simbdlica ou grafica).

O quarto tipo de atividade € a materializacdo de entidades especificas ou
relacionamentos em objetos conceituais sobre os quais é possivel realizar
outras operagdes. No caso da aritmética, essa atividade permite ao sujeito
deixar de ver a adicdo como uma operacao que permite produzir um namero a
partir de outros dois, para ver a adicdo como uma operag¢ao com caracteristicas
préprias, como comutatividade e associatividade. Esta ultima atividade é
diferente na natureza das trés anteriores. Enquanto as trés primeiras tém a ver
com o uso de sistemas de representagdo, a Ultima atividade refere-se a
maneira pela qual a gestdo processual pode evoluir e servir de base para a
construgdo de uma visdo conceitual de objetos e relagdes matematicas. A
compreensao do sujeito pode evoluir ao longo de dois eixos: um eixo horizontal
em que se progride na gestao de sistemas de representacdo de um conceito
matematico e um eixo vertical no qual se faz progresso no processo de
materializacdo (procedimento conceitual) desse mesmo conceito (GOMEZ,
1997).

E assim ele conclui:

Vimos como o0s objetos matematicos podem ser representados em varios
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sistemas de representacdo externa e como a compreensdo em matematica
depende da evolugcdo das representagbes internas e como a percepgao
desses conceitos evolui a partir de uma perspectiva operacional
(procedimentos) para uma perspectiva estrutural (conceitos). A tecnologia,
como agente didatico que organiza o encontro entre o sujeito e o meio de
modo a gerar perturbagbes do sistema, pode contribuir de maneira
significativa nesses dois aspectos da compreensdo em matematica.
(GOMEZ, 1997)

Obviamente néo € o caso de se acreditar que as tecnologias, por si s6, seriam
capazes de gerar novas formas de ensinar e aprender. Tecnologias sao ferramentas
e aqueles que as usam podem criar efeitos bem diferentes uns dos outros. Além de
novas tecnologias, novas formas pedagdgicas exigem novas formas de se pensar o

trabalho do professor e do aluno e daquilo que se deseja ensinar.

O trabalho que aqui se apresenta foi pensado em termos de uma visao
construtivista do ensino e da aprendizagem. Assim, se faz necessario esclarecer
sobre alguns aspectos do professor e do aluno que se supde no trabalho com os apps

que criamos.

Rezende (2002) observa que, talvez, o aspecto mais marcante daqueles que
trabalham com a educagdo numa concepg¢ao construtivista seja a percepcao do
individuo como agente ativo de seu préprio conhecimento. Nesse sentido as atencoes
se voltam para o processo de aprendizagem em si, e a reflexdo sobre o ensino, foco
principal numa visao tradicional, se ressignifica em funcéo de facilitar o processo de
aprendizagem. Numa concepc¢ao construtivista da educagcdo o conhecimento nao
pode nunca ser adquirido ou transmitido, mas € uma construcao do sujeito a partir de

suas experiéncias e das representagdes que cria, no contato com suas realidades.

Ainda de acordo com Rezende (2002) “assumir esses pressupostos significa
mudar alguns aspectos centrais do processo de ensino-aprendizagem em relacao a

visdo tradicional’ (Figura 5).
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Abordagens tradicional e construtivista da aprendizagem

ABORDAGEM TRADICIONAL ABORDAGEM CONSTRUTIVISTA

Enfoque no professor Enfoque no aluno

Enfoque no conteddo Enfoque na construgcdo individual de
significados

A mente do aluno funciona como uma A aprendizagem é uma constru¢éo do aluno

“tabula rasa” sobre conhecimentos previos

O aluno é receptor passivo de Enfase no controle do aluno sobre sua

conhhecimento aprendizagem

Memorizag&o de conhecimento Habilidades e conhecimento séo
desenvolvidos no contexto onde seréo
utilizados

Figura 5 - Abordagem tradicional e construtivista da aprendizagem (Rezende, 2002)

Quanto ao material tecnolégico que se pode propor aos alunos, a mesma
autora argumenta que estes materiais devem ter, como uma de suas caracteristicas
fundamentais 0 “passar para as maos do estudante o controle de sua aprendizagem,
tornando possivel uma interagdo na qual ele “ensina” a tecnologia (Valente, 1993)
mais do que aprende com ela’. Os ambientes tecnoldgicos de aprendizagem criados
para um trabalho educacional construtivista devem facilitar ou possibilitar a
criatividade do aluno e o seu envolvimento ativo na realizacdo de suas atividades
grupais ou individuais bem como sua contextualizacdo. Para isso devemos ofertar
“ferramentas e meios para criagdo e manipulacdo de artefatos ao invés de

apresentarem conceitos prontos ao estudante’.

Perkins (1991) faz uma interessante classificacao de toda a parafernalia de
coisas e pessoas que compdem o ambiente de aprendizagem escolar, normalmente
a sala de aula, mas nao se resumindo a ela. Ele define 5 categorias em que podemos
classifica-las: (1) bancos de informacao, (2) utensilios para processamento simbdlico,
(3) ferramentas de construcao, (4) estruturas de observagéo e estudo de fenébmenos
e (5) gerenciadores de Tarefas.

E entdo ele faz uma analise sobre o possivel impacto que a presenca de itens
cada uma dessas categorias pode provocar no modus operandi da sala de aula.

e Bancos de informagéao

Banco de informacao é qualquer recurso que tenha como finalidade principal,

naquele ambiente, fornecer informagdes sobre um determinado tépico. O banco
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de informacao classico nas salas de aula é o livro-texto, mas dicionéarios e
enciclopédias também servem como exemplos. Mesmo o professor,
principalmente nos ambientes mais tradicionais, pode ser um importante banco
de informagdes. As novas tecnologias da informagao e comunicacao facilitam
0 acesso e permitem um aumento exponencial da quantidade de informacao
disponivel. Bancos de dados e a propria internet sdo exemplos também de
bancos de informacdes em forma de video, imagem, imagem estatica, som e

texto.
Utensilios para processamento simbdlico

A funcéao basica de um utensilio para processamento simbolico € fornecer uma
superficie para a criagdo e manipulacao de simbolos, sendo o caderno do aluno
e 0 quadro branco (ou negro) os exemplos mais ébvios. Com o0 uso desses
recursos o0s alunos fazem anotagdes, resolvem equagdes, elaboram
explicagdes, desenham esquemas, figuras e tabelas. Planilhas eletrénicas,
editores de texto e de imagens sdo exemplos desses utensilios criados pelas
novas tecnologias que expandem as possibilidades de edi¢cdo e organizacao

de textos e imagens tornando esses processos mais rapidos e flexiveis.
Ferramentas de construcéao

Nas classes dos anos iniciais da Educacao Basica, brinquedos do tipo LEGO,
abacos, e blocos l6gicos sdo exemplos tipicos de ferramentas de construcao.
Laboratorios de ciéncias também costumam ter recursos que permitem a
construgcao de variados experimentos. As tecnologias da informagéo trouxeram
um aumento significativo no leque de possibilidades desses recursos, tais como
linguagens de programacdo, ambientes de simulag&o interativa, jogos de
manipulagdo e construcdo ou objetos matematicos num software de

matematica dinamica.

Ferramentas de construcdo podem ser confundidas com utensilios para
processamento simbdlico e realmente a diferenca pode estar apenas na énfase
dada aos usos desse recurso. Por exemplo, um editor de texto pode se
transformar em uma ferramenta de construgao na criacdo de um texto literario
ou, ao contrario, uma tarefa de construcao de LEGO, seguindo uma receita
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passo a passo, predeterminada, pode transformar essa ferramenta em um

simples utensilio para processamento simbdlico.
Estruturas de observacao e estudo de fenbmenos

Parte do ambiente de aprendizagem, as vezes, é composto por recursos que
tém, como principal objetivo, apresentar aos alunos certos fenbmenos e permitir
a observagéao, analise e manipulagcado de aspectos e fatores influentes desse
fenbmeno. Sao exemplos a presenca de terrarios, aquarios, minhocarios e
hortas em ambiente escolar. Entre as tecnologias da informacao e na internet
temos varios exemplos de micromundos virtuais que tém essa mesma fungao.
Software de simulacdo de fendmenos fisicos, quimicos e bioldégicos que
permitem a criagdo, observacdo e interacdo com fendmenos dessas
respectivas areas e jogos de simulacdo (do tipo SimCity) que permitem a
visualizagdo e manipulagcdo de fendmenos sociais complexos, tais como
guerras e formagdes de civilizagbes sdo exemplos de possibilidades de
recursos dessa categoria.

Gerenciadores de Tarefas

Qualquer recurso que tenha como foco administrar a atribuicdo de tarefas,
agendar e as vezes auxiliar em sua execugao, regular o processo de
aprendizagem e disponibilizar informagdes sobre avaliagcdo, regulamentos, e
produtos estao colocados nessa categoria. O préprio professor € um exemplo
classico de elemento dessa categoria. Varios documentos de orientacéo e
regulacao também séo gerenciadores de tarefas. Num ambiente construtivista,
0s proprios alunos estdo incluidos nessa categoria pois a eles sao dadas
responsabilidades de gerir certa parte de seu aprendizado.

Perkins (1991) observa que em uma sala de aula tradicional o ensino é baseado

principalmente em fornecer e registrar informagdes (bancos de informacao e utensilios

de processamento de simbolos) e ao aluno cabe pouca responsabilidade em

administrar sua aprendizagem (o professor € o grande gerenciador de tarefas). Numa

visdo construtivista, a tecnologia é usada principalmente como ferramenta de

construgdo ou como recurso de observacao e manipulacao de fenémenos.

Assim, na nossa opinido, materiais educacionais tecnologicos voltados para o
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ensino da matematica, devem poder dar suporte a tarefas pautadas na possibilidade
do aluno visualizar e experimentar, refletir, tomar decisdes, trabalhar em grupo,
justificar, argumentar, criar, falar e escrever matematica. Tarefas que tenham maior
probabilidade de engajar ativamente a participacao do aluno facilitando na criacdo de
novos significados.

O Geogebra: origem, desenvolvimento e caracteristicas

Segundo Preiner (2008, p.36), citado por Gongalves (2016), o Geogebra foi
criado durante o trabalho de mestrado de Markus Hohenwarter no ano de 2001, junto
a Universidade Salzburg, na Austria. Sua intencao inicial foi disponibilizar um software
capaz de lidar de forma dinamica, e simultaneamente, com as representacdes
algébricas e geométricas, voltando-se para os niveis escolares que chamamos de
Ensino Médio e Universitario.

No site oficial do software podemos encontrar as seguintes informagdes
(Geogebra.org, s.d.)

O Geogebra é um software de matematica dindmica para todos os niveis de
ensino que retine Geometria, Algebra, Planilha de Célculo, Grdéficos,
Probabilidade, Estatistica e Calculos Simbdlicos em um tnico pacote facil de
se usar. O Geogebra possui uma comunidade de milhbes de usudrios em
praticamente todos os paises. O Geogebra se tornou um lider na drea de
softwares de matematica dindmica, apoiando o ensino e a aprendizagem em

Ciéncia, Tecnologia, Engenharia e Matematica.
Fatos Rapidos

e Geometria, Algebra e Planilha de Célculo estdo
interconectadas e sao totalmente dindmicas

e Interface facil de se usar e, ainda assim, com muitos recursos
poderosos

e Ferramentas de desenvolvimento para a criagdo de materiais
didaticos como paginas web interativas

e Disponivel em varios idiomas para nossos milhées de usuarios
ao redor do mundo

e Software de Coddigo Aberto disponivel gratuitamente para

usuarios nao comerciais
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Em 2002 foi langado e disponibilizado gratuitamente pela internet. Desde entao
o software ja recebeu mais de 16 importantes prémios internacionais e a aprovacgao
de milhdes de usuarios em todo o mundo. Na instalacao de uma das suas interfaces,
o Geogebra Classico 6, temos a possibilidade de escolha entre 73 idiomas diferentes.

A péagina oficial, no Facebook, do Geogebra contava em julho/2019, com
101000 seguidores. No Brasil, os dois principais grupos de usuarios do software, o “O
Geogebra” e o “Geogebra Brasil”, totalizavam, em 21/07/2019, 6968 e 7267 membros,

respectivamente.

Hoje, a denominacdo Geogebra se refere a uma familia de aplicativos:
Calculadora Gréfica, 3D Calculator, Geometria, Realidade Aumentada, Geogebra
Classico 6 e Geogebra Classico 5. Todos eles desenvolvidos para os sistemas iOS,
Android, Windows, Mac, Chromebook e Linux, em formatos para notebooks, tablets

ou celulares.

O Geogebra € um software de acesso livre, (pode-se utilizar, copiar e distribuir
o aplicativo para fins ndo comerciais). Arquivos feitos em Geogebra podem ser vistos
através de app instalados, apps online ou mesmo incorporados a paginas da internet

onde podem ser usados sem a necessidade da instalagéo do software.

O Geogebra classico 6 apresenta 7 interfaces visuais: 2 janelas de visualizacao
geomeétrica 2D; 1 janela de visualizacdo geométrica 3D; 1 Janela de visualizacao das
representacbes algébricas; 1 planilha eletrénica; 1 janela CAS (computer algebra
system) de processamento ou calculo de representacdes algébricas e 1 Calculadora
de probabilidades. Todas estas janelas entdo conectadas e interligadas em tempo
real. Todos os objetos matematicos criados em uma delas tem representacdes nas
outras (quando for possivel matematicamente) e suas propriedades matematicas e

visuais podem ser configuradas de varias formas.

Um mesmo objeto pode ser modificado, clicando-se diretamente em sua
representacdo geométrica (2D ou 3D) ou sua representacado algébrica. Podemos
também criar e modificar objetos através de comandos digitados. Estes comandos
“utilizam uma sintaxe com notacdo matematica proxima a linguagem usual dos meios
cientificos e escolares”. Gongalves (2016).

Assim sendo, e ainda de acordo com Gongalves (2016), o Geogebra “reune

48



funcionalidades especificas para: geometria bi e tridimensional; algebra elementar e
linear; graficos cartesianos, polares e isomeétricos; probabilidade; estatistica e

matematica financeira, em um unico pacote.”
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Capitulo 3 - Os Apps
Caracteristica Gerais e Principios Norteadores

Como foi posto na introdugéo deste trabalho, temos como objetivo dar a devida
fundamentacéo tedrica e explicar os objetivos e principios que nortearam a criagao do
livro virtual “Proporcionalidade com o] Geogebra”, em

https://www.geogebra.org/m/mh4vgspf (Figura 6), onde podemos acessar treze

M
= GeaGebra
Prof i i com o
Proporcionalidade com o GeoGebra
Blocos
Autor: Luiz Geraldo da Silva

RazEo Entre Bolinhas: Conjunto de atividades sobre proporcionalidade
Mistura de Tintas: Verde e Laranja
Mistura de Tintas: Cinza e

oh
O Mais Cheio ‘ ToTe— — =
Qual o mais quadrado?
Fragio Blocos Razdo Entre Mistura de Mistura de

Belinhas Tintas: Verde e Tintas: Cinza
Ampliacio/Reducdo de Fotos
Fungdes e Proporgdes =
= @O0
Linha de Tempo . e
- BB RE BB
e T omm Lo [
Maquinas de Transformagio — —
Grandezas Diretamente Proporcionais O Mais Cheio Qual 0 mais Amp[lagao/Redug
quadrado? de Fotos

Grandezas Inversamente Proporcionais

Figura 6 - Tela inicial do livro virtual Proporcionalidade como Geogebra

aplicativos para notebooks ou desktops, aqui denominados de apps (sigla para
“application”, do inglés, que significa aplicativo, programa ou software). Trata-se de
ambientes ou micromundos virtuais que foram criados no ambiente Geogebra, para o
trabalho de desenvolvimento do raciocinio proporcional. Com esse trabalho, nédo
temos a intencdo de criar um plano de aula ou uma unidade tematica para um
determinado ano do Ensino Fundamental. Nossa intencdo foi criar um conjunto de
programas que se prestassem ao trabalho pedagdgico construtivista de diferentes
aspectos do raciocinio proporcional. Alguns desses apps podem ser usados por
criancas do primeiro ciclo do Ensino Fundamental, outros sdo mais indicados para os
anos finais de Ensino Fundamental ou mesmo para os anos iniciais do Ensino Médio.

Cada um destes apps foi pensado como um ambiente de exploracao orientada.
Pretende-se que o aluno (ou, preferencialmente, dupla ou grupo) interaja com o
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ambiente na busca da solugdo para uma série de questdes/problemas através de uma
sequéncia de agoes, reflexdes sobre as agdes executadas e reagbes baseadas “nas
respostas” (feedbacks) dadas pelo programa, através de levantamento de hipoteses,
registro dessas hipéteses, teste das hipéteses com o uso do ambiente e aplicacéao,
das propriedades deduzidas, em novas situagdées. Sendo assim, estes programas
foram concebidos como ambientes de visualizacdo e experimentacdo. E necessario,
entretanto, um maior esclarecimento sobre o significado que damos a cada um destes

dois aspectos/finalidades dos apps.
A Visualizacao

Como ja foi dito, um dos objetivos dos apps criados nesse trabalho é o de
possibilitar a génese de “visualizagbes mentais” que possam se transformar em
formas potentes de representacao das rela¢des proporcionais. Conforme Delinda van
Garderen (2006), no campo matematico, muitos estudiosos assumem que 0 uso de
visualizacdes pode ser um importante recurso na resolucdo de todos os tipos de
problemas, inclusive aqueles com nenhuma relacdo geométrica evidente. Relata
também que as visualizagbes sdo um importante fator no estabelecimento do
significado de um problema, canalizando abordagens para a sua resolucéo e tendo

grande influéncia nas construcdes cognitivas do aluno.

Os Parametros curriculares nacionais para o terceiro e quarto ciclos do ensino

fundamental (BRASIL, 1998) registram que:

A visualizacdo e a leitura de informagbes graficas em Matematica sdo
aspectos importantes, pois auxiliam a compreensdo de conceitos e o
desenvolvimento de capacidades de expressao graficas. A disponibilidade de
modernos recursos para produzir imagens impbe a necessidade de
atualizacdo das imagens matematicas, de acordo com as tendéncias
tecnoldgicas e artisticas, incorporando a cor, os graficos, a fotografia, assim
como a importancia de ensinar os alunos a fazer uso desses recursos.
(BRASIL, 1998, p. 46).

Nas palavras de Santos (2014): “Imaginar, tocar, manipular sdo fatores que
influenciam no desenvolvimento cognitivo dos estudantes, dando estrutura para o
entendimento de determinados conceitos”. De acordo com a autora, quando nao se

tem a possibilidade de tocar e manipular a realidade que se quer conhecer, “a

visualizagdo pode conduzir a uma tentativa de dar concretude ao pensamento,
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construindo uma imagem mental, um significado ao significante”. Sendo assim, o
esforgo e investimento em se implementar uma visualizagéo de certos conteudos em
sala de aula esta diretamente associado ao desenvolvimento das habilidades mentais

e visuais dos alunos.

Goldenberg (1998) afirma que, em matematica,

os lipos de visualizacdo que os alunos precisam, tanto em contextos
matematicos como noutros, dizem respeito a capacidade de: criar, manipular
e 'ler" imagens mentais de aspectos comuns da realidade; visualizar
informacédo espacial e quantitativa, e interpretar visualmente informacdo que
lhe seja apresentada; rever e analisar passos anteriormente dados com
objetos que podiam tocar e desenhar; e interpretar ou fazer aparecer, como
por magia imagens de objetos ou ideias que nunca foram vistos.
(GOLDENBERG, 1998)

Obviamente, para que as imagens mentais sejam criadas, os alunos
necessitam passar por experiéncias reais (ou virtuais) de manipulacao de “objetos”
que sirvam como base ou modelo dessas mesmas imagens. As tecnologias da
informacgéo nos trouxeram a possibilidade da construgdo de objetos virtuais em lugar
dos objetos reais que ndo tinhamos condi¢des de fornecer em sala de aula.

Nas palavras de Sampaio (2018): “Entende-se que o aluno produz
conhecimento com o computador por meio da investigagdo e, no estar-com-o-objeto,
intencionado, percebe aspectos e propriedades que anteriormente ndo estavam
visiveis’. Assim sendo, como afirma Bicudo e Rosa (2010), aquilo que o aluno
experimenta na manipulacao de objetos virtuais, tem possibilidades de gerar imagens,

acOes e conhecimentos tanto quanto a manipulagéo de objetos reais.
A Experimentagao

De acordo com Almeida e Malheiro (2019), entre as metodologias de ensino e
aprendizagem, a experimentacdo ocupa um lugar diferenciado devido a
potencialidade de despertar o interesse dos alunos e ter uma influéncia positiva num
estilo de aprendizagem onde “as falas, concepgcdes e ideias dos estudantes sao
valorizadas, contribuindo na constru¢cdo do conhecimento matematico e na promogao

do pensamento critico-reflexivo”.

A experimentacdo € um processo onde o aluno se relaciona com o objeto de
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estudo de um modo investigativo, podendo criar perguntas e hipdteses para suas
respostas, criar ou experimentar estratégias de resolugdo de problemas, avaliar
processos e resultados, compartilhar duvidas, ideias, estratégias com seus colegas,
dialogar, argumentar, ouvir. Ou seja, atividades experimentais podem promover

raciocinio, reflexdo, analise e sintese na construgdo de conhecimento significativo.

Os apps foram criados para funcionar junto a uma ou algumas situagdes-
problemas. Na pagina de cada um dos apps, encontram-se dois arquivos-texto, em
formato PDF: um deles € uma ficha de atividades com situagbes-problemas para
serem resolvidas com a utilizagdo do app e o outro, um pequeno manual, com a
descricao do programa e esclarecimentos para o professor sobre as atividades
propostas na ficha de atividades.

Os apps nao se propdem a dar respostas prontas aos problemas propostos,
mas para servir de lugar de interagao, reflexao, avaliacao e deducao de aspectos e
propriedades de um dado contelddo ou situacdo. Na realizacao da tarefa, o ambiente

do app pode ser usado pelo aluno para:

1. Coletar informacdes ou fatos, como resultado de acdes tomadas (O que
acontecera se eu somar uma certa quantidade a um determinado valor?)
Confirmar a validade de uma hipétese levantada

Demonstrar a ndo validade de uma hipétese.

Confirmar a validade de uma resposta numérica.

Executar um processo iterativo de construgao de resposta.

2R

Executar uma estratégia de “tentativa e erro” na resolu¢éo de um problema.

Assim, espera-se do aluno uma postura ativa e reflexiva: onde é necessario
aprender também a dialogar, argumentar e justificar escolhas e procedimentos. Nas
fichas de atividades reservamos sempre um espaco para as justificativas e
compartilhamento de estratégias.

Ja o professor que visualizamos, no trabalho com estes programas, deve se
abster de assumir o papel daquele que detém o conhecimento e decide sobre a
validade de uma hip6tese levantada. Seu papel é muito mais o de trazer novas
questdes, de problematizar afirmagdes, de sugerir agbes e de avaliar 0os processos.

A partir da andlise que fizemos, no capitulo 1, dos tipos de problemas de
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raciocinio proporcional, das estratégias de resolucdo destes problemas e das

dificuldades encontradas pelos alunos nesse processo de resolugdo e baseados

também no artigo de Larson, “Developing Children’s Proportional Reasoning:

Instructional Strategies That Go the Distance” (2013), pudemos definir alguns

principios orientadores na criacdo dos apps e de suas atividades:

1.

Variedade nos tipos de problemas, procurando privilegiar tipos nao
explorados normalmente nos livros didaticos de mateméatica. Desse modo,
0s apps cobrem tanto problemas de valor omisso quanto problemas de
comparagdo. Ha problemas de transformagdo, problemas de
crescimento/reducao (problemas de semelhanca), problemas do tipo
parte:parte:todo e problemas de conjuntos associados.

Propiciar e favorecer o uso de diferentes estratégias de resolugéo e
diferentes contextos. Assim procuramos abordar, nas fichas de atividades,
tarefas que pudessem ser realizadas com o uso, tanto de fatores escalares
quanto funcionais, nas suas proporcdes. Usamos tanto grandezas
continuas quanto grandezas discretas. Favorecemos o compartilhamento
de estratégias e modos de pensar através do espaco de justificativas nas
fichas de atividades.

Partir do conhecimento intuitivo do aluno e né&o privilegiar apenas uma faixa
etaria. Entre os apps ha aqueles voltados para o Ensino Fundamental | e
para o Fundamental Il. Os apps da série “Qual o mais...?” partem do
conhecimento intuitivo das criancas sobre as relacbes proporcionais em
problemas parte:parte:todo, ndo quantitativos com grandezas continuas
para auxiliar no seu aprofundamento e posterior transferéncia para
problemas quantitativos com grandezas discretas.

Propiciar o uso e a compreensao de multiplas representacées e formatos
numéricos. Em cada app, nas formas de apresentar o problema ou nas
fichas de atividades, sempre que possivel, apresentamos os dados em
formatos diferentes, quais sejam, tabelas, gréaficos, figuras planas ou 3D,
textos ou sentencas matematicas. Os problemas relacionam tanto numeros
inteiros quanto racionais em forma fracionaria, decimal ou percentual.

Favorecer o trabalho em grupo, a argumentagdo, o compartilhamento de
ideias e estratégias.
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App BLOCOS
Descricao:

A criagao deste app foi baseada nos experimentos de Abrahamson et al. (2014)
no Embodied Design Research Laboratory da Universidade de Berkeley, que
desenvolveram o Mathematical Imagery Trainer (MIT), um sistema de tecnologia
interativa projetado para criar oportunidades para desenvolvimento, nos alunos, de
novos esquemas sensorio-motores dos quais possam emergir conceitos matematicos.
Em particular, o MIT para propor¢éao (MIT-P) é voltado para apoiar a construgéo da
equivaléncia proporcional.

Sua tela inicial se encontra como na Figura 7 abaixo:

D Exihir malha
| Posigao 1 | | Posigdo 3 ‘ D Exihir Tamanhos
| Posigéao 2 | | Posigdo 4 ‘

OB,

O B;

Baseado am Abrahamson, Lee, Negrete e Gutidrez (2014),
The al Trainer for F * (MIT-P)

Figura 7 — Tela inicial do app BLOCOS

Nesta tela temos dois retangulos (blocos), de cor cinza, que podem variar de
comprimento, com o deslocamento, feito com o mouse, dos pontos B1 e B2,
localizados na extremidade direita superior de cada bloco. Ao ser selecionada a caixa
Exibir Malha, os blocos se encontrardo sobre uma malha quadriculada o que permitira

associar medidas ao tamanho (comprimento) de cada um deles.

Existem relagdes matematicas, proporcionais e ndo proporcionais, entre 0s
tamanhos dos dois blocos de tal modo que, dependendo dos valores das medidas
desses tamanhos, os blocos podem, ambos e simultaneamente, mudar de cor,
podendo ficar verdes, azuis, amarelos, rosa, violeta, laranja, vermelhos, marrons ou
pretos de acordo com cada uma das relacbes entre os tamanhos, previamente
estabelecidas. Por exemplo, sempre que o bloco2 tem tamanho igual ao dobro do
bloco 1 eles ficam verdes. (Ver Figura 8)
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{ Posigao1 || Posiggo3
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4 Posigao 2 ]—[ Posigéao 4 l»

Exibir Tamanhos

Figura 8— Blocos em posi¢do onde assumem a cor verde

Tomando o comprimento de B1 igual a x e o comprimento de B2, igual a y, a
Tabela 2, abaixo, exibe as relagbes preestabelecidas entre os comprimentos e as
respectivas cores que assumem o0s dois blocos.

Tabela 2 - As cores dos blocos e suas relagbes matemadticas

Verde y =2x
Azul y =3x
Amarelo y=x+5

Cor-de-rosa |y =x+3

Violeta y=x/2
Laranja y=x/4
Vermelho y=x
Marrom y=x-—0,5
Preto y=x-—1

Ha 5 casos em que as relagdes sao proporcionais (verde, azul, violeta, laranja
e vermelho) e 4 casos em que estas relagées sdo nao proporcionais (amarelo, cor-de-

rosa marrom e preto)
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Se quisermos registrar uma determinada posi¢cdo (tamanho) dos blocos
podemos acionar um dos botdes Posicao1, Posicao2, Posicao3 ou Posicao4 e assim
os marcadores *, QA ou¥, respectivamente, aparecerdo marcando a posi¢ao
atual, conforme a Figura 9.

‘[ P05|gao1 ]_' P05|ga03 ]_
~[ Posmao2 ]—l P05|;ao4 l—

B B

m

hir Tamanhos

By ||

Figura 9— Quatro posi¢ées marcadas onde os blocos ficam verdes

Ao se clicar no botdo Desmarcar, as marcas de posicdo (tamanho) fixadas
desaparecerao.

Os blocos 1 e 2 podem ser animados sempre que for clicado o botao OK.
Quando isso ocorrer, o ponto B1 mover-se-a para a direita, numa velocidade de
referéncia 1, aumentando o comprimento desse bloco. Simultaneamente B2 fara o
mesmo numa velocidade que pode ser definida pelo usuario no quadro azul da tela
do app. Os blocos continuardo aumentado até que algum deles atinja a linha tracejada
vertical, a direita da tela. Na Figura 10, abaixo, ao se acionar o botao OK, os blocos
aumentardao de comprimento, sendo que B2 aumentard numa velocidade igual ao

m

RESR EEpHAREEANEE]
‘[ Posigéo 1 ’_' Posigéo 3 ]_ bir Tamanhos
I I I I
~[ Posigéo 2 ]—‘ Posigéo 4 l—

Figura 10— B2 se moverd no dobro da velocidade de B1
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dobro da velocidade de B1, conforme foi determinado pelo usuario na caixa azul da

tela.

A caixa Exibir Tamanhos, se selecionada, exibira um quadro amarelo com os

comprimentos atuais dos blocos 1 e 2, permitindo assim que possamos trabalhar com

ou sem dados numeéricos. (Figura 11)

L
| Posigéo 1 Posigdo 3 '— felocidac 4 ExlwhirTam'nnhus
] I [ [
f ‘ Posigsio 2 }_‘ Posigéo 4 l_ /elocidade de B B =2
Bi= 43
1
:
OBy :
1
1
1
1
:
"5)5; :
] e
i . !
Figura 11— Acionamento da Caixa Exibir Tamanhos
A Tarefa

O aluno (ou dupla ou grupo) recebera 1 Fichas dos Blocos (Anexo 1), para cada

relagdo (cor dos blocos) a ser analisada. Para essa andlise as Fichas dos Blocos

propéem problemas dos seguintes tipos:

Encontre um comprimento para cada um dos blocos a fim de que eles figuem
verdes. (ou outra cor qualquer)

O que faz com que os blocos figuem verdes? (ou outra cor qualquer)

Calcule valor do comprimento do bloco 1 (ou 2) que faz com que os blocos
assumam determinada cor quando o comprimento do bloco 2 (ou 1) seja igual
a um valor determinado.

Se os blocos estdo com uma determinada cor, essa cor permanece se
somarmos (ou subtrairmos) uma mesma quantidade as suas medidas?

Se os blocos estdo com uma determinada cor, essa cor permanece se
multiplicarmos (ou dividirmos) uma mesma quantidade as suas medidas?

Se os blocos estao com uma determinada cor e aumentarmos (ou diminuirmos)
o comprimento de um deles de uma determinada quantia, o que deveriamos

fazer com o outro bloco de modo que eles permanegam com a mesma cor?
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e Se os blocos estdo com uma determinada cor e multiplicarmos (ou dividirmos)
o comprimento de um deles por uma determinada quantia, o que deveriamos

fazer com o outro bloco de modo que eles permane¢cam com a mesma cor?

Recomendamos que cada aluno (dupla ou grupo) analise, pelo menos, o
“comportamento” dos blocos em dois tipos de relagdes diferentes: proporcional e nao

proporcional.

A resolucao da tarefa, requer dos alunos a determinacdo de propriedades
qualitativas/quantitativas das relacdes entre os blocos. A tarefa ndo busca apenas que
os alunos deem respostas numéricas, mas também textuais. O uso de tabelas, textos,
e ambiente computacional visa fazer com que o aluno possa lidar com diferentes
representacdes de uma situacao, utilizando as que lhe forem mais significativas para

a resolucao da tarefa.
Na realizacdo da tarefa, o ambiente do app pode ser usado pelo aluno para:

1. Coletar informacdes ou fatos (por exemplo, descobrir uma posi¢do dos blocos
em que eles fiquem verdes)

2. Confirmar a validade de uma hipotese levantada (ex.: os blocos ficam verdes
quando o de baixo tem duas unidades de comprimento a mais que o de cima)
Mostrar que uma hipotese levantada nao é valida
Confirmar a validade de uma resposta numérica
Executar um processo iterativo de construgdo de resposta (ex.: se os blocos
estdo verdes e quero descobrir o que devo fazer ao bloco 2 se somar 5 ao
comprimento do bloco 1, para que eles continuem da mesma cor, poderei ir
somando de 1 em 1 unidade até obter a cor desejada.)

6. Executar uma estratégia de “tentativa e erro” na resolu¢cao de um problema.
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App MISTURA DE TINTAS

Descricao

De acordo com De la Cruz (2013), “os problemas de proporcao podem ser

classificados de acordo com seu contexto. Alguns contextos comuns sdo taxas de variagdo,

semelhanga, misturas e problemas do tipo parte-parte-todo”. Exemplos desses contextos

comuns para problemas de propor¢ao sao apresentados na Tabela 3.

Tabela 3- Contextos comuns para problemas de raciocinio proporcional.

Contextos

comuns

Exemplos

Taxa de

variagdo

Uma impressora leva exatamente 12 minutos para imprimir 14

dicionarios. Quantos diciondrios consegue imprimir em 30 minutos?

Semelhancga

Vocé deu a sua avé uma foto 4 por 6, mas ela gostaria de amplia-la
para coincidir com as outras fotos penduradas em sua parede. Se ela
aumentar a altura da foto de 6 para 8 centimetros, qual seria a largura
da foto ampliada?

Mistura

Se Suzie usa uma receita de limonada que pede 1 xicara de suco de
lim&o para cada 2 xicaras de agua, quantas xicaras de suco de limao
ela precisaria para fazer limonada se estivesse usando 8 xicaras de

agua?

Parte-todo

A classe de Levi tem 12 meninas e 18 meninos. Se a proporgédo de
meninas para meninos na escola e na classe de Levi é a mesma e ha

360 criangas na escola, quantos meninos tem a escola toda?

Tourniaire & Pulos (1985), fizeram uma revisao das pesquisas sobre raciocinio

proporcional até aquela época e relatam que experimentos com problemas de

misturas foram bastante usados, tais como problemas com limonadas (Karplus, Pulos
& Stage,1983; Gold, 1978), Mix de castanhas e nozes (Gold, 1978), Suco de laranja,
(Noelting, 1980; Biemiller, 1981) e Areias em duas cores (Quintero & Schwartz, 1982).

Sobre estes problemas, observam que:

Os problemas de mistura diferem dos problemas de taxa de trés maneiras.
Primeiro, os elementos da razdo, num problema de mistura, constituem um
novo objeto, por exemplo, tinta vermelha e amarela misturadas resultam em

tinta laranja... Por outro lado, nenhum objeto novo surge em problemas de
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taxa. Em segundo lugar, problemas de mistura exigem que o sujeito
compreenda o que acontece quando os dois elementos sdo misturados. Em
terceiro, na maioria dos problemas de mistura, as quantidades sdo expressas
na mesma unidade (por exemplo, litros), enquanto na maioria dos problemas
de taxa, as quantidades envolvidas estdo em unidades diferentes (por
exemplo, quilogramas e reais). Lidar com quantidades expressas na mesma
unidade pode ser mais confuso. (TOURNIAIRE & PULQOS, 1985)

Devido a essas particularidades, problemas de misturas podem ser

sensivelmente mais complicados para alguns alunos.

Outro fator que deve ser observado é a presenga de variaveis continuas e,
portanto, a possibilidade de se usar nimeros racionais nao inteiros. E importante que
os alunos entrem em contato com esses numeros em situagdes proporcionais, tanto

nameros nao inteiros quanto razées nao inteiras.

Este app foi pensado para servir como apoio na resolucao de exemplos dos
classicos problemas de mistura. O app fornece 3 cores de tinta “virtual’ e permite que
elas sejam misturadas em proporcbes que podem ser definidas pelo usuério,
mostrando o resultado dessas misturas.

A tela inicial do app € mostrada na Figura 12, abaixo:

Amarelo 13 litras Amarelo 12 litros Amarelo 3  litros Amarelo 12 litres

Verme\hu- litros Vermelno- litros Azul- litros Azu\- litros
26 litros da mistura L, |17 litros da mistura L, 10 litros da mistura ¥; | 15 litros da mistura V5
de 13 litros de amarelo |de 12 litros de amarelo de 3 litros de amarelo de 12 litros de amarelo
13 litros de vermelho 5 litros de vermelho 7 litros de azul 3 litros de azul

13 12 3 12
L — L p— = Y] i

I:l Frac. Am. |:| Frac. Am D Frac. Am D Frac. Am
- Razao . Razdo - Razio Razdo
(] e vm () fecom (] e

LARANJA 1 LARANJA 2 VERDE 1 VERDE 2

'L1 e L, séo cores diferentes‘ 'V1 e V, séo cores diferentes‘

Figura 12 - Tela inicial do app Mistura de Tintas — Verde e Laranja

A tela é composta por uma tabela de 4 colunas. Em cada uma das colunas é
possivel definir duas quantidades de tinta, em duas cores diferentes, que se misturam
numa nova tonalidade de cor, mostrada num quadro logo abaixo. E possivel fazer 4
misturas de tintas: 2 formulagdes de cor laranja (mistura de vermelho e amarelo),
nomeadas como L1 e L2 e duas formula¢des de verde (amarelo e azul), V1 e V2. A

unidade de volume utilizada é o litro.
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O programa compara as tonalidades de cor laranja, L1 e L2, e, numa caixa de
texto declaram a igualdade ou ndo de suas tonalidades. O mesmo ¢é feito com as
misturas V1 e V2 (Ver Figura 13).

Amarelo 13 litros Amarelo 12 litros e §| Total de tinta vermelha em L |
Vermelho- litros Vermelno- litros ﬁ
\| Total de tinta amarela em Lz |
26 litros da mistura L, |17 litros da mistura L,
de 13 litros de amarelo | de 12 litros de amarelo ic3 i i
os d s de | Descricdo da mistura Ly, assinalando o seu
13 litros de vermelho 5 litros de vermelho volume total
L, 13 L, 12 —— Razdo nao simplificada entre vermelho e
13 5 .
amarelo na mistura L»
Frac. Am. Frac. Am . ~
Razso D Razdo ) @ |Mistura expressa em fracgo ou porcentagem de
Frac.vm. Frac.vm uma cor
LARANJA 1 LARAN.JA 2
'L1 e L, &0 cores Tfereniocle | Comparagado entre as tonalidades L1 e L2 |

Figura 13 — Descri¢do das partes da tela inicial

E possivel comparar as misturas através da razdo entre as quantidades de tinta
de cada uma das cores da composi¢do ou através da fracdo (ou porcentagem) de
uma das cores na mistura feita. Para isso basta selecionar uma das caixas
denominadas “Raz&o”, “Frac. Am” (fracao de tinta amarela), “Frac. Vm?” (fragéo de tinta

vermelha) ou “Frac. Az” (fragdo de tinta azul),
A Tarefa

Como ja foi assinalado por Tourniaire (1985), “problemas de mistura exigem
que o sujeito compreenda o que acontece quando os dois elementos sdo misturados.”
Uma das finalidades desse app € fornecer um ambiente onde o aluno possa fazer
experimentacées em misturas de tintas virtuais e obter experiéncia sobre a influéncia
de cada cor nas tonalidades da mistura. Ele visa também que o aluno possa sempre
testar as suas suposicées e obter dados para a confirmacdo ou negacao dessas
hipbteses.

O aluno recebera uma ficha (Anexo 2) onde sera solicitado que resolva 8
diferentes problemas de valor omisso.

Os dois primeiros deles podem ser representados pelas tabelas:

Amarelo|Vermelho Amarelo |Vermelho
L1 2 3 L1 2 3
L2 8 X L2 y 18
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Nestes problemas queremos induzir a estratégia de resolugéo através do fator
escalar, pela facilidade de percepcédo de que 2 X 4 = 8 e de que 3 X 6 = 18. Também
queremos que o aluno perceba que, se quisermos que a mistura L2 mantenha a
mesma tonalidade de cor de L1, entdo os valores de amarelo deverao

aumentar(reduzir) o mesmo “numero de vezes” que os valores de vermelho

(covariacao).
Assim:
Amarelo|Vermelho Amarelo |Vermelho
L1 /-2 3™\ L1 |~ 2 3
L2| g x 12Ny 18 ¢

Mas obviamente estes problemas podem ser resolvidos por uma série de outras
estratégias, inclusive estratégias de cunho nao multiplicativo, como, por exemplo, a

percepc¢ao de que:
Se8=2+2+2+2 = x=3+3+3+3=12
Esel8=34+3+3+34+3+3 = y=24+2+2+2+2+2=12

Os problemas 3 e 4 seréo representados pelas tabelas:

Azul | Amarelo Azul |Amarelo
L1 2 6 L1 2 6
L2 3 X L2 y 15

Ja nesses problemas, a intengéo é reforcar o uso de uma resolugéo aplicando
um fator funcional, através da evidéncia de que 2 X 3 = 6 e de que 6 + 3 = 2. Desse
modo queremos realcar a percepcao de que a relagdo numérica que exista entre as

cores azul e amarelo em L1 deve se manter em L2

Azul |Amarelo Azul |Amarelo
X3 =3 Y &5
L1 2 wmmmmmp ( L1 2 i a f(a) = ka
L2| 3 X L2 Y e 1 5 " b f(b)=kb
X3 =13 xS

Os problemas 5 e 7, representados pelas propor¢des
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trabalham com valores nado divisiveis entre si, tentando atingir um método de

resolucéo geral

O problema 6 acrescenta um nivel maior de dificuldade e pode ser
representado por:

Ly L, ou vermelho amarelo
2 243 2 9

— = ou —=

9 O9+«x 2+3 9+«x

Neste tipo de problema, pretende-se que o aluno possa verificar que as

proporcoes sao estruturas multiplicativas, nao aditivas, e assim perceber que:

2 243

No oitavo problema, que pode ser representado por:

L, L
6_x +y =30
5=y e x+y=

Nesse caso, temos a expectativa que o trabalho do aluno possa caminhar na dire¢ao
de perceber que a razgo de x azul para y amarelo implica na fragdo de x azul em
(x + y) da mistura e, portanto:

6 X 6 X

= =
6+9 x+y 15 30

Neste caso ha a necessidade de se trabalhar a relagdo entre o conceito de
razao (parte-parte) e o conceito de fracao (parte-todo):

6 partes de tinta azul

6 partes de tinta azul R 15 partes da mistura
9 parte de tinta amarela 9 partes de tinta amarela

15 partes da mistura

Embora ndo estejam presentes na ficha da tarefa, problemas de comparacao,
com este “ambiente” também podemos trabalhar este tipo de problema, tais como:

¢ Dadas as quantias de amarelo e vermelho de uma mistura, criar uma nova e
diferente mistura de mesma tonalidade
e Dadas as quantidades de tinta amarela e vermelha em duas misturas, decidir

e justificar se elas sdo ou ndo de mesma tonalidade
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e Dadas as quantidades de tinta amarela e vermelha em duas misturas, decidir

e justificar qual delas € mais “avermelhada” (ou amarelada)
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App FUNCOES E PROPORCIONALIDADE

Descricao

Este App foi desenvolvido com base no trabalho exposto na dissertagéo

“Students’ perceptions of functions articulated in dynamic microworlds” da professora

Verbnica Gitirana (Students’ perceptions of

microworlds, 1992), da UFPE.

functions articulated in dynam

ic
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Figura 14 - Tela inicial do app Fung¢des e Proporcionalidade

A tela inicial desse app esta apresentada na Figura 14 abaixo:

Na tela, temos duas barras finas verticais que estdo associadas e representam

2 valores: Variavel A e Variavel B, onde o valor de B é uma funcéo do valor de A. A

definicao algébrica dessa funcao €, por sua vez, dependente da cor escolhida em um

seletor de cores que se encontra abaixo da tela. A relacado entre cores e funcdes

obedece ao que esta mostrado na Tabela 4. abaixo:

Tabela 4- Relagdo entre Cores e Fungbes

Magenta B=A
Violeta B=A+4
Azul B =2A
Ciano B=A-3
verde B=10—-4

Lima B=A/2
Amarelo B=1/A
Laranja =-A
Vermelho B =54
Marrom B =154

Sao cinco fungbes lineares, ou seja, com variaveis diretamente proporcionais
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(Magenta, Azul, Lima, Vermelho e Marrom) e outras cinco com variaveis nao
proporcionais (fungdes afim nao lineares). Selecionada uma cor, ao deslocarmos o
controle da variavel A, variamos o seu valor e, consequentemente, variamos também

o valor da variavel B, de acordo com a funcao selecionada através do seletor de cores.

Ha opc¢des para visualizar ou ndo os valores numéricos de A e B, como tambéem
visualizar uma tabela dindmica com alguns valores pré-determinados de A e os

respectivos valores para B.

Numa janela extra, a direita da tela, podemos visualizar um gréafico cartesiano
dindmico do ponto de coordenadas (variavel A, variavel B), e também da funcao
f(A) = B. Na Figura 15, abaixo, a tela do app mostra a tabela e o grafico do ponto da
fungao selecionada.

J
|
|
L
L i
|

I 1. Selecione uma das cores, deslizando | Ver Ponto D Grafico 11
‘ o seletor CORES. :: 104
. Desloque o seletor da Varidvel A
. Descreva o compotamento
da Varidvel B

@

2 M W p Mm@ N m,m

1 2 3 4 5§ 6 7 B

9 -8 7 B 5 -4 3 2 -

aseado no trahalho da professora -
“Verbnica Gitirana, phd, da UFPE. I
v j j Students' perceptions of functions
r 7~ articulatad In dynamic microworlds -

© o Y d dh bW M Lo

o

Figura 15 - Tela do App exibindo Tabela e Grdfico da fung¢do selecionada

Tanto o grafico quanto a tabela funcionam de forma dindmica atualizados

simultaneamente as mudancas feitas nas varaveis A e B.
A Tarefa

Neste app séo trabalhadas diferentes representacdes do conceito de
grandezas diretamente proporcionais: Ha a representacao principal, formada por duas
barras verticais paralelas cujas medidas estéo relacionadas aos valores de cada uma
das varaveis. Temos uma segunda representacdo em forma de tabela, onde as duas
colunas apresentam valores predeterminados das variaveis A e B. Finalmente, a

terceira representacdo mostra, em forma de grafico cartesiano as mesmas variaveis
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A eB.

Varios autores estudaram os efeitos pedagoégicos do uso de diferentes
representacdes de um mesmo conceito no trabalho de aprendizagem desse conceito.
Gitirana (1992), afirma que usar diferentes representagées de um conceito € uma
forma de ajudar os alunos a melhorar suas percepgdes destes mesmos conceitos. A
autora cita um experimento de Arcavi e Nachmias (1989) no qual, alunos e adultos,
avaliados como experts em matematica, foram analisados ao tomarem contato com
representacées nao convencionais de um conceito conhecido. Notaram que a maior
parte deles passaram a reexaminar e reavaliar suas antigas representagbes num
processo de tentativa de assimilacdo. Gitirana (1992), citando os autores Arcavi e
Nachmias (1989), afirma que:

“O papel de uma representagdo de uma ideia matematica parece ir além do
simples objetivo de ter uma ferramenta para lidar com essa ideia. Pode-se
dizer que, ao introduzir uma nova representagcdo, nao estamos apenas
estabelecendo uma maneira de expressar uma ideia ou um conceito, mas
também reexaminando e, consequentemente, aprendendo “mais” sobre

essas ideias e conceitos ”

Desse modo, o principal objetivo desse app € expandir e aprofundar o conceito
de grandezas diretamente proporcionais e o de Funcao de Proporcionalidade.

A primeira questao da Ficha de atividades (Anexo 3) pressupde que cada aluno,
ou dupla de alunos, sera responsabilizado por uma ou duas cores e devera
caracterizar o comportamento da variavel B, diante da variacdo de A, em relacao a(s)
cor(es) (funcdo) proposta(s). O enunciado da questdo é: Em relacdo a(s) sua(s)
cor(es), explique como é a ‘reacdo” da variavel B, quando a variavel A muda de
tamanho (valor). Dé uma explicacdo de modo que seus colegas possam descobrir a
sua cor dentre todas as outras cores sem que vocé diga de que cor se trata.

Eles escreverdo suas descricdes, sem citar a cor da qual se trata e trocaréao
estas mesmas descricdes com outros colegas. Nesse ponto, cada aluno devera
descobrir a cor estudada por seu colega, através da leitura de sua descricdo. O
objetivo aqui é criar coletivamente um vocabulario basico de termos passiveis de
serem usados numa definicdo de proporcionalidade direta. Espera-se que termos tais
quais dobro, triplo, metade, terca parte, multiplo, divisor, crescimento, proporgéo etc.
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aparecam nas descrigdes ou discussdes posteriores.

A segunda questdo associa a situacdo da questdo anterior, a representacao
por tabela para cada relagdo referente a cada cor. Os alunos usardo esta
representacdo para completar tabelas e analisar cada uma das fungdes para, por
deducéo, chegar a uma representacao algébrica de cada uma delas. Por exemplo:

I Violeta | Laranja I Vermelho ! Marrom
Al B Al B Al B Al B
12| # 12 12 12
9| -5 9 -9 -9
g |12 12 12 12
2l 9 -9 -9 -9
X | A+# X X X

A terceira questao da tarefa, aprofunda as descricbes dos alunos ao fazer as
seguintes perguntas sobre o comportamento das grandezas envolvidas em cada uma

das situacdes representadas pelas cores.

Se a variavel A cresce, entdo a variavel B também cresce?

Se a variavel A cresce, entao a variavel B decresce?

A variavel B € sempre maior que a variavel A?

A diferenga entre a variavel B e a variavel A é constante?

A variavel B € um multiplo da variavel A?

Se a variavel A dobra, triplica ou quadruplica, a variavel B também dobra,

triplica e quadruplica?

g) Se avariavel A dobra, triplica ou quadruplica, a variavel B se reduz a
metade, a 1 terco ou a 1 quarto de seu valor?

h) Em que cores temos que B é diretamente proporcional a A?

(¢)

D

)
SN—

As questdes 4 e 5 pedem dos alunos uma primeira definigdo para grandezas

diretamente proporcionais e uma representacao algébrica geral para elas.

Finalmente a questdo 6 traz uma nova representacdo de grandezas
proporcionais: o grafico em eixos cartesianos. Com isso, pretende-se que o conceito

adquira um amplo e abrangente significado.

69



App AMPLIACAO E REDUCAO
Descricao

Com esse aplicativo, pretendemos trabalhar com os problemas relacionados a
semelhanca entre figuras planas.

A sua tela inicial € mostrada na Figura 16, abaixo:

w [Jw [Jozs (Jos [(Joo [Jo1 g Selecdo do formato }
originaldafoto | -
Foto e
L ¢, e
_|Original
/ Foto
- — c / Ampliada
Dimensdes da = = r
. e axas de
4 foto ampliada & n
—— ampliagdo
Iy
Foto Original: 3x4
Entre congles valores corretos para corrijij
Largura 9 Amplia;éo(x),’:!j REGU§50(%)rﬂ o
i B Ampliagéo (%200 | X S
\‘"‘\ ~\\‘~--
AB_3  AB_ 9 gy =y . .
L LICa % = % A ampliagao esta prontal!l \\‘~~-\\
x3 T

Figura 16 - Tela inicial do App Ampliagdo

Basicamente as questdes relacionadas a este app irdo versar sobre as relacoes
matematicas entre as dimensdes pré-determinadas de uma foto original (3x4; 2x2;
2x5; 3x5; 5x7 ou 9x11) e as dimensdes de uma ampliacdo ou reducdo desta foto
original, sob uma determinada taxa de ampliacdo/reducao que podera ser dada em
percentual ou em numeros absolutos (por exemplo, uma ampliacdo de 2 vezes —
100% — ou de 0.5 vezes — 50%).

Como dito, pode-se escolher entre 6 diferentes razdes para as dimensdes da
foto original e deve-se determinar tanto as dimensdes da foto ampliada quanto a taxa

de ampliacao que foi aplicada neste caso.
Vejamos alguns exemplos de uso:

Digamos que queremos resolver o seguinte problema: Carlos quer ampliar uma
foto sua, no tamanho 3x4, de modo que a foto tenha uma altura de 12 cm. Qual a
largura da ampliagao desejada. O aluno devera:

Selecionar a foto original de tamanho 3x4

Digitar, em altura da foto, o numero 12
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uma mensagem indicando que a

Se, a largura da foto ampliada, ndo estiver com o valor 9, o programa mostrara

proporgao da ampliacdo ndo esta correta (Figura 17)

C1
o

Entre com os valores corretos para corrijir a ampliagéo

Largura 7 . Redugdo (%) 0 —
Ampliagdo () 4 o
Altura 12 Ampliagdo (%) 300 = .
AB 3 ABy T - . i
AT ANE :

Foto Original: 3 : 4

O aluno devera calcular a largura desejada (= 9), e digita-la no campo Largura
(Figura 18).

Figura 17 - Introduzindo os Dados do Problema

s

Entre com os valores corretas para corrijir a ampliagéo

& 5 Redugdo (%) 0
argura: - Ampliagdo (9 4 -
Atura12 Ampliagdo (%) 300
E = © ﬂ = 8 Muito bem, a proporgao foi corrigida,
AC 4 AC, 12 3 _ ]
5 = =t

Foto Original: 3 : 4

Mas esta nao é uma ampliagao de 300%.
Facga a corregao.

Figura 18 - Introduzindo a Largura da Amplia¢do/Redugéo
Novamente o programa solicita do aluno que corrija a taxa de ampliagédo ou de

reducéo que esta sendo usada (Figura 19).

Entre com os valores corretos para corrijir a ampliagéo

Foto Original: 3: 4

Largurag o Redugdo (%) 0 )|
: © Ampliagdo ()3 . A e o
Altura 12 Ampliagdo (%) 200 ' e B
h“‘*-ﬁ_,_h
AB 3  AB_ 9 - -
AC T~ 4 AC, T 12 3 0 —
= == = A ampliagao esta prontal!
4 12
K3
Figura 19 - Introduzindo a Razéo de Ampliagdo/Redugdo
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A Tarefa

Sao apresentadas 8 situacdes-problemas (Anexo 4), onde pretende-se que os

alunos percebam a seguinte estrutura matematica relacionada a cada uma delas:

o . largural altural oo .
X Taxa de amplia¢do/redugdo X Taxa de ampliacdo/reducdo

largura2 altura?2

Esta tarefa € composta basicamente de dois tipos de problemas

1. Problemas de valor omisso onde se tem uma foto com uma dada razao entre
altura e largura e se quer obter uma nova foto, ampliacdo ou reducao da foto
original, sendo conhecida uma das suas medidas. A estrutura matematica

relacionada é mostrada na Figura 20:

largural ?
altural altura?
ou
largural  largura2
altural ?

Figura 20 - Problema de valor omisso
2. Problemas de Transformagdao onde conhecemos as dimensdes de uma das
fotos (original ou ampliada/reduzida), e a taxa de ampliacao/reducao. Quer-se
determinar as dimensdes da outra foto. A estrutura matematica relacionada é

mostrada na Figura 21:

X Taxa de ampl/red X Taxa de ampl/red
largural ? ? largura2
altural ? ? altura2

X Taxa de ampl/red X 'I%fe ampl/red

Figura 21 - Problema de Transformagdo

Procura-se também fortalecer o uso de estratégias de resolucdo com o uso do
fator funcional ou taxa de ampliacdao/reducao. Ao contrario de outros problemas,
esse fator recebe aqui essa denominacao especifica e a determinacao de seu valor é

requisitada em varios problemas.
Trabalhamos com valores inteiros e decimais para a taxa de
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ampliacao/reducao. Com isso, procuramos ressaltar a relagdo entre o valor da taxa
de ampliacao/reducgéo e o efeito sobre o tamanho da foto transformada:

Taxa > 1 = ampliacao e 0 < Taxa <1 = redugdo

Usamos também a representacéo percentual da taxa de ampliagcao/redugéo em
alguns problemas. O uso de taxas de ampliagdo/reducdo traz alguns pontos
problematicos:

Quando dizemos que queremos fazer uma ampliagdo ou um acréscimo de 20%
sobre um valor de uma determinada grandeza, ha, pelo menos, trés modos de pensar

matematicamente esse problema:

1. A taxa de 20% é vista como uma fragdo usada com fungdo de operador

multiplicativo.

20
Acréscimo = 100 X Valor inicial - Valor final = Acrécimo + Valor inicial

2. O acréscimo e a taxa formam uma propor¢ao

Acréscimo 20

= i = Acréci ..
Valor inicial _ 100 Valor final crécimo + Valor inicial

3. O Valor final e o Valor inicial formam uma propor¢ao

Valor inicial 100
Valor final ~ 100 + 20

Do mesmo modo, se temos uma reducao ou desconto de 20%, teriamos

1. A taxa de 20% é vista como uma fracdo usada com funcado de operador

multiplicativo.

20
Redugao = 100 X Valor inicial - Valor final = Valor inicial — Reducgao

2. Areducao e a taxa formam uma proporgcao

Redugdo 20
Valor inicial ~ 100

Valor final = Valor inicial — Reducao
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3. O Valor final e o Valor inicial formam uma proporg¢éao

Valor inicial _ 100
Valor final =~ 100 — 20

Acreditamos que é importante que os alunos possam chegar a transitar

indistintamente entre os trés modos.
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App RAZAO ENTRE BOLINHAS
Descricao:

A tela inicial do App € mostrada na Figura 22. Nesta tela estdo representados
dois blocos de bolinhas, um com bolinhas vermelhas e outro com azuis. O usuario
pode definir a quantidade total de bolinhas em cada bloco. Cada bloco de bolinhas é
organizado em grupos iguais (colunas) de bolinhas, ficando as bolinhas restantes, se
existirem, num ultimo grupo. Por exemplo, Na Figura 22, o bloco com as 80 bolinhas
vermelhas, esta organizado em 7 grupos, de 8 bolinhas cada um, e mais 4 bolinhas.

Divida as holas vermelhas e as holas aznis numa
mesma quontidode de grupos, iguais dentro de cada cor
Bloco 1 =
Ha 7 grupos
000000
de 8 bolas *000000
0000800
* 09000090
4 bolas 20000000
9000000
28000600
Grupos de'bolas ‘ ‘ ‘ ’ ‘ ‘ ’
Grupos de[S] bolas
3338358°
Ha 7 grupos 0000000
de 5 bolas :::::::
+
1 bolas
Bloco 2 =

Figura 22 - Tela inicial do App RAZAO ENTRE BOLINHAS

O usuario também pode definir o numero de bolinhas em cada um dos grupos de cada
bloco.

Basicamente o problema que é colocado ao usuario é fazer com que os dois
blocos fiquem divididos em uma mesma (e maior possivel) quantidade de grupos. No
exemplo colocado na Tabela 5, a seguir, onde os blocos 1 e 2 apresentam 60 e 36
bolinhas, respectivamente, isso pode ser feito de 6 modos diferentes:
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Tabela 5 - As 6 solugdes possiveis para o caso com 60 bolinhas vermelhas e 36 azuis

N° de N® de bolas vermelhas |N° de bolas azuis
Grupos em cada grupo em cada grupo
1 60 36
2 30 18
3 20 12
4 15 9 Ver Figura 25
6 10 6
12 5 3 Ver Figura 24

Observe que cada solugdo encontrada é associada a uma proporcao que é

mostrada na tela. Tomando o ultimo exemplo (ver Figura 25), teremos a proporgcao

mostrada na Figura 23, onde 0 numero de grupos toma o lugar de fator funcional.

x12

x12

B E
—e—— T S—
Bl b

Figura 23 - A Razdo entre

60e36é5/6

Nesse caso, o fator funcional torna-se um elemento

“concreto” da proporgdo com um significado visivel (o numero de

grupos).

As Figura 24 e Figura 25 mostram como essas solugdes sdo apresentadas:

Bloco 1 =-

Ha 4 grupos
de 15 bolas

Grupos de.bolas

Crupos den bolas

Ha 4 grupos
de 9 bolas

Bloco 2

=36

Divida as bolas vermelhas e as bolas azuis numa
mesma quantidade de grupos, iguais dentro de cada cor

[ IIZIT T Y]]
oo000000OGO
o000 0OOAE
0000000

o000

X4
eooe
eooe = — .
eooe
jil [
IIII
eoo00 w4

-4 Para cada 15, das 60 bolas vermelhas,

b9-9-4-4 temos 9, das 36 bolas azuis

Figura 24 - Uma solugdo possivel: 4 x15=60 bolas vermelhas e 4 x8=36 bolas azuis
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A ultima solugéo encontrada na Tabela 5: 12 grupos de 5 bolas vermelhas e 12 grupos
de 3 bolas azuis corresponde a forma mais simples da razdo entre os totais de bolas
vermelhas e azuis:

/<N

60 5

36 3
1/

Ou seja, queremos com isso, agregar significados ao conceito de razdo de
numeros inteiros. Dizer que a razdo entre 60 bolinhas vermelhas e 36 bolinhas azuis
é 60/36 =5/3 =1,6 , significa que 60 é 1,6 vezes maior que 36. Porém, pode
significar também que, nesse total de bolinhas vermelhas e azuis, para cada grupo
de 5 bolinhas vermelhas, posso associar 3 bolinhas azuis num total de 12
grupos iguais com 8 bolinhas cada um.

A Tarefa
Divida as bolas vermelhas e as bolas aznis numa
mesma guontidade de grupos, iguais dentro de cada cor
Bloco 1 =-
Ha 12 grupos
de 5 holas
200000000000 %12
000000000000
000000000000 5 | l60
112112212217} g e
o000 00OOOOIOS
Grupos de[Blbolas “’””““t =
Grupos de 3l bolas —_—
000000000000 x12
Ha 12 grupos 000000000000
de 3 bolas Para cada 5, das 60 bolas vermelhas,
temos 3, das 36 bolas azuis
Bloco 2 =

Figura 25- Uma solugdo possivel: 12 x5=60 bolas vermelhas e 12 x3=36 bolas azuis

A ficha de atividades que acompanha o app (Anexo 5), traz 3 tipos de
problemas:
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No primeiro caso, sdo dados os totais de bolinhas Vermelhas e Azuis e se
deseja determinar a raz&do entre esses totais através da divisdo em grupos iguais. Na
ficha o problema é colocado como na Figura 26, abaixo:

Para cada grupode ____ bolas
vermelhas ha um grupo
o000OOOOGOO de ___ bolas azuis. 'TXXEXXXXX]
000000COOOS As_____ vermelhas estdo eeo0o00o00000
0000O0OCOOOS paraas____ azuis assim o000 o00eo00
00000000 OO como__ estapara_  E N RN NNNNN
I E N R N N N N N N/
___gruposde ____ bolas 40:50.. I
vermelhas ____gruposde _____ bolas azuis
A Razdo entre vermelhas
e azuis é

Figura 26 - Problema do tipo 1: encontrar a razdo entre dois totais conhecidos

Ou seja, em termos matematicos, o aluno devera resolver um problema de
transformacao onde ele conhece uma razao inicial que, no exemplo da Figura 26, é
40:50 e se deseja um fator de simplificacdo, o numero de grupos (10) a fim de se obter
a razao simplificada (4:5)

Se deseja que o aluno utilize o app para experimentagbes, analise,
levantamento de hipéteses, verificacao de estratégias usadas em calculos ou, até
mesmo, tentativa e erro para obter, no app, a solugdo, como mostra a Figura 27 .

Total1-
Ha 10 grupos
de 4 bolas
2000000000 x10
0600000060 n _'“
2000000000 .
! 0000000 O®
Grupos deBllbolas I t t ‘ ‘ ‘ i i t t =
E 5 50
Grupos de5 ] bolas —D—
2000000000 %10
H4 10 grupos ::: b4
de 5 bolas :::::.:... Para cada 4, das 40 bolas vermelhas,
temos 5, das 50 bolas azuis
Total2|50

Figura 27 - Solugéo do Problema 1 no app

E entdo o usuario podera completar os espacos vazios da primeira questao da
ficha, como no exemplo apresentado na Figura 28:
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Para cada grupo deibolas

vermelhas ha um grupo
o000O0OGOOOS de_2_ bolas azuis NN NN NN N
eeccccccoe As_40 vermelhas estio eeccccccee
000000GOGOOS para as azuis assim 0000000000
0000000O0O0CO como esté para_D_ eevoocoooe
[ N N N N N N N N N J

Qgrupos de i bolas 40:50: 4 9
vermelhas _[Q grupos de _i bolas azuis
A Razdo entre vermelhas
e azuis 4/5

Figura 28- Problema do tipo 1 resolvido

Na segunda questao sao apresentadas situacdes-problemas de valor omisso, onde,
em cada uma delas, é conhecido um dos totais das bolinhas, vermelhas ou azuis, e a
razdo entre vermelhas e azuis. O aluno devera encontrar o total do outro conjunto de

bolas, como no exemplo da Figura 29

Para cada grupo de 3 bolas

000000 vermelhas hd um grupo
000000 de 2 bolas azuis.
000
As vermelhas estdo para as
azuis assim como esta
para
grupos de bolas
vermelhas . ____gruposde ____ bolas

Vermelhas . Azuis .. . azuis

Figura 29 - Problema de valor omisso

Ou seja:
+ (n®de grupos)

)
15 3

+ (n®de grupos)

Na terceira questao sao trabalhados varios casos de mudancas de representacao de
uma situagéo, por exemplo:
) . n? vermelhas 2
N de vermelhas é o dobro de azuis & ———————— = —
n? azuis 1
Ou alguns problemas de valor omisso em forma de texto, diferente da segunda
questdo onde estes mesmos problemas aparecem em forma de desenhos ou
esquemas.
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App QUAL O MAIS CHEIO?

Descricao:

A criacao deste app foi baseada nos experimentos apresentados no artigo O
Papel de Intervencées Especificas na Compreensao da Crianca sobre
Proporcao, da Prof. Dra. Alina Galvdao Spinillo da Universidade Federal de

Pernambuco (2002)

A tela inicial do App € mostrada na Figura 31, abaixo. Na parte inferior desta

QUAL DOS DOIS RECIPIENTES [ ewresca
ESTA MAIS CHEIO?

MO O 0«0 Qe g7 O J= Qe
D11D12 DHDMDme Dﬁ' D1ED1Q DZO

D Exibir Porcentagens
D Exibir Fragdo

» Janela de Visualizagdo 3D

Figura 31 - Tela inicial do App "Qual é o mais cheio?"

tela, podemos ver a representacao de dois recipientes transparentes em 3D, cada um

deles contendo liquidos de cores azul e vermelho. Na parte superior temos pequenas

caixas, numeradas de um a vinte e que, ao serem selecionadas com o mouse,

apresentam diferentes versées da situacdo apresentada: os recipientes variam em

ESTA MAIS CHEIO? [ wrewenins

DvarFra;én
Di Dz DJ Da Dﬁ DS DT s Dg Dw
DHD12 DBDMDHDWDWDMDWDM

QUAL DOS DOIS RECIPIENTES L = [ vwewee

[+ [ ]2 3 4 5 [ 7"8’,/-9

VerEscala

QUAL DOS DOIS RECIPIENTES
ESTA’ MAIS CHE|0? J Ver Porcentagens

Ver Fracdo

Ver Metade

10

20

Janela de Visualizagdo 3D

b4l

p———
I
gﬁ L
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Figura 30 - Variagdes de didmetro, altura e quantidade de liquidos nos recipientes

diametro, altura e quantidade de liquido contida em cada um deles, conforme Figura
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30, abaixo .

O problema que se coloca aqui é: Qual dos dois recipientes esta mais cheio?

(Anexo 6)

Na tela inicial vemos ainda caixas de selecao que permitem visualizar uma

barra vertical dividida e demarcada em dez partes iguais (que pode servir como escala

para comparacgdes de alturas de recipiente e de liquidos) e duas linhas horizontais que

assinalam as alturas que correspondem a metade de cada recipiente). Figura 32.

QUAL DOS DOIS RECIPIENTES vy M g
ESTA MAIS CHEIO? L] e

O 0: 000 O
|:|11|:|13 DwDuDﬂsDﬂi Dﬂ le:lw

Opcao de ver

» Janela de Visualizagdo 3D

referenciais de metade

| R Vg

Opcao de ver Escala

|

Figura 32 - App com as opgles de "Escala" e "Metade" ativadas

Por fim temos as opgdes de exibir valores numéricos da parte cheia de cada

recipiente, em forma de porcentagem ou em fracéo Figura 33.

QUAL DOS DOIS RECIPIENTES L] voreses [ vrwees
ESTA MAIS CHEIO?

00 00«0 0 O > Qe
D11D12 |:|13|:|14|:|15|:|16|:|17 |:|1s|:|1g|:|20

\/ “er Porcentagens

Ver Fragdo

P Janela de Visualizagio 3D

25%

[} &=

Figura 33 - Exibindo Fragdo e Porcentagem da parte cheia de cada recipiente
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A Tarefa

Este app foi desenhado para ser usado com criangas do primeiro ciclo do
ensino fundamental ou com outras idades se o professor assim o desejar. O problema,
ao ser apresentado as criancas (Anexo 6), pode ser, a principio e aos olhos delas,
dubio. O que significa estar cheio? Cheio é o recipiente que tem mais liquido? E aquele

em que o liquido “fica mais alto”? E o que tem menos espaco vazio?

Para resolver este problema as criancas precisam aprender a olhar
simultaneamente para dois espacos de cada recipiente: aquele ocupado por liquido e
aquele que se encontra vazio. A ideia de “cheio” nasce da relagcédo entre estes dois
espacgos e nao da observagdo de somente um deles. Temos, pois, um problema de

proporcionalidade.

Pesquisas mostram que as criangas, inicialmente, tendem a se fixar em apenas
um destes dois espacgos para definir o que seja “mais cheio”, principalmente se os dois
recipientes trazem quantidades relativas aproximadas de liquido. Entretanto se o
referencial de metade pode servir como elemento discriminador entre os dois
recipientes, (por exemplo, um recipiente tem mais que a metade de sua capacidade
cheia e o outro tem menos que ou exatamente a metade ocupada com liquido) as
criancas tendem a, intuitivamente, acertar em seus julgamentos e usar este referencial
como argumento em suas justificativas ao resolver o problema (SPINILLO, 1992). Por
exemplo, na primeira tela da Figura 30, poderiamos ter uma justificativa do tipo “os
dois recipientes estao igualmente cheios pois ambos tém liquido até a sua
metade”. Ou, para a segunda tela da mesma figura, “o recipiente da esquerda (azul)
esta mais cheio pois tem mais da metade preenchida, ja o recipiente da direita
(vermelho) tem apenas metade de seu espaco interno com liquido”

O recurso ao referencial de metade pode ser aprendido e se transformar em
um poderoso aliado na resolucao de problemas de comparagao que necessitem do
raciocinio proporcional. O ambiente do programa permite a exibicdo de 2 linhas
horizontais que mostram a linha mediana de cada um dos recipientes. O uso desse
recurso pode ser feito nos casos de criangas que ainda nao utilizam o referencial de
metade em seus raciocinios.

Desse modo, com o uso desse programa temos, como um dos objetivos

principais, desenvolver ou fortalecer este conhecimento intuitivo do referencial de
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metade como elemento constitutivo do raciocinio proporcional da crianca.

Pesquisas mostram que, ao criar a ideia de metade, a crianga normalmente,
primeiro a concebe como uma razao de 1 para 1 entre as duas partes de um todo (a
parte com liquido “é igual” a parte vazia), num raciocinio do tipo parte-parte. Sé mais
tarde é que elas comegam a entender o conceito de metade como uma fracao de 1
para 2, que relaciona uma parte com um todo (SPINILLO, 1992). Assim sendo, ha
pelo menos duas estratégias de raciocinio possiveis com o uso de referencial de

metade, conforme a Figura 34:

Razao entre a parte cheia e a parte vazia:
ST T e rm—— . .
e - Parte cheia = Parte vazia (1:1)

<4

- Parte cheia > ou < Parte vazia (3:1)

Fracao entre a parte cheia e o recipiente completo
"~ Parte cheia = Metade do todo (1:2)

Parte cheia > ou < Metade do todo (3:4)

Figura 34 - Possibilidades de estratégias de Comparagdo
No nosso app “Qual o mais cheio?”, apresentamos vinte situagbes de
comparacao entre dois recipientes. Todas elas podem ser resolvidas utilizando-se do

referencial de metade. Sao elas:

Tabela 6 - Razdes e fragbes de cada uma das situagcoes-problemas apresentadas

N° Razao Fracao Ne Razao Fracao
Y=Y =1 2 | Yi< 3| Ya< 3,y
3 | Yo=Yl V1= s | <Yl Yo< Yy
5 | Ya< 31| Ya< 3, 6 | Ya< 3| Yu< 3y
7 Y>> e Y, 8 | 1= 1 1Y=1
9 |%/1> V%> s 0 i< Yol < M
113> Y31 3> Y, 12 | S/1> Yh | 3>
8\ Ys< Vi < Yy Y= =1,
5 | o= Yol Yh=1/ 6 | o> 1 Yi> 1,
17 | Y3 < 31| a< 3y 18 | 1< 3h | Ya< 3y
19 | Ya< Vi Ya< Y,
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Obs.: a razao indicada por 1/0 na tabela, embora n&o tenha significado matematico,

representa aqui o recipiente cheio, ou seja, 1 parte de liquido para 0 partes “vazias”.

Na ficha de atividades deste app (anexo 6) se apresentam estas 19 situagdes
representadas, cada uma, por um desenho e ao lado ha um espaco para a justificativa
da resposta da crianga. Com isso estamos interessados em desenvolver também as

habilidades de argumentacéo e do uso de linguagem técnica matematica.

Ao ser selecionada a opgao 20, temos a exibicao de 6 controles deslizantes
que permitem a criacao de situagdes novas através do controle do diametro e da altura
de cada recipiente, como também a quantidade de liquido contido em cada um deles.
Esta opgéo € voltada para a livre exploragao tanto do aluno quanto do professor em
outras situagdes de comparacao ( Figura 35).

raiorecipt = 1 altrecipl = 5 altligt =3 Ve RS Ver Metade

raiorecip2 =2 altrecip2=25 a|t|iq2=1,25|j Yer Porcentagens

- e L —— .

|:|1 |:|2 |:|3 D4 |:|5 |:|a D? Ds 9|:|1n
|:|11|:|12 |:|13|j14|:|15|:|15 |:|1? |:|1a

=
o
=
=t
24
o
vy
[
=]

D0

» Janela de Visualizagio 3D <
2 = --__—‘-‘,

Qual dos dois - ™

cilindros esta

mais cheio?

B N0 B NE BN BN NN BN NN BN BN N

Figura 35 - Opg¢do 20 para a livre exploragdo
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App QUAL O MAIS ESCURO?
Descricao:

A criagcao deste app foi baseada em Silvestre e Ponte (SILVESTRE & PONTE,
2012) no artigo “Problemas De Valor Omisso E Comparagédo: O Que Sabem Os
Alunos Antes Do Ensino Formal Da Proporcionalidade Directa” e em Miranda
(MIRANDA, 2016), na dissertacdo “Desenvolvimento Do Raciocinio Proporcional:

Uma Sequéncia Didatica Para O Sexto Ano Do Ensino Fundamental”

A sua tela inicial é mostrada na Figura 36 e traz 14 situacbes diferentes e
predeterminadas em que o usuario devera resolver 0 mesmo problema proposto na

parte superior da tela, conforma a Figura 36.

Paulo e Ana querem obter diferentes tons de cor cinza ac misturarem diferentes quantidacdes
de copos iguais cheios de tinta branca e tinta preta. Qual deles fez o tom de cinza mais escuro?

H | P

HEEN | A

M (2 (J: O s e 7 e [ wewe [ raven
|:|9 |:|10|:|11 |:|12 |:|13 |:|14 DE,penmeme DVerMetade

Figura 36 - Tela inicial do App QUAL O MAIS ESCURO?

Além das 14 situacdes-problemas apresentadas na parte inferior da tela, temos
a opgcao Ver Metade que permite exibir uma linha vertical em cada uma das
representacées das duas misturas, correspondendo a metade do total de copos.
Como ja foi explicado na sessao sobre o app “Qual o mais cheio?”, o referencial de
metade pode se constituir em uma importante ferramenta para a resolucdo do
problema proposto. A opcédo Mistura permite visualizar dois quadrados pintados nos
tons de cinza de cada uma das misturas (Ver Figura 37).

A opcéao Tabela, permite que as mesmas 14 situacdes-problemas possam ser
visualizadas em outra representacéo, dessa vez como uma tabela com o numero de
copos de tinta branca e o numero de copos de tinta preta em cada uma das misturas,
conforme é mostrado na Figura 38.
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Paulo e Ana querem obter diferentes tons de cor cinza ao misturarem diferentes quantidades
de copos iguais cheios de tinta branca e tinta preta. Qual deles fez o tom de cinza mais escuro?

m P
i

mEEE | | | [ || A

T
D1 l:]2 D3 Da [:]5 DG D7 B Mistura DTabeJa
D 9 D 10 D 1" D 12 [:] 13 [:] 14 D Experimente Ver Metade

Figura 37 - Exibindo os tons de cinza de cada mistura e a linha de referencial de metade

Finalmente, ao selecionar a opcédo Experimente, serdo exibidos quatro
controles deslizantes que permitem ao usuario criar novas tonalidades de cinza com

diferentes misturas (Figura 39).

Paulo e Ana querem obter diferentes tons de cor cinza ao misturarem diferentes quantidades
de copos iguais cheios de tinta branca e tinta preta. Qual deles fez o tom de cinza mais escuro?

Porcoes de Tinta | Paulo | Ana

Preta 1 3
Branca 3 1

s O O e ()7 s Doee B
Dml:]” D12 D13 DM DExperimente DVerMetade

N

U
s

Figura 38 - Fazendo comparagdes com dados numéricos

86



A Tarefa

Em seu artigo “The Development of Proportional Reasoning: Effect of
Continuous Versus Discrete Quantities”, Jeong, Levine, e Huttenlocher (JEONG,
LEVINE, & HUNTTENLOCHE, 2007), afirmam que o entendimento, por parte das
criangas mais novas, das relagdes proporcionais se mostra intuitivamente bem mais
desenvolvido “no contexto das grandezas continuas do que quando tratamos de
quantidades discretas”. Criangas com seis, oito ou dez anos de idade, foram

introduzidas a atividades, contextualizadas na forma de um jogo envolvendo

Paulo e Ana querem obter diferentes tons de cor cinza ao misturarem diferentes quantidades
de copos iguais cheios de tinta branca e tinta preta. Qual deles fez o tom de cinza mais escuro?

H | ‘P

HEE | A

[:]1 Dz D3 D“ D5 DG D? Ds DMisturaDTabaa
Dg Dm[j” D” D13 DM Experimente DVerMetade

PretaPaqu =1 Brancapaulo =3 PretaAna =3 BrancaAna =1

——— (©_ - ————

Figura 39 - Exibindo controles para a criagdo de novas misturas

probabilidade, onde eram motivadas a usar raciocinios proporcionais. Enquanto todas
elas falharam quando as proporgdes envolviam quantidades discretas, até mesmo as
mais novas obtiveram algum sucesso quando as quantidades eram continuas. Nas

palavras dos autores:

Propomos que seu sucesso nos problemas continuos seja baseado no uso
de capacidade emergente de codificar perceptivamente e comparar
quantidades relativas.

Os autores sugerem (e sdo apoiados por varias outras pesquisas) que aplicar
analogias em tarefas semelhantes, mas com niveis de dificuldade diferentes pode
ajudar nas possibilidades de sucesso nas tarefas mais dificeis. Nas suas palavras
“desenhar analogias entre problemas envolvendo quantidades continuas e discretas
pode ajudar as criangas a superar sua tendéncia de aplicar procedimentos numéricos

incorretos a problemas envolvendo proporgées.”
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Desse modo, a compreensdo dos alunos das relagbes proporcionais
“envolvendo conjuntos discretos” pode ser aprofundada e melhorada pela aplicagéo
de tarefas semelhantes com variaveis continuas, mas ressaltando as similaridades
entre as estratégias possiveis de obter sucesso nos dois problemas. Os autores
ressaltam que essa metodologia pode diminuir a grande diferenga de tempo em que
as criangas desenvolvem solugdes para problemas proporcionais com grandezas
continuas (por volta dos seis anos) e o momento em que isso acontece com as

variaveis discretas (11 ou 12 anos).

As situag6es-problemas do app “Qual o mais escuro?” envolvem grandezas
discretas e sdo bastante similares as do app “Qual o mais cheio?”, com variaveis
continuas.” Queremos reforcar a ideia de que o conjunto de copos com tintas branca
e preta do app “Qual o mais escuro?” forma um todo (abstrato) comparavel ao
recipiente transparente do outro app (“Qual o mais cheio?”). Assim queremos buscar
nos alunos, o desenvolvimento de estratégias semelhantes nos dois casos chamando

a atencao dos alunos para as similaridades, tais como o uso do referencial de metade.

Outras estratégias de comparacao também podem ser buscadas. Por exemplo:
se brancos forem iguais, quem tem mais preto é mais escuro ou se pretos forem

iguais, quem tem menos branco € mais escuro.

Do mesmo modo que no app anterior ha duas formas de se fazer a comparacao
entre os tons de cinza na busca do mais escuro: comparando as razdes entre a
quantidade de tinta preta e a de tinta branca (parte:parte) ou a fracdo de tinta preta na
mistura total (parte:todo). Na Tabela 7 abaixo, podemos ver essas razbes em cada
uma das 14 situagdes-problemas apresentadas no app.

Nesses problemas a percepcédo da presenca de razdes unitarias (metade, 1
terco, 1 quarto, etc.) ou seus inversos (dois para um = dobro, trés para um = triplo,
etc.), nas razdes entre preto e branco (problema do tipo Parte-Parte) ou nas fracoes
de preto no total da mistura (problema do tipo Parte-Todo) podem ser boas estratégia
de solugao.
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Tabela 7 - Razdes e fragbes das situagbes-problemas do app

N Razbes FragOes NE Razbes Fragbes
Preto:Branco| Preto:Total Preto:Branco| Preto:Total
Vs <3 | e <3y 8 | My< s | s < *ho
2 13/3 > 3g | *g > 3q 9 185 < 8, |85 < %
3 2/3 > 2/5 2/5 > 2/7 10 1/2 = 2/4 1/3 = 2/6
41 Y5 <35 | Yy < Uy W14 = 23| %o = /s
5 133="7/71% = "ha 12.13/7 > %11 | 3o > %17
6 | Yy < 3| Y5< s 181 2/3 > %5 | 25 > Yy
T3> | 3> Y 140 5> 2 | Yy > 2/

A Ficha de atividades (anexo 7) traz impressas todas as mesmas situacoes do

app e espaco para as importantes justificativas de respostas.
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App QUAL O MAIS QUADRADO?
Descricao:

Neste programa o usudrio recebe a incumbéncia de resolver a seguinte
situagao-problema: diante de dois retangulos decidir qual deles é o “mais quadrado”.
Embora, matematicamente falando, ndo faca sentido um retangulo ser mais quadrado
que outro, essa expressao funciona como uma metafora para indicar qual retangulo
tem a razdo entre largura e comprimento mais préxima da unidade. A tela inicial
permite que os retdngulos possam ser representados para analise de, pelo menos,
duas formas diferentes, a representagao pictoérica com um retangulo vermelho e outro

azul, ou apenas as medidas de altura e largura de cada retangulo (Figura 40).

QUAL RETANGULO E MAIS “QUADRADO" 7 QUAL RETANGULO E MAIS “QUADRADO™?
8 cm X 8 cm 9 cm X 10 cm
V- (- 0- 0+« Qs 07 e V- = -0« g7 de
S Te0eOe0e0e DeDOs || e Oee 0000 D=0
Retangulos D Medidas D Porcentagem D Controles D Malha D Retangulos Medidas D Porcentagem D Controles D Malha

Figura 40 - Duas opgdes de tela inicial do app "QUAL O MAIS QUADRADO?"

E possivel ainda apresentar os dois retangulos nas duas formas,
simultaneamente. Além disso pode-se selecionar a opcdo Malha, para que seja
exibida uma malha quadriculada de fundo, permitindo entdo que o usuario faga
medicoes e relacdes entre medidas usando o quadriculado como unidade de medida
. A opcéao Controle exibe 4 controles deslizantes que permitem a mudanca de altura
e largura de cada um dos retadngulos de acordo com o que se queira (Figura 42).
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- QUAL RETANGULO E MAIS “QUADRADO"?.

(e (e (e U (e [ (e
10D11 D12D13D14 D15D15
Retangulo D Medidas G Porcentagem Controles Malha

]

® @

@

Figura 42 - App exibindo Malha e Controles

Finalmente a opgcdao Porcentagem exibe, na parte superior da tela, a razéao
percentual entre a altura e largura (Figura 41).

QUAL RETANGULO E MAIS “QUADRADO” 2.

{Altura —16.67% da largura} _ [Altura = 50% da largura

= o
- ©

Figura 41 - App exibindo altura como fragdo da largura, em porcentagem.

A Tarefa

A ficha de atividades (Anexo 8) esta dividida em duas partes que podem ser

aplicadas em momentos diversos. Trata-se dos mesmos problemas apresentados em
duas formas de representagao diferentes:
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e Sao mostradas as figuras dos retangulos sobre uma malha retangular.
e Exibimos apenas os valores numéricos de comprimento e largura de

cada retangulo

Em cada um dos casos, sdo apresentadas 16 situacdes em que o aluno deve
decidir qual dos dois retangulos é o mais “quadrado”. Nosso objetivo é que esta
questao se traduza, para o aluno, em termos informais, em descobrir aquele retangulo
em que o comprimento e a largura estdo mais proximos (ou seja, Nos quais a razao

entre comprimento e largura seja mais proxima de 1).

Como ja foi relatado aqui na introdugéo deste capitulo, os apps da série “Qual
0 mais...?” partem do conhecimento intuitivo das criangas sobre as relagdes
proporcionais em problemas parte:parte:todo, ndo quantitativos com grandezas
continuas para auxiliar no seu aprofundamento e posterior transferéncia para
problemas quantitativos com grandezas discretas. No caso deste app as situagdes
nao se referem a grandezas que formam juntas um todo claramente perceptivel:
enquanto a parte cheia e a vazia de um recipiente sao claramente partes de um todo
(se uma cresce a outra diminui), 0 mesmo nao acontece com a largura e o
comprimento de um quadrado que sdo grandezas independentes. Esse fato pode se
configurar em uma dificuldade para os alunos e este trabalho pode servir de auxilio
para facilitar esse processo.

Algumas das possiveis estratégias de resolucao identificadas sao:

e Para larguras (comprimentos) iguais o retangulo de comprimento (largura)
mais proximo € o mais quadrado.

e O quadrado é sempre o0 mais quadrado

e Usar a largura (comprimento) como unidade e verificar se 0 comprimento
(a largura) € maior, igual ou menor que ela (ele)

e Usar a largura (comprimento) como unidade e verificar se 0 comprimento

(a largura) € maior, igual ou menor que a metade dela (dele)

As medidas trabalhadas em cada uma das 16 situacdes-problemas séo
apresentadas abaixo
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Reténgulo | Altura | Largura
’ A 8 8
B 9 10
A 8 12
2 B 8 7
3 A 9 10
B 4 10
A 8 4
4 B 10 5
A 10 4
° B 6 3
6 A 13 11
B 12 13
A 9 4
" B[ 9 6
A 10 9
8 I'B [ 13 9

Retangulo | Altura | Largura
9 A 4 2
B 8 3
A 14 8
10 B 12 4
11 A 12 2
B 10 5
A 12 3
12 B 8 2
A 10 7
13 B 5 12
A 10 10
“ B 9 9
A 2 4
15 '8 10 12
A 4 5
16 B 1 12
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App FRACOES EQUIVALENTES
Descricao:

Esse trabalho foi baseado nos arquivos criados por Rejane Waiandt Schuwartz
de Carvalho Faria (FARIA, 2016) em sua tese “Raciocinio proporcional: integrando
aritmética, geometria e algebra com o Geogebra”.

A sua tela inicial é mostrada na Figura 43. Nela encontramos a representacao

d=3

Ca| =

|

Figura 43 - Tela inicial do app FRACOES

de 4 fragbes, tanto na forma numérica quanto na forma de retangulo dividido em partes
iguais com uma fracao destas partes pintada. Para cada uma das fracbes ha dois
controles deslizantes que podem ser usados para se determinar 0 numerador e o

denominador da fracdo correspondente.

Toda vez que uma das trés fracoes inferiores assume um valor equivalente ao
da primeira fragdo e exibe uma caixa de texto com a igualdade dos valores destas
fracbes e também sugere a existéncia de um fator de equivaléncia. No caso do

n=1

| =

®

i

Figura 44 - A sequnda fragdo estd equivalente a primeira

1 3

exemplo da Figura 44, o programa explicita a relagéo E = 6 e explicita a existéncia
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de um fator de equivaléncia que relacione os numeradores e denominadores. O aluno
devera determinar esse fator. Ao ser digitado o valor correto, que no caso € 3, o

programa exibe uma imagem indicando que o valor esta correto (Figura 45).

n=1

®

(Z)

b =9 @

w
@

1 XVS I=

(=3N-]

(T
o w

|

10—©_

13 d3=13

2 .
20

Figura 45 - Fragbes equivalentes com fator de equivaléncia determinado

A Figura 46 mostra a situagdo em que as trés fragdes inferiores representam
fracOes equivalentes a primeira fracdo, com os respectivos fatores de equivaléncia
determinados:

n=1
1d—3
3 d=
|
| n2 =3 -
3 @ 1 3 1 x3 |=3 @
— dz=9 —=— — —
' 3 =
n3=5 =2
5 @ 1 5 1 x.s =5 @
= d3=15 B
15— |3 I5] [3 5 =15 t@
I o .
n4=7 o /_,‘\
I e g O =1 @2
T 3 21 3 47 =21 (@

Figura 46 - Quatro fragbes equivalentes

A Tarefa

Uma das definicoes dadas para propor¢ao € a igualdade de duas razbes. Dante
(DANTE, 2015), assim define o termo razao:

A razao de dois numeros a € d com b # 0 é o0 quociente de a: b que pode ser

a
indicado por ; ou qualquer outra forma equivalente.

Logo, a relacéo entre a proporcionalidade e a equivaléncia de fragdes se torna
Obvia. Alias, vale destacar que o tema fragdes é um dos mais preocupante em termos
de insucesso em suas aprendizagens. Vasconcelos et al. (VASCONCELOS, Vargas,
& Dorneles, 2017) afirmam que compreender fragdes pressupde entender
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a natureza relativa do conceito e as relagdes entre quantidades, uma vez que
demanda uma reorganizagao do conhecimento numérico (NUNES; BRYANT,
1997, STAFYLIDOU; VOSNIADOU, 2004), bem como o fato de que as
propriedades dos numeros inteiros ndo definem os numeros em geral, e,

portanto, exige outros tipos de habilidades cognitivas mais complexas.

A Ficha de atividades que acompanha este arquivo (anexo 9) é composta por
sete atividades que formam uma sequéncia didatica que pode contribuir para a
aprendizagem do conceito de fragbes equivalentes e suas propriedades de formacao.

Nas 4 primeiras atividades é pedido que os alunos usem o app para buscar 3
fracOGes equivalentes a uma fragdo dada e, logo em seguida, tentar encontrar, sem a
ajuda do app, mais duas fragdes equivalentes as outras. Eles devem entédo usar o app

para confirmar ou reavaliar as suas respostas.

Na questdo 5, sdo dadas algumas fragdes e o aluno deve repetir a parte final
do processo usado nas questdes anteriores: tentar encontrar, sem a ajuda do app,
duas fragbes equivalentes as outras. Eles devem novamente usar o app para

confirmar ou refazer suas respostas.

Na 62 questdo s&o dados pares de fragcdes equivalentes com um valor omisso
(em posi¢des variadas na igualdade) e pretende-se que os alunos determinem o valor
que falta. Novamente ele pode usar o programa para confirmacoes e duvidas

Finalmente, na 72 e lltima questao se pretende que o aluno formule uma

explicagdo para o processo de criagdo ou reconhecimento de fragbes equivalentes.
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Anexo 1 - Ficha de Atividades
do App
BLOCOS
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1. Blocos ():
a) Com o mouse, mude os tamanhos dos blocos de cor cinza, 1 e 2 (B; € By) a
fim de que os dois blocos fiqguem ().

b) Usando os botdes “Marcar posi¢céo”, marque 4 posigdes diferentes dos blocos
1 e 2 em que eles fiquem ()

c) Observando as marcas preencha a tabela abaixo:

Marca | Tamanho do Bloco 1 | Tamanho do Bloco 2

+

%

A
x

d) Ainda Observando as marcas crie uma hipotese sobre o que faz os blocos 1 e
2 ficarem ():

Sua hipétese:

e) De acordo com sua hipdtese complete a tabela abaixo com o tamanho

adequado de cada bloco para que eles figuem (*):
Bloco1 | Bloco 2 Bloco1 | Bloco 2
1 9
1 11
6 2,5

f) Agora observe: se alguém apertar o botdo OK, o bloco B1 ird se mover com
uma velocidade igual a 1. Sabendo disso, execute 0s seguintes
procedimentos:

= Mude o tamanho do bloco 1 para o valor 1.
* Mude o tamanho do bloco 2 para que eles figuem ().

= Defina uma velocidade para o bloco 2 a fim de que os blocos
permanecam verdes ao de deslocarem.

» Teste e anote aqui seu resultado:

(*) — coloque a cor que serd analisada por seu grupo
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g) Suponha que tomemos tamanhos para que os blocos 1 e 2 fiquem
(*). Se cada um dos blocos aumentar seu tamanho em 3
unidades eles continuardao da mesma cor?

Bloco 1 Bloco 2

Comp.
inicial +3

Comp.
final

Justifique:

+3

h) Se o Bloco 1 aumenta seu tamanho em 5 unidades, o que devera acontecer
com o bloco 2 para que eles continuem da mesma cor?

Bloco 1 Bloco 2

Comp.
inicial f_ -

Comp. \
final

i) Se o Bloco 2 aumenta seu tamanho em 5 unidades, o que devera acontecer
com o bloco 1 para que eles continuem da mesma cor?

Bloco 1 Bloco2 |
Comp.
inicial f E
Comp.
final »

j) Se o Bloco 1 dobrar seu tamanho, o que devera acontecer com o bloco 2 para
que eles continuem da mesma cor?

Bloco 1 Bloco2 |

Comp.
inicial
X2
Comp.
final
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k) Se o Bloco 1 multiplicar seu tamanho por 3, o que devera acontecer com o

bloco 2 para que eles continuem da mesma cor?

Bloco 1

Bloco 2

Comp.
inicial X3

Comp.
final
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Anexo 2 - Ficha de Atividades

do App
MISTURA DE TINTAS
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1) Para fazer uma certa tonalidade de tinta na cor laranja, Carlos mistura 2 partes de
vermelho com 3 partes de amarelo. Hoje, Carlos tem 8 litros de tinta vermelha e
quer usar toda essa tinta numa mistura com essa mesma tonalidade de laranja.

a. De quantos litros de tinta amarela ele vai precisar?

Justifique sua resposta:

Vermelho- litros

Amarelo 3 litros

5 litros da mistura L
de 2 litros de vermelho

3 litros de amarelo

2

3

LARAN.JA 1

Verme\ho- litros

Amarelo ltyos

litros -gd mistura L
de 8 litros de vermelho

litros —’le amarelo

8
2

LARAN.JA 2

b. Agora use o arquivo “misturatintal” para
representar as misturas:

e Use L, para representar a mistura de 2 partes
de vermelho com 3 partes de amarelo.

e Use L, para representar a mistura de 8 litros
de vermelho com sua resposta de litros de
amarelo.  Verifique se sua resposta esta

correta.

2) Na semana seguinte, Carlos queria usar 18 litros de tinta amarela numa mistura
com tinta vermelha para obter a mesma tonalidade de cor laranja da questao

anterior.

a. De quantos litros de tinta vermelha ele vai precisar?

Justifique sua resposta:

b. Agora use o arquivo “misturatinta1” para representar as misturas:

e Use L, para representar a mistura de 2 partes de vermelho com 3 partes de
amarelo.

e Use L, para representar a mistura de 18 litros de amarelo com sua resposta
de litros de vermelho. Verifique se sua resposta esta correta.

3) Para fazer uma certa tonalidade de tinta na cor verde, Carlos mistura 2 partes de
azul com 6 partes de amarelo. Hoje, Carlos tem 3 litros de tinta azul e quer usar
toda essa tinta numa mistura com essa mesma tonalidade de verde.

a. De quantos litros de tinta amarela ele vai precisar?
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Justifique sua resposta:

b. Agora use o arquivo “misturatintal” para representar as misturas:

e Use V, para representar a mistura de 2 partes de azul com 6 partes de

amarelo.
e Use V, para representar a mistura de 3 litros de azul com sua resposta de

litros de amarelo. Verifique se sua resposta esta correta.

4) Se Carlos quiser usar 15 litros de tinta amarela numa mistura com tinta azul para
obter a mesma tonalidade de cor verde da questao anterior, responda:

a. De quantos litros de tinta azul ele vai precisar?

Justifique sua resposta:

b. Agora use o arquivo “misturatintal” para representar as misturas:

e Use V, para representar a mistura de 5 partes de azul com 7 partes de

amarelo.
e UseV, pararepresentar a mistura de 3,5 litros de amarelo com sua resposta

de litros de azul. Verifique se sua resposta esta correta.

5) Carlos conseguiu uma bela tonalidade de azul, misturando 3 partes de amarelo
com 7 partes de azul. Ele tem 5 litros de amarelo para fazer esta nova tonalidade.

a. De quantos litros de tinta azul ele vai precisar?

Justifique sua resposta:

b. Agora use o arquivo “misturatintal” para representar as misturas:

e Use V; para representar a mistura de 7 partes de azul com 3 partes de
amarelo.
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e Use V, para representar a mistura de 5 litros de amarelo com sua resposta
de litros de azul. Verifique se sua resposta esta correta.

6) Certo dia, Carlos criou uma linda tonalidade de cor laranja, misturando 2 litros de
cor vermelha com 9 litros de cor amarela. Seu filho Eduardo, por acidente,
acrescentou 3 litros de cor vermelha na mistura de Carlos.

a. Para ndo perder toda essa tinta Carlos devera acrescentar quantos litros de tinta
amarela para corrigir e voltar ao tom de cor laranja inicial?

Justifique sua resposta:

b. Agora use o arquivo “misturatinta1” para representar as misturas:

e Use L; para representar a mistura inicial de 2 partes de vermelho com 9
partes de amarelo.

e Use L, para representar a mistura feita por Eduardo com 3 litro a_mais de
vermelho e faga a corregcao da cor da mistura de acordo com sua resposta.

7) Dona Inés quer pintar uma parede com certa tonalidade de verde e pediu para
Carlos fazer uma mistura de 5 partes de cor azul com 11 partes da cor amarela.
Na hora de fazer a mistura Carlos observou que sé tinha 3,5 litros de cor azul.

a. Com quantos litros de cor amarela Carlos deve aos 4L de azul para obter o
tom de verde desejado por Dona Inés?

Justifique sua resposta:

b. Agora use o arquivo “misturatinta1” para representar e verificar sua resposta:

e Use 1, para representar a mistura inicial de Dona Inés com 6 partes de azul
com 9 partes de amarelo.

e Use V, para representar a mistura que devera ser feita por Carlos com os 4
litros de cor azul que ele possui e a sua resposta de litros de cor amarela
para fazer a mesma tonalidade de verde de Dona Inés.

8) Dona Inés encomendou a Carlos, 30 litros da sua mistura de verde feita a partir
de 6 partes de cor azul com 9 partes da cor amarela.

a. Quantos litros de cada cor ele deve misturar?
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Justifique sua resposta:

Agora use o arquivo “misturatinta1” para representar as misturas:

e Use V; para representar a mistura inicial de Dona Inés com 6 partes de azul
com 9 partes de amarelo.

e Use V, para representar a mistura que devera ser feita por Carlos 30 litros
de cor verde da mesma tonalidade de verde da mistura de Dona Inés.

E se Dona Inés precisar de 45 litros de verde, quantos litros de cada cor Carlos
deve misturar? (responda representando no computador)

Justifique sua resposta:

E se Dona Inés precisar de 20 litros de verde, quantos litros de cada cor Carlos
deve misturar? (responda representando no computador)

Justifique sua resposta:

109



Anexo 3 — Ficha de Atividades

do App
FUNCOES E
PROPORCIONALIDADE
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Sua(s) cor(es) é(sdo):
Magenta verde Vermelho
Violeta Lima Marrom
Azul Amarelo
Ciano Laranja
1. Emrelacgdo a(s) sua(s) cor(es), explique como é a “reacdo” da varidvel B, quando a varidvel A

muda de tamanho (valor). D& uma explicacdo de modo que seus colegas possam descobrir a sua
cor dentre todas as outras cores sem que vocé diga de que cor se trata.

Cor:

Cor:

Cor:

Cor:
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2. Selecione a caixa Ver Tabela. Agora, para cada uma das cores, observando a respectiva tabela,

complete as tabelas a seguir (ja fizemos a cor violeta como exemplo):

I Magenta I Violeta

Al B Al B
12 12| %
-9 9| -5
12 gl 12
9 & 9
X X | A+¢
‘ Lima I Amarelo
Al B Al B
12 12
9 9
12 12
-9 -9
X X

3. Escreva as cores das quais é possivel se dizer:

i)

l Azul ‘ Ciano
Al B Al B
12 12
-9 -9

12 12
-9 -9
X X
‘ Laranja lm
A| B A| B
12 12
-9 -9
12 12
-9 -9
X X

Se a variavel A cresce, entdo a variavel B também cresce.

Verde

A| B
12
-9

12

-9
X

Al B
12
-9
12
-9
X

j)

Se a variavel A cresce, entdo a variavel B decresce.

k) A varidvel B é sempre maior que a variavel A

1)

A diferenca entre a varidvel B e a variavel A é constante.

m) A variavel B é um multiplo da variavel A.
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n) Se avariavel A dobra, triplica ou quadruplica, a varidvel B também dobra, triplica e
quadruplica.

0) Se avariavel A dobra, triplica ou quadruplica, a varidvel B se reduz a metade, a 1 terco ou
a 1 quarto de seu valor.

p) Em que cores temos que B é diretamente proporcional a A?

Explique: quando é que duas variaveis sdo diretamente proporcionais?

Novamente selecione aquelas que vocé considera serem diretamente proporcionais e
observando as suas tabelas responda: seria possivel escrever uma expressao geral para as
grandezas diretamente proporcionais? Que expressao seria essa? Justifique.

Observe agora o grafico de cada uma das fun¢Ges representadas por cada uma das cores.
Margue com um X aquelas que representam varidveis diretamente proporcionais. Seria possivel
reconhecer pelo grafico, se duas varidveis sdo diretamente proporcionais? Explique, justificando
sua resposta
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Magenta Violeta
manca 7| o | o
Ciano Verde Lima
| Grisco o | orinco . | o
Amarelo Laranja Vermelho
7] one | () o (7] oriteo
] s Marrom
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Anexo 4 - Ficha de Atividades

do App )
AMPLIACAO E REDUCAO
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Carlos quer ampliar uma foto sua, no tamanho 3x4, de modo que a foto tenha uma
altura de 12 cm.

Qual a largura da ampliacdo desejada?

Qual a taxa de ampliagdo?

Justificativa:

Agora cologue os dados do problema e os dados que vocé calculou em suas
respostas no app Ampliacao e Reducao e produza a ampliacdo virtual da foto
de Carlos. Verifique se vocé acertou. Se houve algum erro ou problema, explique
abaixo por que vocé errou e tente descobrir um modo de corrigi-lo.

Faca o mesmo com a foto da Julia, no tamanho 2x5, de modo que a foto tenha
uma largura de 5 cm.

Qual a altura da ampliacao desejada?

Qual a taxa de ampliagéo?

Justificativa:

Agora coloque suas respostas no app Ampliacao e Reducao e produza a
ampliacao virtual da foto de Julia. Explique abaixo se houve algum erro e tente
descobrir um modo de corrigi-lo.
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3. Pedro quer fazer uma ampliagdo de 1,8 vezes em uma foto sua, que estad no
tamanho 9x11. Quais serdo as novas dimensdes da foto ampliada?

Largura Altura

Justificativa:

Agora coloque os dados do problema e os dados que vocé calculou, no app
Ampliacao e Reducao e produza a ampliagao virtual da foto de Pedro. Verifique
se vocé acertou. Se houve algum erro ou problema, explique abaixo por que vocé
errou e tente descobrir um modo de corrigi-lo.

4. E se Pedro quiser fazer uma ampliagdo de 90% em sua foto. Quais serdo as novas
dimensdes da foto ampliada?

Largura Altura

Justificativa:

Agora coloque suas respostas no app Ampliacao e Reducao e produza a
reducdo virtual da foto de Julia. Explique abaixo se houve algum erro e tente
descobrir um modo de corrigi-lo.
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5. Helena quer reduzir uma foto sua, no tamanho 3x5, de modo que a foto tenha uma
altura de 4 cm.

Qual a largura da reducao desejada?

Qual a taxa de redugao?

Justificativa:

Agora cologue os dados do problema e os dados que vocé calculou em suas
respostas no app Ampliacao e Reducao e produza a reducéo virtual da foto de
Helena. Verifiqgue se vocé acertou. Se houve algum erro ou problema, explique
abaixo por que vocé errou e tente descobrir um modo de corrigi-lo.

6. Se Helena quisesse reduzir sua foto 3x5 a uma taxa de 0.7 vezes. Quais serao as
novas dimensdes da foto reduzida?

Largura Altura

Justificativa:

Agora coloque suas respostas no app Ampliacao e Reducao e produza a
reducéo virtual da foto de helena. Explique abaixo se houve algum erro e tente
descobrir um modo de corrigi-lo.
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7. Se Helena quiser fizer uma redugao de 10% em sua foto 3x5, quais serdo as novas
dimensoes da foto reduzida?

Largura Altura

Justificativa:

Agora coloque suas respostas no app Ampliacao e Reducao e produza a
reducgdo virtual da foto de helena. Explique abaixo se houve algum erro e tente
descobrir um modo de corrigi-lo.

8. Angélica escolheu uma das fotos que aparecem no app Ampliacao e Reducao,
fez uma ampliagéo e a nova foto ficou com as seguintes dimensdes: Largura =7
cm e Altura = 17,5. Quais as dimensdes originais da foto que ela escolheu?

Largura Altura

Justificativa:

Agora cologue os dados do problema e os dados que vocé calculou em suas
respostas no app Ampliacao e Reducao e produza a ampliacdo virtual da foto
de Carlos. Verifique se vocé acertou. Se houve algum erro ou problema, explique
abaixo por que vocé errou e tente descobrir um modo de corrigi-lo.
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Anexo 5 - Ficha de Atividades

_ do App
RAZAO ENTRE BOLINHAS
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1. Em cada caso abaixo, reparta as bolas azuis e vermelhas em um mesmo numero
de grupos, iguais dentro de cada cor, conforme o exemplo da letra “a”.

a) ,
Para cada grupo deL
bolas vermelhas ha um grupo
de _ Dblas azuis. 0000000006
0000000000 o
As vermelhas estao 0o000000O0O0CO0
0000000000 5Q .
aa azuis 0 0000O0OCGOO
0000000000 assim como
0000000 OCO
0000000 OCO
/0 rupos de 4 bolas Con . .
—<_8rup — 40 : 50 .Zé 5 0 grupos de 9 bolas
vermelhas - .
azuis
A Razdo entre vermelhas
e azuisé{/‘f
b)
Para cada grupo de
bolas vermelhas ha um grupo
o000 de _ bolas azuis.
0000000000 As vermelhas estdo o000
0000000000 ;
paraas__ azuis 0000 0O0OCOOO
000660000690 assim como XX XXX XXX
.......... esta’para
0000000000
grupos de bolas
54:24:: azuis
grupos de bolas
vermelhas A Razido entre vermelhas
e azuis é
c)
Para cada grupo de
bolas vermelhas ha um grupo
de bolas azuis. o0
As vermelhas estdo 0060606060600 00
00000000 para as azuis 0000000000
esta’para ..........
grupos de bolas
vermelhas 5424 grupos de bolas
azuis
A Razdo entre vermelhas
e azuis é
d)
o0 Para cada grupo de
0000000000 bolas vermelhas hd um o000
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grupos de bolas
vermelhas

grupo de bolas
azuis.

As vermelhas estao
para as azuis
assimcomo
estd para___

54124 3

A Razdo entre vermelhas
e azuis é

grupos de bolas
azuis

2. Em cada caso abaixo, complete os espacos em branco e desenhe a quantidade
correta de bolas vermelhas e azuis

a)

Para cada grupo de 3 bolas

000000 vermelhas hd um grupo

000000 de 2 bolas azuis.

000
As vermelhas estdo para as
azuis assim como esta
para
grupos de bolas
vermelhas Vermelhas . Azuis .. ___gruposde ____ bolas azuis
b)
Para cada grupo de 5 bolas
vermelhas ha um grupo
de 11 bolas azuis.
000000
000000 As vermelhas estdo para as
o000 azuis assim como esta
para
grupos de bolas
vermelhas Vermelhas @ Azuis :: ___gruposde ____ bolas azuis
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Para cada grupo de 3 bolas
vermelhas ha um grupo
de 17 bolas azuis. 000
0000000O0O0CGO
As vermelhas estdo para as 000000O0COGOO
azuis assim como esta 000000OGOOOO
para_____
—_sgruposde ____bolas Vermelhas @ Azuis ..
vermelhas grupos de bolas azuis
d)
Para cada grupo de 1 bolas
vermelhas ha um grupo
de 5 bolas azuis 0060606060000
' 0000000O0C0O0CGO
As vermelhas estdo para as
azuis assim como esta
para_____
grupos de bolas . e
_— Vermelhas . Azuis :. grupos de bolas
vermelhas - T
azuis
3. Complete:
a) Se o numero de bolas vermelhas é o dobro do numero de bolas azuis

entdo:

Vermelhas : Azuis ::
A Razao entre bolas vermelhas e azuis é

Vermelhas : Azuis ::
A Razao entre bolas vermelhas e azuis é

Vermelhas : Azuis ::
A Razao entre bolas vermelhas e azuis é

entao:

Vermelhas : Azuis ::
A Razao entre bolas vermelhas e azuis é

Vermelhas : Azuis ::
A Razao entre bolas vermelhas e azuis é

ou

Se o numero de bolas vermelhas € o triplo do nUmero de bolas azuis entao:

ou

Se o numero de bolas azuis é o triplo do numero de bolas vermelhas entéo:

ou

Se o nimero de bolas azuis é o quintuplo do nimero de bolas vermelhas

ou

Se o0 numero de bolas azuis é a metade do numero de bolas vermelhas entao:

ou




Se o numero de bolas vermelhas é um quinto do niumero de bolas azuis entéo:

Vermelhas : Azuis :: : ou
A Razao entre bolas vermelhas e azuis é

Se para cada grupo de 3 bolas vermelhas ha um grupo de bolas azuis com
duas bolas a mais que as vermelhas entéo:
Vermelhas : Azuis:: ou
A Razao entre bolas vermelhas e azuis é

Se para cada grupo de 7 bolas azuis ha um grupo de bolas vermelhas com
uma bola a mais que as azuis entao:
Vermelhas : Azuis :: ou
A Razéo entre bolas vermelhas e azuis é

Se para cada grupo de 5 bolas vermelhas ha um grupo de bolas azuis com
duas bolas a menos que as vermelhas entéo:
Vermelhas : Azuis :: ou
A Razao entre bolas vermelhas e azuis é

Se a razao entre a quantidade de bolas vermelhas e a quantidade de bolas

. , 4 , ~ . ,
azuis € ese ha um total de 12 bolas vermelhas entao o total de bolas azuis é

Se arazao entre a quantidade de bolas azuis e a quantidade de bolas vermelhas

, 4 , ~ . ,
e- ese ha um total de 14 bolas vermelhas entdo o total de bolas azuis é

Se arazao entre a quantidade de bolas azuis e a quantidade de bolas vermelhas

, 4 , ~ . ,
e ese ha um total de 28 bolas vermelhas entao o total de bolas azuis é

Se arazao entre a quantidade de bolas azuis e a quantidade de bolas vermelhas

, 4 , . ~ ,
e- ese ha um total de 28 bolas azuis entdo o total de bolas vermelhas é

Se a razao entre a quantidade de bolas vermelhas e a quantidade de bolas
. , 4 , ~ . ~
azuis € - ese ha um total de 28 bolas vermelhas entao o total de bolas azuis é

Se a razao entre a quantidade de bolas vermelhas e a quantidade de bolas
. , 4 , . ~ p
azuis € - e se ha um total de 28 bolas azuis entdo o total de bolas vermelhas é
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Anexo 6 — Ficha de Atividades

do App
QUAL O MAIS CHEIO?
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QUAL O RECIPIENTE MAIS CHEIO?

Em cada uma das figuras abaixo sdo apresentados dois recipientes com uma certa quantidade de
liguido azul ou vermelho. Marque o recipiente que esta mais cheio e explique como vocé descobriu

logo abaixo:
1. |5 Justificativa:
. I
2. Justificativa:
3. Justificativa:
4 7 Justificativa:
s Justificativa:
= Justificativa:
6.
Justificativa:
7. T
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

Justificativa:

Justificativa:

Justificativa:

Justificativa:

Justificativa:

Justificativa:

Justificativa:

Justificativa:
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16.

17.

18.

19.

Justificativa:
e Justificativa:
I Justificativa:
Justificativa:

129



Anexo 7 — Ficha de Atividades

do App
QUAL O MAIS ESCURO?
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Paulo (P) e Ana (A) querem obter diferentes tons de cor cinza ao misturarem diferentes quantidades
de copos iguais cheios de tinta branca e tinta preta. Em cada caso abaixo marque qual deles fez o tom
de cinza mais escuro? Justifique sua resposta.

Justificativa:

Justificativa:

Justificativa:

Justificativa:

Justificativa:

Justificativa:

Justificativa:

1 H || P
EEN | A
) EEEEE | | P
mEm ([ A
3 HE | P
mE [ [ [ A
4 EEEE | | P
EEEEE | | | A
5 HEE | | P
EEEEEEE ([ [ [ A
| P

6
| RN A
. [T P
EEEE | | A
8 " P
EmEE ([ A
o HENENEEE | | P
EEEEEE | | A

Justificativa:

Justificativa:
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10 [l P
HE [ ]| A

11 EEEE | || P
| NN A

12 [ | [ ANEEEEN P
[ [ [ | | ANEEEEEEEERY
13 HE | | P
EEEE [ ([ [[[[ A

14 m P
mE ([ [[[IA

Justificativa:

Justificativa:

Justificativa:

Justificativa:

Justificativa:
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Anexo 8 — Ficha de Atividades

do App
QUAL O MAIS QUADRADO?
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FICHA DE ATIVIDADES A

Em cada um dos pares de retangulos abaixo, marque aquele que considera mais
“‘quadrado” (aquele que estiver mais proximo de um quadrado). Justifique, ao lado,

sua escolha:

d) { F2332 E23E2 FEIEE E2EEE B2EEd [22EE £2aaE
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| [E353 E333] E335] B3 FEE) BE331 RS ERed ot B Bsd B |

I
V.
7.
I
*ﬁ
7
*
*
ﬁ
I
|

i i S R
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[
| EESH] [3331 E3331 EX3%3 FERE] (ST F331 KRS ERTH] FR23] 333 B33 FREHd fREH)
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JEE R H A R LR L

{ haiad lasad hamad Ramad heani lasaihaans hamad Amasi haasi lasad

| EEE] 333 REE] BESEd EEEEI F3EH) 3EHd ERES RS E32H) i |
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FICHA DE ATIVIDADES B

Em cada um dos itens abaixo, vocé encontra as medidas de altura e largura de dois

retdngulos. marque aquele que considera mais “quadrado” (aquele que estiver mais

proximo de um quadrado), o retangulo A ou o retangulo B. Justifique, ao lado, sua

escolha:

8) [Retangulo| Alura |Largura
A 8 8
B 9 10

b) Retangulo | Altura |Largura
A 8 12
B 8 7

) [Retangulo| Alura |Largura
A 9 10
B 4 10

d) Retangulo | Altura |Largura
A 8 4
B 10 5
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Reténgulo | Altura |Largura
A 10 4
B 6 3
Reténgulo | Altura |Largura
A 13 11
B 12 13
Retangulo | Altura |Largura
A 9 4
B 9 6
Retangulo | Altura |Largura
A 10 9
B 13 9
Retangulo | Altura |Largura
A 4 2
B 8 3
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Reténgulo | Altura |Largura
A 14 8
B 12 4
Retangulo | Altura |Largura
A 12 2
B 10 5
Retangulo | Altura |Largura
A 12 3
B 8 2
Retangulo | Altura |Largura
A 10 7
B 5 12
Retangulo | Altura |Largura
A 10 10
B 9 9
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Reténgulo | Altura |Largura
A 2 4
B 10 12
Retangulo | Altura |Largura
A 4 5
B 11 12
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Anexo 9 — Ficha de Atividades

_ do App
FRACOES EQUIVALENTES
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ATIVIDADE COM O ARQUIVO “FRAGAO”

3
1) Usando o arquivo “Fra¢des”, encontre 3 fragcdes que sejam equivalentes a —:

3

n=
3 ®

|
=1

Il
o

Agora, observe as respostas encontradas e, sem usar o arquivo “Fragcdes”, encontre mais 2 fracdes
. . 3
que sejam equivalentes a =

4
2) Usando o arquivo “Fragées”, encontre 3 fracdes que sejam equivalentes a —
i n=4
-

a
1
w

®

Agora, observe as respostas encontradas e, sem usar o arquivo “Fra¢ées”, encontre mais 2 fracoes
. . 4
que sejam equivalentes a —:

2
3) Usando o arquivo “Fragées”, encontre 3 fracGes que sejam equivalentes a —:

=

=2
®
1

d

=

11
- 2

E: = =

Agora, observe as respostas encontradas e, sem usar o arquivo “Fra¢ées”, encontre mais 2 fracoes
. . 2
gue sejam equivalentes a L

8
4) Usando o arquivo “Fragdes”, encontre 3 fragdes que sejam equivalentes a —:

n=4g
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Agora, observe as respostas encontradas e, sem usar o arquivo “Fragcdes”, encontre mais 2 fracdes

. . 8
gue sejam equivalentes a o

5) Agora, observe as respostas encontradas e, sem usar o arquivo “Fracdes”, complete com 2 fragGes
gue sejam equivalentes a cada uma das fracdes abaixo:
1 4 11 8

7 3 20

Use o arquivo fracGes e verifique se suas respostas estdo corretas

6) Complete as igualdades abaixo de modo que fiquem verdadeiras:

7 14 9 6 36 77
5 13 39 42 5 35
12 4 26 102 34 20 8
15 18 9 45 5

7) Complete a seguinte frase:

Para se obter uma fracdo equivalente a uma outra fracdo dada, basta
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