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RESUMO

Estudos mostram que ha um alto indice de reprovagdo e evasao escolar na disciplina de cal-
culo diferencial e integral, este trabalho veio como uma proposta para minimizar os impactos
que a falta de um estudo prévio da disciplina no ensino médio possam causar aos alunos de
graduacdo dos primeiros semestres do ensino superior. Tendo em vista que pesquisas reali-
zadas mostram que constitui um dos motivos do elevado indice de reprovacdo a falta de um
contato prévio com conteddo de cdlculo, este trabalho objetiva sanar esta caréncia enfrentada
pelos alunos do ensino bésico introduzindo o assunto de forma bastante intuitiva, passando do
estudo com nimeros ao estudo mais formal sem o excesso de formalismos, e abstracdes que
podem ser apresentadas geralmente em um curso de cdlculo mas que s@o imprdprios para uma
primeira abordagem no ensino médio. Para alcancar este fim neste trabalho foi colocado o con-
tedido com uma abordagem numérica utilizando tabelas e empregando o software livre Maxima,
que enriquece consideravelmente o processo de assimilacdo do conteido abordado, por meio
de visualizagdes gréficas e algébricas, tornando o processo mais dindmico e atraente aos alu-
nos. O trabalho ndo € completo em si mesmo, trazendo apenas um esqueleto que precisa ser
completado com exemplos, exercicios, metodologias e aplicacdes do mundo real. Para tanto
¢ sugerido ao professor que na escolha das aplicacdes dé preferéncia aquelas que sdo simples,
mas significativas, aplicacdes estas que possam ser seguidas de experi€éncias em laboratdrios ou
ainda simuladas experimentalmente em softwares livres, assim tornando a aula interdisciplinar
e interessante.

Palavras-chave: Taxa de Variacdo, limite, derivada, calculo de dreas



ABSTRACT

Studies show that there is a high failure rate and truancy discipline calculation differential and
integral, this work came as a proposal to minimize impacts that the lack of previous contact with
discipline in school can cause students Graduation of the first semester of higher education. Gi-
ven that surveys show that is one of the reasons for the high failure rate of a lack previous
contact with content of calculation, this paper aims to remedy this shortcoming faced by ele-
mentary school students introducing the subject fairly intuitive, passing study with numbers to
more formal study without the extra formalisms and abstractions that are usually presented in
a calculus course but are unsuitable for first approach. To achieve this purpose this paper was
placed the content with a numerical approach using tables and using free software Maxima,
which enriches considerably the process of assimilation of the content addressed, making the
process more dynamic and appealing to students. The work is not complete in itself, bringing
only a sketch that needs to be supplemented with examples, exercises, methodologies and ap-
plications real world. Therefore, it is suggested that the teacher in choosing applications choose
those that are simple but meaningful, applications such that they can be followed experiments
in laboratories or simulated experimentally in free software, so making the class interesting and
interdisciplinary.

Keywords: Rate of Change, limit, derivative, calculation of areas.
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1 INTRODUCAO

No Curso de Calculo Diferencial e Integral no ensino superior ha um alto indice de
reprovacao que se da devido a varios fatores dos quais se destacam baixa qualidade do ensino
basico, desinteresse dos alunos e falta de um contato prévio com a temdtica. Corrobora esta
afirmagdo estudo feito na Fundagdo Universidade Federal do Vale do S@o Francisco realizado
por um grupo de pesquisadores e apresentado no COBENGE em 2007 onde revela que dentre
os motivos de reprovacdo os maiores sdo a falta de estudos por parte do aluno, a maior ou me-
nor concorréncia do processo seletivo (sendo que quanto mais concorrido menor o indice de
reprovagdo) a auséncia de monitoria e a falta de conhecimento prévio do assunto com cerca de
setenta por cento das reclamacdes dos entrevistados, tendo em vista este estudo observa-se o
quanto ¢ relevante ter um contato prévio do aluno com assunto abordado.

Pensando o problema e os fatos apresentados, é possivel que o contato prévio com o
ensino de cédlculo poderia trazer varios beneficios a compreensdo de conceitos acerca do estudo
de funcdes bem assim como conceitos de fisica e tantos outros que poderiam ser relaciona-
dos com este estudo. A exemplo desta afirmacao é razodvel citar que varios conceitos fisicos
dos quais se tratam no ensino médio surgiram conjuntamente com o estudo de calculo ficando
aquele conceito muito limitado sem a compreensdo do conceito de limites, a exemplo desta
afirmacao estd o conceito de velocidade instantanea, aceleracdo instantanea, corrente elétrica e
varios outros conceitos que sdo abordados no ensino médio.

Nos Parametros Curriculares Nacionais, traz o principio de que o curriculo do Ensino
Meédio deve ser estruturado de modo a assegurar a interdisciplinaridade dos contetidos, o con-
teddo de matematica ndo pode ser tratado como completo em si mesmo, mas como uma ciéncia
que encontra aplicacdo no mundo real, € ndo como conhecimento estanque, o cdlculo estd em
consonancia com este conceito uma vez que encontra aplicacdo com as varias dreas do conhe-
cimento e ainda possui grande correlacdo com problemas do dia a dia.

Os programas de avalia¢do da qualidade do desempenho de alunos nos diversos niveis
da educagdo basica como o SAEB (Sistema Nacional de Avaliacdo Escolar da Educacdo Ba-
sica), o ENEM (Exame Nacional do Ensino Médio) e o IDEB (fndice de Desenvolvimento da

Educacgdo Bésica), mostram que boa parte dos alunos que terminam o ensino médio tem grande



deficiéncia nos fundamentos matematicos, sendo que alguns destes, mesmo nao tendo afinidade
e nem dominio da drea ingressam no curso de matemadtica, fisica e outras dreas de exatas por
serem cursos com baixo indice de concorréncia se tornando mais atrativos pela facilidade do
ingresso. Sao estes alunos cheios de deficiéncias que se deparam pela primeira vez com o cal-
culo diferencial e integral, disciplina esta que segundo pesquisas do INEP tem alto indice de
reprovacao e evasio.

Vale ressaltar que o ensino de calculo no ensino bdsico nao € ideia inovadora uma vez
que anteriormente ja fez parte do curriculo das escolas do ensino bésico e foi introduzido com
a Reforma de Capanema em 1942, no governo de Getulio Vargas, fazia parte do curriculo a
disciplina de cdlculo diferencial e integral constando no curriculo escolar oficialmente até 1961
quando por influéncia do movimento da Matematica Moderna foi excluido do programa jun-
tamente com outros contetdos. Nos dias de hoje, ha livros que trazem tdpicos a respeito de
calculo diferencial e integral sendo que nao sdo abordados pelos professores, uma vez que estes
o julgam de dificil compreensio e que o contetido deve ser abordado apenas no ensino superior,
0 que se constitui em erro uma vez que no ensino superior nao ha tempo para aplicacao da fase
intuitiva deste processo, tornando o assunto mais traumdtico do que deveria realmente ser.

A respeito daqueles que defendem que o curriculo atual é muito extenso e que ndo com-
portaria mais este contetido, hd o posicionamento de Geraldo Avila que afirma que na verdade
o conteddo ndo é extenso, mas sim mal estruturado, além disso, nas Orienta¢des Curriculares
para o Ensino Médio volume 2, na pagina 71 encontra-se que “... € preciso dar prioridade a qua-
lidade do processo e ndo a quantidade dos contetidos a serem trabalhados...”. Certamente este
conteddo € um conteddo de fundamental importancia que simplifica e amplifica o campo de tra-
balho dos estudos de fungdes além de cumprir outras recomendagdes contidas nos Pardmetros
Curriculares Nacionais do Ensino, quando na sua pédgina 27 informa que se deve estabelecer
“Relagdes entre conhecimentos disciplinares, interdisciplinares e interdreas articular, integrar
e sistematizar fendmenos e teorias dentro de uma ciéncia, entre as varias ciéncias e areas de
conhecimento”.

Portanto o objetivo da proposta é promover uma linha introdutéria do conteudo de
calculo no ensino médio ndo visando expor um material completo, mas sim um esqueleto que
deverd ser preenchido pelo professor com a sua experiéncia e vivéncia em sala de aula esco-
lhendo 0 melhor momento de se introduzir o contetido, colocando metodologias, exemplos, vi-
sualizando situagdes cotidianas dos alunos para fazer uso do conhecimento teérico explicando
aquele fendmeno mediante a teoria. A exemplo o professor no primeiro ano tendo conheci-
mento que na disciplina de fisica se estuda taxa de variacdo por meio da velocidade média,

pode paralelamente introduzir este assunto. Quando se explica velocidade instantanea o profes-



sor poderd também explicar a ideia intuitiva de limite podendo esta ser novamente colocada em
varios momentos do ensino médio.

Neste trabalho se objetiva expor algumas linhas gerais que poderdo ser abordadas de
vdarias formas e em varios momentos assim se objetiva apenas mostrar que é possivel fazer uma
abordagem numérica do calculo, sendo sugerido que esta abordagem seja feita paralelamente
com o uso de softwares matematicos, em especial o0 Maxima, para tornar o aprendizado menos
cansativo e mais proveitoso em termos conceituais.

Desta forma, este estudo € viavel nao s6 no ensino médio como também em uma dis-
ciplina de introducdo ao calculo que poderd ser ofertada em periodo anterior a disciplina de
Célculo I nas universidades, momento em que as aplicacdes podem ser feitas de forma mais
ampla, uma vez que todos os conteidos do ensino médio ja foram assimilados pelo aluno.

Os objetivos especificos do trabalho sao:

* Propor a utilizacdo do programa Maxima no ensino do conteddo de célculo para tornar a

experiéncia e a aprendizagem mais dinamica;

* Mostrar ao aluno as varias aplicacdes do contetido na propria matematica, da matematica

com o dia a dia, e da matemadtica com outras disciplinas;

* Tornar possivel a interdisciplinaridade de matemética e fisica perante uma nova aborda-

gem;

* Mostrar a influéncia da taxa de variag@o nas diversas func¢des utilizadas no ensino médio,

fazendo um estudo do seu dominio e da sua imagem:;
* Introduzir a nocao de limite e derivada;

¢ Introduzir o método de aproximacgdo de drea por particionamento.

No capitulo 2 do desenvolvimento foi definida a taxa de variagdo como uma fun¢ao
que goza de caracteristicas de linearidade sendo feita uma abordagem desta funcdo nos diver-
sos casos necessarios no ensino médio que sio a fun¢do constante, afim, quadratica, cubica,
exponencial, logaritmica, reciproca, seno e cosseno sendo que as defini¢des destas foram bus-
cadas nos livros de Fundamentos da Matematica Elementar volumes um, dois e trés de Gelson
Iezzi. Foi estudado o dominio e a imagem da fun¢do, dando €nfase ao caso particular do com-
portamento desta quando seu dominio assume valores proximos a zero com objetivo de ser
introduzida neste momento uma nog¢do de limites e de derivadas.

No capitulo 3 do desenvolvimento se estudou a reta tangente como aplicagao da taxa

de variacdo, mostrando como encontrar a reta tangente a uma curva qualquer se conhecendo



apenas o ponto de tangéncia e a equagio da curva. E sabido que para se encontrar a equacio
de uma reta deve-se conhecer dois pontos, ou conhecer pelo menos um ponto e o coeficiente
de inclinagdo o objetivo da aplicacdo constitui em responder as seguintes perguntas: E possivel
estimar a equacao da reta r? Sendo possivel estima-la, como poderia se encontrar a melhor
estimativa?

No capitulo 3, ainda foi mostrado que a velocidade instantinea e a aceleragdo instan-
tanea podem ser obtidas como aplica¢des da derivada além de serem mostrados os casos dos
pontos de maximos e minimos de funcdes em intervalos, intervalos em que a fungdo € crescente
ou decrescente e ainda a utilizacdo do dispositivo recursivo de Newton como ferramenta para se
encontrar raizes de fungdes. Neste capitulo foram expostos alguns exemplos, mas que de forma
alguma foram escolhidos com o intuito de serem exaustivos, mas apenas exemplificativos dei-
xando a cargo do professor a escolha dos exemplos e aplicacdes do método dentre das varias
possiveis na fisica, matemdtica, economia entre outras.

O capitulo 4 do desenvolvimento objetiva realizar o particionamento de regides para se
encontrar dreas de figuras desconhecidas. Primeiramente, serd mostrado que tal procedimento
€ vélido para casos conhecidos como, por exemplo, a drea da circunferéncia, do retangulo e do
triangulo para apoés ser introduzidas dreas de regides desconhecidas, nas quais ainda nao foram
trabalhadas e que sdo estranhas ao aluno. Como o processo explicado foi efetivo e seguro no
caso particular que o aluno conhecia ele se sentird mais seguro e confiante no método para se
trabalhar em regides desconhecidas. Esta metodologia € sugerida ao professor sempre que pos-
sivel, fazer esse link entre o novo e o antigo, entre o desconhecido e o jé estudado.

A partir do segundo capitulo foi utilizado como ferramenta computacional de apoio o
Maxima por ser um software livre e contemplar tanto a visualiza¢do grafica quanto algébrica,
por outro lado € vélido ressaltar que a escolha da ferramenta a ser empregada deve ser escolhida
de acordo com o objetivo a ser conseguido na aula. A exemplo disto se o professor quer que
apenas sejam visualizados graficos sem o dispéndio de tempo com programacdes por parte dos
alunos, pode ser utilizada uma ferramenta livre como exemplo o Winplot que tem um manuseio
mais simples assim a escolha da ferramenta deve estar em harmonia com o objetivo do emprego
da mesma.

Espera-se que professores de matemadtica possam utilizar deste material como instru-
mento de consulta para que possam utilizd-lo como auxilio para se introduzir o ensino de cédlculo
no ensino médio desmistificando a ideia de que nog¢des de calculo devem ser vistas apenas no
€nsino superior.

Espera-se como dificuldades por parte do professor a elaboragcdo de aulas com o em-

prego das novas tecnologias, uma vez que esta constitui importante ferramenta para o ensino



e ao fato que muitos professores de matemdtica sdo resistentes ao seu emprego em sala. Por
parte dos alunos espera-se como maior dificuldade a resisténcia ao novo modelo, a resisténcia a
interdisciplinaridade proposta da relacdo dos contetidos de matematica com o cotidiano e com
as outras disciplinas, mas que para o aluno a prépria dificuldade pode constituir forte atrativo
porque esta mesma interacao que € nova também € atraente por relacionar o abstrato ao concreto

e desconhecido o cotidiano.



2 TAXA DE VARIACAO

Seja I um intervalo de nimeros reais em que estd definida a fungdo f : I — R. Desta
forma € conhecido que se for tomado dois nimeros quaisquer em I, x; e x; sempre serd possivel
conseguir correspondentes y; e y; em R, tais que, y; = f(x;) e yi = f(x;).

Chama-se de variagdo no dominio ou incremento da varidvel x relativamente a x; o

valor ry = xj —Xx;.

Iy :x]'—x,'

Por outro lado, chama-se de variacdo na imagem ou incremento da varidvel y relativa-

mente a y;, o valor r, =y; —y;.
ry=Yj—Vi
Pode-se reescrever a equacdo acima em termos apenas de x; € ry, assim:

ry=yj—yi=fx;) = f(xi) = fre4xi) — f(xi)
A relagdo entre ry e r € chamada de faxa de variagdo ou taxa incremental, que sera

representada da forma abaixo:

ry _ fxitr) — f(x)

Ty I

Fixando x; = xo, e fazendo variar r, = r serd definida uma fungdo .%,, : R* — R que
serd representada como %y (r) e relacionara valores das variagdes em x com as respectivas va-
riagdes na taxa de variacdo da fun¢ao f no ponto xp, matematicamente:

f(xo4r) — f(xo)
C92)6() (r) - (5)

7




A equacdo definida acima, tem duas propriedades interessantes, que serdo mostradas a

seguir:

Proposicao 2.1 (Linearidade parte 1). Seja uma funcdo h definida como h(x) = f(x) + g(x),
entdo para todo x = x fixo, ter-se-d s, (r) = Fy,(r) + Gy, (7).

Substituindo i(x) = f(x) + g(x) na definicdo dada pela equag@o 5, serd possivel de-

monstrar:
SH(r) = h(xo+r3—h(xo)
_ Sfo+r)+8o+r)— flxo) —gxo)
_ f(x0+”)—f(xo)+8(X0+’”)—8(Xo>
= Fu)+ ()

Desta forma ter-se-d que para h(x) = f(x) + g(x), que a fungéo 7 em x serd:

Hog (1) = T (1) + Gy (1)

Proposicao 2.2 (Linearidade parte 2). Seja uma funcdo h definida como h(x) = a.f(x), entdo

para todo x = x ﬁXO, ter-se-d %co(r) = a.ﬁxO(r).

Substituindo /(x) = a. f(x) na defini¢do dada pela equagéo 5, serd possivel demonstrar:

Ho (1)

Desta forma ter-se-a que para (x) = a.f(x) a fun¢do 7 em xq sera:

Hy(r) = aFy (1)

Feita estas consideragdes, a proxima etapa serd passar a uma andlise sobre a fungao

definida quando se tem um valor x = xq fixo, € como unica varidvel r, desta forma podera se



tecer estudos de como varia a taxa de variagdo, .%,,(r) nas fun¢des mais usuais do ensino bdsico,
analisando com maior é€nfase nas proximidades do ponto em que a func¢do ndo estd determinada,
uma vez que, na maioria das vezes o objeto de interesse recai sobre o comportamento de .7y, (r)

naquele ponto, ou seja, em r = 0.

2.1 FUNCAO CONSTANTE

Chama-se funcdo constante a aplicacdo f : R — R quando se associa a cada elemento
de x € R sempre ao mesmo elemento a € R. Em simbolos escreve-se que a funcdo é dada pela
regra f(x) = a, sendo que seu grafico cartesiano serd uma reta paralela ao eixo x, conforme o

gréfico abaixo:

2 -1 0 R 2

Figura 1: Funciao Constante
Proposiciio 2.3. Se f: R — R ¢ a fungdo f(x) = a onde a € R entdo F,(r) =0.

Substituindo a fungdo f(x) = a na equagdo 5 e efetuando os célculos da Taxa de Vari-
acdo Fy,(r), pode-se verificar facilmente a proposi¢ao.
fxo+r)—flxo) a—a

Ty (r) = . ===0

Como pode ser observado na fun¢@o constante nao ha variacao nos valores de y, como
o proprio nome sugere para todos os valores do dominio tem-se um mesmo valor na imagem, e
por isto, a variacdo € nula.

Fazendo o grifico da fungdo %, (r) = 0, observa-se que no gréfico Z 4(r) iIndependen-

temente do valor de r a variacdo € sempre nula.



Figura 2: Taxa de variaciao da Constante

2.2 FUNCAO IDENTIDADE

A funcdo identidade € um caso particular da fungdo linear e esta por sua vez é um caso
particular da funcdo afim.

A funcdo afim € definida como sendo uma aplicacdo f : R — R que associa cada
elemento x € R a um elemento (ax+ b) € R sendo que a # 0, cuja regra de formacdo em
simbolos é

f(x)=ax+b.

Mais particularmente a func¢ao linear € definida como sendo a aplicacdo f : R — R que

associa a cada x € R a um elemento ax € R, cuja regra de formacdo em simbolos é

f(x) =ax.

A func¢do identidade € um caso mais particular ainda, como pdde ser observado, a
funcio linear € o caso em que a constante b = 0, e no caso da funcdo identidade ter-se-4 além
de b = 0 o valor a = 1, assim pode-se definir que a funcdo identidade € a aplicagdo f: R — R

tal que a cada elemento x € R serd associado a um mesmo x € R, cuja regra de formacao serd

flx)=x

Figura 3: Funcao Identidade
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O estudo consistird apenas na fungdo taxa referente a fungdo identidade, as proprieda-
des de linearidades referentes ao estudo de taxa de variacdo mostrada anteriormente garantem
que a taxa da soma € a soma das taxas pela primeira propriedade e pela segunda propriedade
que a taxa de uma constante multiplicada por uma fun¢do é a mesma constante multiplicada
pela taxa da funcdo. Assim sendo, faz-se essencial mostrar as fungdes taxas primdrias, onde
primdrias entenda-se as fungdes puras sem acréscimos ou produto de constantes ou outras fun-

coes.
Proposicio 2.4. Se f: R — R é a fungdo f(x) = x, entdo Fy,(r) = 1.

Substituindo f(x) = x na equagéo 5, ter-se-a:

flxo+r)—f(x0) xo+r—xo
r o r o

1

9}0(}”):

Tem-se que a taxa de variagdo da funcdo identidade € constante e igual a um. Repre-

sentando graficamente a fungdo taxa serd conseguido o gréfico a seguir:

Figura 4: Funcdo taxa .7, (r) = 1

2.3 FUNCAO QUADRATICA

Chama-se funcdo quadrdtica a aplicacdo f : R — R que associa a cada x € R ao
elemento ax*> +bx+c € R com a,b,c € R e ainda com a # 0, cuja regra de formacio serd
f(x) =ax’ +bx+c.

Da mesma forma que na se¢do anterior, o estudo da taxa serd focado no caso particular
em que b = ¢ =0 e em que a = 1, assim a funcio em estudo serd a fungio quadritica f(x) = x?

que tem como gréfico representado na Figura 5.
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Figura 5: Funciao Quadratica
Proposi¢do 2.5. Se f: R — R é a fungdo f(x) = x%, entdo Fy(r) = r+2xo.

Fazendo a substitui¢do de f(x) = x2, poderi facilmente ser verificado que:

J(xo+7)— f(xo)

Fy(r) = .
_ (ot+r)?—x3
r
_ x(z)—|—2x0r+r2 —x%
r
= 2xo+r

Em primeiro momento deve-se ter sempre em mente o dominio da fungdo .%,(r), onde
se observa que a fungdo ndo estd definida em r = 0, e que por outro lado para todo r # 0 ter-se-a
que Fy,(r) estard bem definida, ou seja, a fun¢do pertencerd aos reais. Desta forma surge a
necessidade de se estudar o que ocorre com a fun¢@o quando r estd nas proximidades de zero.

Considerando xg > 0 e r > 0 serd feito um esbogo do grafico de .%, (r) = 2xo + r para

que assim se tenha uma melhor visualiagdo e compreensao do comportamento da funcao.

/ -2Xo 0

Figura 6: Funcdo .7 (r) = 2xo+r
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Desta forma observa-se que o ponto (0,2xg) ndo faz parte do gréifico da fun¢do %, (r),
uma vez que foi observado que r = 0 ndo pertence ao dominio, todavia através de processos
algébricos foi encontrada uma func@o na qual todos os pontos do dominio de .%,,(r) também
sdo comuns aos pontos de h(r) = 2xo + r, exceto quando r = 0 jd que este ponto do dominio
nao estd definido, por outro lado esta ultima tem a facilidade de tornar mais agradavel a ana-
lise do que ocorre com a fungdo %, (r) nas proximidades de r = 0, uma vez que nesta ndo ha
indeterminacdo em r = 0. Assim, observa-se por meio da Tabela 1 abaixo que quanto mais 0s

valores de r se aproximam de 0 mais os valores de .%,,(r) se aproximam de 2xo:

P | Fy(r) = LS )
1 2x0+1
0.1 2x0+0.1
0.01 2x0+0.01
0.001 2x0+0.001
0.0001 2x0+0.0001
r=0 Fro () = 2x0

Tabela 1: Taxa de f(x) = x?

2.4 FUNCAO CUBICA

A fungdo cubica pode ser definida como sendo a aplicacdo f : R — R e tendo como

regra de formacdo f(x) = a.x® + bx> + cx+d. Veja na Figura 7 o grifico de uma funcio ctibica.

Figura 7: Funcao Cibica
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Proposiciio 2.6. Se f: R — R é a fungdo f(x) = x°, entdo Fy,(r) = 3x3 + 3xor + .

Através de manipulagdes algébricas realizadas na .%,(r) pode-se trabalhar a equagio

inicial e chegar a uma final na qual o seu manuseio serd bem mais simples.

fx()(r) =

x(3) + 3x%r +3r2x0 41 — x(3)
r
= 3x%+3xpr 417

Observe que inicialmente, ﬁxO(r) nao estd definida em r = 0, de outra forma, para
todo r # 0 tem-se .%,,(r) pertencente aos reais. Assim, avaliando o caso em que r estd nas
proximidades de zero. O gréfico da fungdo .7 (r) = 3x3 + 3xqr + r? pode ser observado na

Figura 8.

Figura 8: Funcio .7 (r)

Sobre o estudo do dominio e da imagem da fungdo .%,,(r), pode-se observar que o
ponto (0,3xp?) ndo faz parte do grifico de F,(r). Lancando os valores para r, calculando

Fy,(r) em uma tabela encontram-se varios dados que seguirdo certa tendéncia de onde se pode
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inferir que ao passo que r se aproxima de zero, o valor da fungio se aproximara de 3x(>.

r F, (r) = fxo+r)—f(x0)
1 6x0+ 1
0.1 3x2 +0.3x0 +0.01

0.01 | 3x3+0.03xp+0.0001
0.001 | 3x3 +0.003x0 +0.000001

r~0 T (r) ~ 323

Tabela 2: Taxa de f(x) = x°

2.5 FUNCAO EXPONENCIAL

Chama-se de funcao exponencial a aplicagdo f : R — R que associa cada nimero real
x € R aum nimero a* € R em que a > 0 e ainda a # 1, cuja regra de formagdo é f(x) = a*, neste
momento sO serd estudada a funcdo exponencial, cuja base é o niimero de Euler e =~ 2,718. A

Figura 9 representa o grafico da fun¢do exponencial.

Figura 9: Funcao exponencial

(e 1)

r

Proposicio 2.7. Se f:R — R é a fungdo f(x) = e, entdo Fy,(r) =

Efetuando manipulagdes algébricas em %, (r) como feito abaixo, pode-se simplificar

a fun¢do encontrando outra equivalente:
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f(xo+r)— f(xo)

Fo(r) = ,
e otr _ oo
- r
e 1)
= —

Passando a um estudo mais numérico tomando alguns valores para xy conveniente-

mente escolhidos para facilitar a anélise.

(e'=1)

r

i No caso em que xp = 0 implicard em %, (r) =

Fazendo o gréfico da fungdo com auxilio de algum software, .%,,(r) serd mais facil ver o que

ocorre com a funcdo nas proximidades de r = 0 tornando mais claro o estudo.

Figura 10: Funcéo .%,,(r)

Pelo grafico observa-se que a curva se assemelha a uma fung¢ao exponencial, analisando

0 que acontece com os valores postos em uma planilha e analisando as proximidades de r
(e'-1).

quando estd préximo de zero, Fy (r) = ~—
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(e'-1)

1 1,7182818285
0,01 | 1,0517091808
0,001 | 1,0050167084
0,0001 | 1,0005001667

r=0 | F(r)=1

Tabela 3: .7, = ('=1)

r

Analisando este valor pode-se concluir que quanto mais os valores de r se aproximam
de zero, mais .%,,(r) se aproxima de um valor préximo a 1, desta forma, verifica-se que apesar
da fun¢do nao estar definida em r = 0, nas proximidades de 0 a fun¢do tem um determinado

comportamento, ou seja, assume valores proximos, e cada vez mais proximos de 1.

e —1)

ii Fazendo o caso em que xo = 3 ter-se-a %, (r) =

Fazendo o gréfico da fungdo .%,,(r) para auxiliar na visualizagéo.

40

30

Figura 11: Funcéo .Z,,(r)

Pelo gréfico € possivel observar que a curva se assemelha a uma funcao exponencial,
veja o que acontece com os valores postos em uma planilha e observe o que ocorre com %y, ()

quando r estd proximo de zero:
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e —1)
r

1 34,51261311
0,1 21,1241435825
0,01 | 20,1863002053
0,001 | 20,0955830401
0,0001 | 20,0865412335

ra0 | T lr)=é

Tabela 4: .7, (r) = ee'—1)

r

Analisando este valor, conclui-se que quanto mais os valores de r se aproximam de

zero, mais %y, (r) se aproxima de um determinado valor que é e

e0(e"—1)
r

iii No caso em que xg € fixo tem-se Fy, (r) =

Observando o que acontece com os valores postos em uma planilha e analisando quando r esté

Acs T _ xole=1).
préximo de zero, Fy(r) = €0——:

r o)

1| e1,7182818285
0,01 | €%1,0517091808
0,001 | ¢1,0050167084

0,0001 | €*1,0005001667

r~0 F et

Tabela 5: %, (r) = ¢% <1

Observando que quanto mais os valores de r se aproximam de zero, mais .%,,(r) se

aproxima de um determinado valor que € €*0.
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2.6 FUNCAO LOGARITMO NATURAL

A funcdo logaritmo estd definida como sendo uma fun¢do crescente, na qual o domi-
nio serdo os reais positivos. Considerando a funcdo f : R% — R dada por f(x) = Inx, onde
Inx = log, x e ainda ndo se esquecendo de que na funcdo %, (r) sempre se tem r # 0 além de

outros fatos a ser destacados, ver o grafico da funcdo dada na Figura 12.

05

-0.5

Figura 12: Funcio logaritmica com base ¢

Uma vez visualizado o grafico da fungdo f(x) serd feito um trabalho algébrico, para
que por meio de manipulagdes seja possivel encontrar uma equacio que contenha todas as so-

lucdes da equagdo inicial.

Proposicdo 2.8. Se f : R — R ¢é a fungdo f(x) = Inx, entdo

1
Fo(r) =In (1+i)

X0

Substituindo f(x) = Inx na equacdo 5, fica facil ver que:

Zo(r) = f(xo+7r) = f(x0)
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Fixando o valor de xp e fazendo variar r, poderd ser construida a tabela de valores

abaixo da funcdo .%,(r) quando xo = 1, para tornar mais simples os calculos:

Figura 13: Fungio %, (r)

Analisando o gréfico nas proximidades de r = 0 conclui-se que .%,,(r) = 1, € possivel

comprovar este fato assumindo alguns valores.

I

r In (1 + XL0> '
10 0,2397895273

1 0,6931471806
0,1 0,953101798
0,01 | 0,9950330853
0,001 | 0,9995003331
0,0001 | 0,9999500033

r=0 | Py (r) =1

Generalizando a equagdo acima fazendo uma mudancga de varidvel, chamando conve-

nientemente u = xLO

==

1]
Fou) =In(1+u)*0 = —In(1+u)
X0
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Analisando agora diante da nova varidvel a fungdo modificada .%,, () quando u toma
valores proximos de zero, lembrando-se do fato de xq ser fixo entdo quando r estd proximo de
zero o valor de u estd proximo de zero, tomando alguns valores de u “pequenos” consegue-se a

tabela abaixo:

T

u xloln(l +u)n
1 076931471806.)}0
0,1 0,953101798.)}O
0,01 | 0,9950330853.L

X0

0,001 | 0,9995003331.--

X0

0,0001 | 0,9999500033. 1

X0

r~0 ngu(r)zxio

==

Tabela 7: .%,(r) = xioln(l +u)

2.7 FUNCAO RECIPROCA

Para o desenvolvimento das idéias contidas nas se¢des seguintes faz-se necessario de-

finir o que € uma funcao reciproca:

Definicao 2.9. Seja f(x) uma fungcdo em que Vx € R, f(x) # 0, chama-se fungdo reciproca a
fungdo g(x) tal que:
1
g(x) = ——-
f(x)
Considerando a fungdo f: R* — R, dada por f(x) = ;IC, observe que x = 0 ndo faz
parte do dominio desta fungdo, pois nao estd definida em tal ponto e que para todos os valores

de x # 0 a fungdo estd bem definida. Veja o grafico da Figura 14.



Figura 14: Funcio Identidade Reciproca de Primeiro Grau

Proposiciio 2.10. Se f: R% — R é a fungdo f(x) = 1/x, entdo

1

gzxo(r) = _xo(x0+r)

Substituindo f(x) = 1/x? na equagio 5 note que:

f(xo+7)— f(xo)

r
1 1
Xo+tr X
r
X0—Xo—7r
xo(xo+r)

r

1
xo(xp+r)

ny(}’) =

Substituindo na tabela alguns valores:

21
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! T
0.1 m
0.01 m

1
0.001 ~x2+0.001xg

re0 | F(r) = —

O><I\>|’_‘

Tabela 8: .7, (r) = _xO(X(l)-‘rr)

Foi dito que a fungdo inicial r = 0 e na fungao final r podera ser zero, ¢ ainda que para

todos os valores de x # 0 a funcdo inicial tornara valores iguais a fungao final, pode-se afirmar

1
r%0:>ﬁx()(r)%—)7.

que

Considerando xy > 0, pode ser feito o esbogo do gréfico da fungdo %y, (r) representado

na Figura 15 assim analisando o comportamento da fungao.

Figura 15: Funcido .7, (r)

2.8 FUNCAO RECIPROCA DE SEGUNDO GRAU

Neste ponto serd analisada a funcdo em que relaciona a cada x € R (com x # 0) ao
nimero % € R, ou seja, serd a aplicacdo f : R — R, com regra de formagdo f(x) = )% Mais

uma vez, o objetivo serd encontrar .%,,(r) lembrando que r # 0. Veja o grifico da fungdo na

Figura 16.
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Figura 16: Funcéo f(x) = x%

Proposi¢do 2.11. Se f: RY — R é a fungdo f(x) = 1/x?, entdo

2x0+ 71
T (1) = —————
XO( ) %(XO _ r)z
Substituindo f(x) = 1/x* na equagio 5 note que:
1 1 x%—x%—ero—rz
Fo(r) = frot+r) —flxo) _ Gotr? 3§~ gor?  _ 2x0+r
0 r r r x% (xp —r)?

Substituindo na tabela pode-se estudar o comportamento da funcdo de forma mais

clara.
, __ 2xohr
xg — 2x(3) r+x2gr?
1 __Zxtr
x3—2x3+1
__ Zxdr
0.1 x§—0.2x3+0.01
i 2x0+r
0.01 x—0.02x3+0.0001
B 2xp+r
0001 x3—0.002x3+0.000001
~ ~ 1
Q
. T — __ 2xotr
Tabela 9: .7, (r) = P e

Como ja observado anteriormente apds o trato algébrico as duas funcdes fornecem os
mesmos resultados diferenciando-se apenas pelo fato da primeira nao estar definida em r = 0

enquanto a segunda funcao estd bem definida neste valor do dominio. Assim, pode-se afirmar
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que, quando r ~ 0 tem-se que

r%0:>ﬁxo(r)%——3.
X0

Tracando o gréfico se torna mais clara esta observagao:

Figura 17: Funcio .7, (r)

2.9 FUNCAO RECIPROCA DE TERCEIRO GRAU

Seja a fungdo f : R* — R, com lei de formacdo f(x) = )%, lembrando que x = 0 ndo
faz parte do dominio desta funcio, e que para todos os outros valores de x # 0 a funcdo estd

bem definida, conforme grafico representado na Figura 18.

Figura 18: Funcio .7, (r)

Proposicdo 2.12. Se f : R%, — R é a fungdo f(x) = 5, entdo

_xz’

2x0+7r

yxo(’”) :—W
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Substituindo f(x) = 1/x? na equagio 5 note que:

flxo+1) = f(x0)

r

yxo(’”) =

11
(xo+r)? X

r
xg —xg — 3x3r —3r2xy+1°

-
_ 3x% ~+ 3xor + r?
xg(xo +r)3

Como jé observado, apds o trato algébrico as duas fungdes fornecem os mesmos re-
sultados diferenciando-se apenas pelo fato da primeira nao estar definida em r = 0 enquanto a
segunda func¢do estd bem definida neste valor do dominio. Assim, observa-se que quando r ~ 0

implica em %, (r) ~ —)%. Tragando o gréfico se torna mais clara esta observagao.
0

Figura 19: Funcéo .7 (r)

2.10 FUNCAO SENO

Seja f : R — R a funcdo seno que associa a cada x € Raumy € [—1,1], e dada pela

lei de formagdo f(x) = senx. O gréfico da fungdo seno estd representado na Figura 20.
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0.5

-05

Figura 20: Funcéo f(x) = senx
Proposicdo 2.13. Se f: R — R é a funcgdo f(x) = senx, entdo

senr

senr
ﬁxo(r) = T <COSX() — S@H)C()m)

Substituindo f(x) = senx na equacdo 5, faz-se:

sen(xp + r) — senxp

,
Senx( Cos 7 -+ senr cos X — Senx

r

senr cosr—1
= cosxp—— tsenxp——
r

cosr—1cosr—+1
r cosr+1

senr
= COSxp— -+ senxy
r

B senr cos?r—1

= cosxo—r + Senxo—r(cos 1)
B senr sen?r

= cosxo—r — senxo—r(coS 1)
_ senr senr

= — (cosxo — senxo—coS 1) )

Passando a analisar alguns valores especificos para xg especificamente os angulos no-

taveis encontra-se:
i Analisando quando xp = ¢:

Fazendo o grifico da funcdo

") senr (T T sen
r)=—— ——sen———— | :
6 6 cosr+1)
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Figura 21: 7z (r)

Substituindo alguns valores para r e construindo uma tabela, pode-se analisar melhor

o comportamento da fungao.

r Fx (r)

1 0,4988864023
0,1 0,839603576
0,01 | 0,8635109909
0,001 | 0,8657752595

o

r~0 | Fy(r) =

Tabela 10: Funcio .7: (r) quando f(x) = senx

ii Tomando xo = %:

Tragando o grafico da fungdo % z (r) para melhor andlise da situagdo em que se apresenta uma

melhor visualizacdo do comportamento da fungao.
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-0.2

-0.4

Figura 22: Fungiio 7z (r)

Substituindo alguns valores para r € montando uma tabela para uma melhor represen-

tacdo do comportamento da funcao.

r Fx (r)
1 0,2699544827
0,1 | 0,6706029729
0,01 | 0,7035594917
0,001 | 0,70675311

r~0 9x0(r)%¢7§

Tabela 11: Fun¢do .7z (r) quando f(x) = senxo

iii Tomando xo = %, pode-se analisar:

Fazendo o grifico de 7z (r):
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-0.2

-0.4

Figura 23: Funcio .7z (r)

Substituindo alguns valores para r e montando a tabela abaixo:

r F(r)
1 ]0,0226256112
0,1 | 04559018854
0,01 | 0,4956615758
0,001 | 0,499566904

r~0 F

~
~

B[—

[la

Tabela 12: Fungdo .7z (r) quando f(x) = senxo

iv Tomando x = xg, pode-se analisar o comportamento da fun¢io de forma mais ampla, to-

mando os valores de r, substituindo na expressao e montando uma tabela encontra-se:

r Fro (1)
0,00001 | 0,84147098480790cosxg — 0,4596976941senx
0,1 0,99833416646828 cosxy — 0,0499583472senx
0,01 0,99998333341667 cosxg — 0,0049999583senx
0,001 0,99999983333334 cosxy — 0,0005senxq

r=0 Fy, (1) = cosxg

Tabela 13: Funcio .%,,(r) quando f(x) = senxp
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Pode-se concluir que nas proximidades de r = 0 a fun¢@o .%,,(r) tomara valores muito préximos

de

2.11 FUNCAO COSSENO

Fr(r) = cosxg

Seja f: R — R a fun¢do cosseno que associa a cada x € R a um cosx € [—1, 1] tendo

como regra de formagdo f(x) = cosx. Veja o grafico da fungdo .%,,(r) exposto na Figura 24.

1

-05

Figura 24: Funcéo f(x) = cosx

Proposicdo 2.14. Se f: R — R é a fun¢do f(x) = cosx, entdo

Fxo(r)

senr senr
= ——— | senxp +cosxp———~
r

cosr+1)

Substituindo f(x) = cosx na equagdo 5, faz-se:

F gy (1)

cos (xog +r) — cosxg

r
COSX( COS ¥ — SenxpSenr — COS xq
r
senr cosr—1
—senxg—— -+ CoS X
r
senr cosr—1cosxg+1
—senxp—— -+ CoSXxy
r r cosxog+1
senr cos2r—1
—senxp—— +cosxg—————
r r(cosxp+1)
senr sen’r
—Ssenxg—— — CoOSxg————————
r r(cosxp+1)

senr senr
——— | senxp +cosxp———
r cosxp+ 1



1 Analisando quando xp =

S|

Fazendo o gréfico da fungdo %z (r).

Figura 25: Funciio 7z (r)

Colocando os dados em uma tabela e variando os valores de r.

r ﬁ% r
10 | -0,0448399662
1 -0,8895619232
0,1 | -0,8685109493
0,01 |-0,8819558118
0,001 | -0,8662752594

NS

r~0 ,93%(1’)%

Tabela 14: Fun¢io .7z (r) quando f(x) = cosx

6

ii Analisando quando x = 7:

Fazendo o grifico da fungdo Fz (r)

31



Figura 26: %

(r)

Eab

Montando uma tabela com alguns valores para r pode ser feita a tabela abaixo.

r F(r)
10 | -0,0915738933
1 -0,9200651963
0,1 | -0,7412547451
0,01 | -0,7106305006
0,001 | -0,7074602167

SfS

r~0| %

(r) =

Tabela 15: Funcio .7z (r) quando f(x) = cosx

4

bS]

iii Analisando quando x = %.

Fazendo o grafico da funcdo ﬂ% (r) conforme Figura 27.

Figura 27: Funcio .7 z (r)
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Montando uma tabela com alguns valores para r pode ser feita a tabela abaixo.

r Fu(r)

1 -0,8188453736
0,1 |-0,5424322811
0,01 | -0,5043217576

0,001 | -0,5004329293

N

[la

r=0

(r) ~

Tabela 16: Funcio .Zz (r) quando f(x) = cos(x)

3

=

iv Analisando quando x = xo:

Fazendo a substituicdo de alguns valores de r, € possivel montar a tabela abaixo para facilitar a

andlise do comportamento da fun¢do nos valores de r;

cosr—1 senr
— —senxp>,

1 —0,4596976941 cosxp — 0, 841470984 8senx
0,1 | —0,0499583472cosxp — 0,9983341665senx,
0,01 | —0,0049999583 cosxp — 0,9999833334senx,

r COSX(

r=~0 Fy, (r) = —senxg

Tabela 17: Funcio .%,,(r) quando f(x) = cosx

Para efeitos préticos pode-se aproximar para valores muitos pequenos de r,

Fy,(r) = —senxg
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3 APLICACOES E FORMALIZACAO

3.1 RETA TANGENTE

Seja ¢ uma curva qualquer definida por uma funggo f: R — R e A(xp,yp) um ponto
pertencente a curva, o objetivo desta sec@o serd encontrar a equagao da reta r : y = ax + b tan-
gente a curva % no ponto A.

Para tanto, € sabido que para se encontrar a equagdo de uma reta se deve ter como in-

formagdes minimas conhecidas as que se enquadram ao menos em uma das hipéteses a seguir:

i Conhecer dois pontos distintos;

ii Conhecer pelo menos um ponto e o coeficiente de inclinagdo da reta;

Observa-se que as informagdes oferecidas ndo se enquadram em nenhuma destas duas
hipbteses uma vez que foi dada apenas a equacao da curva, e o ponto pertencente a curva pelo
qual a reta passa. Assim, a primeira vista, ndo € possivel calcular a equagdo da reta r, por outro
lado, serd possivel estimd-la? Sendo possivel estimd-la, como poderia se encontrar a melhor
estimativa? Visando encontrar estimativas cada vez melhores € que se sustentard o estudo neste
momento.

Tendo em mente este fato, a principio ndo € possivel encontrar tal reta mas por ou-
tro lado € possivel estabelecer uma rotina que fornecerd uma sucessdo de aproximagdes do
coeficiente de inclinagdo, quando tal rotina for estabelecida, serd possivel entdo analisar qual
coeficiente serd o mais proximo do coeficiente real de inclinacdo da reta tangente no ponto.

Para fazer aproximacdes sabendo que a reta deverd passar pelo ponto dado, fixando
o ponto da curva A(xg, f(xp) e tomar outros pontos da curva avaliando a interferéncia entre o
ponto escolhido e os seus efeitos na reta r, desta forma € possivel encontrar o coeficiente a,
seja A; o ponto escolhido representado por A;(x;,y;). Assim, de modo geral, para encontrar o

coeficiente da reta que passa pelo ponto A e A; devera ser resolvido o sistema:
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f(xo)=axo+b
fxi)=axi+b
Solucionando o sistema encontra-se o valor
_ fxi) = f(xo)
X;i — X0 ’

chamando a diferenca x; —xq de r € possivel reescrever o valor de a como sendo uma funcao de r.

f(xo+7)— f(xo)

r

a(r) =

Assim pode-se definir as estimativas do coeficiente de inclinacdo como sendo a taxa

de varia¢do da fun¢do f(x) em relagdo ao ponto xg. Observando que a reta tangente toca a curva
em um Unico ponto, entdo quanto mais o valor do |r| diminui mais o coeficiente estimado se
tornard préoximo do coeficiente real, este valor pode se tornar tdo proximo de zero quanto se
desejar a exemplo disto basta observar a popular sequéncia de valores
1 1 1
710710271037

que é decrescente e sempre maior que zero.

De modo intuitivo tem-se que r ~ 0 = .#(r) = a(r) ~ [ e em simbolos matemadticos,
sem muitas formalidades, chama-se este fato ilustrado por

li =1.
r%a(r) l

Veja o grifico, onde f € a curva, A € o ponto dado, r € a reta tangente ao ponto, € as
demais retas sdo as aproximacgdes sucessivas. Observe que quanto mais os pontos estao proxi-

mos de A mais a reta estimada estd proxima da reta real:

Figura 28: Aproximacao da tangente por secantes
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Exemplo 3.1. Seja € uma semicircunferéncia com centro na origem e de raio 2 contida no 1° e
2° quadrante, o objetivo serd encontrar o coeficiente de inclinacdo da reta tangente a esta curva

quando x1 = 1, observando que a equagdo desta semicircunferéncia serd € : y = V4 — x2.

Para encontrar o coeficiente de inclinacdo da reta tangente a curva somente sabendo
que x; = 1, ndo serd razodvel, mas por outro lado, sabendo que a reta tangente a uma circunfe-
réncia a toca em somente um ponto, diante deste fato serd feita uma sucessdao de aproximacoes
até encontrar tal coeficiente.

Como a reta devera tocar a curva em um sé ponto, serdo tomados dois pontos, P(1, V3 )s
pelo qual a reta deve obrigatoriamente passar, € um outro ponto que esteja nas proximidades
que poderd ser escolhido aleatoriamente, e serd chamado o ponto Q(1 +r,1/4 — (1+r)2, ndo
se esquecendo que o valor de r podera ser aleatoriamente tao préximo de zero quanto se deseje,

efetuando os calculos:

4—(1+r)?2=(1+r)a+b
V3=a+b

Das equagdes acima € extraido o valor do coeficiente de inclinacao da reta tangente:

a(r) — \/AIW_\/g

Sabe-se que a distancia entre x; e x; deve ser cada vez menor, assim r serd reduzido

gradativamente e a sua influéncia no comportamento de a(r) analisada. Observe a Tabela 1.

\/4—(l+r)2—\/§

r

1 -1,7320508076
0,1 |-0,6172149872
0,01 | -0,5812121871

Q
I

el

r~0

Tabela 18: a(r) ~ —¥2

Fazendo um trato algébrico, assim como no capitulo anterior, serd conseguida uma

equacdo que apesar de ser diferente, fornece para todo r # 0 os mesmos valores de a(r) com a
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diferenca de ndo ter a restricdo em seu dominio de r # 0, assim como foi definido intuitivamente:

VAT -3

VA—(+7=V3 \A= (1417 +V3
r VA= (141243
—2r —r?
AVa— (5P V3)
24r

VA—(1+r2 43

a(r) =

Chama-se de valor limite de f quando x tende a a a0 comportamento da fun¢do quando
x estd se aproximando do valor a sem assumi-lo, ou seja, quando x se aproxima de a a funcio
terd um certo comportamento, uma certa tendéncia e a este comportamento € que se chama
valor limite / de f. Em simbolos:
lim f(x) =1

x—a

Como a equacdo é valida para todo r # 0, é possivel tornar r aleatoriamente proximo
V3

de zero, e isto implicard que a(r) se aproxima de —%5> o quanto se deseje, contudo sem sé-

V3

lo, para tanto diz-se que —*5> € o valor limite de a(r) quando r tende a 0. Matematicamente

expressa-se:

a = lima(r)
r—0
B 24r
4—(1+r)2+3
, 2
= lim

r%O_\/§—|—\/§
V3

3

O comportamento da fun¢do quando |r| toma valores cada vez mais préximos de zero,
¢ um caso importante em que se encontram vdrias aplicacdes. Sem muitas formalidades este
valor para o qual .%,,(r) se aproxima quando |r| se aproxima de zero é chamado de Derivada

da funcdo f no ponto xj e serd representado por Dy, (f), em simbolos:

Dy (f) = lim Fy, (r) = lima(r) = lim f(xo+1) = f(x0)

r—0 r—0 r—0 r

(22)

Ap06s encontrado o valor do coeficiente a, se torna trivial encontrar a equagdo da reta
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tangente uma vez que a reta passa pelo ponto A(1,/3). Fazendo:

_ ! _ 43
\/g——W—Fb = b= 3

Vi 43

y=—-zx

3 3

Ainda com respeito ao mesmo Exemplo 1, o mesmo pode ser resolvido com o auxilio
de softwares, serd utilizado para facilitar os célculos e tracar os grificos, observe que o pro-
cedimento feito no Maxima é o mesmo ji explicado, com a tnica diferenca da facilidade de
manuseio e por nao ter que dispender esforcos em célculos.

Assim, na Figura 29 foi feito o grafico da equacdo da reta considerando o primeiro

caso expresso na tabela, em que r = 1.

OEc wxMaxima 12.04.0 [ T.wxm* ]

s m&E & X B Qe
F(%i202) f(x):=sqrt(4-x2)$

x0:1%

r:1s%

a:(f(x0+r)-T(x0))/r$
b:f(x0)-a*x0%
r{x):=a*x+bs
wxplot2d([f(x),r(x)],[x,-2.2,2.2],[y,0,3],
[legend, "sqrt(4-x2)", "y=-1,732*x+3,464"]);
plot2d: expression evaluates to non-numeric value somewhere in
plot2d: some values were clipped.

3
2.5
2
> 15
(%t208)
1
0.5
0
X
(%0208)
Bem-vindo aoc wxMaxima Pronto para entrada do usuério

Figura 29: Primeira Aproximacao

Pela primeira aproximacao observa-se que foi uma aproximacao ainda grosseira, cor-
tando a curva em dois pontos bem distantes. Na Figura 30 foi feita a aproximacao utilizando o

segundo valor da tabela r = 0.1.



wxMaxima 12.04.0 [ Twxm* ]

B 2 X 5 Qe

" (%1218) F(x):=sqrt({4-x2)s
x0:1%
r:0.1s%
a: (T(x0+r)-T(x0))/rs
b:f(x0)-a*x0%
r{x):=a*x+bs

wxplot2d([f(x),r(x)],
[legend, "sqrt(4-x2)",
plot2d: expression evaluates to non-numeric value somewhere in
plot2d: some values were clipped.

[x,-2.2,2.2],1y,0,3],
"y=-0,617*x+2,349"]);

3

2.5

2
- 15
(%t224)
1

0.5

0

D eqrt(4-x~2) ——
-0,817%x+2,349 ——

2 -15 -1

(%0224)

Bem-vindo ao wxMaxima

Pronto para entrada do usuario

Figura 30: Segunda Aproximacao
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Pela segunda aproximacdo observa-se que foi uma aproximagdo muito melhor, cor-

tando a curva em dois pontos proximos quase indistinguiveis. Na Figura 31 foi feita a aproxi-

macdo utilizando o terceiro valor da tabela » = 0.01.

wxMaxima 12.04.0 [ Twxm*]

B 8 X 5 Qe

[ (%1234) f(x):=sqrt(4-x2)s
x0:1%
r:0.01s%
a:(T(x0+r)-f(x0))/rs
b:f(x0)-a*x0%
r(x):=a*x+bs
wxplot2d([f(x),r(x)],[x,-2.2,2.2],1y,0,3],
[legend, "sqrt(4-x2)", "y=-0,581*x+2,313"]);
plot2d: expression evaluates to non-numeric value somewhere in
plot2d: some values were clipped.

3 -
sqri(4-x72) ——
2.5 =-0,581*x+2,313 ——
2
- 15
(%t248)
1
0.5
0
2 15 -1 05 0 05 1 15 2
X
(%0240)
Bem-vindo ac wxMaxima Pronto para entrada do usuario

Figura 31: Terceira Aproximacao

mente ndo se distingue os dois pontos escolhidos.

Pela terceira aproximacgdo observa-se que foi uma aproximagao excelente que visual-
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Exemplo 3.2. Seja uma curva definida pela funcdo f(x) = x> —5x+9, estime a reta tangente
a curva no ponto xo = 1, tome r =1, r = 0.5 e r = 0.1, finalmente conclua qual a equacdo

provavel da reta tangente.

Na Figura 32 estd representado o gréfico da reta estimada com o valor para r = 1, ob-

serve que os parametros a € b ficam calculados em 2 e 3 aproximadamente para este valor de r.

wxMaxima 12.04.0 [ Twxm* ]

¢l @ & X 5 Qe
P (xi265) F(x):=x?-5%x+0%

x0:1%

r:1s%

a: (f(x0+r)-Tx0))/rs

b:T(x0)-a*x0%

r{x):=a*x+bs

wxplot2d([f(x),r(x)],[x,0,2.5]1)%
9

X"2-5%%x+9 ——
8 T-2%x
7
6
(st271) | 3
4
3
2
0 0.5 1 15 2 2.5
X
Bem-vindo ao wxMaxima Pronto para entrada do usuario

Figura 32: Primeira Aproximacao

Observa-se que o grafico da Primeira Aproximagdo € ainda muito grosseiro, com a
reta cortando a curva em dois pontos bem distantes. Na Figura 33, foi feita a aproximacao para
r =0,5, observe que para este valor de r encontrou-se para os parametros de a e b, —0,25 e

5,25 respectivamente.
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wxMaxima 12.04.0 [ Twxm* ]

¢ @ & X 5 Qe

F(%1272) (x):1=x2-5%x+0%
x0:1%
r:0.5s%
a:(f(x0+r)-f(x0))/rs
b:f(x0)-a*x0%
r(x):=a*x+bs
wxplot2d ([f(x),r(x)],[x,0,2.5]1)%

w

X~2-5%%+9 ——
7.5-2.5%x

(%t278)

oMW R Oy~ @

Bem-vindo aoc wxMaxima Pronto para entrada do usuério

Figura 33: Segunda Aproximacao

Na Figura 33 observa-se que na aproximacao a reta corta dois pontos mais proximos,

mais ainda € visivel que pode ser melhorado em muito. Na Figura 34 foi escolhido o valor

r =0, 1 e foi conseguido em virtude disto os valoresa = —1,68 e b = 6,68.
wxMaxima 12.04.0 [ Twxm*]
a8 88X 5 Qe
F(%1279) (x):=x2-5*x+9%

x0:1%

r:0.1s

a:(f(x0+r)-T(x0))/rs

b:f(x0)-a*x0%

r(x):=a*x+bs

wxplot2d([f(x),r(x)],[x,0,2.5])3$
¢ HT2-5%+9 ——
8 7.9-2.9%x
7
6
5

(st2es) | 4
3
2
1
0
0 0.5 1 1.5 2 2.5
b
Bem-vindo ac wxMaxima Pronto para entrada do usuario

Figura 34: Terceira Aproximaciao

Nesta Figura observa-se que a qualidade da reta ja ¢ muito melhor, com uma distancia

entre os dois pontos bem reduzidas praticamente imperceptivel. Na Figura 35 foi estimada a



reta a partir de r = 0,01 e como consequéncia foi encontrado a = —1,99 e b = 6,99.

wxMaxima 12.04.0 [ 2. Tangente.wxm* ]

ol & &

g

x0:1%
r:0.01s
xi: 0%

xf: 2.5¢

a: (T(x0+r)-f(x0))/rs
b:f(x0)-a*x0%
r(x):=a*x+bs$

K Qe

--> T(x):=x?-5*x+9%

wxplot2d([f(x),r(x)1,[x,xi,xf],
[legend, "x2-5*x+9", "7,99-2,99%x"])%
o X"2-5%%+9 ——
8 7,99-2,994x
7
6
5
4
3
2
1
0
0 0.5 1 1.5 2 2.5

Bem-vindo ao wxMaxima

Pronto para entrada do usuario

Figura 35: Quarta Aproximacao
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Com o auxilio deste ultimo grafico, observa-se que a aproximacdo € muito boa e

olhando para a sequéncia de valores de a e de b observa-se que os valores parecem tender

a= —2eb=". Assim a escolha da equacdo da reta mais sugestivaé y = —2x+7

Ja foi definida a derivada na equagdo (3.3) entdo a partir das proposicdes colocadas no

capitulo anterior € facil verificar a proposi¢ao que se segue de modo intuitivo.

Proposicao 3.3. As derivadas das fungoes elementares serdo:

N

Dy (f(x) +8(x)) = Dy (f (%)) + Do (8(x));

Dy, (c.f(x)) = c.Dy,(f(x));

f(x) =a= Dy, (a) =0;
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7. f(x) =¢€" = Dy (e') =€,

8. f(x) =Inx= Dy, (Inx) = 1;

12. f(x) = senx = Dy, (senx) = cosx;

13. f(x) =cosx = Dy,(senx) = —senx;

A verificac@o dessa proposicao ja foi toda realizada de modo intuitivo no capitulo an-
terior, com bastante substitui¢des numéricas e organizadas em tabelas, assim neste momento
apenas foram organizadas em uma sequéncia para melhor utilizacdo nos exemplos que se se-

guirdo.

3.1.1 INTERVALO DE CRESCIMENTO OU DECRESCIMENTO DAS FUNCOES

Seja uma curva .# definida por uma funcio f : R — R, sem formalidades ou demons-
tracdes a funcdo f serd crescente ou decrescente segundo o coeficiente de inclinagdo da reta
tangente a curva naquele ponto. Assim, se em um grafico de uma fun¢do qualquer o coeficiente
da reta tangente a curva .# em um determinado ponto € positivo, é porque a fungado é crescente
naquele ponto. Se o coeficiente da reta assume valor negativo € porque a funcdo é decrescente,
e se a funcdo recebe 0 € porque naquele ponto a reta tangente € paralela ao eixo dos x. As-
sim, parece simples encontrar os pontos em que a funcdo € crescente ou decrescente, € apds

conseguido estes valores se torna mais facil esbogar o gréafico de diversas curvas.

a=limF, >0 Crescente
r—0

a=1limF,, =0 Paralela ao eixo x (25)
r—0

a=limF, <0 Decrescente
r—0

Exemplo 3.4. Seja a funcdo f : R — R dada pela lei de formagdo f(x) = x*> —2x+ 1, analise

como a fungdo se comporta, quais os intervalos de crescimento e decrescimento.
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Efetuando os célculos para se encontrar Dy, (f(x)) pode ser feito com base da parte 1

e 2 da proposi¢ao 3.3 :

Dyy(f(x) = Dyy(x*=2x+1)

= on(x2> _on(zx) xo(l)

+D
= on(x2> - ZDXO(X) +on(1)

Com base na proposicao 3.3 parte 3, 4 e 5 tem-se:

Dy (f(x)) = Duy(x?) = 2Dy (x) + Dy (1)
= 2x0—2

i. A funcdo serd crescente quando a > 0, assim realizando os célculos e verificando em que

condi¢des a funcdo serd crescente.

2x0—2>0=xp > 1

ii. A reta tangente a curva serd paralela ao eixo x quando a = 0 e este fato serd relevante no

préximo tépico para descobrir madximos ou minimos em intervalos:

2x9—2=0=x0=1

iil. A funcdo sera decrescente quando a < 0, com a efetuacao dos célculos pode-se estabelecer

as condig¢des, os intervalos em que a fungdo serd decrescente.

2x0—2<0=x <1

O esbogo do grafico pode ser observado na Figura 36 podendo ser notado que real-

mente tudo ocorre como foi pontuado.
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e\4 dfi

Figura 36: Funcfio f(x) = x*> —2x+1

Exemplo 3.5. Seja a funcdo f : R — R dada pela lei de formagédo f(x) = x> —27x, analise
o seu comportamento ao longo do eixo x caracterizando os intervalos em que a fungdo serd

crescente ou decrescente.

Efetuando os célculos para se encontrar Dy, (f(x)) pode ser feito com base da parte 1

e 2 da proposi¢ao 3.3:

Dyy(f(x) = Dyyl®—27x)
= Dx() (X3) — DXO (27)6)
= Dy (x°) = 27Dy, (x)

Com base na proposicao 3.3 parte 3, 4 e 5 tem-se:

= Dy, (x’) — 27Dy (x)
= 3x%9—27

1 Para a func¢do ser crescente deve-se ter a > 0, analisando a func¢io pode-se encontrar os

intervalos de x em que isso ocorrera.

3x3-27 > 0
%—9 > 0

(X()—3)(X()+3> > 0
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Neste momento analisando que:
a) Se xo—3 >0 e xo+3 > 0 o produto serd maior que zero e a condicdo sendo satisfeita
encontra-se que xo > 3 e xo > —3 de onde resultara pela interse¢do dos intervalos em xg > 3,
ou:
b) Por outro lado se xo —3 <0 e xp+ 3 < 0 também se tem que o produto serd maior que
zero, de onde se extrai que xg < 3 e que xgp < —3 o que resulta da interse¢do dos intervalos em

Xg < —3.

11 Quando a reta tangente € paralela ao eixo dos x tem-se que a = 0:

3—27 = 0
X = 9

x0=3 ou xp=-3

i1 A fungdo serd decrescente quando quando a < 0, efetuando alguns calculos e algumas

andlises pode-se definir o intervalo em que a fung¢do serd decrescente.

3x3-27 < 0
%-9 < 0

(XQ—3>(Xo—|—3) < 0

Assim € possivel subdividir nos seguintes casos:
a) Se xo —3 < 0 e xg + 3 > o produto serd menor que zero e assim ocorrerd xo < 3 e xg > —3 0
que resulta em —3 < xo < 3;
b) Por outro lado se for xo —3 > 0 e xg + 3 < 0 o produto serd negativo de onde se extrai que
X0 > 3 e xp < —3 o que resulta em uma solu¢do inexistente nos numeros reais.

Fazendo o esbogo do gréfico:
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Figura 37: Funcfio f(x) = x> —27x

Exemplo 3.6. Seja a fungdo f: R — R dada pela lei de formagdo f(x) = cos(3x), analise o
comportamento a respeito do crescimento e decrescimento da funcdo lembrando que a funcdo

cosseno ¢ periodica de periodo ZT” assim analise pelo menos o intervalo de comprimento 27”

s — Lm cos(3(xo+r)) — cos(3xp)
r—0 r
— im cos(3xp +3r) — cos(3xp)
r—0 r
lim cos(3xp) cos(3r) — sen(3xp)sen(3r) — cos(3xp)
= li
r—0 r
3r)—1 3
= lim cos(3xo)M —sen(3xp) sen(3r)
r—0 r r

Fazendo uma substitui¢do de varidveis se tornard mais facil solucionar o limite cha-
mando u=3r quando

r~0=3r=0=u~0.

COS(Z) -1 sen(u)

3
cos(u) — 1

a = limcos(3xp)
u—0

7]
@
=4
WIS,
<
(e
N—

sen(u)

=3 3xp) li -3 3xp) li
cos( Xo)ul_r>l’(l) . sen( xo)ug% -

cos(u) —1 sen(3xo) lim sen(u))

u—0 u

= 3. <cos(3x0) lil%
u—

1 O limite de
. senu
Iim
u—0 U

pode ser calculado intuitivamente mediante o auxilio do Maxima, ver figura abaixo.
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T
cm @ & X 5 QO

P (%i10) A: matrix(

[1,0.1,0.01,0.001,0.0001]

| |H
(%010) [1 0.1 0.81 8.001 1.0 lﬂ'ﬂ

P (%i13) sin(A)/A;

(%013)

[Sin(l) 0.99833416646828 0.99998333341667 0.99999983333334 H.99999999833333]

Bem-vindo ao wxMaxima Pronto para entrada do usuario
i1 O limite de
. cos(u)—1
Jim S5 — 1
u—0 u

pode ser calculado intuitivamente mediante o auxilio do Maxima, ver figura abaixo.

wxMaxima 12.04.0 [ ndo salvo* ]

o8 8 X 6 Qe ™

F'(=i10) A: matrix(
[1,0.1,0.01,0.001,0.0001]
)i
(%010) [1 9.1 ©.81 0.0681 1.0 lﬂ"']
[ (%i14) (cos(A)-1)/A;
(%014)
[cus(l)—l - ©.849958347219742 - 0.0049999583334737 - 4.9999995832550326 10°% - 4.9999999696126451 15'5]

Bem-vindo ao wxMaxima Pronto para entrada do usuario

Desta forma afirma-se que

cos(3r)—1 sen(3r)

a = limcos(3x) —sen(3xp) —— = —3senxp
r—0 r

1 A funcdo serd crescente quando a > 0 portanto isto ocorrerd no intervalo analisado nos

seguintes trechos:

—3sen3xy > 0

sen3xg < O
c T 2r
x J— —_—
0 33

i1 A reta tangente € paralela ao eixo x quando a = 0, ou seja:
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3sen3xg = O
sen3xg = O

T 27
Xo=—= ou xo=—
073 0773

iii A fungdo serd decrescente quando a < 0, assim:

—3sen3xg < O

sen3xg > 0

v e (o)

O esbogo do gréfico da funcao dada é:

o] C )
<02 0 02 04 \06 08 1 12 14 /16 18 2 22

Figura 38: Funcio f(x) = cos(3x)

3.1.2 VALOR MAXIMO E MINIMO DE FUNCOES

Sendo uma curva .#, definida por uma fungdo f : R — R, a = Dy, (f) € o coeficiente
da reta tangente a funcdo f no ponto xg, foi definidido que se a < 0 entdo a funcao serd decres-
cente e se a > 0 entdo a funcdo sera crescente. Consequentemente se a = 0, por um lado a < 0
e por outro a > 0, ou vice-versa, entdo existird um intervalo / contendo um x; tal que ele seja

uma raiz de D,,(f) = 0, de forma que s6 ocorrera umas das duas possibilidades para f(x;):

i f(x;) sera o maior valor do intervalo;

ii f(x;) serd o menor valor da fun¢@o no intervalo.

Em simbolos matematicos:
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) I eRVxe (xi—rnx+r), f(x) < f(x)
i) IxeRVxe (x—rx+r),f(x)> f(m)

Graficamente como ja foi definido, que a reta tangente naquele ponto serd paralela ao
eixo x, e portanto, para todo valor de x pertencente ao intervalo / com x # m, a curva .# estara

abaixo ou acima da reta.

Exemplo 3.7. Uma carga de dinamite langa uma pedra pesada para cima com uma velocidade
de lancamento de 50m/s (cerca de 180km/h). O deslocamento vertical percorrido pela pedra
pode ser descrito pela fungdo s(t) = 50t — 5t% metros apds t segundos. Qual a altura mdxima

atingida pela pedra?

Analisando a funcao, fica simples encontrar a altura mdxima, e, para tanto deve-se en-
contrar D, (s(¢)) = 0, pois serd neste ponto que a fun¢éo nos trard um valor maximo ou minimo.

Assim:

Dy (s(t)) = D, (50t —5¢°)
= D, (50t) — D, (5°)
= 50D, (1) — 5Dy, ()
= 50—5.(2)
= 50-10t=0=t=S5s

Substituindo na fungdo s(¢) encontra-se que o maior valor de ().

5(5) =50.5-5.52=250—-75=125m

Poderia surgir a divida a respeito da certeza acerca de que o valor encontrado € o
méaximo no intervalo ou ser o minimo no intervalo. Como saber se o valor encontrado € a al-
tura maxima ou minima? E sabido que da equacdo encontram-se todos os valores maximos
ou minimos, para caracterizd-los basta tomar um ponto a direita e o outro a esquerda contidos
no intervalo, assim, consegue-se facilmente caracterizd-lo. Tal maneira, tem uma vantagem
sobre os métodos empregados comumente no ensino médio, possibilita que sejam encontrados

intervalos onde tenham maximos ou minimos nao s6 em func¢des do segundo grau, mas sim em
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qualquer tipo de fun¢do empregada no ensino médio, desde que tomados os devidos cuidados.

Graficamente:

120 b

100

80

60

40

20

Figura 39: Funcéo da altura s(7)

Exemplo 3.8. Suponha que o custo seja c(x) = x> — 6x% 4 15x ddlares para produzir x aquece-
dores quando sdo produzidos de 0 a 15 unidade e que r(x) = x> — 3x* + 12 represente a receita
da venda de x aquecedores. Supondo que todos os aquecedores produzidos sejam vendidos,
qual é o niimero minimo de aquecedores por dia que deverei produzir para que ndo tenha

prejuizo?
O lucro sera dado subtraindo o custo da receita, assim:

I(x) = r(x) —c(x) = 3x* — 15x 4+ 12

Sabendo que a;(xg) = 0 tornard o menor ou maior valor da funcéo, desta forma pode-se

prosseguir no calculos. Prosseguindo com os procedimentos ja realizados:

Dyy(I(x)) = 3Dx,(x*) = 15Dy (x) + Dy (12)

= 6X()—15:0:>X()%2,5

Assim, a quantidade minima que deverd ser produzida de aquecedores serd 3, ja que
esta é claramente uma func¢ao dos naturais nos reais.

Graficamente:
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50
40
30

20

Figura 40: Funcao lucro /(x)

Exemplo 3.9. Encontre os intervalos de x nos quais a funcdo f(x) = 4x> —6x?> +3x—2 ¢
crescente ou decrescente, os pontos de mdximos ou de minimos e conclua que esta funcdo tem

uma raiz real entre 1 e 2.

Calculando a derivada.
Dy (f(x)) = D(4x* —6x>+3x—2)

= 4D(x°) —6D(x?) +3D(x) — D(2)
= 1232 —12x+3

1) A funcao serd crescente quando a > 0, desta forma:

0 < 12x9>—12x9+3
0 < 4dxp>—4xp+1
0 < (ZX()—l)(ZX()—l)

Serd maior que zero sempre que ambos, (2xg — 1) e (2xg — 1), forem positivos assim

Xxg > % o que resulta em xp > %

ii) A funcdo serd decrescente quando a funcio a < 0, assim, serd menor que zero sempre que
(2xo—1) > 0e (2x9— 1) < 0 assim xg > 5 € xo < 3 que pela interse¢do dos conjuntos resulta

em J.

iii) Assim, em todos os pontos a funcdo serd crescente e conterd valores positivos e valores
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negativos, como a funcao € definida nos reais e é sobrejetiva, afirma-se que esta fun¢do possui
uma raiz real, fazendo x = 1 encontra-se f(1) = —1 e fazendo x = 2 encontra-se f(2) = 12

desta forma, existe um x; € [1,2] tal que f(x;) = 0.

3.2 TAXA DE VARIACAO E MOVIMENTO UNIFORMEMENTE VARIADO

A velocidade média em alguns livros de fisica do ensino basico € definida como abaixo
descrito:

A relagdo entre a variagdo de espaco de um corpo e a correspondente variacdo de
tempo € denominada velocidade media:

As

Vzn:Kt

em que As = 55 — s e At =1, —t1. (UENO, 2006, p. 16)

E ficil ver que esta defini¢do traz o mesmo conceito da definicdo de taxa de varicdo que foi
definida anteriormente, mas este conceito, taxa de variacao, € muito pouco explorado no ensino
de matemadtica do ensino médio apesar destes conceitos constituirem uma boa base para todo o
estudo de fungdes propiciando varios ganchos que infelizmente nao sao feitos.

Como pode ser observado a respeito de taxa de variacdo pode-se realizar estudos de
dominio, imagem, maximos e minimos, e tendo ainda outras infinitas possibilidades de estudo
sendo que, no entanto, nem mesmo de forma intuitiva este tema € abordado no ensino médio.

Sabe-se que no Movimento Uniformemente Variado a equagao do espago € definido
por s(t) = mt> +nt + ¢, onde s é 0 espaco e estd definido em fungdo do tempo 7. Observe como
Parana (2004) define velocidade instantinea:

Um valor de At muito pequeno representa um intervalo de tempo préximo de 0. A
velocidade instantnea pode ser expressa por

ou seja, a velocidade escalar instantanea € o limite da velocidade escalar media quando
o intervalo de tempo tende a 0. (PARANA, 2004, p. 16)

Assim, se o objetivo for encontrar a velocidade instantanea se deve apenas encontrar a taxa de

variag¢do instantinea, ou seja, encontrar a derivada da funcéo s(¢). Realizando este processo:

W) = Dy(s(t))
= mDy, (1) +nDy (1) + Dy (c)

= 2mty+n
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Pode-se ainda encontrar o valor da aceleracéo instantinea a(¢) uma vez que esta é de-

finida pela equagao:

Av

fo) = lim —
a(o) AzlgloAt

Repetindo o mesmo processo aplicado na anterior:

a(t) = Dy(v)
= D, (2mty+r)
— 2Dy (1) + Dy (1)

= 2m

Exemplo 3.10. A lei de movimento do ponto é s(t) = 2t> + 3t + 5, onde a distancia s é dada
em centimetros e o tempo t, em segundos. Qual serd a velocidade média do ponto durante o

intervalo de tempodet =1at =157

s(t+r)—s(t)
r
2.5243.54+2—(2.12+3.1+2)
4

Vim —

= 15cm/s

Exemplo 3.11. A lei de movimento do ponto é s(t) = 5t, onde a distancia s é dada em metros

e o tempo t, em segundos. Achar a velocidade de movimento no instante t = 3.

5(3+7r)2—5.3

3) = i
V( ) rgl(l) r
_ 45+30.r+5r2 —45
= lim
r—0 r

= 30=v(3s) =30m/s

Exemplo 3.12. Suponha que uma bola é solta a partir do ponto de observagdo no alto da Torre

CN em Toronto, 450m acima do solo. Encontre a velocidade da bola apos 5 segundos.

Das leis da fisica tem-se que a equacdo horéria dos espacos é dada por s(f) = 5o +

2 . C. . , . ... . ~
vo.t + % onde sp € o espago inicial, # o tempo, vy € a velocidade inicial e a € a aceleragdo.
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Montando a equagio da funcio s(¢) que serd s(t) = 450 — 4.9¢%. Sabendo que a velocidade ser4
a derivada de s(¢) encontra-se que v(7) = —9.8¢ o que resulta que quando o tempo é 5 segundos

a velocidade serd aproximadamente 49m/s.

3.3 METODOS DE NEWTON

Seja uma curva & definida pela funcdo f : R — R, observe na Figura 41 que a reta
tangente a curva no ponto x; corta o €ixo x em x;1 que é um valor que estd entre x; e a sua
raiz, quando tomada a tangente a curva com base no ponto x;| obtém-se um valor ainda mais
proximo da raiz da equagdo, fazendo isso recursivamente consegue-se obter valores cada vez

mais proximos da raiz da funcao.

Figura 41: Método de Newton

A equacdo da reta pode ser dada por y —yp = m(x — xg), a equagdo que passa por
(xk, f(xx)) serd da mesma forma, onde m = ar(xy), assim:
y— f(xx) = ap(x)-(x —xi)
Como é sabido que esta reta passa também pelo ponto (x1,0), pode ser feito:

_ f (X
I (xn)

Com base neste dispositivo prético é possivel estimar com certa precisdo e rapidez

Xn+1 = Xn

raizes de equagdes, e ainda, tal dispositivo permite encontrar raizes quadradas e cubicas com

certa facilidade. Veja o exemplo:
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Exemplo 3.13. Estime a raiz quadrada de 7 com aproximacdo de duas casas decimais.

Trabalhando algebricamente a equacdo pode ser obtido:
_ 2 __ 2 _
x=vVa=x"=a=x"—a=0

A funcio f(x) = x> —a tem como uma das raizes \/a assim, usando o dispositivo:

flxn =7 xKP+7

 f(x) T T Ty T T

Xnt+1 = Xn

Sabe-se que a raiz de 7 estd entre dois e trés, parece razodvel estabelecer como x; = 3,
lembrando que poderia ser outro o chute como por exemplo o nimero 6, a diferenca € que talvez
por este motivo seja necessario realizar um nimero maior de repeticdes para se conseguir a
mesma aproximacao. Prosseguindo com x| = 3 encontra-se x; = %, que ja estd razoavelmente
préximo haja vista que v/7 & 2,6457 e repetindo o processo para x; = % encontra-se x3 = % ~
2,6458.

A partir do quarto termo o programa utilizado ji ndo faz distingdo entre v/7 e 0 xi
encontrado. Utilizando o Maxima poderia a aproximagao ser encontrada, veja na figura abaixo

um exemplo deste processo:

wxMaxima 12.04.0 [ ndo salvo*]

w8 s XK E Q @ @

(%13) x:3%
for i: 1 thru 4 do
X (x247)/(2*x)$
X, numer;
(%05) 2.645751311064591

Bem-vindo ac wxMaxima Pronto para entrada do usudrio

Figura 42: Calculando velocidade
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4 CALCULO DE AREAS

4.1 APROXIMACAO DA AREA DA CIRCUNFERENCIA POR POLIGONOS REGULA-
RES

Considere uma circunferéncia de raio r, admitindo que € desconhecida em um primeiro
momento a férmula da 4rea de uma circunferéncia, o objetivo serd encontrar uma boa aproxi-
macao para esta drea conhecendo do fato de que todo poligono regular pode ser inscrito em
uma circunferéncia. Desta forma sempre serd relevante fazer esta consideracdo, o processo sera
iniciado com um triangulo equilétero, passando a um quadrado, posteriormente a um pentigono
para entdo conjecturar uma férmula para encontrar a drea de qualquer poligono regular inscrito

em uma circunferéncia de raio r.

* Poligono regular de 3 lados;

Figura 43: Tridngulo equilatero

Para encontrar a drea A3 do tridngulo ABC em funcdo de r, o tridngulo serd dividido em trés
outros iguais, para isso serd tracado um segmento que se origina em cada vértice do tridngulo
e vai até o centro da circunferéncia conforme Figura 44 fazendo isto se tornard mais claro o

procedimento.



Encontra-se:

i. O angulo O sera:

ii. A altura |DE| serd:

iii. O lado |BC]:

Figura 44: Triangulo Subdividido

_127:_7r
23 3

T
|IDE| = rcos 0 = rcos 3

|BC| = 2.r.sen§

iv. A drea A; do tridngulo BCD, sera:

b.h

2
(2.r.senf).(rcos %)

2

1, 2m
= <r-.sen—

2 3

v. A drea A3 sera dada pelo produto de A, por 3:

* Poligono regular de 4 lados;

Az = Er .sen?

58
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Figura 45: Quadrilatero regular

Para encontrar a drea A4 do quadrado ABCD em func¢ao de r, o quadrado serd subdividido em

quatro partes iguais com segmentos que saem do centro e vao até os vértices. Assim:

Figura 46: Quadrilatero subdividido

Encontra-se:

i. O angulo O sera:

_127r_

624

T
4

ii. A altura |DE| sera:
T
|IDE| = rcos = rcos 1
iii. O lado |BC]:

v/
BC| =2.r.sen—
|BC| r.sen



iv. A drea A; do triangulo BCD, seré:

b.h
A[ - -
2
_ (2.rsen%).(rcos §)
2
1, 2m
= —ro.sen—
2 4
v. A drea A4 serd dada pelo produto de A; por 4:
4 2T
Ay = Erz.senT

* Poligono regular de 5 lados;

Figura 47: Pentagono regular

60

Para encontrar a drea A5 do pentdgono BCDEF em funcao de r, o pentdgono serd subdividido

em cinco partes iguais com segmentos que saem do centro e vao até os vértices. Assim:

Figura 48: Pentagono subdividido

Encontra-se:
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i. O angulo 0 sera:

_127:_

0
25

T
5

ii. A altura |AG]| serd:

T
|AG| = rcos 6 = reos

iii. O lado |CD|:

T
|CD| = 2.r.sen—
5
iv. A drea A; do tridngulo ACG, seréa:
b.h
At — 7
_ (2.r.sen%).(rcos %)
2
1, 2m
= —r-.sen—
2 5

v. A drea As serad dada pelo produto de A; por 5:

5, 2m
As = —r°.sen—
5 27‘ S€n5

Seguindo o mesmo processo intuitivo, € possivel concluir que se desejar encontrar a
area de um poligono regular de n lados devera subdividi-lo em 2n tridngulos iguais que terdo as

seguintes caracteristicas:

i) O angulo 6 sera:

_127:_
=5 =

SE

1) A altura A sera:

T
h=rcos0 =rcos—
n
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iii) A base b sera:

T
b = r.sen—
n
iv) A érea A; de cada triangulo, sera:
b.h
At — -
2
_ (rsenZ).(rcos ™)
2
1, 2m
= ZI’ .SGH;

V) A érea A, serd dada pelo produto de A; por 2n:

n 2%
A, = —r?.sen—
2 n

Agora sabe-se como aproximar a drea da circunferéncia pela drea de poligonos regu-
lares, sabendo que a medida que se aumenta o nimero de lado, mais se aproxima a drea do

poligono da drea da circunferéncia. Desta forma:

A, = A,
n 21
nrr ~ —rf.sen—
2 n
- n 27
~ —sen—
2 n

A partir do Maxima foi calculada uma sucessao de valores para n, e assim pode ser

observado que a medida que o valor de n cresce, mais o valor denotado como Pi se aproxima-se
de m = 3,1415.
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wxMaxima 12.04.0 [ T1l.wxm* ]

smB &X 5 QO o
(%116) n:3%

Pi: (n/2)*sin((2*%pi)/(n))$

Pi,numer;

(%018) 1.299038105676658

Bem-vindo ao wxMaxima Pronto para entrada do usuario

wxMaxima 12.04.0 [ T2Zwxm* ]

sm B &X 5 QO -
(%131) n:10%

Pi: (n/2)*sin((2*%pi)/(n))%

Pi,numer;

(%033) 2.938926261462366

Bem-vindo ao wxMaxima Pronto para entrada do usuario

wxMaxima 12.04.0 [ TZwxm* ]

w8 8 X 5 Qe o

(%134) n:100%
Pi: (n/2)*sin((2*%pi)/(n))$
Pi,numer;

(%036) 3.139525976465669

Bem-vindo ao wxMaxima Pronto para entrada do usuario

wxMaxima 12.04.0 [ T1.wxm* ]

ol B & XK 5 Qe w

(%128) n:1000%
Pi: (n/2)*sin((2*%pi)/(n))$
Pi,numer;

(%030) 3.141571982779476

Bem-vindo ao wxMaxima Pronto para entrada do usuario

Figura 49: Aproximacao de &

Este processo de particionamento pode ser empregado de forma mais ampla traba-
lhando com limites, a drea pode ser aproximada progressivamente levando a crer que, intuiti-
vamente, um momento ela ficard tdo proxima da realidade que para efeitos praticos a diferenca
entre o valor exato e o valor aproximado pode ser desprezada.

Foi sobre esta perspectiva que surgiu esta linha de estudos e o exemplo introdutério
acima foi apenas uma forma utilizada para se estimar a drea da circunferéncia e assim mostrar
que € uma forte ferramenta que tem ampla aplicacdo pratica. Fazendo interacdes com recur-
sos computacionais, pode-se realizar uma infinidade de aplicagdes uma vez que a maior parte
dos eventos pode ser modelada matematicamente, e assim com interagdes computacionais esta

ferramenta se torna muito forte.
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42 CALCULANDO A AREA SOB FUNCAO CONSTANTE

Tendo em mente o processo utilizado anteriormente, fracionamento da regido dada,
serd estabelecida uma rotina que permitird encontrar areas sob curvas positivas no grafico, con-
ceito este que poderd ser estendido para além de curvas positivas também as negativas desde
que obedecidos alguns critérios.

Assim, em primeiro momento para sistematizar o método observe a reta f(x) = ¢ onde
¢ é uma constante representada no gréifico da Figura 50. Agora serd tomado o intervalo (0,x)
e particionado em n tamanhos iguais de comprimento r, veja a Figura 51. Assim ocorrerd que
a drea abaixo da reta no intervalo (0,xp) pode ser dada pela soma dos retdngulos que foram

obtidos.

Figura 50: Funcdo f(x) =c¢ Figura 51: Particionamento em (0, x()

Fazendo algebricamente o procedimento descrito, encontra-se que a drea de cada re-
tangulo serd A; = r.f(r.i) e como se deseja encontrar a drea da soma de todos os retingulos

deve-se fazer o somatoério de todos Aj;:

A = Zn:Ai
= Zr.f(r.i)
i=0
= ir.c
i=0

= n.r.c

= Xpo.C

Por outro lado o calculo desta drea é muito simples e ja conhecido, para se encontrar a
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area sob a curva basta que se encontre a drea do retdngulo que tem como lados xg € yg. E sabido

que a area do retangulo € dada por A = b.h = x¢.c. Portanto:

A =c.xg

Assim verifica-se que o método estd adequado para se encontrar boas aproximacoes,

no caso de fungdes constantes.
Utilizando o Maxima pode-se encontrar a drea da fungdo f(x) =4 no intervalo (0, 5]
e visualizar o gréfico, podendo manipular valores e facilitando a visualiza¢do do processo em-

pregado, atentando para o processo de particionamento das figuras.

sm&E &2 X 5 Qo

" (%18) F(t):=4%
a:0%
b:5%
n:10%
dt:(b-a)/ns
A: sum(f(k*dt)*dt, k, 1, n),numer;
wxplot2d([[parametric,t,f(t),[t,a,b]], [discrete,
create list ([a+i*dt,f(a+i*dt),a+i*dt,0,a+i*dt,
fla+(1+1)*dt)] ,1i, a, n}ll)$

(%013) 20.0

t,
3.5 discrete2 | ——
2.5
(=t14)

15

0.5

Bem-vindo ao wxMaxima Pronto para entrada do usudrio

Figura 52: Area da funcio constante n=10



wxMaxima 12.04.0 [ T3.grauz.wxm* ]

&

(%t21)

[P (xi15) f(t):-4s

8 & X 5 Qe
a:0%

b:5%

n:50%

dt:(b-a)/n$

A: sum(f(k*dt)*dt, k, 1, n),numer;
wxplot2d([[parametric,t,f(t),[t,a,bl],[discrete,
create_list ([a+i*dt,f(a+i*dt),a+i*dt,0,a+i*dt,
f(a+(i+1)*dt)] ,1i, a, n)ll)s

(%020) 19.99999999999999

4
3.5
3
2.5
2
1.5
1
0.5
0

0 1 2 3 4 5

Bem-vindo ao wxMaxima Pronto para entrada do usuério

Figura 53: Area da funcio constante n=50

wxMaxima 12.04.0 [ T3.grau2z.wxm* ]

=

& X 5 Qe

(%083)

(%t84)

a:0%
b:5%

n:100s%

' (%i78) f(t):=4%

dt:(b-a)/n$

A: sum(f(k*dt)*dt, k, 1, n),numer;
wxplot2d([[parametric,t,f(t),[t,a,b]],[discrete,
create list ([a+i*dt,f(a+i*dt),a+i*dt,0,a+i*dt,
fla+(i+l)*dt)] ,i, a, n)1])s

19.99999999999996

4
3.5
3
2.5
2
15
1
0.5
0

0 1 2 3 4 5

Bem-vindo ac wxMaxima Pronto para entrada do usudrio

Figura 54: Area da funciio constante n=100

43 CALCULANDO A AREA SOB A FUNCAO LINEAR
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Considere a curva f(x) = ax o objetivo serd obter a drea da curva no intervalo [0, x],

dada pela representagdo grafica da Figura 55, sistematizando o método, sera feito o mesmo pro-

cedimento que no topico anterior, veja a Figura 56.
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Figura 55: Funcdo f(x) = ax Figura 56: Particio de f(x) = ax

Realizando algebricamente o procedimento descrito, tem-se que a drea de cada retan-
gulo serd A; = r.f(r.i) e como se deseja encontrar a drea da soma de todos os retingulos, a drea

total serd dada pelo somatdrio de todos A;s. Assim:

A = fA,-
= ir.f(r.i)
i=0
= Zr.a.(r.i)
i=0

n

= a.rZ.Zi

J4 é conhecido que n = %2 e como se deseja encontrar o valor para que r seja 0 mais
r

proximo de zero possivel, faz-se:
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2
A = a.hmr—.(@Jrl).’2
r—0 2 r r
) xoz—i—r.xo
= qag.llim ——
r—0 2
x02
= q.—
2

O calculo desta area € muito simples e ja conhecida, para se encontrar a drea sob a
curva basta que se encontre a drea do tridngulo retdngulo que tem como base xg € como altura

yo- Sabendo que a drea do tridngulo é a metade da drea da base pela altura, tem-se:

Aax(xo) = =b.h

Portanto:
Aax(x0) = 253
2
Utilizando o Maxima pode-se encontrar a drea da fungio f(x) = 2x no intervalo (0, 10]
e visualizar o gréfico, podendo manipular valores e facilitando a visualiza¢do do processo em-

pregado, observando o processo de particionamento das figuras.



s ® & X BH Q e

I (=isa) f(t):=ts
a:0s%
b:5%
n:10s
dt:(b-a)/n$
A: sum(f(k*dt)*dt, k, 1, n),numer;
wxplot2d([[parametric,t,f(t),[t,a,b]], [discrete,
create_list ([a+i*dt,f(a+i*dt),a+1i*dt,0,a+i*dt,
f(a+(i+1)*dt)] ,i, a, n)1l)s
%069) 13.75

6

£t
discrete2 ——

5

(%t70)

Bem-vindo ao wxMaxima Pronto para entrada do usuério

Figura 57: Area da funcio linear n=10

wxMaxima 12.04.0 [ T3.grauZwxm* ]

s E 28X L Qe

P (s171) f(t):=ts
a:0%
b:5%
n:50%
dt:(b-a)/n$
A: sum(f(k*dt)*dt, k, 1, n),numer;
wxplot2d([[parametric,t,f(t),[t,a,b]],[discrete,
create_list ([a+i*dt,f(a+i*dt),a+i*dt,0,a+i*dt,
fla+(i+l)*dt)]1 ,i, a, n)11)$

%076) 12.75

6
tt

5 discrete2 .

%t77)

Bem-vindo ao wxMaxima Pronto para entrada do usuario

Figura 58: Area da funcio linear n=50

69
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wxMaxima 12.04.0 [ T3.grau2.wxm* ]

w8 88X E Qe

I (%i57) f(t):=ts
a:0%
b:5%
n:100%
dt:(b-a)/n$
A: sum(f(k*dt)*dt, k, 1, n),numer;
wxplot2d([[parametric,t,f(t),[t,a,b]],[discrete,
create list ([a+i*dt,f(a+i*dt),a+i*dt,0,a+i*dt,
fla+(i+l)*dt)] ,i, a, n}1])$

(%062) 12.625

6
| Tt

5 discrete2 —— )

4

(%163)

Bem-vindo ac wxMaxima Pronto para entrada do usuario

Figura 59: Area da funcao linear n=100

4.4 CALCULANDO A AREA SOB A FUNCAO QUADRATICA

2

Considere a curva f(x) = x~ neste momento o objetivo serd obter a drea da curva no

intervalo [0,x¢], dada pela representacdo gréfica abaixo da Figura 60.

Yo Yo

Figura 60: Funcéo f(x) =c¢ Figura 61: Particionamento

O caélculo desta area nao € tao trivial quanto os casos anteriores uma vez que ainda ndo
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foi estudado até o momento nenhuma técnica que permita o calculo de tal drea. Apesar de ndo
conhecer uma férmula que permita calcular aquela drea € possivel encontrar uma aproximagao
daquela drea particionando o intervalo [0,xp] em intervalos iguais a ry e assim realizando uma
aproximacao pela soma da drea de varios retangulos, que possui drea de facil cédlculo.
Dividindo o intervalo em subintervalos de comprimento r,, ver Figura 61 encontra-se,

n =2 onde n serd a quantidade de retingulos obtidos, prosseguindo com os célculos:
X

B
>‘<I\)
s

2
1=
=
=
=

I
. (e}
1=

—~

~.

; N
~

o

I
S

~.

1=
—~
~.

[\S)
kﬁl\)
~—

oy

Il
=)

I
=
~.

[\S)

Desta forma n = 7, fazendo a substituigdo:
X

3 2
% , %0 X0 2
YRR

Substituindo alguns valores pequenos de r, na equagdo encontrada € possivel construir

a tabela abaixo:

xo | 1y =0,001 |y~ S04 0y 4 20,2
1| 0001 0,3338335

2| 0001 2,668667

31 0001 9,0045005

4| 0001 21,341334

Tabela 19: Limite intuitivo

Diante do exposto serd possivel verificar que quanto mais a largura dos retangulos di-

minui, ry, mais a aproximagao melhora. Como € possivel aproximar aleatoriamente r, de zero.

E razodvel concluir que a drea serd exatamente:
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3 2 3

. X X, X0 o X0
=lim (24+2,4+22 =20
Y=L\ 3 T T 3

2

Utilizando o Maxima é possivel encontrar a drea da fungdo f(x) = x* no intervalo

(0, 10] e visualizar o grafico, podendo manipular valores e facilitando a visualizagdo do processo

empregado e atentar para o processo de particionamento das figuras.

smE &2 X 5 Qe
' (21113) [f(t) =128
a:0%

b:5%
n:10%
dt:(b-a)/n$
A: sum(f(k*dt)*dt, k, 1, n),numer;
wxplot2d([[parametric,t,f(t),[t,a,b]],[discrete,
create_list ([a+i*dt,f(a+i*dt),a+i*dt,0,a+i*dt,
fla+(i+l)*dt)] ,i, a, n)11)$

(%0118) 48.125

35

£t ——
30 discrete2 ——

25
20
(%t119) 15
10

5

0

0 1 2 3 4 5

Bem-vindo ao wxMaxima Pronto para entrada do usuario

Figura 62: Area da funcio quadratica n=10

wxMaxima 12.04.0 [ T3.grau2.wxm* ]

smlE & XK 5 Qe
F'sioe) f(t):=t2$

a:0%

b:5%

n:50%

dt:{b-a)/ns

A: sum(f(k*dt)*dt, k, 1, n),numer;
wxplot2d([[parametric,t,f(t),[t,a,b]], [discrete,
create_list ([a+i*dt, f(a+i*dt),a+i*dt,0,a+i*dt,
fla+(i+1)*dt)] ,i, a, n)1l)$

(%0104) 42.92500000000002

30

£t ——
25 discrete2 ——

20
(%t165) 15
10

5

0

0 1 2 3 4 5

Bem-vindo ao wxMaxima Pronto para entrada do usuério

Figura 63: Area da funcido quadratica n=50
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wxMaxima 12.04.0 [ T3.grau2.wxm* ]

: =8 88X 5 Qo
[ (=i1e6) f(t):=t2s

a:0%

b:5%

n:100%

dt:(b-a)/ns

A: sum(f(k*dt)*dt, k, 1, n),numer;
wxplot2d([[parametric,t,f(t),[t,a,b]],[discrete,
create list ([a+i*dt,f(a+i*dt),a+i*dt,0,a+i*dt,
fla+(i+l)*dt)] ,i, a, n}1])$

(%0111) 42.29375

30

LE™2 —

25 discrete2 ——

20
(%t112) 15
10

5

0

0 1 2 3 4 5

Bem-vindo ac wxMaxima Pronto para entrada do usuario

Figura 64: Area da funcio quadritica n=100

4.5 CALCULANDO A AREA SOB A FUNCAO EXPONENCIAL

Considere a curva f(x) = ¢* deseja-se obter a drea sob a curva no intervalo [0, x|, dada

pela representacdo grafica na Figura 65.

1y Yo

' " Xo

Figura 65: Funcio f(x) =¢* Figura 66: Particionamento

Para calcular esta drea poderd ser utilizada a mesma técnica ja empregada nos casos
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anteriores, tomando o intervalo [0,xo] e o subdividindo em intervalos de comprimento iguais
a ry e posteriormente realizando uma aproximacao pela soma da drea de vérios retangulos que
possuem dreas faceis de calcular, ver grafico Figura 66.

Dividindo o intervalo em subintervalos de comprimento r, encontra-se, n = f—g onde n

serd a quantidade de retangulos que serdo obtidos, prosseguindo com os calculos:

n .
y = Ze”x.rx
i=0

= (1+e™+e +..+e"™)r

e(i’H—])rx - 1
= e —
e —1
Substituindo o valor n = ’%
X
X0
e(a+1)rx 1
~ r
Y * e'x—1
ot — 1
= 7y
e —1
r — X
— X0 € = e 0
= 9r,.
exr—1

Substituindo r, por um valor préximo de zero, encontra-se a seguinte aproximacao

para os seguintes valores de xjp.

xo | re =0,001 | yo = e0p,. e Yo

ef'x—1
0,0001 1,718467744 ~e—1
0,0001 6,3894755571 ~er—1

0,0001 19,0865912159 | ~e3—1
0,0001 53,6009299853 | ~e*—1
0,0001 147,4206298833 | ~ ¢ — 1

N || W I | =

Tabela 20: Aproximacio da exponencial

Diante do exposto, facilmente verifica-se que quanto mais a largura dos retangulos di-
minui, ry, mais a aproximag¢ao melhora. Como € possivel aproximar arbitrariamente r, de zero,

conclui-se, intuitivamente, que a drea serd exatamente:



I'x ___(?__XO
y=lim eOry,,.—— =" —1
re—0 elx—1
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Utilizando o Maxima pode-se encontrar a drea da fungdo f(x) = ¢ no intervalo (0, 10]

e visualizar o gréfico, podendo manipular valores e facilitando a visualiza¢do do processo em-

pregado, observando o processo de particionamento da regido em 10, 50 e 100 subintervalos da

particao, é facil ver como a soma das dreas dos retangulos da particao se comporta em relagao

a drea da regido sob a curva.

wxMaxima 12.04.0 [ T3.grau2.wxm* ]

& 8 X 5 Qo
' (5i141) (1) :=%e"ts

a:0s%

b:5%

n:10%

dt:(b-a)/ns

(%0146)

(%t147)

A: sum(f(k*dt)*dt, k, 1, n),numer;
wxplot2d([[parametric,t,f(t),[t,a,b]],[discrete,
create list ([a+i*dt,f(a+i*dt),a+i*dt,0,a+i*dt,
fla+(i+1)*dt)] ,i, a, n}1l)$

187.324835773627

250

t, %e™t —
discrete? ——
200

150

100

50

o]

0 1 2 3 4 5

Bem-vindo ao wxMaxima Pronto para entrada do usuério

Figura 67: Area da funcao exponencial n=10
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ol B & K B Q e
M (=i127) f(t):=%e t$

a:0s

b:5%

n:50%

dt:(b-a)/n$

A: sum(f(k*dt)*dt, k, 1, n),numer;
wxplot2d([[parametric,t,f(t),[t,a,b]],[discrete,
create_list ([a+i*dt,f(a+i*dt),a+i*dt,0,a+i*dt,
fla+(i+1)*dt)] ,1, a, n)]])s

(%0132) 154.9066408877813

t, %e™t
160 discrete? ——

(%t133) 80

Bem-vindo aoc wxMaxima Pronto para entrada do usuario

Figura 68: Area da funcio exponencial n=50

wxMaxima 12.04.0 [ T3.grauZwxm* ]

sm® & X E Qe
P (=i134) T(t):=%e t$

a:0s

b:5%

n:100s

dt:(b-a)/n$

A: sum(f(k*dt)*dt, k, 1, n),numer;
wxplot2d([[parametric,t,f(t),[t,a,b]], [discrete,
create_list ([a+i*dt,f(a+i*dt),a+i*dt,0,a+i*dt,
fla+(i+1)*dt)] ,i, a, n)ll)s

(%0139) 151.1291978754021

160
t, %e”t
140 discrete2 ——
120
100
(%1140) 80
60
40
- ‘ﬁmnmﬂﬂmmmmﬂ
0
0 1 2 3 4 5
Bem-vindo ao wxMaxima Pronto para entrada do usuério

Figura 69: Area da funcao exponencial n=100
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5 CONSIDERACOES FINAIS

A proposta desenvolvida foi elaborada para alunos que estejam cursando o ensino mé-
dio ou aqueles que ja terminaram mas ainda nao tiveram um primeiro contato com a disciplina
de calculo diferencial e integral nas universidades, visando relacionar o calculo aos demais te-
mas estudados. O professor envolvido devera ser um professor dindmico que esteja disposto a
elaborar atividades que ao mesmo tempo contemplem o cédlculo tradicional também se relacione
com as novas tecnologias, a0 mesmo tempo que trabalhe aplicacdes na propria matematica, que
esteja também disposto a aplicar este contetido em mecanica, termodinamica, eletricidade ou
até mesmo em conteudos do ensino técnico.

Esta proposta desafia o professor a inovar suas aulas tanto em metodologia como con-
teido, uma vez que nao € um assunto normalmente abordado, sendo aplicado de formas diferen-
tes nas variadas séries do ensino médio e possivelmente nas diversas dareas do ensino técnico.
A proposta se divide em trés etapas Taxa de Variagdo, Aplicacdes e Defini¢des e Calculo de
Areas, buscando em primeiro momento analisar o comportamento da taxa de variagdo, para
posteriormente mostrar algumas de suas possiveis aplicacdes nas diversas areas do conheci-
mento tornando assim o estudo da matemaética mais dindmico e estreitando as possibilidades de
inter-relacionamento da matematica com outros ramos do conhecimento, nio se esquecendo da
utilizag¢do dos beneficios e os alcances que podem ser utilizado com o software Maxima.

O programa utilizado, o software Maxima, em parceria com o mestrando Magno
Marcio e sob a orientacdo do professor Dr. Andrés, possibilitaram uma melhor agilidade no
manuseio do programa, aprendizado sobre as potencialidade de como o programa pode auxiliar
na visualizag¢do de gréificos, bem como a identificacdo dos coeficientes que interferem no seu
formato. No Maxima € possivel realizar cdlculos matemadticos, implementar graficos e assim
absorver conceitos, a utilizagdo da ferramenta nio visa tornar o aluno dependente das novas
tecnologias mas sim empregé-lo como um recurso para solidificar conceitos.

O estudo de cdlculo no ensino médio contribui com o raciocinio intuitivo do aluno e o
prepara para atividades futuras na academia, o preparando para possibilidades futuras de estudo
e de pesquisas. O processo empregado desperta no aluno curiosidades que muitas vezes sao

podadas pelo professor e que aqui sdo valorizadas como as saidas alternativas para situacdes
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diversas fazendo uma ligacdo de casos complicados a casos mais simples e conhecidos, é o que
ocorre no caso da reta tangente a uma curva qualquer e o calculo de areas.

O estudo de matemadtica ndo pode ser visto como conhecimento isolado que ndo se
relaciona com 0s outros ramos, ao contrario, deve ser visto como um conhecimento interdis-
ciplinar assim, todo este estudo tem vasto relacionamento com os outros ramos. Nas escolas
de ensino médio convencionais o estudo ganha for¢a principalmente na fisica, mas nas escolas

técnicas este estudo pode ganhar um campo de aplicacdo muito abrangente.
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